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III. COMPACITE

Utilisation des critéres de compacité

1) a) Montrer que la partie A := {n%q ;n € N}U{0} deR est compacte.

b) Plus généralement, montrer qu’étant donnée une suite convergente (2, )nen de limite [ dans
un espace métrique E, la partie K := {xz,;n € N} U{l} de E est compacte.

c) Soit f une application d’un espace métrique E dans un espace métrique F'.

Montrer que f est continue si et seulement si f| est continue pour tout compact K de F.

2) Montrer que la boule unité fermée B de I'espace vectoriel normé (I°°, | || ) est pas compacte.
Indication : trouver une suite (fx)r>0 d’éléments de B telle que || fi, — fillo =1 quand k # 1

Compacité, continuité et homéomorphismes

3) a) Démontrer que les intervalles ]0, 1] et [0, 1] ne sont pas homéomorphes.

b) Démontrer que l'intervalle [0, 1] et le cercle unité S* de R? ne sont pas homéomorphes.

4) On consideére les parties suivantes de R3 :
%:{(1‘>y72)€R3|$2+y2:Z2} et SQ:{(%Z/,Z)GR?’\xz—l—yQ—i-zQ:l},

Démontrer que € et S? ne sont pas homéomorphes.

5) On note D le « disque fermé unité » de R2, d’équation 22 + y? <1

Expliquer en détail pourquoi une bijection continue A : D — D est un homéomorphisme. (*)

6) Soit ¢: R — R une application continue telle que Supp ¢ := {z € R | p(x) # 0} est compact.

Démontrer que ¢ est uniformément continue.
Compacité et optimisation

7) Onnote : S? :={(z,y,2) € R3 | 22 + ¢y + 22 = 1}.
a) Démontrer que S? est une partie fermée de R3. (%)

b) Démontrer que S? est une partie bornée de R3.

c¢) Montrer qu’il existe (xo, %o, z0) € S? tel que :
eT01TY0+20 < et ty+z
2+sin xg-+cos yo—{-tan2 20 — 24sinz+cos y+tan2 z

pour tout (z,y,z) € §2. (+**)

8) On se place dans la boule unité ouverte B(0,1) de R3. Soit K un compact de B(0,1).

Démontrer qu’il existe r € ]0,1[ tel que K est inclus dans la boule fermée Bf(0,r).

(*) On peut aussi démontrer, mais c’est un résultat difficile, que tout bijection continue du disque unité ouvert D de
R? sur lui-méme est un homéomorphisme (cela découle d’une version du |« théoréme d’invariance du domaine »).
() On sait que les normes sur R® sont équivalentes, donc les parties fermées (respectivement bornées) de R* sont les
mémes pour toutes les normes. Le choix de la norme n’a donc pas besoin d’étre précisé dans ’énoncé.
(* * %) On peut considérer les quotients proposés car, pour tout (z,y, z) € S? on a :
I(z,y,2)]l, <1< 7% et donctanz € Ret 2+sina+cosy+tan®z>2—1+0+0 > 0.


https://fr.wikipedia.org/wiki/Th%C3%A9or%C3%A8me_de_l%27invariance_du_domaine

9) On note S? la sphére euclidienne de R3, d’équation x? + y% + 22 = 1.
Démontrer qu’il existe un tétracdre ABC'D avec A, B,C,D € 5% qui est de volume maximal.

Indication : le volume V d’un tétraédre ABC'D dans R® s'écrit V = % |det(ﬁ, @, E)|

|V = bh/3 ou b est la demi-aire du parallélogramme construit sur (E , ﬁ) et h =d(D, (ABQC))]

10) On note : ¥ = {(z,y,2) € R? | 22 + y> < 2% et z = cos(zy)}.

Montrer qu’il existe (z,y,z) € ¥ pour lequel z est minimal.

11) On fixe une norme ||-|| sur R? et se donne A, B,C € R? deux & deux distincts.
On pose : p(M) = |M — A|| + |M — B|| + ||M — C|| pour tout M € R2.
Démontrer que cette application ¢: R?2 — R a une plus petite valeur.
Indication : on pourra remarquer que, si M € R? et p(M) < ¢(A), alors |M — Al < p(A) (ce
qui signifie que M appartient a la boule fermée de centre A et de rayon p(A).

Exercices supplémentaires

12) Démontrer que I'application périodique g: R — R est uniformément continue.

. sin x
zr — 2+cosx

13) Soit f: R>p — R une fonction continue telle que f(7w) = 0. On définit g: R>o — R par :

N f(z) sizel0,n],
o) {sin(a;) sixz>m.

a) Démontrer que la fonction g est continue.

b) La fonction g est-elle uniformément continue ? Justifier.

14) a) Démontrer que la sphére 5™ := {z € R"™ | 2% + ... + 22| = 1} de R""! est compacte.
b) Démontrer que la partie SO(n) de M(n,R) formée des matrices carrées d’ordre n qui sont
orthogonales et de déterminant 1 (appelée « groupe spécial orthogonal ») est compacte.
c) Soient Mj, ..., M, des points de R3.
Montrer qu’il existe une base orthonormée % = (u,v,w) de R qui rend minimal le volume

du plus petit parallélépipede rectangle I1z d’arétes paralleles a u, v, w contenant My, ..., M,.

15) Soient A et B deux parties de RY.
On définit A+ B:={a+b; a€ Aetbe B}.
a) Montrer que si A et B sont compactes, alors la partie A+ B de E est compacte.
A titre d’exemple, décrire précisément la partie ST + S de R2.
b) Montrer que si A est compacte et B est fermée, alors la partie A + B de E est fermée.

Lorsque RY =R et B = 7Z, peut-on remplacer « A est compacte » par « A est fermée » ?

16) Soit f une application d’un espace métrique E dans un espace métrique F.
a) On suppose que F' est compact.
Montrer que : f est continue si et seulement si son graphe I' est fermé dans E x F'.

Indication pour (<) : on suppose que x,, — x dans E mais f(x,) -~ f(x) dans F et

n—+400 n——+oo
construit une suite convergente (f(zy,)) 1> dont les termes sont hors d'une boule B(f(x),¢).

b) On suppose que E est compact.
Déduire du (a) que : f est continue si et seulement si son graphe I' est compact.


https://images-des-maths.pages.math.cnrs.fr/freeze/Aires-et-volumes-decoupage-et-recollement-II.html

