hors programme

Théorémes limites : & retenir

On se donne une probabilité P sur un ensemble © (muni d’événements).

Proposition

Soit X une v. a. r. sur 2 vérifiant E(X?) < +o0.

Ona: P(|X —E(X)| > ¢) < & Var(X) pour tout e > 0 « inégalité de Bienaymé-Tchebychev ».
[Cela découle de I'« inégalité de Markov » : P(Z > a) < i(Tf-)/ pour Z v. a. 1. positive et a > 0.]

< oo

Définition-Proposition
Soient (X,),>1 une suite de v. a. r. sur €, et, X et Y deux v. a. r. sur .

(a) On dit que la suite (X,,)n>1 converge en probabilité vers X, et note « X, % X »,si:
- n—-+00
P(|X,— X|>¢) — 0 pour tout e > 0.
p p n——+00
De plus, si X;, — X et X, — Y alors P(X =Y) =1 (unicité a 'égalité presque stre preés).

n—-4o0o n—+400o

(b) On dit que (X,,),>1 converge en loi vers X, et note « X, % X », si elle vérifie I'une des
- n——+o0o

trois propriétés équivalentes :

(i) E(h(X,)) T E(h(X)) pour tout h € €,(R,R);

(i) Fx,(x) e Fx(x) pour tout z € R en lequel Fx est continue;
(i) Px, (¢) e dx(t) pour tout t € R.

D’aprés (i) : si X, % X alorson a f(X,) Z, f(X) pour tout f € €(R,R).
n——+0o00o

n—+4o0o

(c) Si X, Ly X, alors X, =< X.

n—-+4o0o n—-+4o0o

Proposition

Soit (X, )n>1 une suite de v. a. r. indépendantes de méme loi (« i. i. d. » pour « indépendantes
et identiquement distribuées ») sur €, telle que E(X7) < +oo.
—_——

en fait la condition « E(|X1]) < +oo » suffit

Ona: X, :=%t=t %) E(X;) «loi faible des grands nombres ».
n—r+00 :|

Provient de la « convergence en moyenne quadratique » : E((X, — E(X;))*) — 0.

n—-+4o0o
N >

g

2
noté « X, La E(X1) »
n—+4oo

Compléments
Soient (X,),>1 une suite de v. a. r. sur et X une v. a. r. sur .

(a) On dit que la suite (X,)p,>1 converge presque sirement vers X, et note « X, % X », sl
- n——+o0o
P{we Q| Xo(w) — X(w)}) =0.
n—+00

(b) Si X, =% X alors X, — X.
n—+o00 n—+o00

(c) Soit (X, )n>1 une suite de v. a. r. i i. d. sur Q telle que E(|X;|) < +o0.

Ona: X,=%t=tX 2% F(X) «loiforte des grands nombres ».
n——+o0o

(d) Soit (X,,)n>1 une suite de v. a. r. i. i. d. sur Q telle que E(X?) < +o0.

—2 X1—Xn)2 4.4 (Xn—Xn)? s,
Ona: oy = F=Sn it 2% Var(X)).
n n—-+00




Proposition (lemme de Scheffé)
On considére une suite (X,,),>1 de v. a. r. sur 2 et une v. a. r. X sur .

(a) On suppose que les X, (n > 1) et X sont a valeurs dans Z.
Ona: X, 2+ X < VkeZ P(X,=k) — B(X =k).
n—-+0oo

n—-+0o00
(b) On suppose que les X,, (n > 1) et X ont des densités p,: R" — R et p: R" — R*.
Si pu(x) - px(z) pour presque tout x € R, alors X, Z, X
n—-+0oo

n—-+oo

Théoréme
2
Onnote: II(t)= [ —L e da

0 Var
(a) Soit (X,),>1 une suite de v. a. r. i. i. d. sur Q telle que E(X?) < +o0 et o(X;) # 0.
Onpose: S, =X;+ ..+ X, quandn > 1. On a:

5B 2y x N (0,1)  « théoréme central limite ».
o(Sn)  nosioo

somme réduite

22
Cela signifie que : P(a < —S”U_(E(“?”) < b) —>+ f; —\/17 e 7Tdr quand —oco<a<b< +oo™.
n n—+o00 4

X -B(X)) 11(b) ~ Ti(a)

o(X1)/vVn
(c) Soit (X,)n>1 une suite de v. a. r. i. i. d. avec X; de loi de Bernoulli de parameétre p € ]0, 1[.
On pose: S, =X;+ ...+ X,, quand n > 1. On a d’apreés le théoréme central limite :

P(a < —Snmp b) — TI(b)—I(a) quand —oco < a<b < +oo « théoréme de Moivre-Laplace ».

np(1—p) n—+00
Remarque
Le théoréme central limite est valable avec « < » au lieu de « < » car S/, := S"U%(f") vérifie :

Pla< S, <b) < Pla<S,<b) < Pla—3 <8, <b+7)
—_——

> II(b) —II(a) — e sin> N

< H(b+%)—§(a—%)+§.

n2 Nk <TI(b) —H(a) + e sik=K et n> Ny,

Une construction admise (suite de v. a. r. indépendantes avec des lois imposées)

Soient U, des v. a. r. sur des ensembles €2, munis chacun (d’événements et) d’une probabilité P,

sur €,, ou n > 1. Il existe une probabilité P sur 'ensemble Oy = [] Qn (muni de certains
n>1
événements) et une suite (X,),>1 de v. a. r. indépendantes sur Qy telle que pour tout n > 1 la loi

de X,, pour P est égale a la loi de U,, pour P,.
Ezxemple : la probabilité P du jeu de pile ou face infini s’obtient avec P, = B(p) et U,, = idg.

X —E(X1)

o(X1)/vn
cet abus fournit un intervalle de la forme ]X7n —en, X + sn[ dans lequel E(X7) se trouve avec une probabilité

> 1—a ou « est déduit de la table des valeurs prises par II.

(*) Pour « n grand », on approxime en pratique P( < a) par sa limite 21I(a) — 1 quand n — +o0, et




