Vecteurs gaussiens : a retenir

On se donne une probabilité P sur un ensemble 2 (muni d’événements) et n € N\ {0}.

On note : (x,y) = x1y1 + -+ + Ty, pour tous x = (T1,...,T,), ¥y = (Y1, ..., Yn) € R™.

Définition
Soient A = (a; ;) 1<i<n € M(n, R) une matrice carrée d’ordre n et Z une v. a. r. sur €.
7‘7
1Z5<n
(a) On dit que A est symétrique si : a;; = a;; pour tous 4,j € {1,...,n}.
Dans ce cas, on dit que A est positive si : (Ax,z) > 0 pour tout z € R™.
(b) On dit que Z est gaussienne s'il existe m € R et 0 > 0 tels que {oua =0etP(Z=m)=1
o>0et Z~N(m,o?)
Définition-Proposition
Soient X = (Xi,...,X,) et Y = (Y1,...,Y,) deux v. a. sur Q a valeurs dans R".
a) Pour tous u € R™ et [' € M(n, R) symétrique positive, il existe une unique loi de probabilité
1
N, (11, T) sur R™ dont la fonction caractéristique ® vérifie : |®(t) = el e=2T0| pour ¢ € R™,
Ainsi : [si X ~ N, (1, T) et Y ~ N, (v, A) sont indépendantes, alors X +Y ~ N, (u+v,T+A);
si X ~ N, (i, T) et A€M, (R) et BeRF alors AX + B ~ N (Au+ B, AT 4).
n dit que la v. a. X est gaussienne 8’1l existe un vecteur . € R™ et une matrice I' € 9t(n,
b) On dit 1 X est ' il exist t R” et trice I' € M(n, R
symétrique positive tels que X ~ N, (u,T).

Dans ce cas X, ..., X,, ont des moments d’ordre 2 avec :
n = (E(Xl), ,E(Xn)) et I'= (COV(XhXj))lgi,jgn .

n
(c) La v. a. X est gaussienne si et seulement si Y «;X; est gaussienne pour tous ay, ..., a, € R.
i=1
Définition-Proposition
Soit X une v. a. a valeurs dans R"™ gaussienne d’espérance pu et de matrice de covariance I'.
(a) Ona: P(X € [(R") +p) = 1.
En particulier, X n’a pas de densité lorsque det(I") = 0.

(b) On suppose que det(I") # 0.
La loi de X a pour densité la fonction px définie par :

_1 -1 xr— xr— n
px(z) = Me AP @z pour o € R™.

Proposition
Soit X = (X1q,..., X;r, Xp41, ..., Xp) une v. a. a valeurs dans R™, avec 1 < r < n.

(a) Si X est gaussienne, alors (X1, ..., X,) et (X,41, ..., X;,) sont gaussiennes.
La réciproque est fausse.

(b) Si (Xi,..., X)) ~ N (@', T) et (Xop1,.or, Xp) ~ Ny (0", T”) sont indépendantes,
alors X ~ N, (u,T) avec = (i, 1) et T = (5 9.
(c) Si X est gaussienne avec Cov(X;, X;) =0 quand 1 <i<7r et r+1<j<n,

alors (X1, ..., X;) et (X,41,..., X;,) sont indépendantes.



