
Vecteurs gaussiens : à retenir

On se donne une probabilité P sur un ensemble Ω (muni d’évènements) et n ∈ N \{0}.
On note : 〈x, y〉 = x1y1 + · · ·+ xnyn pour tous x = (x1, ..., xn), y = (y1, ..., yn) ∈ Rn.

Définition
Soient A = (ai,j) 1≤i≤n

1≤j≤n
∈M(n,R) une matrice carrée d’ordre n et Z une v. a. r. sur Ω.

(a) On dit que A est symétrique si : aj,i = ai,j pour tous i, j ∈ {1, ..., n}.
Dans ce cas, on dit que A est positive si : 〈Ax, x〉 ≥ 0 pour tout x ∈ Rn.

(b) On dit que Z est gaussienne s’il existe m ∈ R et σ ≥ 0 tels que
{

σ = 0 et P(Z = m) = 1
ou

σ > 0 et Z ∼ N (m,σ2)
.

Définition-Proposition
Soient X = (X1, ..., Xn) et Y = (Y1, ..., Yn) deux v. a. sur Ω à valeurs dans Rn.

(a) Pour tous µ ∈ Rn et Γ ∈M(n,R) symétrique positive, il existe une unique loi de probabilité

Nn(µ,Γ) sur Rn dont la fonction caractéristique Φ vérifie : Φ(t) = ei〈µ,t〉 e−
1
2
〈Γt,t〉 pour t ∈ Rn.

Ainsi : si X ∼ Nn(µ,Γ) et Y ∼ Nn(ν,∆) sont indépendantes, alors X+Y ∼ Nn(µ+ν,Γ+∆) ;
si X ∼ Nn(µ,Γ) et A ∈Mk,n(R) et B ∈ Rk, alors AX +B ∼ Nk(Aµ+B,AΓ tA).

(b) On dit que la v. a. X est gaussienne s’il existe un vecteur µ ∈ Rn et une matrice Γ ∈M(n,R)

symétrique positive tels que X ∼ Nn(µ,Γ).
Dans ce cas X1, ..., Xn ont des moments d’ordre 2 avec :

µ = (E(X1), ...,E(Xn)) et Γ = (Cov(Xi, Xj))1≤i,j≤n .

(c) La v. a. X est gaussienne si et seulement si
n∑
i=1

αiXi est gaussienne pour tous α1, ..., αn ∈ R.

Définition-Proposition
Soit X une v. a. à valeurs dans Rn gaussienne d’espérance µ et de matrice de covariance Γ.

(a) On a : P
(
X ∈ Γ(Rn) + µ

)
= 1.

En particulier, X n’a pas de densité lorsque det(Γ) = 0.

(b) On suppose que det(Γ) 6= 0.
La loi de X a pour densité la fonction pX définie par :

pX(x) = 1

(2π)n/2
√

det(Γ)
e−

1
2
〈Γ−1(x−µ) , x−µ 〉 pour x ∈ Rn.

Proposition
Soit X = (X1, ..., Xr, Xr+1, ..., Xn) une v. a. à valeurs dans Rn, avec 1 ≤ r < n.

(a) Si X est gaussienne, alors (X1, ..., Xr) et (Xr+1, ..., Xn) sont gaussiennes.
La réciproque est fausse.

(b) Si (X1, ..., Xr) ∼ Nr(µ′,Γ′) et (Xr+1, ..., Xn) ∼ Nn−r(µ′′,Γ′′) sont indépendantes,
alors X ∼ Nn(µ,Γ) avec µ = (µ′, µ′′) et Γ =

(
Γ′ 0
0 Γ′′

)
.

(c) Si X est gaussienne avec Cov(Xi, Xj) = 0 quand 1 ≤ i ≤ r et r + 1 ≤ j ≤ n ,
alors (X1, ..., Xr) et (Xr+1, ..., Xn) sont indépendantes.


