Tribu et mesure : & retenir (J-Y D)

Définition
On considére un ensemble X et une partie A de Z(X). « [#(X) désigne Vensemble des partios de X|
On dit que A est une tribu sur X (ou que « (X, .A) est un espace mesurable ») si :
i) 0eA;
(i) VAe A Ae A, « [A® designe le complémentaire de A dans X]
(iii) V(A )nen € AN J A4, € A.

neN
Dans ce cas, les éléments de A (par exemple X)) seront appelées les parties mesurables de X.

Définition-Proposition
Soit (X,.A4) un espace mesurable. On a :
(i) VAL Be A AUBeA et ANBe A,
(i) V(A)pen € AN N A, €A, limsupA, € A et liminfA, € A

neN n—s—+oo n——+o00
ou limsup A,, ;== {x € X | z € A,, pour une infinité¢ de n € N} = (| | Ak
n—+o00 n>0k>n
et liminf A, .= {z € X | z € A, pour n assez grand} = (J ) A @.
n—+00 n>0k>n
Définition

On considére un ensemble X et une partie M de Z(X).
On dit que M est une classe monotone dans X si :

(i) X eM,;

(ii) VA, BeM (ACB= B\AcM);

(iii) V(Ap)nen € MY (VneN A, C A, = JA, e M).

neN

Proposition
Soient X un ensemble et C une partie de Z(X).
(a) Il existe une plus petite tribu sur X contenant C. - [ N A]
On lappelle la tribu engendrée par C, et la note o(C).

(b) Il existe une plus petite classe monotone contenant C. - { N M]
On l'appelle la classe monotone dans X engendrée par C, et la note .# (C). i clasre monotone =¢

Exemple

On se donne un espace topologique X et note O I’ensemble de ses ouverts.
On appelle tribu borélienne de X la tribu A(X) = 0(O).

Les ouverts de R:=R U {—o00, +00} sont les réunions de [—oc0,b|, Ja, b, Ja, +oc], a,bER et a<b.
Ona: BR)=0c({] —oco,a]l;a€R}) et B(R)=o0({[-00,d];acR}).

Théoréme (« lemme des classes monotones » )

Soient X un ensemble et F une partie de Z(X) stable par intersection de deux éléments.
AlOl“S . %(f) - O-(f) . c’est-a-dire stable:); intersection finie

Définition
On se donne des espaces mesurables (X, A) et (Y, B), et une application f: X — Y.

On dit que f est (A, B)-mesurable si: f~'(B) € A pour tout B € B.
Quand X et Y sont des espaces topologiques, on dira que f est borélienne lorsqu’elle est mesurable
pour les tribus boréliennes.

(%) Pour toute suite (uy)nen de réels, on note limsupu, := lim supup et liminfu,:= lim inf wuy.
n——+o0o n—-+o0o k>n n—+00 n—+oo k>n
Par conséquent :  limsup 14, () = Liimsup 4, () et liminf 14 () = Liiminr 4, (x) pour tout z € X.
n—+o0o n—+oo n—-4o0o n—+oo



Proposition
On se donne des espaces mesurables (X, A), (Y, B) et (Z,C).
(a) Soient f: X — Y et g: Y — Z mesurables. L’application go f: X — Z est mesurable.

(b) Soit A C X. On note 14: A — R la fonction caractéristique de A.
On a : 14 est mesurable si et seulement si A est mesurable.

(¢) Soit (fn)nen une suite de fonctions mesurables de X dans R ou dans C.
Si (fn)nen converge simplement vers f, alors f est mesurable.

(d) On suppose que f: X — Y et B = o(C) pour une certaine partie C de Z(Y).
Dans ce cas, [ est (A, B)-mesurable si et seulement si : f~1(C) € A pour tout C € C.
Quand X et Y sont des espaces topologiques, on en déduit que toute application continue de X
dans Y est borélienne.
(e) Soient f: X — Y et (A,)nenwvcen une suite d’éléments de A dont la réunion est X.
On munit 4, de la tribu A4, =i '(A) := iA NA,; Ae A}/, ol i, est 'injection de A,, dans X.
(AcAlAC A
Par exemple, on a: A, = A(A,) pour tout n € N’ quand X est un espace topologique et A = A(X).
On a : f est mesurable si et seulement si pour tout n € N', la restriction f|, est mesurable. *)

Définition-Proposition
On se donne des espaces mesurables (X, A), (Y, B) et (Z,C).

(a) On munit X x Y de la tribu A®@ B:=0({Ax B; Ac A et BeB}).
On appelle A ® B la tribu produit de A et B. Par exemple, on a : B(R?) = B(R) @ B(R).

(b) Une application u: X — Y X Z est mesurable si et seulement si v et w sont mesurables.

z = (v(2), w(x))

Donc la somme et le produit de deux fonctions mesurables de X dans C sont mesurables.

Définition
On considére un espace mesurable (X, .A) et une application p: A — RT U {+00}.

(a) On dit que p est une mesure sur (X, A) (ou que « (X, A, ) est un espace mesuré ») si** :

(i) p(@) =0;
(i) u( U An) = X pu(A,) quand A,, n € N, sont des éléments de A deux & deux disjoints.
neN neN

Dans ce cas, on dit que N C X est u-négligeable s’il existe A € Atel que: N C A et pu(A) =0.
On dira « u-presque partout » (en abrégé « p. p. ») pour « en dehors d’une partie p-négligeable ».
(b) On suppose que p est une mesure sur (X,.4). On dit que p est finie si : pu(X) < +oo.

On dit que p est o-finie sl existe une suite (A, )nen d’éléments de A telle que :

X=UA, et pu(A,) <+oco pour tout n > 0.
neN
Définition-Proposition
Soit (X, A, u) un espace mesuré. Il est dit complet si A contient toutes les parties p-négligeable.
mdcpcndant décomposition
(A)

On pose : ={AUN; A€ A et N C X p-négligeable} et a(AUN) =
On a : A est une trlbu sur X « complétée de (A, 1) » et (X, A, i) est un espace mesuré complet.

Exemple
La mesure de Lebesgue A sur (R, Z(R)) : A(]a,b]) :=b—a pour a,b € R et a < b (unicité).
On appelle tribu de Lebesgue la tribu complétée de (AB(R), A).

¥) Cela découle des égalités suivantes : “Y(B)=f"YB)NA, et f7Y(B)= ~1(B) pour tout B € B.
A, A,
neN’
(¥%) La somme d’une famille (a;);cs de réels positifs avec I infini et I dénombrable (au sens ou I s’injecte dans N) est :
R F . L4 + ST
iezlal : nllgrloc (@i + @iy + - +a;,) ERTU{+o00} ou I={i, ;neN}
N—— croissant en n distincts

indépendant du choix de la numérotation




Intégrale de Lebesgue : a retenir (J-Y D)

On fixe un espace mesuré (X, A, ). On munit RT, R™ U {400}, R, et C de leur tribu borélienne.

Définition-Proposition
(a) Soit ¢: X — C. On dit que ¢ est étagée si ¢ est mesurable d’image finie.

P
Donc ¢ est étagée si et seulement si elle s’écrit ="y ls, avec peN, Ay, ..., A, e Adet aq,...,a, €C.
k=1
(b) On considére une fonction étagée positive ¢: X — R*. On note :

Jxedu= % aue ' ({a}) < too
acER %/_/
0 Euand a=0cetule *{a})) = +oo

(c) Toute fonction mesurable positive f: X — RTU{4o00} est limite simple d’une suite croissante

. L , . 22n _ g )
de fonctions étagées positives. {pa, xomple s pn(e) = BN L @ Ml @) o ) pour tour s € .

EQ

DéﬁnitiOﬂ-PrOpOSition « [idée : découpage de I’ensemble d’arrivée]
(a) Pour toute application mesurable positive f: X — R* U {400}, on note :
fX f d,u = sup fX (2 d/L S —+00. <« [il est clair que f > [y fdu croit]

g1 X R+ étagée, p< f
Donc: (fyfdu=0 <= f(x)=0 pp.p.) et (fyfdu<+4c0 = f(z)<+00 p-p.p.).
(b) On note : ZF(u) := {f: X =K mesurable | | f||,:= [y |f]dp<-+oo}, ot K=R ou C.
Une fonction p-intégrable sur X est un élément de : £ (n) := L (p) = Li(p) +1% ().
Onmote: [y fdu:= [ ffdu— [y~ du) quand f € Zg() @
et dp = [oRefdu+i [vImfdu quand f € LY (). Tt sin= hxran's Fxpan
Donc £ (u )i);tfunﬂsous £)s(pacefvelétor1e{)((ie (C{( Ilét ' fe Z{ > (f ) fdp est linéaire. De plus :
[xfdu < [cgdp si f,ge Li(p) et f<g, et, \fodu} < [xlfldp st fe L ().
(c) Soit A € A. Onnote [, fdu:= [, 14 fdu pour f: X = R*U{+o0} mesurable ou f € Z*(u).

Soit J un intervalle. On note Z'(J):=21(dx;) ot dx; est larestriction a (J, Z(J)) de la mesure
de Lebesgue dz sur B(R), et, L' (J):={f: J=C |Va,becJ (a<b= fl,uy€ L ([a,0])}.

Théoréme
(a) Pour toute suite (f,)nen de fonctions mesurables de X dans RT U {+oo}, on a :
Jx lim inf fp dp < llm inf [, frdp «lemme de Fatou ».

n—4o00 k>n —+o0 k>n

—_———

mesurable

(b) Pour toute suite croissante (f,)nen de fonctions mesurables de X dans R U {+o00}, on a :

Jx lm f,dp = lim [ f.dp  « théoréme de convergence monotone ».
n——+00 n—-+00 A -

~\~
(appelé aussi « théoréme de Beppo-Levi »)
mesurable

(c) On considére une suite (f,,)nen d’applications de X dans C.
On suppose que | (i) la suite (f,(2))nen converge pour p-presque tout x € X;
(ii) lapplication x +— f,(z) est mesurable pour tout n € N;
(iii) il existe g € L3 (u) tel que sup|f,(z)] < g(z) p-p.p.
neN
Alors | il existe f € Zg(u) tel que f,(x) N f(x) ,u—ep.p.;
Jx fadp — [ fdp « théoréme de convergence dominée » (xx).
N s N——+00

défini

( )Soient (fn)n>0 Eiﬂl( )N etfe,:%l( ) On suppose que : ||fn f||1 — 0.

n—-+00
Il existe une suite extraite (f,, )r>0 de (fn)n>0 qui converge simplement u-presque partout vers f.

(x) Quand f est réelle, on pose : fT(z) := max(0, f(x)) et f~(x) := max(0, —f(z)) pour z € X, donc f = ft — f~.
(%) En partlcuher si une suite d’applications continues f,: [a,b] — C (a < b), n € N, converge uniformément vers f,
alors f fn(z)de —> f f(z)dz (appliquer le théoréme aux applications f, — f: [a,b] = C, n € N).



Proposition (« continuité et différentiation d'une intégrale dépendant d’un paramétre »)
On se donne N € N, Q C R un espace mesuré (T, T, v), et des applications f;: @ — C, t € T.
(a) On suppose que | (i) lapplication ¢+ fi(x) est mesurable pour tout x € €2;
(ii) a € Q et f; est continue en a pour v-presque tout ¢t € T';
(iii) il existe g € L (v) tel que sup |fi(z)] < g(t) v-p.p.

€N
Alors l'application F': z € Q +— [, fi(x)dv(t) est continue en a.
—_—

défini
(b) On suppose que | (i) lapplication ¢+ fi(z) appartient a 23 (v) pour tout = € Q (* * *) ;
(i) Q ouvert de RV et f; différentiable sur Q pour v-presque tout ¢ € T';
(iii) il existe § € L (v) tel que sup |df(z)|| <G(t) v-p.p.
Alors | application F:z € Q — [ fi(z)dv(t) est dlfferentlable sur ;
dF(z)-h = deft -h dv(t) pour tous z € Q et h € RY.

dcﬁnl

Déﬁnition—PrOPOSition + [idée : découpage de I’ensemble de départ]
Soient a,b € R tels que a <b, f:]a,b] >R et Z €R.
(a) On dit que f est Riemann-intégrable sur [a, b] d’'intégrale Z si pour tout € > 0, il existe o > 0

tel que pour tous n€N\{0}, xg =a<zi1<--- <z, =b et & Exo, 1], ..., En € [Tn_1,7,], On & :
n
max(rp —rp1) <o = Sof(&k) (x — k1) — I| < e

(b) La mesure de Lebesgue A sur (R, Z(R)) vérifie la condition de « régularité » suivante :

AMA)= inf MNO)= sup AK) pour tout A € A(R).
o Ouove;rfqde R K cor;l{pcailt de R

De plus, tout ouvert de R est réunion au plus dénombrable d’intervalles ouverts 2 a 2 disjoints et

la mesure de Lebesgue d’un intervalle ouvert J de R est sa longueur (égale & sup J—inf J si J # 0).

Une partie C' de R est donc Lebesgue-négligeable si et seulement si pour tout € > 0, il existe une
“+oo

suite ((an, by))ns0 € (RN avec a,, < b, quand n > 0, telle que : C' C | ]an,bul et Y. (bp—a,) < e.
n>0 n=1

(c) On a: f est Riemann-intégrable sur [a, b] si et seulement f est bornée et I’ensemble des points

de discontinuité de f est Lebesgue-négligeable ; dans ce cas f est Lebesgue-intégrable de [a,b] muni

de la tribu de Lebesgue dans R muni de la tribu borélienne, et f:f(a:) dez = f[a N (z)dz.
S—— e ad

F(b) — F(a) si f est mesurable pour la tribu

continue de primitive F complétée de %B([a, b])

Proposition

(a) Pour toute application mesurable f: X — R* U {+oco} et tout a >0, on a :
p{f =a})<: [ fdp « inégalité de Markov ».

(b) §oit (An)n>1 une suite d’éléments de A.
o0
> u(A,) < +oo, alors p(réalisation d'une infinité de A4,) = 0 « lemme de Borel-Cantelli ».

Définition-Proposition
On considére une application mesurable positive p: X — R*T U {400}.
(a) La mesure de densité p par rapport a p est la mesure pu sur X déterminée par :
(p)(A) == [,pdp pour tout A € A.
(b) Pour toute application f: X — R* U {400} mesurable, on a :
Jx fdpu= [y fpdu.
On en déduit que pour toute application mesurable f: X — C, on a :
feZ(pp) <= fpe L (n); danscecas: [, fdpu= [ fpdpu.

(% % %) Lorsque ) est convexe et xo € ), 'inégalité des accroissements finis permet de remplacer la condition (i) par la
condition suivante : « I'application ¢+ f;(z) est mesurable pour tout = € Q et ¢+ f;(zg) appartient & %3 (v) »
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utiliser F

Théorémes de Fubini : & retenir (J-y D)

On fixe des espaces mesurés (X, A, u) et (Y, B, v) tels que p et v sont o-finies.

Proposition
Il existe une unique mesure u ® v sur A ® B, appelée mesure produit de p et v, vérifiant
(p@v)(Ax B)=p(A)v(B) pourtous Ac A et BcB. ¥
—

0 quand 'un vaut 0 et 'autre vaut +oo

Théoréme (« théorémes de Fubini-Tonelli et Fubini-Lebesgue >>2
muni de A @ B munide 2 RT U {+o0})

—
(a) Pour toute application mesurable positive f: X x Y — R" U {+0cc}, on a :
les applications X — RTU{+oc0} et Y - RTU{+oo} sont mesurables,
v [pf@y)dely) oy = [of(y) du()

et | fxuy F@y)dlp@v)e,y) = [y (ff@y) ) du@) = f ([of @) du@)dvly) < +oo

(b) Pour toute application p ® v-intégrable f: X xY — C, on a :
la fonction X — C est définie p-presque partout et p-intégrable,
—_——

T fyf(xu y) dV(:y) on fixe ses valeurs égales & 0 sur un certain ensemble mesurable p-négligeable
la fonction Y — C est définie v-presque partout et v-intégrable,

y = [y f(@y) dp(z) on fixe ses valours égales & 0 sur un certain ensemble mesurable v-négligeable
et | few S @) Ao (e y) = [ (f ey dw)due) = [ (fof@y) du@)dvy))|
(c) En particulier, pour tous ¢ € .,2”1( ) et h € £ (p),ona:
Sy 9(@) h(y) d(p@ v = [x9(z)du(x) [, h(y) dv(y). =

Utilisation des théorémes de Fubini on notera [+ h(z)dz Vintégrale de h

A\

On munit R, C, et R? de leur tribu borélienne et utilise sur R la mesure de Lebesgug.

(a) On considére une application f: R? — C mesurable.

Ona:  [T5([C2|f ()l dy) de = [T3()77 |f(z,9)|dz) dy < +oo
et, quand le résultat commun est fini : fj;o (fj:oo f(z,y) dy) dx = fj;o (fj;o f(z,y) d:p) dy.
(b) On considére une suite d’applications u,: R — C mesurables avec n > 0.
On a: fj;o (+Zoo |up(2)]) do = jLZOO(fj;O lup(z)|dz) < 4o0
n=0 n=0
et, quand le résultn;tszmgg;ri;fun est fini : f_Jr;o (Jio Up(z)) do = jLZOO( fj;o U () dz).
n=0 n=0

intégrable en x

(c) On con81dere une sulte double (Up.q)p.g>0 de nombres complexes.

On a: E(Z |upq|) E(E |qu|) < 400

p=0 ¢=0 7=0 p=0 +00 400 +0o0 400
et, quand le résultat commun est fini : > (Z Upg) = (Z Upg).
p=0 q= q=0 p=

e~

{ (x) On note A la mesure de Lebesgue sur la tribu de Lebesgue Z(R). On fixe — existe — E C R tel que E ¢ B(R).
Ona: (A®N)(Rx{0}) =0. La partie E x {0} de R? est donc A® A-négligeable, sans étre un élément de Z(R) @ Z(R).
(%%) A partir des C-espaces vectoriels E = CX et ' = CY, une construction algébrique classique permet de construire
un certain espace vectoriel quotient de CE*F) noté E @¢ F (appelé « produit tensoriel de E et F' »), muni de la
projection canonique de E x F' dans F ®c F notée (g, h) — g ® h. On peut montrer qu’il existe une unique application
linéaire de C¥X®@¢ CY dans CX¥*Y qui envoie chaque g @ h sur (z,y) — g(x) h(y), et que cette application est injective.

Par abus de notation, on note : ‘ (g@h)(z,y) =g(x)h(y) pour g: X - C, h: Y -C, z€X et yeY ‘




Théoréme de changement de variable : a retenir (J-y D)

On fixe un espace mesuré (X, A, u).

Définition-Proposition
On considére un espace mesurable (Y, ) et une application mesurable f: X — Y.
(a) La mesure image de p par f est la mesure f(u) sur Y déterminée par :
f(p)(B) := pu(f~H(B)) pour tout B € B. « (e ux) =1t v = onnote: ¥y = 1]
(b) Pour toute application mesurable h:Y —> RT U {+oc0}, on a:
Jy hdf(p) = [y ho fdu.
On en déduit que pour toute application mesurable h:Y —-C,ona:

he L' f(n) < hofe L n); danscecas: [, hdf(u)= [ hofdu.

Théoréme (« théoréme de changement de variable ») o traduit ici Vegatite AOT|_ 1) = ¢(1p 3O )]
On munit R™ de sa tribu borélienne Z(R)®" et de la mesure A*"; out A est la mesure de Lebesgue.

On considére un ouvert U de R™ et une application ¢ = (¢1,...,¢,): U — R" de classe C.

9¢1 9¢q

. pp— % D(ylvvyn) . dTl dTn

On note :  J,(x) := (axj <x))1§i,j§n pour x € U et Bl = det J, = G
oz, " Own

On suppose que : ¢ est injective et vérifie det J,(z) # 0 pour tout = € U.
D’aprés le théoréme d’inversion locale, la partie p(U) de R™ est un ouvert de R™.

(a) Pour toute f: o(U) — RT U{+o00} mesurable, 'application (f o) |det J,| est mesurable et
J ”'fw(U) Fi, e yn) dyr - -dy, = [ fU flo(xr, .. @) |det Jy(21, ..y zy) | dag - - - da, < +o00|.
(b) Pour toute f: ¢(U) — C intégrable, 'application (f o ) |det J,| est intégrable et
i mfso(U) Fyr, oy yn) dyr - -dy, = [ fU flo(xr, ..., zy)) [det Jo(a1, ... )| day - - - day, |,

quand n =1 : poser y; = @(x1) et penser & |dyy| plutdt qu’a dy;

Utilisation
Recette du théoréeme de changement de variable : « dy; ---dy, = ’M dxy - -dx, »
N v Tlye5Tn N\ e’
penser & |[dyy A - - - A dyn| penser a |dxy A - Aday|

(a) Passage en coordonnées polaires : ¢(U) = R2 \ (]RJr x{0}) ol ¢ est définie par

de Complementalre négligeable
x =rcosf M
M avec r>0 et 0<60 <27 /
Sy ly=r sin ¢
o(r,

et la recette s’écrit : ‘dx dy = rdrdd ‘

(b) Passage en coordonnées sphériques : o(U) = R*\ (RT x {0} xR) ot ¢ est définie par
- > z

de complémentaire négligeable

x =rsinf cosp

M y=rsinfsing avec r>0,0< 0 <mwet 0< p <2m,
~—

[ ~—~
(1, 0,0) z=1rcosf colatitude longitude

et la recette s’écrit : |dzdydz = r2sin@dr dfdp|. ** x

(%% %) On généralise (a) et (b) avec le changement de variable suivant qui donnera (U) = R™\ (R""?x R x{0}) :

x 0 = arccos ——m———————0u . . P
01 = arccos —L n—2 cos 2_,2_._,2 _ de complémentaire négligeable
n—3

21 = rcosf S Sy =1 N

To = rsinfy cos by PN —_— —_
......... avec r >0, 0<br<m et ---et 0<b,_o<m, et 0<b,_1<2m,
Tp—1 = rsinfy---sinb,,_scosb,_1 —
T, = rsinfy---sinf,,_2sinb,,_1

i0 Ln, 1
e'tfn—1—
On(r01,..50,_1) = (u,on_1(v,02,....,0,_1)) avec u = rcosf; et v = rsin b Jri-ai—e—a

et la recette devient | dxp --- dz, = " 'sin® " 26; sin” 26y - sinb,,_o drdf;--- db,_| (n>2)




issu de la dém. du (a)

Espaces L! et L? : A retenir (J-Y D)

On fixe un espace mesuré (X, A, ), un ensemble I, et p € {1,2}.

Définition-Proposition (K =R ou C)
(a) Pour toute f: X — C mesurable, on note : || f||, == ( [y [f(2)]" du(x))? < +oo

(b) On note ZE(u) := {f: X — K mesurable | | ]|, < +oo} et | LE(u) := LE (1) /N, |
ot N, est le sous-espace vectoriel de .£% () formé des fonctions mesurables nulles p-presque partout.
(¢) On pose : I5(I) = L& (I, 2(I), comptage) et LE(R) = L& (R, Borel,dz) =~ L% (R, Lebesgue, dz).
o 1
Ainsi : (1) == {(a;)ier € K' | 3 |a;|’ <+o00} et [(ai)ierll, := (> |asl”) /P
' el

i€l i
(d) On a: IL(I) CIA(D), et,eL%(p) C LE(p) lorsque p(X) < +oo.

Proposition
Soient f,g: X — C deux applications mesurables.

(a) Ona: [[f+gll, <Ifll,+ llgll, < +oc «inégalité de Minkowski ».
(b) On a: | fgll; < I fll5llglly < 400 « inégalité de Holder ».

Proposition
(a) On a : Vect(]lA)AeA ot u(A) <00

(c) Pour tout intervalle ouvert J, on a : Vect(lyy),, <, €t €c(J) sont denses dans Lg¢(J),
oit %,.(J) désigne I'ensemble des f € €(J) tels que Supp f := {z € R| f(x) # 0} **) est compact.

est dense dans L{(u).

Théoréme (« théoréme de Riesz-Fischer »)
a) L’espace vectoriel L? muni de f +— est un espace de Banach.
c\H P

(b) Si (fn)n>o converge vers f dans ZF(u), alors (f,)n>0 & une suite extraite (f,, k>0 qui
converge simplement presque partout vers f.

Définition-Proposition
Soient E un espace vectoriel normé sur K = RouC et I un ensemble.
Soient (a;)ier € E' et a € E. On note &;(I) 'ensemble des parties finies de 1.
(a) On dit que la famille (a;);es est sommable de somme a si :
Ve>0 3Je2yD) Vel (F2J = || X ay—al<¢)
Dans ce cas, on note : Y a; = a. yer
(b) On suppose ici que ZZ*ETIest complet. La famille (a;);c; est sommable si et seulement si :
Ve>0 3Je (1) VKe Py(I\J) |2 a <e (« critére de Cauchy »).
kEK

En particulier, si a famille (||a;||)ic; est sommable dans R, alors (a;);c; est sommable dans E.
(¢) On suppose ici que E = C et note m la mesure de comptage sur (I, Z(1)).

On a : (a;)ier € I¢(I) si et seulement si (a;);er est sommable; dans ce cas : Y a; = [, a;dm(i).
il

+o00
Sil=N: fN andm(n) = Y a, quand (a,)meny € (RN ou (a,)nen € IL(N).
n=0

+oo +oo +oo
SiI=7Z: [,apdm(n) = > an:= > an+ > a—p quand (ay)nez € (RT)? ou (an)nez € IL(Z).
n=-—oo n=0 n=1

(*) Soient E un espace vectoriel sur K =R ou C et F' un sous-espace vectoriel de E.
On pose i :={z+y;y€ F}quand z € E, puis E/F := {i;z € E}.
L’ensemble E/F muni des « lois » portant sur u,v € E/F et a € K déterminées par les égalités
(i) wu+wv:= m indépendamment du choix d’éléments x,y de E tels que u=2 et v=y
(i) axu:=azr indépendamment du choix d’un élément = de E tel que u =&
est un K-espace vectoriel, appelé K-espace vectoriel quotient de E par F'.

(xx) Pour tout f € 22" (R) on note Supp f le plus petit fermé de R en dehors duquel f s’annule presque partout.
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Définition-Proposition

On se donne un espace vectoriel F sur K = RouC.

(a) On appelle produit scalaire sur E une application (x,y) — (z,y) de E? dans K telle que
(i) Papplication = +— (z,y) est linéaire pour tout y € E;
(ii) on a: (y,z) = (x,y) pour tous x,y € F; «—[dans ce cas : (x,2) € R pour tout = € B
(i) ona: (r,z) >0 et ((z,z) =0 = x=0) pour tout =z € E\{0}.

Dans ce cas l'orthogonal d'une partie A de E est : At :={x € E|Va € A (z,a) = 0}.

(b) On appelle espace préhilbertien un espace vectoriel E muni d’un produit scalaire.

Dans ce cas, z € E — ||z|| := /(z,x) € RT est une norme sur F, et pour tous x,y € F, on a :

[z, )| < ||lz|llly]]  « inégalité de Cauchy-Schwarz » et |(z,y)| = ||z|/||ly|]| <= (z,y) liée.

(b) On appelle espace de Hilbert un espace préhilbertien qui est complet.

Exemples (K = RouC, (X, A, x) est un espace mesuré et I est un ensemble)

dp(z).

(a) L’espace vectoriel normé LZ(u) est un espace de Hilbert pour = [ f

)g()
(b) L’espace vectoriel normé % (I) est un espace de Hilbert pour ((ai)iel, ( Z)Zeﬁ = ab;.
i€l

Proposition
Soient E un espace de Hilbert sur K = RouC et F un sous-espace vectoriel fermé de E.*)

(a) Pour tout A C E, la partie A+ est un sous-espace vectoriel fermé de E.
(b)Ona: (FHYyt =F et FOF+=E.
En particulier, pour tout AC E,ona: Vect A=FE <= A" ={0}.  jemarquer que (Vi )~ = 4]

Théoréme (« théoréme de représentation de Riesz »)
Soit E' un espace de Hilbert sur K = RouC.

On note E’ I'espace vectoriel normé formé des applications linéaires continues de E dans K.
L’application y € E +— (-,y) € E' est bijective et conserve la norme.

Définition

Soient E un espace préhilbertien sur K = RouC, et (e;);c; une famille orthonormée dans E.

On dit que la famille orthonormée (e;);c; est une base hilbertienne de E si elle vérifie 'une des
trois propriétés équivalentes (i), (ii) et (iii) suivantes :

(1) Vect{ei}iej = E,

(11) V.T c E z:[ ‘(l’, €Z> ‘2 — Hl’”2 7 +—[’inégalité < est toujours réalisée|
1€
(ili) Yr e E  ({x,e;)e;)icr sommable et > (x,e)e; =x.
i€l

Proposition (« procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt »)
Soit E un espace préhilbertien sur K = RouC qui a une partie dénombrable dense {z,}pen.

Il existe une famille libre (v, )nen de vecteurs de E, avec N' = N\{0} ou N’ = {1,..., N} pour un
certain N € N, telle que Vect(v, )nen est dense de E (par exemple extraite de (z,)pen). **

On construit une base hilbertienne finie ou dénombrable (e, ),en de E ainsi :

Wy =0, — >, (g, ep)er et e, = IIZZH pour tout n € N,
1<k<n-—-1
~ /
~~
projection orthogonale de vy, sur Vect(vy,...,vp—1)

Il s’agit de I'unique suite orthonormeée (e, ), dans E telle que :
Vect(eq, ..., e,) = Vect(vy, ...,v,) et (ey,v,) € RT  pour tout n € N

(*) L’hypothése « F est un espace préhilbertien et F' est un sous-espace vectoriel complet de E » suffit.
(#x) Par exemple : v, = Za(,) o a(n) =inf{p € N| (v1,...,v,_1,xp) libre}.
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complément

{

Séries de Fourier : a retenir (J-y D)

groupe quotient

=
Soient k € N et p € {1,2}. On note : T = R/Z, €*(T) := {f € ¢*(R) | f est 1-périodique}
et ZP(T):={f: R — C mesurable | f est 1-périodique et ||f|| f0|f ()P dt)/? < +oo}.

Rappel 1 (« théoréme convergence uniforme + continuité »)
Soient 2 un espace topologique, f,: 2 — C pourn e N et F:Q — C, et a €.

On suppose que | f, est continue en a pour chaque n € N;
(fn)n>0 converge uniformément vers F.
Alors F' est continue en a.

Rappel 2 (« théoréme convergence uniforme + différentiabilité »)
Soient Q un ouvert convexe de R¥ et f,,: Q — C pour n € N.
On suppose que | f, est différentiable pour chaque n € N;

il existe xy € ) pour lequel la suite (fn(xo))n converge ;

>0
la suite (df,,)n>0 converge uniformément.

Alors (f,,)n>0 converge uniformément sur toute partie bornée de 2 vers une fonction différentiable F
telle que : dF(z)-h = lim (dfn( )-h) pour z € Q et h € RY.
n—+

Proposition
Soient (a,)n>0 € CN et (by)p>1 € CNMOF
On pose :  Sy(z) = ag + > (aycos(2mkz) + bysin(2rkx)) pour n € Net z € R.

1<k<n
(a

) S
(b) Si (an)n>0 €t (b,)n>1 sont des suites de réels décroissantes de limite 0,
alors (Sy,)n>0 converge uniformément sur tout compact de ]0,1] .

+o0 +oo
i Y Jan] < 400 et > |by| < +oo alors (S,)n>0 converge uniformément sur R .
= n=1

(c) Si (Sp)n>0 converge uniformément sur R, vers une application notée f,
alors f € €(T) et, (an)n>0 et (by)n>1 se déduisent de f par les formules intégrales du (a) ci-dessous.

Définition

Soit f € Z(T).
On pose : A — ! f(t) e 2™t dq¢ our n € Z

(a) On p I f p :

fo t)dt, a, =2 fo t) cos(2mnt) dt et b, =2 folf(t) sin(27rnt) dt pour n > 1.0
( ) Soit n € N. On appelle somme partielle d’ordre n de la série de Fourier de f la fonction

S,(f) déterminée par : |S,(f)(x) = i Flk)e?m™ e = qo + 3 (ay cos(2mka) + by sin(2rkz)) |
k=—n

1<k<n

Théoréme (« théoréme de Riemann-Lebesgue »)
Soit f € Z1(T).

~ o~

La « suite » f:= (f(n)),ez appartient & co(Z) := {(cy)nez € C*| lim ¢, = lim ¢, =0}.

n——oo n—+oo
Théoréme
La transformation de Fourier Fpipy: L'(T) — ¢o(Z) est linéaire, injective et continue.
-~ ~——
f — f c0(Z) est muni de || ||,
= aop, ( ) = a”_ib” et J?( n) =4 "Hb pour n > 1;

() Ainsi : ( )
ap = f(0), a, 005(277711‘) + by sin(2mna) = f(—n)e~2™ 4 f(n)eX ™ pour n > 1.
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Théoréme (« théoréme de Fejér »)

SOlt f un élément de E = %(T) munl de || ||OO +—[cet énoncé reste valable en prenant E := L'(T) muni de || 111
La suite (W)mo converge dans F vers f.

Remarques

(a) Soit (uy)n>o une suite de nombres réels. On pose o, = pour n > 1.

Si u, — | eRU{—00,400} alors o, — | «lemme de Cesaro ».
n—+00 n—-+o00

Soient f € €(T) et zp € T. Si (S,(f)(x0))n>1 converge, on a donc S, (f)(xo) e f(zo).

ug+-- +un 1

(b) Le th. de Fejér redonne la densité de 1'algébre des polynomes trigonométriques dans €'(T)
(conséquence du th. de Stone-Weierstrass) et l'injectivité de la transformation de Fourier.*)

Théoréme (« théoréme de Dirichlet »)
Soient f € Z(T) et x5 € R.

On suppose que f vérifie les hypothéses suivantes (qui portent sur f| iinage de zy) :

(i) f a des limites finies f(xy) a gauche en zg et f(zg) a droite en g ;

f(at L )
(ii)) h>0~ ML) et h>0+— M ont des limites finies en 07.

Alors Sn<f)(x0> — w _(**)

n—-+o00

Proposition
La famille (e*™) _ est une base hilbertienne de L*(T).

Donc Frary: L*(T) — 1*(Z) est une bijection de réciproque Fpz : 1*(Z) —  L*(T)

f = (f(n)) cZ h en particulierE(f) — f g (Cn>n€Z = Z Cn einn.
o, ez;m.>n dans L?(T) lorsque f th??r) scz}nen%ble gour I s
etona | |]?(n)|2 = fol |f(H)[>dt| pour tout f e L*(T) « égalité de Bessel-Parseval ».
nez
Proposition

*kK)

L’application Fpzy: (Y(Z) —  €(T) est linéaire, injective et continue.
(Cn)nEZ — Z Cp, eZiﬂ'n-

nez T
sogmable pour || ||
~

De plus, toute f € €(T) telle ¢ que el (z) vaifie f=3 F(n)e*™ dans €(T). i mectivel

nez

par exemple f € €1(T), cf. la proposition ci-dessous

Proposition
Soient k € Net f € €%(T). On a : | f*®)(n) = (2irn)* f\(n) POUr 1 € Z. «—[penser a f(s) = 5 cn ¥

En particulier : toute fonction f € €*(T) est somme de sa série de Fourier (car fe 1N(Z)).

(%) Il redonne aussi le th. de Weierstrass : toute fonction f € €([a,b]) avec a < b est limite uniforme d’une suite

de fonctions polynomiales. En effet, en introduisant I"unique g € (5( ) paire vérifiant g(£) = f((1 —t)a+tb) pour

tout ¢ € [0,1] et en fixant € > 0, il existe n > 0 tel que [|g — gn|l < 5 00 gn := M, puis il existe une

somme partielle P du développement en série entiére de g, en 0 telle que (P — gn) < 5.
(%) Voici deux résultats difficiles & démontrer, relatifs a la « série de Fourier » (Sn(f))n>0 d’une fonction f € £(T) :

(i) si f € L%(T), alors (Sn(f))n>0 converge presque partout vers f  « théoréme de Carleson-Hunt » (cas p = 2);
(ii) il existe f € .Z*(T) tel que (Sn(f))n>0 diverge en tout point « contre exemple de Kolmogorov ».
(xxx) L’injectivité découle du (c) de la proposition du début, car pour toute suite (c,)nez € [1(Z), la fonction continue

frax—= Y ¢, eB™T vérifie f(n) =c¢, quand n € Z.
neEL



