Espaces de fonctions continues : a retenir (J-Y D)

Soient A un ensemble, (X, .7) un espace topologique, et (Y, d) un espace métrique.

-
penser a « (X, d) un espace métrique »

Notations

(a) On note Y4 I’ensemble des applications de A dans Y.
(b) On note € (X,Y) 'ensemble des applications continues de X dans Y et €(X) = €(X,C).

(c)Onnote: (YA, ={f: A=Y |IM>0 Vr,yc A d(f(x),f(y)) < M}.
Les éléments de (Y4), s’appellent les applications bornées de A dansY .

(d) On note €,(X,Y)={f € € (X,Y) | f bornée} et €, (X) = E,(X,C).

Définition-Proposition
On pose, quand f et g sont des applications de A dans Y :
doo(f,9) 1= sup d(f(x),9(r)) < +oo et du(f,g):= min (do(f,9):1).
Te

(a) Les couples (Y4, d,) et ((Y4), ds) sont des espaces métriques. De plus 'application identité de
(Y4), est uniformément continue de ((Y4),, ds) dans ((Y4),,d,) et de ((Y4),,d,) dans ((Y4), doo)-

(b) On dit qu’une suite (f,),>0 d’applications de A dans Y converge simplement vers une appli-

cation f de A dans Y si: f,(x) - f(z) pour tout z € A.
n——+o0 )
On exprimera cette convergence simple par : f, Slmpl%‘e% f.)
n——+0o0

(¢) On dit qu'une suite (f,)n,>o d’applications de A dans Y converge uniformément vers une

application f de A dans Y si: doo(fn, f) - 0. Dans ce cas (f,)n>0 converge simplement vers f.
n—+00 -

. . if é t,
On exprimera cette convergence uniforme par : f, ——my f ()
n—-+00

(d) La partie (Y4), de Y est fermée pour la distance d,,.
La partie € (X,Y) de Y est fermée pour la distance d,,.

(e) On dit qu’une suite (f,),>0 d’applications de X dans Y converge uniformément sur tout

ormé

compact vers une application f de X dans Y si: f,|x Lnfformément flx pour tout compact K de X.
n o0

—+
On exprimera cette convergence uniforme sur tout compact par :

if é t 1 t
fn unitormément sur les compac s> f_(***)
n—-+00
(f) On suppose que X est un ouvert de RP. Avec les notations du (e), on a :
uniformément sur les compacts uniformément
fn f — VaeX Jr>0 fn‘BX(a,r) — f‘BX(a,r)‘

n—-+oo n—-+o0o

Proposition (« critére de Cauchy uniforme »)

On suppose que Y est complet.

(a) L’espace métrique (Y4, d,) est complet.

(b) Une suite (f,)n,>0 d’applications de A dans Y converge uniformément vers une application f
de A dans Y si et seulement si :

Ve>0 INEN VpgeN (p>Netqg>N = Vze A d(fy(z), fo(x)) <e).

(x) Ona: fn%f = V€A VYe>0 INeN VneN (n>N = d(fa(2), f(x)) <e).
n—-+0o0o
La condition « f, mm%““) f » signifie que (f5,)n>0 converge vers f dans l'espace topologique [] Y. Les voisinages

de f dans [] Y sont les parties contenant un {g € Y4 | max d(g(z;), f(z;)) < e} avec zy,...,x, € Aet e> 0.
<i<n

z€A
(%) On a : fn%f = Ve>0 INeN WneN (n>N = VecA d(fu(z),f(z)) <e).

.. ife é t . . P
La condition « f, "2 f 5 signifie que (f,,)n>0 converge vers f dans I’espace métrique (Y4, d,,).
n—-+oo -

uniformément sur les compacts

(***) La condition « f, f » signifie que (f,)n>0 converge vers f pour la topologie sur YX ot

n—+oo
les voisinages de f sont les parties contenant un {g cevy4 ’doo (91, fl) < 5} avec K compact de X et € > 0.



Définition
(a) On dit que X est séparable s’il existe une suite (,,),>0 de points de X d’image {x,, },>o dense.

(a) On dit que X est a base dénombrable s'il existe une suite (U, ),>o de parties de X telle que
les ouverts de X sont les réunions de certains U,, n € N.

(b) On dit qu'une partie U de X est relativement compacte dans X si U est compacte.
(c) On dit que Y est précompact si: ¥e >0 IneN Iy, ...,y €Y Y C B(y1,e)U---UB(ypn, €).

Proposition
(a) Tout espace métrique compact est séparable.
(b) Un espace métrique est séparable si et seulement si il est a base dénombrable.

(¢) Un espace métrique est compact si et seulement si il est précompact et complet.

Définition
Soit H une partie de YX. On dit que H est équicontinue en un point xo de X si :
Ve >0 3V C X VeeX (zeV = VheH dh(z),h(z)) <e).

voisinage de zg

Dans le cas ou X est un espace métrique, cela équivaut a :

Ve>0 3a>0 VeeX (dz,z)<a = VYheH d(h(z),h(zx)) <e).

On dit que H est équicontinue si elle est équicontinue en tout point de X.*)

Théoréme (« théoréme d’Arzela-Ascoli »)

Soit H une partie de I’ensemble YX des applications de X dans Y.
On note : H(x) ={h(x); h € H} pour tout z € X.

On suppose que X est compact, ce qui permet de munir ¢’ (X,Y’) de la distance d..

Si H est équicontinue et les parties H(x) de Y, z € X, sont relativement compactes,
alors H est relativement compacte dans € (X,Y").**)

Définition
Soit H un ensemble d’applications de X dans K =R ou C. On dit que :
— H est une sous-algébre de €' (X, K) si H est un sous-espace vectoriel de €' (X, K) stable par produit ;

— H est auto-conjuguée si H est stable par passage aux applications conjuguées ;
— H est séparante (ou « sépare les points ») si pour tous z,y € X, il existe h € H tel que h(z) # h(y);

distincts

— H contient les constantes si H contient ’ensemble des applications constantes de X dans K.

Théoréme (« théoréme de Stone-Weiertrass »)
On suppose que X est compact, ce qui permet de munir ¢ (X,R) et € (X) de la distance d.

(a) Si H est une sous-algebre séparante de €' (X, R) qui contient les constantes,
alors H est dense dans € (X, R).

(b) Si H est une sous-algébre auto-conjuguée séparante de ¢’ (X) qui contient les constantes,
alors H est dense dans € (X).

Corollaire (« théoréme de Weiertrass »)

L’espace vectoriel des fonctions polynomiales réelles (resp. complexes) sur un segment [a,b] de R
est dense dans % ([a,b],R) (resp. €([a,b])) muni de la norme de la convergence uniforme.

(x) Par abus, on dira qu'une suite (f,,),>0 d’¢léments de Y X est équicontinue si son image { f, }n>0 est équicontinue.

(x*) La réciproque, peu utile, est vraie. Elle découle du fait que 'espace métrique H est précompact lorsque H est
relativement compacte, et que les applications h +— h(xg) sont 1-lipschitziennes.



Applications linéaires continues : a retenir (J-y D)

Soient £, F', et G des espaces vectoriels sur K = R ou C.
Définition
(a) Une norme sur FE est une application N: E — Rt vérifiant :
(i) Ywve B N(@w) =0 < v=0;
(i) Yve B YAeK N(Av)=|[\N(®@);
(ii) Yo,we E N(v+w)< N(v)+ N(w) (« inégalité triangulaire »).
(b) On dit que deux normes Ny et Ny sur E sont équivalentes si :
da, 5 >0 alNy < Ny < ﬁNl . <—[c—zl-d N1 et N2 bornées sur E\{O}]

2 Ny

(c) La distance associée a une norme N sur E est application d: E x E — R" définie par :
Ve,ye I d(z,y) = N(z —vy).
Exemples

(a) Soit A un ensemble. On définit une norme || || sur l'espace vectoriel (K*), formé des appli-
cations bornées de A dans K en posant : | f|_, :=sup|f(z)| pour tout f € (K4),.
x€A

(b) On suppose que (E, || ||) est un espace vectoriel normé.

« Le » complété E de E a une structure d’espace vectoriel normé qui prolonge celle de F.

Définition-Proposition

On se donne des normes || ||z et || || sur £ et F'. L’espace vectoriel E x F' est muni de la norme 2

du produit || || g, définie par : [[(v,w)|| g p= \m |2 + |w ||3 pour tout (v,w) € E x F.(9

Proposition
On se donne des normes || || g, || ||z || lg sur E, F, G.

(a) Une application linéaire u: E' — F' est continue si et seulement s’il existe k£ > 0 tel que :
|lu(z)||» < k||z||z pour tout z € E.

(b) Une application bilinéaire 7: E' x F'— G est continue si et seulement s'il existe k >0 tel que :
[m(z, e < kllzllgllyllr pour tout (z,y) € E x F.

(c) La somme de E x E dans E et la multiplication par un scalaire de K x E dans E sont des
applications continues (cas particuliers respectivement de (a) et de (b)).

(d) Lorsque E est de dimension finie : toute application linéaire de E dans F' est continue.

Théoréme (« théoréme de Riesz »)
On se donne une norme || ||, sur E.

La boule unité fermée de E est compacte si et seulement si £ est de dimension finie.

Définition-Proposition
On se donne des normes || ||, || |z, et || | sur £, F, et G.

(a) On note .Z(E, F') l'espace vectoriel formé des applications linéaires continues de F dans F'.
On pose : E' = Z(E,K). C’est le sous-espace vectoriel de E* formé des formes linéaires continues.

(b) On appelle norme subordonnée a || ||z et || ||z la norme || || sur Z(E, F) définie par :
||u|| = Sup % pOlll" tout u E g(E, F)(**) 4—[011 note sup ) = 0 dans R+]
z€E\{0} L

En particulier, on a : siu € Z(E,F) et x € E, alors |u(2)]|, < |lull||lz]| 5
(c)Siue Z(E,F)etve Z(F,G),alors voue Z(E,G) et ||voul| < ||vll||wl].

(%) Comme les normes || ||, || ||, et || ||, sur R? sont équivalentes, cette norme || ||z, est équivalente aux normes
(v, w) = [ ol g + [[w || 7 et (v, w) = max([] v]| g, [w || z) sur Ex F.
(*x) Le nombre ||u|| est donc le plus petit réel £ > 0 vérifiant : ||u(z)| < k||z||z pour tout z € E.



Proposition
On suppose que F' est un espace de Banach.
(a) L’espace vectoriel normé (Z(E, F), || ||) est un espace de Banach.

(b) Soit D un sous-espace vectoriel dense de E.
Tout uw € Z(D, F) aun unique prolongement u € Z(E, F'); de plus |[u]| = ||u]|.

Définition
On dit qu’un espace topologique X est de Baire s’il vérifie I'une des propriétés équivalentes :

(i) toute réunion |J F), d'une suite (F,),>0 de fermés d’intérieurs vides est d’intérieur vide;
n>0

(ii) toute intersection () U, d’une suite (U,),>o d’ouverts denses dans X est dense dans X.
n>0

Théoréme (« théoréme de Baire »)

Tout espace métrique complet est de Baire.

Théoréme (« théoréme de Banach-Steinhaus »)

On suppose que E est un espace de Banach.

(a) Soit A C Z(E,F). Si sup||T(z)|] < +oo pour tout z € E, alors sup ||T]| < +oo.
TeA TeA

(b)Si f,eZ(E,F),n > 0, vérifient fnmm%emf,alors feZ(EF)et|f| < liminf||fn|| <+o00.
n—+4o00 n—+0oo

Définition
On dit qu’'une application f d'un espace topologique X dans un espace topologique Y est ouverte
si pour tout ouvert & de X, la partie f(&) de Y est ouverte.

Théoréme (« théoréme de I'application ouverte »)
On suppose que E et F sont des espaces de Banach.
Toute application linéaire continue surjective de E sur F' est ouverte.

En particulier toute application linéaire continue bijective de E sur F' a une réciproque continue.

Théoréme (« théoréme du graphe fermeé »)
On suppose que E et F' sont des espaces de Banach.

Soit f: F — F une application linéaire.
On appelle graphe de f la partie I'(f) == {(x,y) €e EX F |y = f(x)} de E x F.

L’application linéaire f est continue si et seulement si son graphe est fermé dans F x F'.



Espaces LP et convolution : a retenir (J-y D)

On fixe un espace mesuré (X, A, ), un ensemble I, d € Net 1 < p,p’ < 400 vérifiant %—l—z% =1.

Rappels

(a) Pour toute suite (f,,)nen de fonctions mesurables de X dans RT U {+oo}, on a :

i ’I\’LETOO égﬁ fr(x) dp(z) < ngrfoo lilzlfl /ka(x) du(z)  « lemme de Fatou ».

S/

-~
mesurable en x

(b) Pour toute suite croissante (f,)nen de fonctions mesurables de X dans RT U {400}, on a :

/ lim f,(z) du(z) = lim / fo(z)dp(z)  « théoréme de convergence monotone ».
X n——+o0o n—+00 X

mesurable en x

Définition-Proposition (K =R ou C)
(a) On dira qu'une propriété portant sur x € X est vérifiée p-presque partout si 'ensemble des
points = qui ne la vérifient pas est inclus dans une partie mesurable A telle que u(A) = 0.
(b) Pour toute application mesurable f: X — C, on note :
1£1, = (Jx (@) du(z))? < +oo sip < +oo
et [|fllo:=min{M >0 | |f(z)] <M p-presque partout} < +oo ol min{) := +oo.
Lorsque X est un ouvert de R?, muni de dx, et f € € (X), on a en ce sens : || f|., = sup|f(x)].
reX
(c) On note ZE(u) := {f: X — K mesurable | || f|, < +oo} et Lf(u) = ZF(u)/N,™
ot NV, est le sous-espace vectoriel de £ () formé des fonctions mesurables nulles p-presque partout.
On pose : [2(I):=L5(I,2(I), comptage) et L (R%):= L (R?, Borel,dz) ~ L. (R?, Lebesgue,dz).
Ainsi, quand p < +oo : 5 (]) = {(ai)ige K|S ]ai|p<—i—oo} et |[(ai)ierll, = (Z |ai|p)1/p.
il i€l
(d) La famille (IX(7))1<k<i0o croit, et, la famille (LE(1))1<k< 100 décroit lorsque pu(X) < +oo.

On a: " :=1[L(N) est séparable si et seulement si p <-+o0.
Pour  ouvert non-vide de R% on a: LP(Q) := LE(Q, dz) est séparable si et seulement si p < +oo.

Proposition
Soient f,g: X — C deux applications mesurables.
(a) Ona: [[f+gll, <IIfll, + llgll, < +oo «inégalité de Minkowski ».

[Sil<p<+4ooet f,ge Lg(,u,), ona: |f+gll,=Ifl,+lgll, sietseulement si il existe (o, ) € (RT)2\ {0} tel que a f(z) = Bg(z) p. p.

(b) Ona: | fgll, < |[Ifll,llgll, < +oo «inégalité de Hélder ».

,
[Sil1<p<+4oo, fe€ Lg(u) et g € Lg (u), ona: |[fgll; = Hpr“ng/ si et seulement si il existe (a, 8) € R? \ {0} tel que a|f(z)|P 4 Blg(z)|P =0 p. p.|

Théoréme (« théoréme de Riesz-Fischer »)
(a) L’espace vectoriel LP(u):= L%(u) muni de f [ f]l, est un espace de Banach.
En particulier L?(z) muni de f + ||f||, est un espace de Hilbert.

(b) Si (fn)n>o converge vers f dans ZP(pn) = LE(n), alors (fy)n>0 a une suite extraite (fn, )k>0
qui converge simplement presque partout vers f. « [on peut prendre (fny)k30 = (fn)nso uand p = +0o]

(%) Soient E un espace vectoriel sur K =R ou C et F un sous-espace vectoriel de E.
Onpose & ={zx+y;y€ F}quand z € E, puis E/F := {;L, S E}
« classe de © »
L’ensemble E/F muni des « lois » portant sur u,v € E/F et a € K déterminées par les égalités
(i) u+4wv:=x+y indépendamment du choix d’éléments z,y de F tels que u=3 et v =179
(i) axu:=an indépendamment du choix d’'un élément = de E tel que u =2

est un K-espace vectoriel, appelé K-espace vectoriel quotient de E par F'.



Théoréme dual topologique de LP ()
. . . . . . / /
On peut définir application linéaire suivante : L¥ (u) — (LP(w))
g > (fr [y fodu)
Quand p < 400 et u est o-finie : elle conserve la norme et est bijective.*)
Quand p = +o0 : elle conserve la norme, mais n’est pas surjective dans le cas de ! < ().

Définition-Proposition

On fixe un ouvert Q de R?.

(a) On note .£7 l””( ) I'ensemble des applications mesurables f de 2 dans C dont la restriction a
toute boule fermée B de R incluse dans Q appartient a .27(B). 1l contient €(2).

(b) Soit f € ZL1¢(Q). Le support Supp f de f est le plus petit fermé de © hors duquel f s’annule
presque partout. Quand f est continue, Supp f est donc 'adhérence dans Q de {z € Q | f(z) # 0}.

(c) On note €>(Q) := {f € €>(Q) | Supp f compact}.

(d) On note :  %( Rd ={f:RI > C| f(z )H”—> 0} C L>(RY).

Définition-Proposition

On se donne 1 < ¢ < +o0o tel que + > 1. Soient f € LP(R?) et g € Lq(Rd)

(a) On peut définir pour presque tout z € R :  (f * g)( / flx—=1)g

On: g« f=fxg et Supp(f+g) S Suppf+ Suppy.

(b)Ona: fxge L'(RY) et [fxgll, <|fl,lgll, ou ;:= % + % —1 « théoréme de Young ».

En particulier : L'(R?) x LP(RY) C LP(RY) et LP(R?) x LP (R?) C L>®(RY).

(c¢) Lorsque u € LP(R?) et v € LP (R%), on a : ukv est définie sur R avec ||(u * v)|| < [wll, o]l
u * v est uniformément continue, et u* v € 6(RY) quand 1 < p < +o0.

(d) Soit 1 <s < +oo telque (547 —1)+ > 1. Ona: (fxg)xh= fx(gxh) pour h € L*(R?).

En particulier, (L*(R%), +, %) est une algébre associative et commutative.

e)Siue LP(RY) et v e €HRY),ona: uxv e €' (RY) et 2 (uxv) =ux2- quand 1 < k < d.
c dzy, oxy,

Définition-Proposition

(a ) On dit qu’une suite (a,),>o d’éléments de £ (R?) est une approximation de Uunité si :
(i) n=>0 et fRd an dt =1 pour tout n > 0; e, or. an(z) = n? a(ne) avec a € z L®Y), o 20, [ a(t)dt=1.
(ii) f{Htllza} a,(t) dt n~>—+>oo 0 pour tout € > 0.

p(Rd
Dans ce cas, si p < +oo : Vf € LP(RY) fx*a, L(—fgf et Vf € 6(RY) fxay,
n—-+0oo

LOO(Rd

I

(b) On dit qu’une suite (a,),>o d’éléments de € (RY, R) est une suite régularisante si :

HJroo

~~

(1) > 0 et fRd Oén dt =1 pour tout n > 0 existe, cf. an(z) = n® a(nz) avec a(z) = kexp(fﬁ)]] o0,1{ (=1
(ii) pour tout € > 0, il ex1ste N € N tel que Suppa,, C B(0,e) dés que n > N.
Dans ce cas (a,),>0 est une approximation de l'unité et f * o, est C* quand f € LP(R?).

Proposition

(a) Sip < +o0: Vect(1y) est dense dans LP(u).

A€A et p(A)<+oo
(b) L’espace vectoriel Vect(14) ac des fonctions étagées est dense dans L>(y).

(c) Sip < +oo et J est un intervalle : Vect(]l[&b])abg est dense dans LP(J).
Si p < +oo et Q est un ouvert de R? : €>°(Q) est dense dans LP((2).
(d) L’adhérence de €>°(R?) dans L>(R?) est égale a 6o (R?).

(*) Lorsque 1 < p < 400, on peut enlever « u o-finie », cf. |Real and Abstract Analysis de Hewitt et Stromberg, p. 231.
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Espaces de Hilbert : a retenir (J-y D)

On se place sur K =RouC.

Définition
On se donne un espace vectoriel F.

On appelle produit scalaire sur E une application (x,y) — (z,y) de E? dans K telle que
(i) Papplication x +— (z,y) est linéaire pour tout y € E;

(ii) on a : (y,z) = (x,y) pour tous z,y € F;
(i) ona: (r,z) >0 et ((z,z) =0 = x=0) pour tout =z € E\{0}.
Dans ce cas [’orthogonal d’une partie A de E est : At :={r € E|Va € A (x,a) = 0}.

Définition-Proposition
(a) On appelle espace préhilbertien un espace vectoriel £ muni d’un produit scalaire.
Dans ce cas, € E +— ||z| := y/(z,z) € RT est une norme sur F et pour tous z,y € F, on a :
o [z, y)| < lz||lly]| « inégalité de Cauchy-Schwarz » ;
o el = el = @y tiees
) = [ eyl = o=y SIK=R
’ lz+ylI” = llz —ylI” +illz +iyl]” —iflz —iy|]” siK=C

(b) On appelle espace de Hilbert un espace préhilbertien qui est complet.

« identité de polarisation ».

Exemples
Soient / un ensemble et (X, .4, 1) un espace mesuré.

(a) L'espace vectoriel (Z(I) muni de ((a;)icr, (bi)icr) := > asb; est un espace de Hilbert.
icl
(b) L'espace vectoriel Lg (1) muni de (f,g) := [, f(t)g(t) du(x) est un espace de Hilbert.

Proposition
Soient E un espace de Hilbert et C' un convexe fermé non-vide de FE.

(a) Pour tout z € E, il existe un unique xy € C tel que : d(x,xy) = d(z,C).

On notera po(x) := zo et dira que po(x) est la projection de x sur le convexe C.

(b) Soit x € E. Le vecteur pe(x) est Punique zo € C' vérifiant : Re(zo, 7ot) < 0 pour ¢ € C.
(c) L’application pc: E — C est 1-lipschitzienne.

Proposition
Soient F un espace de Hilbert et F' un sous-espace vectoriel fermé de E.

(a) Pour tout A C E, la partie A+ est un sous-espace vectoriel fermé de E.

(b) Soit x € E. Le vecteur pp(x) est I'unique y € F tel que z —y € F*.

(c)Ona: (FHYyt=F et FO F+=F.

En particulier, pour tout AC E,ona: Vect A=FE <= At ={0}. « [remarauer que Veei)* = A+

(d) Ainsi la projection pr : E — F de E sur le convexe F est la restriction de la projection
linéaire pr: F — E de E sur F parallélement au sous-espace vectoriel fermé F+ de E.

Théoréme (« théoréme de représentation de Riesz »)

Soit F un espace de Hilbert.

On note E’ I'espace vectoriel normé formé des applications linéaires continues de E dans K.
L’application R-linéaire £ — FE’ est bijective et conserve la norme.



Définition-Proposition
Soit K un espace de Hilbert.

(a) Soient (x,),>0 une suite d’éléments de E et [ € E. On dit que (,)n,>0 converge faiblement
dans F vers [, et note x, —— [, si pour tout y € E, on a: (x,,y) — (L,y).

n—-+00 n—+00
(b) Toute suite bornée dans E a une suite extraite qui converge faiblement dans E.

Définition
Soient £ un espace vectoriel normé et I un ensemble.
Soient (a;)ier € E' et a € E. On note &;(I) 'ensemble des parties finies de 1.
On dit que la famille (a;);c; est sommable de somme a si :
Ve>0 3Je2yD) Vel (F2J = || T ay—al <¢)
j'er

. a; = a. <— |en particulier :
Dans ce cas, on note : »_ a; [

—+ oo + oo “+ oo
S a;= > an sil=N et Sa;= > an+ X a_, sil= Z]
Ze[ € 0 i€l n=0 n=1

i€l n=

Définition
Soient E un espace préhilbertien, et (e;);c; une famille orthonormée dans F.
On dit que la famille orthonormeée (e;);c; est une base hilbertienne de E si elle vérifie 'une des
trois propriétés équivalentes (i), (ii) et (iii) suivantes :
(1) Vect{ei}iel = E,
(11) VZE E E Z |<l’, €i> |2 — ||IH2 « égahté de Parseval » , +—[I’« inégalité de Bessel » < est toujours réalisée]
i€l
(i) Ve e E  ((z,e;) ei)icr est sommable et > (z,¢;)e; = .
i€l
Exemples
(a) L’espace de Hilbert [Z(I) admet pour base hilbertienne la famille (d;);c; définie par :
0i(j)=0 sij#i et (i) =1

(b) L'espace de Hilbert L2([0,1]) admet pour base hilbertienne la famille (e*™) _ .

Théoréme
Soit £ un espace de Hilbert.
(a) L'espace de Hilbert E posséde une base hilbertienne (e;)scr. ™
Dans ce cas E —  [2(I) est une bijection de réciproque 12(1) — E avec Y. |(z,e;)|* = |||
z = ((z,€:))ier (ai)ier — > aze; el
(b) Toutes les bases hilbertiennes de E' ont méme cardinal. o

On appelle dimension hilbertienne de E ce cardinal.

Proposition (« procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt »)
Soit E un espace préhilbertien qui a une partie dénombrable dense {z, }pen.

Il existe une famille libre (v,,)nen de vecteurs de E, avec N’ = N\{0} ou N’ = {1,..., N} pour un
certain N € N, telle que Vect(v,, )nen est dense de E (par exemple extraite de (z,)pen). **

On construit une base hilbertienne finie ou dénombrable (e, ),en de E ainsi :

Wy =0, — >, (g, ep)er et e, = |I$ZH pour tout n € N/,
1<k<n—1
NS - 7
projection orthogonale de vy, sur Vect(vy, ..., vp—1)

Il s’agit de I'unique suite orthonormeée (e, ), dans E telle que :
Vect(ey, ..., e,) = Vect(vy, ..., v,) et (en,v,) € RT  pour tout n € N,

(%) Il existe un espace préhilbertien (sans partie dénombrable dense) qui n’a aucune base hilbertienne.
Un contre-exemple se trouve dans Bourbaki, |Fspaces vectoriels topologiques, chapitre V, §2, exercice 2.

(%x) Par exemple : v, = 24,y o0t a(n)=inf{p € N| (v1,...,v,_1,7p) libre}.


https://uspc-updi.primo.exlibrisgroup.com/discovery/search?query=creator,contains,Bourbaki,AND&query=title,exact,Espaces%20vectoriels%20topologiques,AND&tab=Everything&search_scope=MyInst_and_CI&sortby=rank&vid=33USPC_UPDI:UPDI&lang=fr&mode=advanced&offset=0

Transformée de Fourier sur R™ : & retenir (J-Y D)

Définition-Proposition

(a) Soit f€ LY(R™). On pose : Ff(&) = [ f(x)e ™ %dx et Ff(£) = [ f(z)e*"dr (E€R™).
R™

RTY]

La fonction Ff, notée aussi f, appartient a %,(R™) := {g e ECR™) | g(¢) H&H—+> O}.
—+400

(b) L’application linéaire Fpigm) : L*(R™) — (50(}1}’”) est injective et continue.
f — f Go(R™) est muni de || ||, et ”f”OC <Iflly
(c) Si f € L' (R™) est telle que f € LY(R™), on a :
f(z) = (2m)~™ Ff (x) presque partout « théoréme de réciprocité ».

Définition-Proposition

On prolonge F|p1(rm)nr2®m) & L*(R™) (argument de densité) en une bijection linéaire

.7:L2(Rm) : L2(Rm) — L? (Rm)
foom f= (5 = Jjaper F@) e dx)
——
dont la réciproque est dans L2(R™)
(2m)—™ ]_:Lz(Rm) . L*(R™) — L*(R™)
foo— (m = (207" Jig<r (€ € dg)
dans L2 (R™)

f(f)fdf quand f € L*(R™).

Elle vérifie : / |f(z)* dz = (27r)m/
m RmMm

Remarque
On pose jY(x) = f(—xz) et 7.f(x) = f(xr —a) pour f:R™ — C, a € R™ et tout z € R™.
(a) Les applications f — fet f — 7.(f) passent aux quotients modulo 1’égalité presque partout.
(b) Soit p € {1,2}. Pour tout f € LP(R™), on a :
FF=(FIy=Ff 7€) =€) ot (7. )€ = (™ f)(€) pour tout & € R™.

En particulier J?est paire (respectivement impaire) lorsque f est paire (respectivement impaire).

Proposition
Ona: |f+xg= /7| quand f, g€ LY(R™).

On retrouve le fait que le produit de convolution * sur L'(R™) est commutatif et associatif.

Proposition

Pour tout a = (aq,...,a,) € N on note :
alal

— a _ .01 « a
|Oé|—0(1++0(m, xXr —xl...ﬂjm et D —m.

(a) Si f € €FR™), et Df € LY (R™) quand |a| <k, on a :
(DfY(€) = ilelex f(€)  pour |a| <k et € €R™, donc  f(€) o 0(\\61”’“)(*)'
[Utiliser ce qui suit : si f € FH(R) et f/ € L1(R), alors f(z) = [ f(t)dt + f(0) a des limites quand £ — —oo et quand z — +oo.]
En particulier : si f € €*(R) avec f € L' (R) et f' € L1 (R)NZL*(R), alors [ = %7:]?
(b) Si z*f € LY (R™) quand |a| < k™) on a :

-~

Fed ®m) ot Dof(e) = (=)l fY(€) pour |af <k et & € R™.

(x) Comme f est par ailleurs continue, on a donc :  sup |(1+ ||§||2)§f(§)| < 4o00.
EGR‘"L

(sx) Cette hypothése signifie que f: R™— C est mesurable et [p,, |(1 + ||:vH2)%f(x)f dz < +o0.



complément

N

Exemple
Ona: F(zxw— e_%Hf"’”Q) = (2m)2 (£ e_%||§||2).

En effet la fonction f: z +— e~3%° vérifie (x) ¥ = —xy, donc en appliquant la transformation

de Fourier & chaque membre de (), la fonction f vérifie aussi (x) et a fortiori est multiple de f.
1

iy ini 5 polaires o0 1
On conclut en utilisant :  f(0) Fubini (ffRQ o2 (@) qy dy)2 poli ( 0+ ore 2" rdr)2 = V2.
Définition
On considére un espace vectoriel topologique £ sur K =R ou C.

On dit que FE est un espace de Fréchet si sa topologie est métrisable et définie par une famille de

semi-normes, et toute suite (z,),>0 dans E telle que z, —x, —— 0 est convergente.
- p<q, p—>+o0

Définition-Proposition
(a) On note .#(R™) = {f € €*°(R™) |Vae N VN eN |[[(1+ Hx||2)NDO“fHOO < +oo}.
Par conséquent, on a : . (R™) C LP(R™) lorsque 1 < p < +o0.

L’espace vectoriel .#’(R™) muni des semi-normes f > ||(1 + HxHQ)NDafHOO avec « € N™ et
N € N est un espace de Fréchet, appelé « espace de Schwartz ».

(b) L’application linéaire .#(R™) — . (R™) est un homéomorphisme.

o= 7
(c) L’application bilinéaire .7(R™) x . (R™) — #(R™) est définie et continue.
(f,9) I

Il en résulte que .(R™) est stable par convolution.

Proposition
Soit f: R — C continue et intégrable.
On suppose que f € .7 (R), ou plus généralement que :

(i) les séries (3 f(z + 27m))n>0 et (X flz— 27m))n>0 convergent uniformément sur tout segment ;

- ~~
.. >
(11) Z |f<n)| < +OO par exemple :lé% [(z® 4+ 1) f(z)| < 400
nez
Alors: > f(n) = 2 > f(2mn) « formule sommatoire de Poisson ».
nez nez
[Avec 7_zf ala place de f, on trouve : > f(n) el = 21 3 f(x+2mn) pour x € R (résultat aussi issu de la démonstration).]
NEL new

\ n® coefficient de Fourier de la fonction périodique de = qui apparait a droite



utile

Distributions sur un ouvert {2 de R™ : a retenir (J-y D)

Définition-Proposition
(a) On note, en ignorant en premiére lecture la notion de « topologie définie par des semi-norme » :
& () l'espace de Fréchet €°°(Q2) pour les semi-normes ¢ +— sup |D%(z)| avec K CQ et ae N™;

compact

%.() = {p € €(Q) | Supp ¢ compact} et Ex(Q {@6‘5 )|Suppg0CK} K CQ fixé;

compact

Dk () le fermé €°(Q2) N Ek () de £(2) muni de la topologie induite, K CQ fixé;

compact

2(Q2) Tespace vectoriel €2°(2) = {¢ € €~(Q) | Supp ¢ compact} muni de la famille des semi-
normes dont les restrictions a tous les sous-espaces vectoriels Zk(€2), K C €, sont continues.

compact

(b) On note 2'(Q2):=2(Q2) I'espace des distributions sur Q, &' (2):=&(2)’ 'espace des distribu-
tions a support compact sur €, et ' (R™):=.7(R™)" l'espace des distributions tempérées sur R™.
Les espaces Vectoriels 7'(2), &'(Q), et '(R™) sont caractérisés par :
2 ={Tec2(Q)|VK CQINeN IM>0 Yy € Zx(Q) |T(p)| < Mﬁgﬁnpwm}(*)

compact

E)={Te&Q)|3IK CQINeN IM >0 Vpe &) [T(p)| < M\Higi\(/ sup | D%(z)|};
A=V zeK

compact

S'(R™) = {T € & (R™)*

ANeN IM >0 Vo € S(R™) |T(p)| <M mgﬁ“(l + H$H2)NDQ‘PHOO}'
On dit que T' € Z'(2) comme ci-dessus est d’ordre fini quand on peut choisir N indépendant
de K ; le plus petit N indépendant de K qui convienne est alors appelé ordre de la distribution 7.
On pose : (T, @) = T(¢) quand p € Z(2) et T' € 2'(2). De méme dans &(2) et 7 (R™).
(c) L’espace M(2) des mesures de Radon sur €2 est défini par :

M) = {pe () |V K ) ()] < Mgl

Si € M(Q) vérifie u(p) > 0 quand ¢ > 0 : il existe une unique mesure positive o sur la tribu
borélienne de € qui est finie sur les compacts, et telle que (@) = [, p(z) duo(z) pour ¢ € €.(Q).

Définition-Proposition
(a) Soit T'e€ 2'(2). Pour U C Q, on définit Ty € Z'(U) par (T|y,¢) = (T, ¢) quand p € Z2(U),

ouvert

ou on a identifié ¢ & son prolongement par 0 hors de U (terme de droite de 1'égalité).

Le support de T, noté Supp T', est le complémentaire du plus grand ouvert U de €2 tel que T'|y = 0.
[Sment O1,., 0, CR™ et K C | O. Il existe uy, ..., un € Z(R™) tels que Z ug g = 1 avec 0<ui <1 et Suppur CO; (1 <k <n). ]

ouverts compact 1<k<n réelles
(b) L’injection canonique Z(Q2) — &(Q) est continue d’image dense.
L’application linéaire &’(Q2) — 2'(Q2) est injective d'image {T € 2'() | Supp T’ compact}.
S — S |2(0) h N g

noté @é(ﬂ), donc formé de distributions d’ordre fini

(c) Les applications linéaires suivantes sont injectives**) :
L) — 7'(Q) et M(Q) — 7'(Q) :
fooo—= (fder o= [qe(a)f(r)dz) poo—= (g e Jo (@) du(r))

Onpose : [pnp(x)dT(x)=(T, ) quand ¢ € 2(Q) et T € 2'(Q). De méme dans &(Q) et 7 (R™).

(¢) Soit 1 < p’ < 4o00. L'injection canonique .#(R™) — LP (R™) est continue d’image dense.

Soit 1 < p < +oo. L’application linéaire LP(R™) — S (R™) est injective.

[ (fdz: o [o.e()f(z)dz)

(d) Les injections canoniques Z(R™) — (R™) — &(R™) sont continues d’images denses.

Les applications S€ &' (R™)— S|ymm) €' (R™) et T € L' (R™) = T|gmm)€ Z'(R™) sont injectives.

(*) On peut démontrer qu'une forme linéaire T' sur Z({2) est continue si et seulement pour toute suite (¢p)n>0
d’éléments Z(2) qui converge dans Z(2) vers un élément ¢ de Z(Q), ce qui signifie que les ¢,, et ¢ appartiennent a
un méme sous-espace vectoriel P (Q) dans lequel (¢,,)n>0 converge vers ¢, on a: T (p,) P T(p).

- n—-+4oo

(%) Cette injectivité, lorsqu’on remplace € par un ouvert quelconque de R™, montre que : Supp(f dx) = Supp f.



Définition-Proposition

(a) Soient T' € Z'(2), f € €>*(Q), et « € N™. On définit fT € 2'(Q) et D*T € Z'(N2) par :
(fT.0) = (T, fo) et (D°T,p) = (~1)*UT,D%) pour ¢ € Z(Q).

Cela prolonge le produit de f par les éléments de L' (2) et 'action de D sur €>°(12).

(b) On note : Oy (R™) = {f € €=(R™) |[Va e N" IN € N (1 + ||=||*) VD f|| _ < +o0}.

Soient T' € .'(R™), f € Oy (R™) par exemple polynomiale, et o € N™.
On définit fT € ' (R™) et DT € .'(R™) par les formules du (a) pour ¢ € ./ (R™).

(c) Soient —o0 < a < < -+ <z, < b < 400 et une fonction f: Ja,b[ — C tels que flj, .,
Flizr s -5 fljanpp OB des prolongements de classe C! & |a, z1], [71, 23], ..., [2n, 0.

Ona: (fdz) =(fdx)+ Z( (zf) = f(z},)) 6z,  dans Z'(Ja,b[) « formule des sauts ».

Exemples
(a) Soit a € R™. La « mesure de Dirac en a » est la distribution tempérée 6,: ¢ — ¢(a) sur R™.

(b) La « fonction de Heaviside » H := Ig+dx est une distribution tempérée sur R avec H' = .

Définition-Proposition

(a) Soient S, T € Z'(R™) tels que Supp S ou Supp 7" est compact.  [par exemple : S — 5]
On définit S+« T € Z'(R™) par les égalités suivantes pour tout ¢ € Z(R™) :
(S*T,p) = me(me 93+y dS(x ) me(me :v—i—y dT (y ))dS(x).F[ao*T:T]
(5 % ¢)(y) qui est C en y (¢ * T)(x) qui est C en a

On a: Supp(S*T) C Supp S+ SuppT, S*xT =TS et (SxT) = SxT.

(b) Soit (f,T) dans Z(R™) x 2'(R™) ou &(R™) x &'(R™) ou L (R™) x .#'(R™).

Ona: fde+T = (f*T)dx ou f*T:xw [p.f(x—y)dT(y) estde classe C.

Soient f, g € L'(R™) tels que Supp f ou Supp g est compact.

Ona: (fdz)x(gde) = (fxg)dx on fxg:ax— [p.f(x—1t)g(t)dt est défini presque partout.
(c) Soient S, T, U € Z'(R™) tels que deux des supports Supp S, Supp 7', Supp U sont compacts.
Ona: S (T * U) = (S * T) xU. « [a utiliser avec I'égalitée (T, ¢) = (& + T)(0)]

(d) Soient S, T € Z'(R™) avec un des deux supports compact, ou, S € .7 (R™) et T € /'(R™).
On a . Da(S * T) = (DaS) * T pour « E Nm E est « solution fondamentale de D »

—_—
(e) Soient D € (C[a%l, . %] et £Ee Z'(R™) (resp. £ € .7 (R™)) tel que DE = 4.

Pour tout S € &' (R™) (resp. S € . (R™)), la distribution 7 := E xS vérifie DT = S.

Définition-Proposition

(a) On prolonge les applications L'(R™) 5 %o(R™) et L*(R™)Z L2(R™) en une bijection linéaire
Formmy: L (R™) — S'(R™)  deréciproque (21) ™ Fgigm): & (R™) — S'(R™)
T = (T: p—=T(Fy)) T = (= (2m) " T(Fyp))
(b) On note (T, ¢) = (T, @) quand T € .7/(R™) et p € Z(R™). On a :
FT = (FT) =FT pour tout T € .&'(R™).
(c) Soit T € &' (R™). Ona: (DTY = ilel¢eT ot DT = (=)l z>TY"  pour o € N™.
(d) Soient S € ' (R™) et T € &'(R™). On obtient ST € .'(R™) qui envoie ¢ € . (R™) sur :
(S*T,p) = me(me x—l—y dS(z)) dT'(y).

(8= ¢)(y) on S* v € L R™)
Deplus: S*«T=ST ou TeOyR™) avec T(§) = [pne **dT(x) pour { € R™.
En particulier : f 7T € .Z(R™) quand f € .7(R™) et T € &'(R™).




Formes linéaires continues : a retenir (J-y D)

Soient F, F, et G des espaces vectoriels normés sur K =R ou C.

Définition-Proposition (hors programme pour (b) et (c))
Soit V' un K-espace vectoriel.

(a) Une semi-norme sur V est une application p: V — RT vérifiant :

(i) YoeV VYAeK p(Av)=|Apv);

(ii)) Yo,w eV pv+w) < pv)+ plw).

(b) On appelle structure d’« espace vectoriel topologique » sur V' une topologie sur V' pour
laquelle les applications V xV — V et KxV — V sont continues.

(r,y) —max+y (A z) = Az
Dans ce cas, on note V'’ ’ensemble des formes linéaires continues sur V.
(c) On se donne une famille (p;);e; de semi-normes sur V. Les boules ouvertes associées sont :
Bi,, .im(z0,8) :={z €V | {max }pi(at —x9) <e} ouzy€Vete>0.
1€ 2

ila"'? m

Les réunions de boules ouvertes munissent V' d’une structure d’espace vectoriel topologique.
(Les ouverts de V sont les U C V tels que tout « € U est centre d'une boule ouverte incluse dans U.)

Une forme linéaire [ : V — K est continue pour cette topologie si et seulement si :
Jiy,yim€el IM >0 VeeV l(z)] < M max p;(z).

1E€{i1,eeeyim
Définition-Proposition (hors programme)
Soient V' et W des espaces vectoriels topologiques.
On note L£(V, W) l'ensemble des applications linéaires continues de V' dans W.
Soit T' € L(V,W). On définit 77" € LW/, V') par:  T'(f) = foT pour tout f & W’

ThéOI’éme (« théoréme de Hahn—BanaCh >>) <—[cf. « forme analytique du théoréme de Hahn-Banach » entre parenthéses]

Toute forme linéaire continue f sur un sous-espace vectoriel V de E se prolonge & E en une forme
linéaire continue f de méme norme.®

Soient U un espace vectoriel réel, p une semi-norme sur U, et V' un sous-espace vectoriel de U.
Toute forme linéaire [ sur V majorée par p|y, se prolonge & U en une forme linéaire | majorée par p.
On en déduit le théoreme avec U égal a I'espace vectoriel réel associé & E, [ :=Re f et p(z) := ||l]|||z|.
Corollaire
(a) Pour tout zp € E\{0}, il existe f € E’ tel que : f(zo) = ||zo]| et [[f]| =1. < mrendre v =xap)

Ainsi, un vecteur zo de E est nul si et seulement si tout élément de E' s’annule dessus.**)

(b) Soient V un sous-espace vectoriel de E et o € E. On a : xy € V si et seulement si toute
f € E' qui est nulle sur V' est nulle en xg. « [sppliquer (2) & B/V muni de [lull = inf o pour u € B/V et au vecteur 5]

Par conséquent, A C E vérifie Vect(A) = E si et seulement si toute f € E’ nulle sur A est nulle.

« A est une partie totale de E »

(c) On suppose que E’ est séparable. Alors E est séparable.

() Le théoréme reste vrai dans un espace vectoriel topologique de topologie définie par une famille de semi-normes.
(++) On note L£z([0,1]) := {f: [0,1] — C mesurable | f[0,1} |f(x)|% dz < +oo} puis Lz([0,1]) := £2([0,1])/N ot
N est le sous-espace vectoriel de L2 ([0,1]) formé des fonctions mesurables nulles presque partout.

On munit Lz ([0,1]) de la distance dy définie par : dy(f,g) == f[O,l] |f(z) — g(x)\% dz pour tous f,g € L2([0,1]).
On peut montrer que P'espace vectoriel topologique L2 ([0,1]) vérifie : Lz ([0,1]) # {0} mais L2 ([0,1])" = {0}.


https://uspc-updi.primo.exlibrisgroup.com/discovery/search?query=any,contains,Arino%20Delode%20Genet%20exercices&tab=Tout&search_scope=Everything&vid=33USPC_UPDE:UPDE&offset=0

Théoréme (« théoréme de Séparatlon deS convexes >>) <— [« forme géométrique du théoréme de Hahn-Banach »]
Soient A et B deux convexes disjoints de E avec K = R.

(a) On suppose A ouvert de E. Il existe ¢ € E’ tel que : sup p(z) < ing ().
z€A z€

(b) On suppose A compact et B fermé de FE. Il existe p € E’ tel que : sup p(x) < injfggp(x).
z€EA z€

Définition
(a) Soient (z,),>0 une suite d’éléments de E et z € E. On dit que (z,),>0 converge faiblement
danS E Vers , et note Tn _— xZ, Sl . f($n) — f(ﬁ) pOlll" tOllt f c El. <—[convergence simple dans JKEI]
n—+o00 n—+0o0

Lorsqu’elle existe, la limite faible x de (z,,),>0 est unique.

(b) Soient (f,,)n>0 une suite d’éléments de E’ et f € E. On dit que (f,)n>0 converge faiblement-x
danS El vers f, et note fn SN f, Si : fn<I) — f(l’) pour tout x & E +—[convergence simple dans K¥]
n—-+o00 n—-+00

Remarques
(a) Si (x,)n>0 converge vers x dans E, alors (x,),>0 converge faiblement vers z dans E.
(b) Si (fn)n>0 converge vers f dans E’, alors (f,,)n,>0 converge faiblement-* vers f dans E'.
(¢) Si (2n)n>0 converge faiblement vers x dans F,
aIOI‘S (l‘n)n>0 est bOI‘née daIlS E et H.Cl;” S hm Hlf Han <—[théoréme de Banach-Steinhaus dans (E’)’]
- n—+00
(c) Si E est un espace de Banach et (f,),>o converge faiblement-* vers f dans E’,
alorS (fn)n>[) est bornée danS El et ||f|| S llmjnf ||fn|| +—[théoréme de Banach-Steinhaus dans E’]
- n—-+00

(d) Si (zn)n>0 converge vers x dans E et (f,),>0 converge faiblement-* vers f dans E’ (resp.
(2n)n>0 converge faiblement vers x dans E et (f,,),>0 converge vers f dans E'), alors f,(z,) - f(z).
- - n—-+00

Définition (hors programme)
(a) La topologie faible sur E est la topologie, notée o(E, E'), des semi-normes = — |p(z)|, ¢ € E'.
(b) La topologie faible-* sur E’ est la topologie, notée o(E’, E), des semi-normes ¢ —|p(x)|, z € E.

Théoréme (« théoréme de Banach-Alaoglu »)
On suppose que E est séparable.

Toute suite bornée d’éléments de £’ a une suite extraite qui converge faiblement-x.

Définition-Proposition
(a) On appelle bidual topologique de E et note E” le dual topologique (E')" de E'.
(b) L’application linéaire j: z — (f+ f(x)) de E dans E” conserve la norme, donc est injective.

(c) On dit que E est réflexif si cette application canonique de F dans E” est surjective.

Exemples
(a) Tout espace de Hilbert est réflexif.
(b) L’espace de Banach LY (1) est réflexif lorsque (X, A, i) est un espace mesuré et p €)1, +o0].

Théoréme
On suppose que E est réflexif.

Toute suite bornée d’éléments de E a une suite extraite faiblement convergente.



