A.Xiome du ChOiX (J-Y D) <— hors programme!!!

Définition 1
Soient £ un ensemble et I' une partie de £ x E. On note « z <y » pour « (z,y) € ' ».

On dit que < est une relation d’ordre (ou que (F, <) est un ensemble ordonné) st :
(i) VeeFE z<ux;
(i) Vo,yeE ((z<y et y<z) = z=y) ;
(ili) Vz,y,z€E ((@<y et y<z2) = x<z2).
Dans ce cas, on dit que < est un ordre total si :
(iv) Ve,ye EF (x<y ou y<ux).

Définition 2
Soient F un ensemble et < une relation d’ordre sur F.

(a) Un majorant d’une partie A de E est un élément m de F tel que : a < m pour tout a € A.
Une chaine de (F, <) est une partie A de E sur laquelle < est un ordre total.

(b) Quand z,y € E, on note « x <y » pour « <y et x#y »
Un élément mazimal de (E, <) est un élément m de F tel qu'aucun x € E ne vérifie m < z.
[Attention de ne pas confondre « élément maximal » avec « plus grand élément ».]

(c) On dit que < est un bon ordre si toute partie non-vide de E a un plus petit élément.*)

Théoréme
Les propriétés suivantes sont équivalentes.

(i) « Lemme de Zorn » : un ensemble ordonné dont toute chaine est majorée, a un élément maximal.
(ii) « Théoréme de Zermelo » : tout ensemble admet un bon ordre.

(iii) « Axiome du choix » : pour tout ensemble E, il existe une application f de I’ensemble des
parties non-vides de F dans F, telle que pour toute partie non-vide A de E on ait f(A) € A.

DEMONSTRATION
((i) = (ii)) On suppose que le lemme de Zorn est vérifié.
On se donne un ensemble E et cherche a construire un bon ordre sur E.
On appellera ici segment initial d'un ensemble ordonné (Y, <) une partie X de Y telle que :
si zeX,alors {yeY |y<a} C X.
On pose : 4 ={(A,Ra); AC E et R4 bon ordre sur A}. On ordonne .# par :
(A, Ra) < (B,Rp) <= AC B et Ry est restriction de Rp et A est un segment initial de B.

On vérifie maintenant que (., <) est un ensemble ordonné dont toute chaine est majorée.

Soit € une chaine de (#,<). On pose &/ ={A; (A, Ra) €€} et C= |J A.

Aed/

On munit C' de 'ordre R¢ suivant : Vo, y € C (.’I,T Rey & JAe o (r,y€ Aet xRy y)).
Il faut remarquer que dans cette définition la condition « 2 R4y » ne dépend pas du choix de A.

Soit S une partie non-vide de C. On fixe s € S; il existe A € &7 tel que s € A.

On suppose que s n’est pas le plus petit élément de S (sinon S a un plus petit élément).

On introduit 7T := {t € S\{s} | t R¢ s}. Soit t € T'; il existe B € &7 tel que t € B. On sait que
tRe s, et que € est une chaine : soit on a (A, R4) < (B, Rp) et comme A est un segment initial
de B on obtient ¢t € A, soit on a (B,Rp) < (A,R4) et comme B C A on obtient encore t € A.
Comme T est une partie non-vide de A, il a un plus petit élément m pour le bon ordre R 4.

En comparant les éléments de S a s (R¢ est total), on obtient : m est le plus petit élément de S.

Ainsi R¢ est un bon ordre.

*) En utilisant les parties de E formées de deux éléments, on constate qu’un bon ordre est un ordre total.
1% ) q



On constate que (C,R¢) est un majorant de € dans (.Z, <). En effet, pour tout (A, R4) € €,
ona:ACC et Ry est restriction de R¢ ; de plus, lorsque s € A et t € C'\{s} vérifient t R¢ s, on
obtient ¢ € A en raisonnant comme ci-dessus.

D’aprés le lemme de Zorn, (., <) a un élément maximal (Ag, R 4,). Il reste a voir par 'absurde
que Ay = E. Sinon on fixe x € E'\ Ag. On pose A; = Ag U {z}. On note R4, 'ordre sur A; qui
prolonge R 4, et rend x maximal. On a : (A, Ra,) € A et (Ao, Ra,) < (A1, R4,) contradiction.

((ii) = (iii)) On suppose donné un bon ordre < sur E. Il permet de construire l'application f
qui a toute partie non-vide A de E associe le plus petit élément de A.

((iii) = (i)) Cette implication, qui est la plus difficile, est admise.

Voir par exemple https://www.irif.fr/ roziere/m63010/zorn.pdf| O

Dorénavant on se placera dans le cadre de la théorie des ensembles usuelle (de Zermelo-Fraenkel)
a laquelle on ajoute ’axiome du choix.

Corollaire

Tout espace vectoriel E sur un corps commutatif K a une base.

DEMONSTRATION

On note X l'ensemble des parties L de E pour lesquelles la famille (v),ep est libre.

Soit % une chaine de (X, C). On pose : M = (J L.
LEE
Soit {v1,...,v,} une partie finie de M. Il existe Ly, ..., L, € € tels que vy € Ly, ..., v, € Ly,.
——

distincts
Comme % est une chaine, on dispose parmi Ly, ..., L,, d’un plus grand élément L; (1 < i < n).
On a donc vy, ..., v, € L;, ce qui montre que la famille (vy, ..., v,) est libre. Ainsi M est libre.

Par conséquent € est majorée dans (X, C) par M.

On applique le lemme de Zorn. Il existe un élément maximal B dans (X, C).

Soit x € E. Comme B est maximal, la partie BU{x} de E n’est pas libre, ce qui fournit n € N,
V1, ., Uy € BU{z} et (g, ..., ) € R"\{0} tels que oy v1+ -+ -+, v, = 0. Vu que (v),¢p est libre,
I'un des vecteurs vy, ...,v, est égal & x avec un coefficient «; correspondant non-nul. On obtient
ainsi © comme combinaison linéaire de vecteurs de B.

On en conclut que la famille (v),cp est une base de E. O


https://www.irif.fr/~roziere/m63010/zorn.pdf
https://fr.wikipedia.org/wiki/Th%C3%A9orie_des_ensembles#Les_axiomes_de_la_th.C3.A9orie_ZF

Théoréme de Tychonoft

Définition 1

Soit X un ensemble.

(a) Un filtre sur X est un ensemble non vide .# de parties non vides de X tel que :
(i) VF,Fhe ¥ FiNke.Z;
(ii) VFe # VACX (FCA= Ac %)

(b) Un wltrafiltre sur X est un élément % de I’ensemble des filtres sur X qui est maximal pour
la relation d’inclusion C.

Proposition 1

Soient X un ensemble et .# un filtre sur X.

(a) Il existe un ultrafiltre %7 sur X qui contient 7.

(b) On a : .Z est un ultrafiltre si et seulement si pour tout A C X, A € F ou X\ A € Z.

DEMONSTRATION

(a) Il suffit d’appliquer le lemme de Zorn & 'ensemble des filtres contenant .#, dans lequel toute
partie totalement ordonnée est majorée par la réunion de ses éléments qui est elle-méme un filtre.

(b) (=) On suppose que .% n’est pas un ultrafiltre.

On fixe un filtre %’ qui contient strictement .%. On se donne A € .F’ tel que A ¢ 7.

Ona: AN(X\A) =0, donc X\ A ¢ F' et a fortiori X\ A ¢ .Z.

(<) Soit A C X tel que A ¢ .F et X\A ¢ 7.

Onpose: ' ={F"CX|3IFe.¥ FNACF'}.

L’inclusion F' O F'N A montre que .% C .#'. Comme A € ' et A ¢ %, on a méme F C 7'

Pour montrer que .% n’est pas un ultrafiltre, il reste & constater que .#’ est un filtre sur X.

Tout d’abord : X D X N A avec X € .%, donc X € F' et F' # 0.

Lorsque FF € Z, on a F € X\ A puisque X\ A ¢ %, puis FFN A # () ce qui montre que les
éléments de .’ sont non vides.

(i) Soient F|, Fy € .Z' : il existe Fy, Fy € F tels que F1NAC F| et F,NACF}.
Ona: (FiNE)NACF NF)avec Fi1NF, e #, donc F]NF) e F'.

(ii) Il est clair que toute partie de X contenant un élément de .#' appartient elle-méme a #’.

O

Définition 2
Soient X un espace topologique, .% un filtre sur X et [ € X.
On note V() 'ensemble des voisinages de [ dans X.
On dit que .Z converge vers | (ou que z tend vers [ en suivant .%) si V(1) C %, c¢’est-a-dire :
VWeV(l) FIFeF VeeX (reF=uxeV).
Dans ce cas et lorsque X est séparé, cette limite [ est unique et notée lgn idy.®

Exemple
Soient X un espace topologique séparé, (z,),>o une suite de points de X et [ € X.
On considére le filtre . sur X défini par: ¥ ={AC X |IN e N {z,}.>n C A}

Ona: z, — | < limidy =1.
n—-+o0o F

() Soient X un ensemble, Y un espace topologique, f: X =Y et [ €Y.
(a) Une base de filtre sur X est un ensemble non vide # de parties non vides de X tel que :
VB1,Bo e dBc€ % B C B1NDBs.
(b) On dit que f tend vers [ suivant une base de filtre Z fixée sur X, et note [ € lim f, si :
VWeV() 3Be#B VaeX (zre€B= f(z)eV). ”


https://link-springer-com.ezproxy.u-paris.fr/content/pdf/10.1007/978-1-4757-4032-5.pdf#page=54

Proposition 2
Soit X un espace topologique séparé.
On a : X est compact si et seulement si tout filtre sur X est inclus dans un filtre convergent.

DEMONSTRATION
(=) On suppose que X est compact. Soit .# un filtre sur X.
On suppose, par I'absurde, que () F = (. Comme X est compact et X = |J (X\F) ot les

FeF FeF
X\ F sont des ouverts de X, il existe n € N\ {0} et Fy,..., F,, € . tels que Fy N---NF, = (.
L’inclusion FyN---NF, C F, N---N F,, montre que FiN---NF, = 0, ce qui donne une
contradiction sachant que Fy N ---NF,, € .%.
On se donne 79 € (| F.Onpose: F' ={ACX |IVeEV(ry) IFE€F VNFCAL
Le choix de V = fzontre que . C .7’ donc .Z' # (). On vérifie que %’ est un filtre sur X.
Quand V € V(z),on a: VN F # () pour tout F' € .%. Les éléments de .%’ sont donc non vides.
(i) Soient Fy, F € F' il existe Vi, Vo € V(xg) et Fy, Fy € . tels que ViNF} C F| et VonEy C Fy.
Ona: (VinWVy)N(FANF)CFNE)avec ViNV,y € V(xg) et FyNEy, €. %, done F{NFy € F'.
(ii) II est clair que toute partie de X contenant un élément de .’ appartient elle-méme a .7".
Ainsi .Z est inclus dans le filtre #’. De plus : V(xy) C .#' donc %’ converge vers .

(<=) On suppose que tout filtre sur X est inclus dans un filtre convergent.
Soit (U;)ier une famille d’ouvert de X dont aucune famille finie extraite ne recouvre X, ot I # ().
Onpose: ¥ ={AC X |3Ine N\{0} Fiy,...i, €l X\(U,U---UU;,)C A}
On a facilement : .% est un filtre sur X.
Par hypotheése, il existe un filtre .#’ sur X contenant .# et xo € X tels que .#’ converge vers .
Soit i € I. Pour tout V' € V(zg), comme V € F et X\U; € ZF,ona: VN (X\U;) € F puis
VN (X\U;) # 0; par conséquent xq est adhérent au fermé X \U; de X, donc 2y € X\ U;.
Finalement, (U;);er ne recouvre pas X car la réunion des (U;);e; ne contient pas xg. O

Théoréme (« théoréme de Tychonoff »)

Soient X = [] X; un produit d’espaces topologiques compacts X;, i € I. On a : X est compact.
i€l
DEMONSTRATION
e On vérifie que X est séparé. Soient @’ = (2});cr et 2”7 = (2/);e; deux éléments distincts de X.
Il existe 4o € I tel que zj # xj , puis des ouverts U] et Uj’ de X, tels que : xj € Uy etz € U]
avec Uf MU}’ = 0. On pose : U] = X; et U}’ = X; lorsque i # io.
Les ouverts U’ := [[ U} et U" := [[ U/ de X vérifient : 2’ € U’ et 2" € U" avec U' NU" = (.
i€l il
e D’aprés la proposition 1, tout filtre sur X est inclus dans un ultrafiltre.
On se donne donc un ultrafiltre % sur X, auquel cas X # (), et vérifie qu’il converge.

Soit ¢ € I. On note p; la projection canonique de X sur X; et p;(%) ={p:(U); U € % }.

En utilisant le fait que p; ' (p;(U)) D U pour U € %, on obtient : p;(%) est un filtre sur X;.

D’apreés la proposition 1 (b), p;(%) est un ultrafiltre car pour A C X; tel que A ¢ p;(% ), on a :
A = pi(p;1(A)) donc p;*(A) ¢ %, puis sachant que % est un ultrafiltre X \p; '(A) € %, enfin
X\A = pi(pi (Xi\A)) = pi(X\p; ' (A)) € ps(Z).

D’aprés la proposition 2, l'ultrafiltre p;(%/) a une limite notée x; dans le compact X.

On pose : x = (z;)ier. Soit V€ V(). Il existe n € N\ {0}, iy,..,i, € I distincts, un ouvert
2;, de X;, contenant z;, et ... et un ouvert §2; de X, contenant z; tels que, en posant ; = X,
lorsque @ ¢ {iy,...,3,},ona: V D [] €. Par convergence de p; (%) vers x;,, on a ;, € p; (%) donc

il
Q;, = pi, (Uy,) pour un certain U;, € % . Il en résulte que V2O U,y N---U;, avec Uy N---U; € U.
En conclusion : % converge vers x.

e D’apreés la proposition 2, X est compact. O



Suites de fonctions différentiables (J-y D)

Voici un résultat qui généralise le théoréme « convergence uniforme et dérivabilité » de L2.

On fixe des R-espaces vectoriels normés F et F' de dimension finie (par exemple E = R? et F' = RY).

Proposition (« convergence uniforme + différentiabilité »)

Soient f,: U — F, n €N, des applications vérifiant :

ouvert convexe de E

(i) il existe xo € U tel que la suite (f,(z0)), ., converge;

>
(ii) les applications f,, n € N sont différentiaf)?es;
(iii) la suite (df,)n>0 converge uniformément.
Alors (fy)n>0 converge uniformément sur toute partie bornée B de U, vers une fonction diffé-
rentiable f telle que : df(x)-h = (nl_igloo dfn(x)) -h = nl_l)I_{l (dfn(z) - h) pourx € U et h € E.
DEMONSTRATION

On se donne une partie bornée B de U. On va d’abord démontrer que la suite (f,,),>0 converge
uniformément sur B. Comme F est complet, 'ensemble F'P des applications de B dans F est
complet pour la distance d,, de la convergence uniforme. Il suffit donc de vérifier que (f,,),>0 est de

Cauchy pour la convergence uniforme. Pour cela on relie les valeurs prises par f, avec f,(xo).

Soit € > 0. Pour x € B et p > g dans N, on a :

1fp(x) = Jo(@)| < [[(fp = fo) (@) = (fp = S ()| + [[fp(x0) — fo(o) |

puis d’aprés I'inégalité des accroissements finis et par convexité de U :
1(fp = fo)(@) = (fp = fo) (o) | < [ldf, — dqu |z = xoll < ldfy = dfell o K ot K := supl[bl| + o]
S
On choisit @ € N tel que : ||df, — dfq|| s b | fo(z0) = fo(xo)|| < 5 désquep>q>Q.
AiIlSi : Sup:l:EBpr(x) o f(]( )H < K+]) + <é des que p > q = > Q
Par conséquent, la suite (f,),>0 converge unlformement sur toute partie bornée de U.
Pour tout x € U, on note : f(x) = lim f,(z) (cf. le cas ou B = {x}) et g(x) = lim df,(x).
n——+00 n—+oo
I reste a démontrer que f est différentiable en tout a € U et df(a) = g(a) = (h — lil}rl (dfn(a)-h)).
n—-—+0o0
Soit € > 0. Pour h € E\{0} tel quea+h €U et g €N, on a:

(et~ fo)-glw) ] I e St = f) @I Ufs(eth)—fy(@)dfo(a b [fa(e)-gl) 1],
h — h h h

Or l'inégalité des accroissements finis donne : ||(f, — fo)(a 4+ h) — (f, — fo)(a)|| < ||df, — dfqll |IR]]-

1 en résulte que : (,() ||f(a+h)*l,‘félﬂll>*g(a)-ll\\ < Hq df,H + Il £ ( ”+h)—f‘(‘1}(;‘1‘)—dfq(”r)'hH + deq o gHOC

On choisit @ € N tel que : |lg — dfyl[, <5 dés que ¢ > Q.

|| fa(a+h)—fq(a)—dfo(a)-h]|
]

< e des que ||h| < a.

On prend maintenant ¢ = () et choisit a > 0 tel que :

£ (a+h) *Hf}(ﬁ)*y(a)-h\\

On en conclut que f est différentiable en a et df(a) = g(a).

< g désque [|h]| < o

Ainsi, on obtient a partir de I'inégalité (x) :

Pour terminer, on remarque que l’application linéaire [ — [(h) de Z(E, F') dans F est continue.

D'ou: df(a)-h=g(a)-h= (nEIJIrloo dfn(a))(h) = nhm (dfn(a)(h)) pour tout h € E. O



Convolution de distributions sur R™ : complément (J-y D)

Proposition
Soient S € Z'(RP) et T' € Z'(RY). Pour tout F' € Z(RP x Rq), on a :
Yy fo Fr,y)dS(z) € 2(RY) et x— [, F(x y) dT'(y) € 2(RP).
De plus, 'application S®T': F — [o, (pr F(x,y)dS(z ) = Ja (qu x,y) dT( )) dS(z)

.. . o]
est une distribution sur RP x R?. [En choisissant S = D, cela donne : 8‘ ‘ (pr z,9)dT(y)) = Jpp o Zw Y) dT (y).|

Définition-Proposition
(a) On dit qu'une suite (Fi,..., F,) de fermés de R™ est convolutive si :

|lx1 + ... + x| +00.
Hxl\H Allzn || =+o0

Exemples : cas ol au plus un des fermés F},..., F, est non compact; casm = 1l et Fy,..., F, C R™.

(b) Soient Ti,...,T,, € Z'(R™) tels que la suite (Supp 71, ..., Supp T,) est convolutive.
Il existe un unique 7} * ... x T,, € Z'(R™) tel que pour tout M > 0, il existe N € N vérifiant :

fonction C*° sur (R"™)" distribution a support compact sur (R"™)"

(Ty % - % Ty, 0) = /m.../m oz +...+ Tn)l(N(rl)XN<$nj) giTl(xl)...dTn(a:nl

N~
fonction C*° a support compact sur (R™)™ distribution T} ® - -+ ® T, sur (R™)™

quand ¢ € Z(B(0, M)), indépendamment du choix d'un xy € Z(R™) tel que xn zEx = 1-
On a: Supp(Tiy*...xT,) C SuppTi+...+Supp T, et SuppTi+...4+SuppT, estfermé dans R™.

Proposition

(a) Soient T, ..., T,, € 2'(R™)\{0} tels que (Supp T4, ..., Supp T},) est convolutive et 1 < i < n—1.

Les suites (Supp 71, ..., Supp T;), (Supp Ti41, ..., Supp T, ), et (Supp (71 *...xT;), Supp(Tit1%...xT,))
sont convolutives, et on a: Ty *...x T, = (T % ...« T;) % (Tiyq % ... * T},). < [par contre (s £ 1 G s )

(b) Soient S,T € 2'(R™) tels que le couple (Supp S, Supp T') est convolutif. ~ “**"

Ona: S+«T=T%S et D¥S«T)=(D*S)*T pour a € N™.

(5g=H)'

Proposition

(a) Soit pp une mesure positive sur R™ qui est finie sur les compacts. Le support de la mesure de
Radon p associée a pg est le plus petit fermé de R™ dont le complémentaire est po-négligeable.

(b) Soient p et vy des mesures positives sur R™ finies sur les compacts, associées a des mesures
de Radon p et v de supports convolutifs. Pour tout ¢ € Z2(R™), on a :

(Wxv,0) = /m/mw(:ﬁ +y) dpo(z) dro(y).

Proposition
Soient f,g € LY(R™) tels que le couple (Supp(f dz), (Supp gdx)) est convolutif.

Ona: (fdz)x(gde)=(f*g)dx on fxg:xw [ flz—t)g(t)dt € L¥(R™).

Rm

J

N~
défini presque partout



Formule des résidus : a retenir (J-y D)

Définition-Proposition
Soient 2 un ouvert de C et f une application de €2 dans C.

On dit que f est holomorphe si elle vérifie I'une des trois propriétés équivalentes suivantes :

(2)=f(20)

(i) pour tout z, € Q, le quotient £ ., aune limite (notée f'(29)) quand z — z avec z # z;

(ii) pour tout 2z € €, f est différentiable en 2z et df(zp) est C-linéaire;

[En posant f(z) = P(z) +1Q(z) avec P(2),Q(z) € R, cela s’écrit : f est différentiable sur Q avec % = % et % = f%]

(iii) pour tout zg € €, il existe R+o>o 0 avec B(zo, R) C Q) et une suite (a,),>0 de nombres
complexes, tels qu'on ait : f(z) = > a, (2 — 29)" pour tout z € B(zg, R).
n=0

Dans ce cas, f est indéfiniment C-dérivable au sens du (i), la suite (a,),>o s’écrit (f " (z0)

n! )NZO’
et I'égalité du (iii) est valable dans toute boule ouverte B(zy, R) de centre 2, incluse dans §2.

|[En outre, toute application somme, ou produit, ou quotient, ou composée, de deux fonctions holomorphes est holomorphe (sous

réserve d’étre définie). Les formules usuelles pour les dérivées, ici au sens du (i), restent valables.|

Définition-Proposition
Soient 2 un ouvert de C et f une fonction holomorphe sur §2.

(a) Pour toute « couronne » C ={z¢€ C|r; <|z— 2| <re} incluse dans €, il existe une

unique famille (a,,)nez d’éléments de C telle que :

VzeCl f(z)= > an(z—2)" « développement en série de Laurent de f en zg ».
nez

[Siri<r<ryetn€Z, ona: an= 1

i f%(zo,rﬁ (ufi% du. Les an, n € Z, sont donc indépendants des choix de r1 et r2.]
(b) On considére une boule ouverte épointée {z € C | 0 <|z — zy| < r} incluse dans 2.

e résidu de f en zy, noté Res(f, zp) ou Res(f(z), z = 2), est le coefficient a_; du développemen

L du d 0, noté Res(f, zp) ou R : 0), est 1 fficient a_; du dével t

en série de Laurent de f en z.
(c) On dit qu'un point zg de €2 est un péole de multiplicité k de f s’il existe r > 0 tel que
B(z0,7)\{20} C Q et 'ensemble des n>0 tels que a_,, # 0 est non vide de plus grand élément k.
~—

associé a la couronne B(zg,r)\{z0}

d) Soient g, h: © — C holomorphes et zy € Q2 tels que g(z) # 0, h(z29) = 0 et h'(z) # 0.

Alors  est holomorphe sur {h # 0}, 2o est pole de multiplicité 1 de £, et Res(

« pole simple »

Définition-Proposition
Soit 2 un ouvert de C.

(a) Une fonction méromorphe sur € est une application holomorphe sur un ouvert de la
forme 2\ P ot P est un fermé discret de €2 formé de poles de f.

[Une partie D de Q est dite « discréte » si tout point de D est centre d’une boule ouverte qui ne contient pas d’autre élément de D.]

(b) Soit 2 un ouvert connexe non vide de C. L’ensemble des fonctions méromorphes sur €2

est un corps, en prolongeant par continuité (en particulier, il est stable par quotient).



Théoréme

On considére un lacet v homotope a un point dans un ouvert €2 de C (par exemple un lacet
~ quelconque dans un ouvert étoilé 2 de C) et une fonction f holomorphe sur Q\S ot S est un
fermé discret dans {2 qui ne coupe pas I'image de v (par exemple une fonction f méromorphe
sur () sans pole dans I'image de v avec S égal a I'ensemble de ses poles).

[Un lacet est une application continue 7 : [a,b] — Q avec y(a) = (b). Il est dit homotope & un point dans Q s’il existe une

application continue c: [0,1] X [a,b] = Q avec c(s,a) = c(s,b) pour tout s € [0,1], telle que c(0, -) =~ et ¢(1, - ) est constante.|

« formule des résidus ».

On a:

-~

/f(z) dz = 2ir Z Ind (v, z0) Res(f, ZO)J

20ES

nombre fini de termes non nuls

[Soit zp € C. L’indice Ind(y, z0) par rapport & zp d’un lacet v dans C\{z0} est par définition le nombre

indépendamment du choix d’une application continue 0 : [a,b] — R telle que

[v(t)—z0l

%WH(Q) € 7Z, obtenu

A =20 _ (i6(t) pour ¢ € [a,b] (une telle 0 existe).

Concrétement, et on s’en tiendra a cette interprétation dans les calculs d’intégrales par la formule des résidus, I’indice de ~ par

rapport & zg correspond au nombre de tours dans le sens direct autour de zp qu’on décrit en parcourant v dans le sens positif.|

Choix des lacets pour les calculs d'intégrales par la formule des résidus (R rationnelle)

Intégrale

Hypotheése sur R

f027r R(cosf,sin ) df

R(cosf,sin @) définis

‘ )
—

R sans pole réel

(converge en too par IPP)

degR < —1

+oo
R(z)d R
Joo o) d deg B < =2 ) /_\\
fj:; R(z) e dz R sans pole réel R(2) e 5 Y
(converge en too par IPP) deg R S -1

111(1)1+(f__; R(z)e'®dz R sans pole dans R\ {0}
e—

+ f;rOOR(x) el? dz) 0 pole simple de R R(z) e

Qe
)
=

fOJrOOR(x) x*dx
(resp. f0+°OR($) 2% Inxdx)
avec 0 <a <1

R sans pole dans R\ {0}
0 non-péle multiple de R
degR < -2

R(Z) e Log z

(resp. R(z)e*1°8* Log z)

R(z)Inzdx

I
0

[ou IPP si R a une primitive évidente]

R sans pole dans RT
degR < -2

R(z) Log z (Log z—2im)

[ou R(z)(Log 2)2 si est R réelle|

——Llo—- -
™
=

f4+(z) avec Log, sur C\iR™
et f
ou Log+(71) =Log (—1)=im

(z) avec Log_ sur C\iR




