complément au cours

A

Différentielle, formules de Taylor : a retenir (J-y D)

Soient F, E1, ..., E; et F, Iy, ..., F,,, G des R-espaces vectoriels normés de dimension finie.
On fixe des bases & = (u1,...,u,) de E, € = (vy,...,v,) de F, et Z = (wy,...,w,) de G.

Définition-Proposition
On considére une application f: U — F etaeU.

ouvert de E

(a) On dit que f est différentiable en a §'il existe | € L (E,F) tel que
f(a + h) h:O f(a) + l(h) + O(Hh”) «— [signifie ici : Jlim flath)— fa)—Uh) _ o]
—

h20 1Al
W H£0

Dans ce cas, on note df(a) :=1[ (unique) et obtient :
est continue en a e a = lim =—————— pour tout h € F, —[df(a)-h=f(a)h si E=R]
t conti ¢ df(a)(h) = lim Het=I) tout h € E
—_—— —

t
noté df(a) - h L,—/

« dérivée directionnelle » notée 9y, f(a)

puis on appelle dérivées partielles de f en a les vecteurs %(a) = ltlilg w quand 1 < 75 < p.
J t#£0

(b) On dit que f est différentiable si elle est différentiable en tout point de U.
Dans ce cas, on appelle différentielle de f I'application df: z € U w— df(z) € L(E,F).

On définit par récurrence I'ensemble des applications n-fois différentiables de U dans F' (n € N).
On dit que f est de classe C™ quand f est n-fois différentiable et d” f est continue.

Exemple
Toute application linéaire (continue) I: E — F est différentiable et dl(a) =1 pour tout a € E.

Proposition signifie que f: (z1, cnxp) = (f1(x), .., fq(x)) est diff. en (a1, ..., ap), o0 & = zyui+...+Tpup et a = ajur+...+apup

a) Si une application f: U —— F est différentiable en un point a de U, elle vérifie :
~ ouvert de E
Matpases can.df(a1, ..., ap)

Tatzodf@) = (5E@) o )

0x; 1<i<q /€

i 1of; d
fq&:v) “ Ox; (a) = Efi(a 3o |

Dou: |df(a)-h= ((hlaim—i--“—i—h ip)f)(a) pour h = hju; + - - + hpu, € E.

(b) Une application f: U o Fix---xF, est différentiable

ouvert de E1 X - -+ X E;
(T1,...,21) (fl(xl, ey 1)y e ooy fn(1, ...,wl))
en a=(ay,...,q) € By X --- X E; sietseulement si fi, ..., f,, sont différentiables en a.

o1 f1(a) - Oifi(a) hy h1
Danscecas,ona:df(a)-h:( : : )(})pour hZ(E)EElx---xEl
81f'm(a) 8lf'm(a) hl hl

ot 0;fi(a) est la différentielle en a; de 'application x; — fi(as,..., a1, %, @ji1, ..., a;).
(c) Soient f: U — F différentiableena € Uet g: V — G différentiable en f(a).

ouvert de E ouvert de F
contenant f(U)
L?appllcatlon g o f eSt dlﬁ‘érentlable en a7 avec : coordonnées de z = g(y) coordonnées de y = f(x)
. .. 0" z a0z 0"y
d(go f)(a) =dg(f(a)) odf(a)| ce qui donne matriciellement = >
0 x; =1 0 yr Ox;
(en se plagant aux points adéquats) pour 1 <i<retl1l<j <p. coordo:é:dans b coor do:é::dans .

Proposition
On considére une application f: U — F,ac€U,etn>1.

ouvert de E

(a) On suppose que f est différentiable et que d?f(a) est définie.
Dans ce cas : -2 (af)(a) =0 (af )(a) pour tous i,j € {1,..,p} (« théoréme de Schwarz »).

8Tj ox; Oz E

(b) On a : ‘ f est de classe C" si et seulement si f a p™ dérivées partielles n® continues ‘d_[cf. n=1]
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hors programme
7\

( Proposition

On se donne une application m-linéaire w: F} X --- X F,,, — G (« produit »).
(yla"'7ym) > Yre oo o lYm
Si des applications f: U — F, avec 1l < k < m sont différentiables en a, alors

ouvert de E

A\

Iapplication fie...e fr: U —> G est différentiable en a, et pour tout h € F on a :
r > f1(T) oo frn()

A(freoe fu) (@) B = (Af1(@) 1)« fo(@) e crcn finla@) & < + f1(@) e e for1(a) « (A (@) - )|

Exemple (généralisable au cas de la différentielle n®)
Soient f: U — F deux fois différentiable, a € U et h, k € E.

ouvert de E

On calcule (d®f(a) - h) - k en différentiant df(x)«k au point z = a et prenant la valeur en h :
P p
(@f(a)-h) -k = ((hge:++hyge) (krgar+-+hyppo-) f) (a) pour h=3" hju; € Eet k=3 kju; € E.
j=1

Jj=1

PrOpOSitiOH (« lnégallté deS aCCI'OISSQmentS ﬁnlS >>) +—[il n’y a pas de « théoréme des accroissements finis » ici|
Soient f: U —— F différentiable,a € U et h € E.

ouvert de E

Si [a,a+h] CU,ona: [||f(a+h)— fla)l < sup [|df(a+th)[|x[[A]l]
0<t<1

~

< oo
Ainsi, quand pour tous a,b € U il existe une application continue 7: [0, 1] — U telle que y(0) = a
et (1) =b, on a : ‘f est constante si et seulement si df =0 ‘ (L)t Jg i {, dizo T

Théoréme (« convergence uniforme + différentiabilité »)

Soient f,: U — F, n €N, des applications vérifiant :
ouvert convexe de E
(i)  les applications f,, n € N sont différentiables ;
(i) il existe xyg € U tel que la suite (fn(xo))n>0 converge ;

(iii) la suite (df,)n>0 converge uniformément.
Alors (f)n>0 converge uniformément sur toute partie bornée B de U, vers une fonction différen-

| tiable f telle que : df(z) - h=( lirf dfn(z)) - h = lir+n (dfn(z)-h) pourx € U et h € E.

Théoréme (« théoréme de Taylor-Young »)
Soient f: U — F n— 1-fois différentiable (n > 1), et a € U tel que d" f(a) est définie.

ouvert de E
Ona: |f(a+h) = fla) + dfl(,a) “h + -+ %,(“) -h™ + o(||r]|") | (avec unicité du DL, ™),
— : !
hy
ou d"f(a)-h™:= (...(d"f(a) -h)...)-h = <(h18%1 o Ry )" f) (a) quand h |: € E.
SN—— ~ P /% hp
application n-linéaire symétrique de E dans F 4 développer par lgrformule du bindme
Théoréme (« lnégallté de TaleY-Lagl"ange ») <—IJil n’y a pas de « théoréme de Taylor-Lagrange » ici|
Soient f: U — F n+ l-fois différentiable (n > 0), a € U et h € E.
ouvert de E
. df(a dan n d"t1 f(a+th n+1
Si [a,a+h] CU : Hf<a+h) — (f(a) + YL p . q @ pyn) < sup LSt | af |
) STOO .

Théoréme (« formule de Taylor avec reste intégral »)
Soient f: U — F deC""!'(n>0),a€UetheeE.

ouvert de E

Si [a,a+h] CU:|fla+h)= fla)+2LD ppo . . LD pyn o (LOZDT qutl (g 4 th) - B2 dE .

(x) Si P,Q € C,[Xy,..., X,] vérifient f(a-+h) thP(h) + o([|AlI") et fla+h) thQ(h) + o([|AlI"), alors P = Q.



