Formes linéaires continues : a retenir (J-y D)

Soient E, F, et G des espaces vectoriels normés sur K =R ou C.

Définition-Proposition (hors programme pour (b) et (c))
Soit V' un K-espace vectoriel.

(a) Une semi-norme sur V est une application p: V — RT vérifiant :

(i) YoeV VYAXeK p(Av)=|Apv);

(ii)) Yo,w eV pv+w) < pv)+ plw).

(b) On appelle structure d’« espace vectoriel topologique » sur V' une topologie sur V' pour
laquelle les applications V xV — V et KxV — V sont continues.

(r,y) max+y (A x) = Az
Dans ce cas, on note V'’ ’ensemble des formes linéaires continues sur V.
(c) On se donne une famille (p;);e; de semi-normes sur V. Les boules ouvertes associées sont :
Bi,,.im(z0,8) ={z €V | {max }pi(at —x9) <e} ouzy€Vete>0.
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Les réunions de boules ouvertes munissent V' d’une structure d’espace vectoriel topologique.
(Les ouverts de V sont les U C V tels que tout « € U est centre d'une boule ouverte incluse dans U'.)

Une forme linéaire [ : V — K est continue pour cette topologie si et seulement si :
Jiy,yim€l IM >0 VeeV l(z)] < M max p;(z).
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Définition-Proposition (hors programme)
Soient V et W des espaces vectoriels topologiques.
On note L£(V, W) l'ensemble des applications linéaires continues de V' dans W.
Soit T' € L(V,W). On définit 77" € L(W', V') par:  T'(f) = foT pour tout f e W’

ThéOI’éme (« théoréme de Hahn—BanaCh >>) <—[cf. « forme analytique du théoréme de Hahn-Banach » entre parenthéses]

Toute forme linéaire continue f sur un sous-espace vectoriel V de E se prolonge & E en une forme
linéaire continue f de méme norme.®

Soient U un espace vectoriel réel, p une semi-norme sur U, et V' un sous-espace vectoriel de U.
Toute forme linéaire [ sur V majorée par p|y, se prolonge & U en une forme linéaire | majorée par p.
On en déduit le théoréme avec U égal a I'espace vectoriel réel associé & E, [ :=Re f et p(z) := ||l]|||z|.
Corollaire
(a) Pour tout zp € E \{0}, il existe f € E' tel que : f(zo) = ||zo]| et [[f]| =1. < mrendre v =xap)

Ainsi, un vecteur zo de E est nul si et seulement si tout élément de E' s’annule dessus.**)

(b) Soient V un sous-espace vectoriel de E et o € E. On a : xy € V si et seulement si toute
f € E' qui est nulle sur V' est nulle en xg. « [ppliquer (2) & B/V muni de [lull = inf o pour u € B/V et au vecteur 5]

Par conséquent, A C E vérifie Vect(A) = E si et seulement si toute f € E’ nulle sur A est nulle.

« A est une partie totale de E »

(c) On suppose que E’ est séparable. Alors E est séparable.

() Le théoréme reste vrai dans un espace vectoriel topologique de topologie définie par une famille de semi-normes.
(++) On note L£z([0,1]) := {f: [0,1] — C mesurable | f[0,1} |f(x)|% dz < +oo} puis Lz([0,1]) := £2([0,1])/N ot
N est le sous-espace vectoriel de L2 ([0,1]) formé des fonctions mesurables nulles presque partout.

On munit Lz ([0,1]) de la distance dy définie par : dy(f,g) == f[O,l] |f(z) — g(x)\% dz pour tous f,g € L2([0,1]).
On peut montrer que Pespace vectoriel topologique L2 ([0,1]) vérifie : Lz ([0,1]) # {0} mais L2 ([0,1])" = {0}.
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Théoréme (« théoréme de Sépal"atlon deS convexes ») <— [« forme géométrique du théoréme de Hahn-Banach »]
Soient A et B deux convexes disjoints de E avec K = R.

(a) On suppose A ouvert de E. Il existe ¢ € E’ tel que : sup p(z) < ing ().
z€A z€

(b) On suppose A compact et B fermé de FE. Il existe p € E’ tel que : sup ¢(x) < injfggp(x).
z€EA z€

Définition
(a) Soient (z,),>0 une suite d’éléments de E et € E. On dit que (x,),>0 converge faiblement
danS E Vers r, et note Tn _— Z, Sl . f($n) — f(ﬁ) pOlll" tOllt f c El. <—[convergence simple dans JKEI]
n—+o0o n—r+0o0

Lorsqu’elle existe, la limite faible x de (z,,),>0 est unique.

(b) Soient (f,,)n>0 une suite d’éléments de E’ et f € E. On dit que (f,,)n>0 converge faiblement-x
danS El vers f, et note fn SN f, Si : fn<I) — f(l‘) pour tout x & E +—[convergence simple dans K]
n—-+00 n—-+00

Remarques
(a) Si (x,)n>0 converge vers x dans E, alors (x,),>0 converge faiblement vers z dans E.
(b) Si (fn)n>0 converge vers f dans E’, alors (f,,)n,>0 converge faiblement-* vers f dans E'.
(¢) Si (2n)n>0 converge faiblement vers x dans F,
aIOI‘S (l‘n)n>0 est bornée danS E et H.Cl;” S hm Hlf Han +—[théoréme de Banach-Steinhaus dans (E’)’]
- n——+00
(c) Si E est un espace de Banach et (f,),>o converge faiblement-* vers f dans E’,
alorS (fn)n>0 est bOI“Ilée danS El et ||f|| S llmjnf ||fn|| +—[théoréme de Banach-Steinhaus dans E’]
- n—-+00

(d) Si (zn)n>0 converge vers x dans E et (f,),>0 converge faiblement-* vers f dans E’ (resp.
(2n)n>0 converge faiblement vers x dans E et (f,,)n>0 converge vers f dans E'), alors f,(z,) — f(z).
- - n—-+00

Définition (hors programme)
(a) La topologie faible sur E est la topologie, notée o(E, E'), des semi-normes = — |p(z)|, ¢ € E'.
(b) La topologie faible-* sur E’ est la topologie, notée o(E’, E), des semi-normes ¢ —|p(x)|, z € E.

Théoréme (« théoréme de Banach-Alaoglu »)
On suppose que E est séparable.

Toute suite bornée d’éléments de £’ a une suite extraite qui converge faiblement-x.

Définition-Proposition
(a) On appelle bidual topologique de E et note E” le dual topologique (E')" de E'.
(b) L’application linéaire j: z — (f+ f(x)) de E dans E” conserve la norme, donc est injective.

(c) On dit que E est réflexif si cette application canonique de F dans E” est surjective.

Exemples
(a) Tout espace de Hilbert est réflexif.
(b) L’espace de Banach LY (p) est réflexif lorsque (X, A, i) est un espace mesuré et p €)1, +o0].

Théoréme
On suppose que E est réflexif.

Toute suite bornée d’éléments de E a une suite extraite faiblement convergente.



