Espaces vectoriels normés : a retenir (J-y D)

Soient E, F, et G des espaces vectoriels sur K =R ou C. On fixe n € N\ {0}.

Définition
(a) Une norme sur E est une application N: E — R vérifiant :
(i) Yve E (N(v)=0 = v=0);
(ii) YVoe E vaeK N()\U) = |)\| N(U); +—[donc : N(0) = 0]
(ii) Vo,we E N(v+w) < N(v)+ N(w) («inégalité triangulaire »).
(b) On dit que deux normes N; et Ny sur E sont équivalentes si :
da, 5 >0 alNy < Ny < BN;. *)
(¢) La distance associée a une norme N sur F est I'application d: E x E — R" définie par :
Ve,ye B d(z,y) := N(z —y).

Exemple 1 (espaces de fonctions réelles ou complexes)

Soit A un ensemble. On définit une norme || ||, sur Uespace vectoriel (K#), formé des applications
bornées de A dans K en posant : || || :=sup|f(x)| pour tout f € (K*),.
€A

Rappel
Soit A un ensemble. On pose : || f]|, :=sup|f(z)| < +oo pour toute application f: A — K.
x€A

(a) On dit qu’une suite (f,)n>0 d’applications de A dans K converge simplement vers une appli-
cation f de A dans Ksi: f,(x) - f(z) pour tout x € A.
n—-+0o0o

(b) On dit qu’une suite (f,),>0 d’applications de A dans K converge uniformément vers une
application f de A dans Ksi: ||f, — f||,, — 0. Dans ce cas (f,)n>0 converge simplement vers f.
n—-+00 -

Définition-Proposition

(a) On appelle produit scalaire sur E une application (x,y) — (z,y) de E* dans K telle que
(i) Papplication = +— (z,y) est linéaire pour tout y € E;
(ii) on a : (y,z) = (x,y) pour tous z,y € E;
(i) ona: (r,z) >0 et ((z,z) =0 = x=0) pour tout =z € E\{0}.
(b) Soit (, ) un produit scalaire sur E.
L’application = € E — ||z := v/(z,z) € RT est une norme sur F, et pour tous z,y € E on a :
o [z, y)| < lz||lly|| « inégalité de Cauchy-Schwarz » ;
« Koyl =l=llllyl <= (z,y) lice;
Iz + ylI* — [l — y]* siK=R

) . . RV e « identité de polarisation ».
Iz + )" = lle = ylI” +illz +iyl” =il —iy[|” siK=C

o Ax,y) = {ou
Exemple 2
(a) Soit p € [1,+0c[. On pose : |[(z1, ..., zn)||,, := (Jz1[" + - + |z, [P)VP pour (w1, ...,7,) € K"
L’application || ||, est une norme sur K" et || [|, provient d’un produit scalaire sur K".

(b) On note : |[[(z1, ..., 7). := max (|z1], ..., |z,|) pour (x1,...,2,) € K"
L’application || ||, est une norme sur K".

||OO

(*) On verra plus tard que toutes les normes sur un K-espace vectoriel de dimension finie sont équivalentes.




Définition

On se donne une norme || ||, sur E.

(a) Soient a,b € E. Le segment |a, b] est I'ensemble suivant : [a,b] := {a +¢(b—a); ¢t € [0,1]}.
(b) On dit qu'une partie U de E est conveze si: [a,b] C U pour tous a,b € U.

Définition-Proposition
On se donne des normes || || et || || sur E et F.

L’espace vectoriel produit £ x F', formé des couples (v, w) avec v € E et w € F, est muni de la

norme 2 du produit || ||z, » définie par : ||(v, w)| gy p = \A\ |2 + |lw ||5 pour tout (v, w) € Ex F.*)

Définition
On se donne une norme || ||, sur E.

(a) On dit qu’une suite (z,),>0 d’éléments de E' converge vers un élément [ de E si pour tout € > 0
il existe N € N tel que : ||z, — ||z <& dés que n > N. — [signific que : [lzn — U — O]

n—-+oo

n
(b) On dit qu’une série (D a,),>0 dans E, c’est a dire une suite de la forme ((an)nz(h (> Clk)@o)
k=0
avec a,, € E pour tout n > 0, converge absolument si la série (> ||a,||gz)n>0 converge dans R.

Proposition (voir (a) et (b) comme des définitions, en attendant la définition de la continuité)
On se donne des normes || ||, || ||z || g sur £, F, G, et deux normes Ny et Ny sur E.

(a) Une application linéaire u: E' — F' est continue si et seulement s’il existe k£ > 0 tel que :
|lu(z)||» < k||z||z pour tout z € E.
Ainsi N et N, sont équivalentes si et seulement si idg: (F, N1) — (E, N2) est bicontinue.

(b) Lorsque E est de dimension finie : toute application linéaire de E dans F' est continue (une

base (ey, ..., e,) de E fournit une norme N: > x;e; — max |z;| qui s’avére équivalente a || || ).
1<i<n Ssn
(c) Une application bilinéaire 7: E' x F'— G est continue si et seulement s’il existe k >0 tel que :

Im(z,9)lle < kllelgllyllp pour tout (z,y) € Ex F.

(d) La somme de E x E dans E et la multiplication par un scalaire de K x E dans E sont des
applications continues (cas particuliers respectivement de (a) et de (c)).

Définition-Proposition
On se donne des normes || ||, || ||z, et || | sur £, F, et G.

(a) On note .Z(E, F') l'espace vectoriel formé des applications linéaires continues de F dans F'.
On pose : E' = Z(E,K). C’est le sous-espace vectoriel de E* formé des formes linéaires continues.

(b) On appelle norme subordonnée a || || et || ||z la norme || || sur Z(E, F)) définie par :
||u|| :== sup % pour tout u € Z(E, F). ()
€L =
#£0
—_———

(ce sup dans Rt vaut par convention 0 quand E = {0})

En particulier, on a : siu € Z(E,F) et x € E, alors ||u(z)||p < ||ull||lz] 5
(c)Siue Z(E,F)etve Z(FG) alors voue Z(E,G) et |[voul| <|v]|ul-

(x) Comme les normes || ||, || ||, et || ||, sur R? sont équivalentes, cette norme || ||,  est équivalente aux normes
(v, w) = [ vl + [[w ||z et (v, w) = max(|| vl g, [|w ||z) sur E x F.
(%) Le nombre ||u|| est donc le plus petit réel k > 0 vérifiant : |lu(z)||r < k||z]|z pour tout z € E.



