Transformée de Fourier sur R™ : & retenir (J-Y D)

Définition-Proposition

(a) Soit f€ LY(R™). On pose : Ff(&) = [ f(x)e ™ %dx et Ff(£) = [ f(z)e*"dr (E€R™).
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La fonction Ff, notée aussi f, appartient & %,(R™) := {g e CR™) | g(¢) H&H—+> O}.
—+400

(b) L’application linéaire Fpigm) : L*'(R™) — (50(}1}’”) est injective et continue,.
f — f Go(R™) est muni de || ||, et ”f”OC < Iflly
(c) Si f € L'(R™) est telle que f € LY(R™), on a :
f(z) = (2m)~™ Ff (x) presque partout « théoréme de réciprocité ».

Définition-Proposition

On prolonge F |1 (rm)nrz®m) & L*(R™) (argument de densité) en une bijection linéaire

.7:L2(Rm) : L2(Rm) — L? (Rm)
;oo f= I (5 = Jjaper F@) e dx)
——
dont la réciproque est dans L2(R™)
(2m)~™ ]_:Lz(Rm) . L*(R™) — L*(R™)
foo— (m = (207" Jig<r (€ € dg)
dans L2 (R™)

f(f)fdf quand f € L*(R™).

Elle vérifie : / |f(z) dz = (27r)m/
m RmMm

Remarque
On pose jY(x) = f(—xz) et 7.f(x) = f(xr —a) pour f:R™ — C, a € R™ et tout z € R™.
(a) Les applications f — fet f — 7.(f) passent aux quotients modulo 1’égalité presque partout.
(b) Soit p € {1,2}. Pour tout f € LP(R™), on a :
FF=(Fy=Ff 7€) =€) ot (7. )€ = (™ f)(€) pour tout & € R™.

En particulier J?est paire (respectivement impaire) lorsque f est paire (respectivement impaire).

Proposition
Ona: |f+g= /7| quand f, g€ LY(R™).

On retrouve le fait que le produit de convolution * sur L'(R™) est commutatif et associatif.

Proposition

Pour tout a = (aq, ..., ;) € N on note :
alal

— a . .01 « a __
|Oé|—0(1++0(m, xr —xl...ﬂjm et D —m.

(a) Si f € €FR™), et Df € LY (R™) quand |a| <k, on a :
(DfY(€) = ilelex f(€)  pour |a| <k et € €R™, donc  f(§) o 0(\\61”’“)(*)'
[Utiliser ce qui suit : si f € FH(R) et f/ € L1(R), alors f(z) = [ f(t)dt + f(0) a des limites quand  — —oo et quand z — +oo.]
En particulier : si f € €*(R) avec f € L' (R) et f' € L1 (R)NZL*(R), alors [ = %7:]?
(b) Si z*f € LY (R™) quand |a| < k™) on a :

-~

Fed ®m) ot Dof(e) = (=)l fY(€) pour |af <k et & € R™.

(x) Comme f est par ailleurs continue, on a donc :  sup |(1+ ||§||2)§f(§)| < 400.
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(sx) Cette hypothése signifie que f: R™— C est mesurable et [p,, |(1 + ||:vH2)%f(x)f dz < +o0.



complément

N

Exemple
Ona: F(zxw— e_%Hf"’”Q) = (2m)2 (£ — e_%||§||2).

En effet la fonction f: z +— e~3%° vérifie (x) ¥ = —xy, donc en appliquant la transformation

de Fourier & chaque membre de (), la fonction f vérifie aussi (x) et a fortiori est multiple de f.
1

iy ini 5 polaires o0 1
On conclut en utilisant :  f(0) Fubini ([ e o2 (@) g dy)? poli ( 0+ ore 2" rdr)? = /2.
Définition
On considére un espace vectoriel topologique £ sur K =R ou C.

On dit que E est un espace de Fréchet si sa topologie est métrisable et définie par une famille de

semi-normes, et toute suite (z,),>0 dans E telle que z, —x, —— 0 est convergente.
- p<q, p—>+o0

Définition-Proposition
(a) On note .#(R™) = {f € €*°(R™) |Vae N VN eN |[[(1+ Hx||2)NDO“fHOO < +oo}.
Par conséquent, on a : . (R™) C LP(R™) lorsque 1 < p < +o0.

L’espace vectoriel .#’(R™) muni des semi-normes f > ||(1 + HxHQ)NDafHOO avec « € N™ et
N € N est un espace de Fréchet, appelé « espace de Schwartz ».

(b) L’application linéaire .7 (R™) — . (R™) est un homéomorphisme.

o= 7
(c) L’application bilinéaire . (R™) x .(R™) — . (R™) est définie et continue.
(f,9) I

Il en résulte que .#(R™) est stable par convolution.

Proposition
Soit f: R — C continue et intégrable.
On suppose que f € .7 (R), ou plus généralement que :

(i) les séries (3 f(z + 27m))n>0 et (3 flz— 27m))n>0 convergent uniformément sur tout segment ;

-~ ~~
.. >
(11) Z |f<n)| < +OO par exemple :lé% [(z® 4+ 1) f(z)| < o0
nez
Alors: > f(n) = 2 > f(2mn) « formule sommatoire de Poisson ».
nez nez
[Avec T_zf ala place de f, on trouve : > f(n) el = 21 3 f(x+2mn) pour x € R (résultat aussi issu de la démonstration).]
NEL N~ new

\ n® coefficient de Fourier de la fonction périodique de = qui apparait a droite



