issu de la dém. du (a)

Espaces L! et L? : A retenir (J-y D)

On fixe un espace mesuré (X, A, ), un ensemble I, et p € {1,2}.

Définition-Proposition (K =R ou C)
(a) Pour toute f: X — C mesurable, on note : || f||, == ( [y [f(2)]" du(x))? < +oo

(b) On note ZE(u) := {f: X — K mesurable | |||, < +oo} et | LE(u) := LR (1) /N, |
ot N, est le sous-espace vectoriel de .£% () formé des fonctions mesurables nulles p-presque partout.
(¢c) On pose : IB(I) = L& (I, 2(I), comptage) et LE(R) = L2 (R, Borel,dz) =~ L% (R, Lebesgue, dz).
- 1
Ainsi : (1) == {(a;)ier € K' | 3 |a;|" <400} et [(ai)ierll, := (> |asl”) /P
' el

i€l i
(d) On a: IL(I) CIA(D), et,eL%(p) C LE(p) lorsque p(X) < +oo.

Proposition
Soient f,g: X — C deux applications mesurables.

(a) Ona: [[f+gll, <Ifll,+ llgll, < +oc «inégalité de Minkowski ».
(b) On a: || fgll; < | fllollgll; < 400 « inégalité de Holder ».

Proposition
(a) On a : Vect(]lA)AeA ot u(A) <00

(c) Pour tout intervalle ouvert J, on a : Vect(lyy),, <, €t €.(J) sont denses dans Lg(J),
oit %,(J) désigne I'ensemble des f € €(J) tels que Supp f := {z € R| f(x) # 0} **) est compact.

est dense dans L{(u).

Théoréme (« théoréme de Riesz-Fischer »)
a) L’espace vectoriel L? muni de f +— est un espace de Banach.
c\H P

(b) Si (fn)n>o converge vers f dans ZF(u), alors (fn)n>0 & une suite extraite (f,, )r>o0 qui
converge simplement presque partout vers f.

Définition-Proposition
Soient E un espace vectoriel normé sur K = RouC et I un ensemble.
Soient (a;)ier € E' et a € E. On note &;(I) 'ensemble des parties finies de I.
(a) On dit que la famille (a;);es est sommable de somme a si :
Ve>0 3Je2yD) Vel (F2J = || T ay—al<¢)
Dans ce cas, on note : Y a; = a. yer
(b) On suppose ici que ZZ*ETIest complet. La famille (a;);c; est sommable si et seulement si :
Ve>0 3Je (1) VKe Py(I\J) |2 a <e (« critére de Cauchy »).
kEK

En particulier, si a famille (||a;||)ic; est sommable dans R, alors (a;);c; est sommable dans E.
(c) On suppose ici que E = C et note m la mesure de comptage sur (I, Z(1)).

On a : (a;)ier € I&(I) si et seulement si (a;);er est sommable; dans ce cas : Y a; = [, a;dm(i).
il

+o00
Sil=N: fN andm(n) = Y a, quand (a,).eny € (RN ou (a,)nen € IL(N).
n=0

+oo +oo +oo
SiI=7Z: [apdm(n) = > an:= > an+ > a—p quand (ay)nez € (RT)? ou (an)nez € IE(Z).
n=-—oo n=0 n=1

(*) Soient E un espace vectoriel sur K =R ou C et F un sous-espace vectoriel de E.
On pose i :={z+y;y€ F}quand z € E, puis E/F := {i;z € E}.
L’ensemble E/F muni des « lois » portant sur u,v € E/F et a € K déterminées par les égalités
(i) wu+wv:= m indépendamment du choix d’éléments x,y de E tels que u=2 et v=y
(i) axu:=azr indépendamment du choix d’un élément = de E tel que v =&
est un K-espace vectoriel, appelé K-espace vectoriel quotient de E par F'.

(xx) Pour tout f € 22 (R) on note Supp f le plus petit fermé de R en dehors duquel f s’annule presque partout.



Espaces de Hilbert : a retenir (J-y D)

Définition-Proposition

On se donne un espace vectoriel F sur K = RouC.

(a) On appelle produit scalaire sur E une application (z,y) — (x,y) de E* dans K telle que
(i) Papplication = +— (z,y) est linéaire pour tout y € E;
(ii) on a: (y,z) = (x,y) pour tous x,y € F; «—[dans ce cas : {x,2) € R pour tout = € B
(i) ona: (r,z) >0 et ((z,2) =0 = x=0) pour tout =z € E\{0}.

Dans ce cas l’orthogonal d'une partie A de E est : At :={x € E|Va € A (z,a) =0}.

(b) On appelle espace préhilbertien un espace vectoriel E muni d’un produit scalaire.

Dans ce cas, € E — ||z|| := /(z,x) € RT est une norme sur F, et pour tous x,y € F, on a :

[z, y)| < ||lz|llly]]  « inégalité de Cauchy-Schwarz » et |(z,y)| = ||z|/||y|]| <= (z,y) liée.

(b) On appelle espace de Hilbert un espace préhilbertien qui est complet.

Exemples (K = RouC, (X, A, u) est un espace mesuré et I est un ensemble)

dp(z).

(a) L’espace vectoriel normé LZ(u) est un espace de Hilbert pour = [ f

)g()
(b) L’espace vectoriel normé % (I) est un espace de Hilbert pour ((ai)iel, ( Z)Zeﬁ = ab;.
i€l

Proposition
Soient E un espace de Hilbert sur K = RouC et F un sous-espace vectoriel fermé de E.*)

(a) Pour tout A C E, la partie A+ est un sous-espace vectoriel fermé de E.
(b)Ona: (FHYyt =F et FO F+ =E.
En particulier, pour tout A C E,ona: Vect A=F <= A" ={0}.  jemarquer que (Vi )~ = 4]

Théoréme (« théoréme de représentation de Riesz »)
Soit E' un espace de Hilbert sur K = RouC.

On note E’ I'espace vectoriel normé formé des applications linéaires continues de E dans K.
L’application y € E + (-,y) € E' est bijective et conserve la norme.

Définition

Soient F un espace préhilbertien sur K = RouC, et (e;);c; une famille orthonormée dans E.

On dit que la famille orthonormeée (e;);c; est une base hilbertienne de E si elle vérifie 'une des
trois propriétés équivalentes (i), (ii) et (iii) suivantes :

(1) Vect{ei}iej = E,

(11) V.T c E z:[ ‘(l’, €Z> ‘2 — Hl’”2 7 +—[I’inégalité < est toujours réalisée|
1€
(ili) Yr e E  ({x,e;)e;)icr sommable et > (x,e)e; =x.
i€l

Proposition (« procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt »)
Soit E un espace préhilbertien sur K = RouC qui a une partie dénombrable dense {z,}pen.

Il existe une famille libre (v, )nen de vecteurs de E, avec N' = N\{0} ou N’ = {1,..., N} pour un
certain N € N, telle que Vect(v, )nen est dense de E (par exemple extraite de (z,)pen). **

On construit une base hilbertienne finie ou dénombrable (e, ),en de E ainsi :

Wy =0, — >, (g, ep)er et e, = IIZZH pour tout n € N,
1<k<n-—-1
~ /
~~
projection orthogonale de vy, sur Vect(vy,...,vp—1)

Il s’agit de I'unique suite orthonormée (e, ), dans E telle que :
Vect(eq, ..., e,) = Vect(vy, ...,v,) et {ey,v,) € RT  pour tout n € N

(*) L’hypothése « F est un espace préhilbertien et F' est un sous-espace vectoriel complet de E » suffit.
(%x) Par exemple : v, = Zo(,) o a(n) =inf{p € N| (v1,...,v5_1,xp) libre}.



