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Variables aléatoires réelles : a retenir

Définition (probabilité)

(a) La somme d'une famille dénombrable (a;);c; de réels positifs est :

iezjai = ngrfoo\(aio—i_aiot“'+ai"),€R+U{+OO} on I={14, ;neN}
S~~~ croissant en n distincts

indépendant du choix de la numérotation

(b) Une probabilité sur un ensemble (2 est une application P qui & certaines parties A (il faudrait
— N _

-~

ensemble des « résultats possibles »

préciser) de € associe un réel P(A) € [0, 1] de fagon que :

P(Q) =1 et P( UN A,) = %P(An) quand A,,, n € N, sont des événements deux a deux disjoints.
ne ne

« événements »

(c) La probabilité uniforme sur un ensemble fini non-vide € est la probabilité P définie par :

P(A) = 244 pour AC Q.

Dans la suite : on fixe une probabilité P sur un ensemble €2 (muni d’« événements » ).

Définition-Proposition (loi de probabilité d'une v. a. r. et fonction de répartition)

(a) Une wariable aléatoire réelle sur € est une application X de Q dans R telle que pour tous

«V.a.r.»

a,b € RU{—o00,4+00} avec a < b, 'ensemble {w e Q|a < X(w) <b} est un événement.

NV
{a<X<b}

Sa loi de probabilité est la probabilité Py sur R telle que :
Px([a,b])) =Pla < X <b) désque —c0 <a<b<+o0.
(b) On se donne une v. a. r. X sur €.
La fonction de répartition Fx de X, qui détermine la loi Py de X, est définie par :
Fx(z) =P(X < z) pour tout z € R.
Ainsi Papplication Fix: R — R est continue & droite et croissante de 0 a1 .
~ =~

en —oo en +oo
Définition-Proposition (loi discréte et loi a densité)
On se donne une v. a. r. X sur €.

(a) On suppose ici que €2 est fini ou dénombrable, de la forme :
Q={w, ;neN} avec N ={0,1,..., N } ou N =N.
—~ ~—

distincts fixé dans N

La donnée d’une probabilité @ sur (€2, P(€2)) équivaut a la donnée d’une suite (p;,)nen de réels

positifs vérifiant > p, = 1, au moyen des égalités suivantes : p, = Q({w,}) pour tout n € N'.
neN’
(b) On dit que X est discréte s'il existe une suite de nombres réels de la forme (z,),en avec

N ={0,1,..., N_} ou N =N, telle que ImX C { =, }nen.

fixé dans N distincts

Dans ce cas Px est déterminée par la suite (p,)nen suivante : p, = P(X = z,,) pour n € N\
(c) On dit que X admet pour densité une fonction (« mesurable ») p: R — RT si:

Pla< X <b) = fabp(x)dx quand —oo <a <b < +oo.
Ceci équivaut a : Fx(x) = ffoo p(t)dt pour z € R. —[Donc : p(x0) = Fi (o) si p est continu en un zo € R.]
Une fonction mesurable p: R — R* est associée a une telle X si et seulement si fj;o p(r)dr = 1.
(d) Lav. a. r. X admet pour densité I (définie sauf en a4, ..., a,) quand il existe a; < --- < a,

dans R tels que Fx[|—oo a1y FX|[a1,a9]s -0 FX|[ap,4o00,0:] SONE de classe Ct

(%) Réciproquement, toute F': R — R continue & droite et croissante de 0 & 1 est une fonction de répartition.



Définition-Proposition (v. a. r. indépendantes)
(a) On dit que des v. a. r. Xy, ..., X,, sur § sont indépendantes si :
P(X, € By,...,X, € B,) = P(X; € By)...P(X,, € B,) pour tous événements By, ..., B, C R,

cest-a-dire P(X; <zy,..., X, <x,) = P(X; <x)..P(X,, <=x,) pour tous z1,...,z, € R.

Dans ce cas, pour 1 < iy < ... < i, < n et pour toutes fonctions (mesurables) hy: R — R, ...,
hy: Re=%-1 SR les v. a. 1. hy(Xy, ..., Xi))y ooy hi(Xi,_ 21, --, X;, ) sont aussi indépendantes.

(b) Quand Xj, ..., X,, sont discrétes, I'indépendance de Xi, ..., X,, équivaut a :
P(X;=x1,..X,=2,) = P(X; =1)...P(X,, =x,) pour tous z; € Im(X3), ..., x, € Im(X,,).

(c) Plus généralement, on dira qu'une suite (X,),>¢ de v. a. r. sur Q est formée de v. a. r.
indépendantes si : Xq, ..., X,, sont indépendantes pour tout n > 0.

Définition-Proposition (espérance)
On se donne deux v. a. r. X et Y sur €.

(a) On suppose X discréte. .
On pose : E(|X]) = Y |z P(X = ,) € RY U{+oo}. ylim, X onPX =on) quand N =N
N/

N

nE 7 N
Lorsque E(| X|) < 400, on définit l’espérance de X : E(X)= > z, P(X = z,).
——_— ——

neN’

on dit que « X a un moment d’ordre 1 »

(b) On suppose que X a une densité p.

lim ffA z p(z)dx

On pose : E(|X|) = ["2|2] p(r)dz € RT U {+0o0}. kR
Lorsque E(| X|) < 400, on définit l’espérance de X : E(X) = fj;ox p(z)dz.
—_————

on dit que « X a un moment d’ordre 1 »

(c) On peut construire E(|X]|) € RT U {+oo}, puis définir E(X) € R tel que | |E(X)| < E(|X])
lorsque E(] X|) < 400, en généralisant (a) et (b) de fagon que E soit croissante et linéaire (unicité).
—_—— =

cas X >0 casou E(|X|) < +o0

Les v. a. r. X et Y ont méme loi si et seulement si E(h(X))=E(h(Y)) pour tout h € G,(R,R).
(d) On suppose que E(|X|) < 400 et E(]Y]) < +00. Soient A, u € R.
Ona: E(1) =1 et EOX +uY) = AE(X) + uE(Y).
Quand X et Y sont indépendantes, on a : E(XY) =E(X)E(Y).
——

existe

Définition-Proposition (variance)
On se donne deux v. a. r. X et Y sur (.
(a) On suppose que E(X?) < +o00. Donc E(|X]|) < +o0.
on dit que « X a un moment d’ordre 2 »
On définit la variance Var(X) = E(X?) — (E(X))i et l’écart type o(X) = +/Var(X) de X.
(b) On suppose que E(X?) < +oco et E(Y?) < +00. Soit A € R.
On a: Var(AX) = A?Var(X) et Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y) + 2(E(XY) — E(X)E(Y)).
Quand X et Y sont indépendantes, on a : Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y).

Proposition (théoréme de transfert et retour sur I'indépendance)
On se donne deux v. a. r. X et Y sur .

(a) On suppose que X est discréte et somme sur « x € R » ausens de « z € R,P(X =z) #0 ».
Ona: E(h(X))= > h(z)P(X =z) pour h: R->RTU{+00} ou h: R—R avec E(|h(X)|) < +o0.
zeR
(b) Soit p: R — R* mesurable telle que [* > p(z)dz = 1.
On a : X a pour densité p si et seulement si E(h(X))(;)fj;Oh(x)p(x)dx pour h € 6,(R,R).

Dans ce cas on a (x) pour h: R—R*TU{+00} mesurable ou h: R— R mesurable et E(|A(X)|) < +oo.

(c) Les v. a. r. X et Y sont indépendantes si et seulement si :
E(h(X)k(Y)) = E(h(X))E(k(Y)) pour tous h,k € 6,(R,R).



Vecteurs aléatoires : a retenir

On se donne une probabilité P sur un ensemble 2 (muni d’événements).

Définition-Proposition
On considére une v. a. X = (Xy,...,X,,) a valeurs dans R".
(a) La loi de X (« loi jointe de X1, ..., X, ») est I'unique probabilité Px sur R" telle que :
IP’X([al,bl] X ... X [an,bn]) = P(al < X1 <by,ean, <X, < bn)
pour —oo < ay < by < +o0, ..., —00 < a, < b, < +o0.

ou « la lot de X est discréte »

——
(b) On dit que X est discrete s’il existe D C R™ finie ou dénombrable telle que Px (D) = 1.

Pour toute application (z1,...,%n) — Pay..a, de R™ dans RT nulle hors d’une partie finie ou
dénombrable, la v. a. X est discréte avec P(Xy = 21, ..., X, = 2,) = pay,.. 0, pOUr (z1,...,2,) € R”

si et seulement si:  E(h(X)) = > h(xi,...,2n) Pzy,...z, pour toute h: D — R bornée.
S~ (21,00 rxn) ERT ~~ 4
discrete ‘tel que paq,..., zn 70! ou pour toute h: D — R positive
Une application (21, ...,2,) € R" = py, 5. € RT nulle hors d’une partie finie ou dénombrable
est associée & une telle X pour une probabilité IP si et seulement si > Dar,.zn = 1.

On appellera « fonction de masse sur R™ » une telle fonction p. (@170 )R

ou « la loi de X admet pour densité »
N

(c) On dit que X admet pour densité une application p: R™ — R ‘mesurable: si :
Play < X1 <by,.yan < Xpp < by) = ffll ff: p(1, ey Tp) dzy ... dy
pour —oo < a; <b; <400, ..., —00 < ay < by, < +00.
Pour toute p: R™ — RT ‘mesurable:, la v. a. X admet pour densité p si et seulement si :
E(h(X)) = fj_;o fj_;o h(z1,...,zn) p(x1, ..., xy) dzy...d2,, pour toute h € 6,(R",R).

ou pour toute h:R"™ — R ‘mesurable’ positive

Dans ce cas, on a: P(X € B) = [...[5 p(x1,...,xn) dz1...dzy, pour tout B C R™ (choisir h = 1p).

événement

Donc deux telles applications ‘mesurables: pg et p; continues en a € R™ vérifient po(a) = p1(a).
Une application p: R” — RT ‘mesurable: est associée a une telle X pour une certaine probabi-
lité P si et seulement si fj;o fj;o p(z1, ..., xy) dzy...dx, = 1.
On appellera « densité de probabilité sur R™ » une telle fonction p.

Définition-Proposition
On considére une v. a. X = (Xy,...,X,) a valeurs dans R".
(a) On suppose que X est discréte avec une fonction de masse (1, ..., Zn) = Day,... an-

Les lois de X1, ..., X, appelées « lois marginales de X », sont discrétes avec :
P(X;=m) = > Pa1,s 1,851, m,  POUr T € R (1<i<n).

(zl,4.4,ziil,zi+1zn)€Rn*1
tel que pay,. L a;q,@,@iqq, 20 7 O

(b) On suppose que X a une densité p: R" — RT.
Les lois de X7, ..., X,,, appelées « lois marginales de X », ont des densités p1, ..., p, définies par :
pi(z) = fj;o fj;o P(T1, ey Ti1, Ty T 1oy Tpy) Az dy_1d 241 ...dy,, pour x € R (1 < i < ).

Définition

On considére deux v. a. 1. X,Y: Q — R telles que : E(X?) < +00 et E(Y?) < +o0.

(@) Ona: [E(XY])| < VECIVETT < +oo puis |[E(XY)| < /BXD/ETT)|

On définit : Cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y) € R. ==
E((X —E(X)(Y - E(Y)))

On a donc la formule suivante :  Var(X +Y) = Var X + VarY +2Cov(X,Y).

(b) On dit que X et Y sont non-corrélées si Cov(X,Y)=0 (par exemple X et Y indépendantes).

Quand Var(X) # 0 et Var(Y) # 0, le coefficient de corrélation linéaire de X et Y est défini par :
Cov(X,Y

a(X)a(Y)

a un moment d’ordre 1

€ [-1,1].



Théoréme (« théoréeme de Fubini »)
(a) On considére une application f : R? — C ‘mesurable’.

Ona [IZ3([231f @ y)ldy)de = [T3([23 1f(x.9)|dx)dy < oo

et, quand le réel précédent est fini : fj_oo (fjoo flz,y) dy)dx = fjoo (fjoof (z,9) dﬂ:)dy.
(b) On COHSldere une suite d’applications u, : R — C :mesurables: avec n > 0.

On a f+°°(z | ()] ) da = +°Z(f+°° ]un( )\ dz) < +oo

et, quand le reel precedent est gnl S too ( (z))dz = ( e Tou dz).

(c) On con51dere une su1te double (up, q)p q>0 de nombres Complexes

On a Z(Z|qu|) Z(Z|qu|) < 400

p=0 ¢=0 9=0 p=0 +oo +oo +oo +oo
et, quand le réel précédent est fini : > (Z Upg) = 3 (D upyg)-
p=0 g= q=0 p=0

Théoréme (« théoréme de changement de variable »)

On considére une partie U de R™ qui est ouverte et une application ¢ = (1, ..., p,) de U dans R™
qui a des dérivées partielles, toutes continues.

0
(a) Soit & € U. On appelle matrice jacobienne de ¢ en x la matrice J,(x) := (8%( )> e
X <i<n
(b) On suppose que ¢ est injective et det J,(x) # 0 pour tout = € U. ’ 1<j<n

Pour toute fonction continue bornée f de p(U) dans R, on a :

fmfw(U) fis o yn) Ay dyn = [-f; f(p(21, .0y 20)) |det Jp (1, .oy ) | Ay .oday,

penser & |dyi| quand n =1

« jacobien de ¢ en (x1, ..., xy) », noté parfois 7D((gl”g:§

Proposition
On considére une v. a. X = (Xy,...,X,,) a valeurs dans R".

(a) On consideére des fonctions de masse py, ..., p, sur R.

Les v. a. r. Xq,..., X, sont discrétes de fonctions de masse p1, ..., p, et sont indépendantes si et
seulement si X est discréte de fonction de masse p: (x1,...,x,) = p1(x1)...0n(Tn)-

(b) On considére des densités de probabilité py, ..., p, sur R.

Les v. a. r. X1, ..., X,, admettent respectivement les densités p1, ..., p, et sont indépendantes si et
seulement si X a pour densité p: (z1,...,2n) — p1(x1)...pn(zy).

Proposition
On considére des v. a. r. X et Y.

(a) On suppose que X et Y sont discrétes, et indépendantes.

Lav.a.r. X +Yestdiscréeteet : P(X+Y=u) = > P(X=2)P(Y=u—2z) pour u € R.
z€eR

lire O lorsque P(X =) =0

(b) On suppose que X et Y ont des den31tes respectlves p et q, et sont indépendantes.
Lav. a.r. X +Y a pour densité r avec : = f_JrOO g(u —x)dxr < +4oo pour tout u € R.

Définition-Proposition
(a) Soient X et Y deux v. a. r. discrétes, avec Y > 0 ou E(|Y]) < 4o0.

Lorsque z € R et P(X = x) # 0, on introduit la « probabilité de {Y = y} sachant {X =z} » :

Py|x=2(¥) = % pour y € R.

Donc : py|x—, est une fonction de masse.

Ona: EY)= Y EY|X =z2)P(X = x)l ot E(Y|X=z):= ) ypy|x=2(¥)

r€R yeR
lire O lorsque P(X = z) =0

(b) Soit (X,Y) une v. a. a valeurs dans R? qui a une densité py y, avec Y > 0 ou E(|Y]) < +oc.

Lorsque z € R et px(z) # 0, ou px(z) := fj_;o px,y(z,y)dy, on pose :

Py|x=2(y) = mp’;i((if) pour y € R

Donc : py|x—; est une densité de probabilité, appelée « densité conditionnelle de Y sachant X = x ».

~~

de la loi de probabilité sur R qui envoie un événement A sur lim+ P(Y e Alz <X <z+h)
+ N +
On a : f P E(Y|X =2)px(z) dz ou E(Y|X =2x) := fﬁ;o Ypy|x=2(y) dy.

lire O lorsque px (z) =0




Fonctions caractéristiques : a retenir

On se donne une probabilité P sur un ensemble © (muni d’événements) et n € N.

Définition-Proposition

(a) Soit X une v. a. r. sur €.

La loi de X est déterminée par sa fonction caractéristique ®x: R — C définie par :
Oy (t) = E(e™*) pour t € R.

(b) Soit X = (X1,..., X,,) une v. a. sur € a valeurs dans R".

La loi de X est déterminée par sa fonction caractéristigue ®x: R™ — C définie par :

Dy (t) = E(e/tXtFinX)) pour ¢ = (ty,...,t,) € R™
De plus les v. a. r. Xy, ..., X, sont indépendantes si et seulement si
Dix, x) (s tn) = Px, (1) -+ Px, (t,) pour tout (t4,...,1,) € R™.O

Exemples
Lorsque X ~ N(m,o?) avecm € Ret 0 >0, on a :
Py (t) = e™ ot pour tout t € R.

D’autres cas (t € R) :
~Si X ~ B(p) avec p € [0,1], alors ®x(t) =1 — p + pe'.
- Si X ~ B(n,p) avec n € N\{0} et p € [0,1], alors ®x(t) = (1 — p + pe'’)™.
~Si X ~ P(\) avec A > 0, alors ®x () = exp(A(e™ — 1)). |
—Si X ~ G(p) (resp. G(p)moy) avec p € ]0,1[, alors Px(t) = T (resp. %).
—Si X ~Uj_qq avec a > 0, alors Ox (1) = %
—Si X ~ &) avec A > 0, alors Px(t) = 2.
~Si X ~T(r,\) avec r >0 et A > 0, alors ®x(t) = ()"0

Proposition

(a) Soit X une v. a. r. sur .

La fonction ®x est continue et bornée avec ®x(0) =1 et [Px| < 1.

On a : | si E(|X]) < +oo, alors ®x est C! et & (0) =iE(X);

si E(X?) < +oo, alors @x est C? et 9% (0) = —E(X?)

et plus généralement, si n € N et E(|X|") < +o0, alors @y est C" et (1) = E(i"X" X))
(Noter que la connaissance du développement limité de ®x en 0 permet ainsi de calculer E(X "))

(b) Soient X et Y deux v. a. sur  a valeurs dans R".

Quand X et Y sont indépendantes, on a : ®x .y (t) = Px(t) Py (t) pour tout ¢ € R™.

Proposition (« formule d’inversion de Levy »)
Soit X une v. a. r. sur €.

Si [g |Px(t)]dt < 400, alors X admet pour densité la fonction px définie par :
px(z) =5 [ e Px(t)dt  pour z € R.

(%) Les fonctions ®x,, ..., x, se déduisent de ®x par : Py, (tx) = Px(0,...,0, ¢ ,0,...,0).
~—

au k° .emplacement
(%%) Soit z € C\R™. On pose : Logp(z) :=Inr +i0 ou z se décompose en z = rel avec r > 0 et § € |—m, 7.
Cela permet de définir ici z® := exp(aLogp(z)) pour tout o € R, en particulier pour a = r.



hors programme

Théorémes limites : & retenir

On se donne une probabilité P sur un ensemble © (muni d’événements).

Proposition

Soit X une v. a. r. sur 2 vérifiant E(X?) < +o0.

Ona: P(|X —E(X)| > ¢) < & Var(X) pour tout e > 0 « inégalité de Bienaymé-Tchebychev ».
[Cela découle de I'« inégalité de Markov » : P(Z > a) < i(Tf-)/ pour Z v. a. 1. positive et a > 0.]

< oo

Définition-Proposition
Soient (X,),>1 une suite de v. a. r. sur €, et, X et Y deux v. a. r. sur .

(a) On dit que la suite (X,),>1 converge en probabilité vers X, et note « X, % X », sl
- n—-+0o0o
P(|X,— X|>¢) — 0 pour tout & > 0.

n—-+00
De plus, si X, Ly X et X, Loy alors P(X =Y) =1 (unicité a I’égalité presque sire prés).

n—-4o0o n—+400

(b) On dit que (X,,),>1 converge en loi vers X, et note « X, % X », si elle vérifie I'une des
- n—-+o0o

trois propriétés équivalentes :

(i) E(h(X,)) T E(h(X)) pour tout h € €,(R,R);

(ii) Fx,(x) e Fx(z) pour tout z € R en lequel Fx est continue;
(iii) Px, (¢) e O (t) pour tout t € R.

D’aprés (i) : si X, % X alorson a f(X,) Z, f(X) pour tout f € €(R,R).
n——+0o

n—+4o00o

(c) Si X, Ly X, alors X, =< X.

n—-+4o0o n—-+4o0o

Proposition

Soit (X, )n>1 une suite de v. a. r. indépendantes de méme loi (« i. i. d. » pour « indépendantes
et identiquement distribuées ») sur €, telle que E(X7) < +oo.
—_——

en fait la condition « E(|X1]) < +oo » suffit

Ona: X, :=%t=t %) E(X;) «loi faible des grands nombres ».
n—r+00 :|

Provient de la « convergence en moyenne quadratique » : E((X, — E(X;))*) — 0.

n—-+4o0o
N >

g

2
noté « X, Ls E(X1) »
n—+oo

Compléments
Soient (X,),>1 une suite de v. a. r. sur 2 et X une v. a. r. sur .

(a) On dit que la suite (X,)p,>1 converge presque sirement vers X, et note « X, % X », sl
- n——+o0o
P{we Q| Xp(w) — X(w)}) =0.
n—-+00

(b) Si X, =% X alors X, — X.
n—+o00 n—+o00

(c) Soit (X, )n>1 une suite de v. a. r. i i. d. sur Q telle que E(|X;|) < +o0.

Ona: X, =%t 2% F(X) «loiforte des grands nombres ».
n——+o0o

(d) Soit (X,,)n>1 une suite de v. a. r. i. i. d. sur Q telle que E(X?) < +o0.

—2 X1—Xn)2 4.4+ (Xn—Xn)? s,
Ona: oy = F=Xnt i 2% Var(X)).
n n—-+00




Proposition (lemme de Scheffé)
On considére une suite (X,,),>1 de v. a. r. sur 2 et une v. a. r. X sur .

(a) On suppose que les X, (n > 1) et X sont a valeurs dans Z.
Ona: X, 2+ X < VkeZ P(X,=k) — B(X =k).
n—-+0oo

n—-+0o00
(b) On suppose que les X,, (n > 1) et X ont des densités p,: R" — R et p: R" — R™.
Si pu(x) - px(z) pour presque tout x € R, alors X, Z, X
n—-+0oo

n—-+oo

Théoréme
2
Onnote: TI(t)= [ —L e % da.

0 Var
(a) Soit (X,),>1 une suite de v. a. r. i. i. d. sur Q telle que E(X?) < +o0 et o(X;) # 0.
Onpose: S, =X;+ ..+ X, quandn > 1. On a:

5B 2y x N (0,1)  « théoréme central limite ».
o(Sn)  nosioo

somme réduite

22
Cela signifie que : P(a < —S”U_(E(“?”) < b) —>+ f; —\/17 e 7Tdr quand —oco<a<b< +oo™.
n n—+00 4

X -B(X)) 11(b) ~ Ti(a)

o(X1)/vVn
(c) Soit (X,)n>1 une suite de v. a. r. i. i. d. avec X; de loi de Bernoulli de paramétre p € ]0, 1[.
On pose: S, = X;+ ...+ X,, quand n > 1. On a d’apres le théoréme central limite :

P(a < —Snmp b) — TI(b)—I(a) quand —oco < a<b < +oo « théoréme de Moivre-Laplace ».

np(1—p) n—+00
Remarque
Le théoréme central limite est valable avec « < » au lieu de « < » car S/, := S"U%(f") vérifie :

Pla< S, <b) < Pla<S,<b) < Pla—3 <8, <b+7)
—_——

> II(b) —II(a) — e sin> N

< H(b+%)—§(a—%)+§.

n 2Nk <TI(b) —H(a) + e sik=K et n> Ny,

Une construction admise (suite de v. a. r. indépendantes avec des lois imposées)

Soient U, des v. a. r. sur des ensembles €2, munis chacun (d’événements et) d’une probabilité P,

sur €,, ou n > 1. Il existe une probabilité P sur 'ensemble Oy = [] Qn (muni de certains
n>1
événements) et une suite (X,),>1 de v. a. r. indépendantes sur Qy telle que pour tout n > 1 la loi

de X,, pour P est égale a la loi de U,, pour P,.
Ezxemple : la probabilité P du jeu de pile ou face infini s’obtient avec P, = B(p) et U,, = idg.

X —E(X1)

o(X1)/vn
cet abus fournit un intervalle de la forme ]X7n —en, X + sn[ dans lequel E(X7) se trouve avec une probabilité

> 1—a ou « est déduit de la table des valeurs prises par II.

(*) Pour « n grand », on approxime en pratique P( < a) par sa limite 21I(a) — 1 quand n — +o0, et




Vecteurs gaussiens : a retenir

On se donne une probabilité P sur un ensemble 2 (muni d’événements) et n € N\ {0}.

On note : (x,y) = x1y1 + -+ + Ty, pour tous x = (1, ..., 2T,), ¥y = (Y1, ..., Yn) € R™.

Définition
Soient A = (a; ;) 1<i<n € M(n, R) une matrice carrée d’ordre n et Z une v. a. r. sur €.
7-7
1Z5<n
(a) On dit que A est symétrique si : a;; = a;; pour tous i,j € {1,...,n}.
Dans ce cas, on dit que A est positive si: (Ax,z) > 0 pour tout = € R™.
(b) On dit que Z est gaussienne s'il existe m € R et 0 > 0 tels que {oua =0etP(Z=m)=1
o>0et Z~N(m,o?)
Définition-Proposition
Soient X = (Xi,...,X,) et Y = (Y1,...,Y,) deux v. a. sur Q a valeurs dans R".
a) Pour tous u € R" et [' € M(n, R) symétrique positive, il existe une unique loi de probabilité
]
N, (11, T) sur R™ dont la fonction caractéristique ® vérifie : |®(¢t) = el e=2T0| pour ¢ € R™,
Ainsi : [si X ~ N, (1, T) et Y ~ N, (v, A) sont indépendantes, alors X +Y ~ N, (u+v,T+A);
si X ~ N, (i, T) et A€M, (R) et BeRF alors AX + B ~ N (Au+ B, AT 4).
n dit que la v. a. X est gaussienne §’il existe un vecteur . € R™ et une matrice I' € 9t(n,
b) On dit 1 X est ' il exist t R"™ et trice I' € M(n, R
symétrique positive tels que X ~ N, (u,T).

Dans ce cas X1, ..., X,, ont des moments d’ordre 2 avec :
n = (E(Xl), ,E(Xn)) et I'= (COV(XhXj))lgi,jgn .

n
(c) La v. a. X est gaussienne si et seulement si Y «;X; est gaussienne pour tous ay, ..., a, € R.
i=1
Définition-Proposition
Soit X une v. a. a valeurs dans R"™ gaussienne d’espérance u et de matrice de covariance I'.
(a) Ona: P(X € [(R") +p) = 1.
En particulier, X n’a pas de densité lorsque det(I") = 0.

(b) On suppose que det(I") # 0.
La loi de X a pour densité la fonction px définie par :

_1 -1 xr— xr— n
px(z) = Me AP @z pour o € R™.

Proposition
Soit X = (X1q,..., X;, Xy41, ..., Xpp) une v. a. a valeurs dans R™, avec 1 < r < n.

(a) Si X est gaussienne, alors (X1, ..., X,) et (X,41, ..., X,,) sont gaussiennes.
La réciproque est fausse.

(b) Si (X, ..., X)) ~ N (@', T") et (Xopq,.or, Xp) ~ Ny (@, T”) sont indépendantes,
alors X ~ N, (u,T) avec = (i, 1) et T = (5 9.
(c) Si X est gaussienne avec Cov(X;, X;) =0 quand 1 <i<r et r+1<j<n,

alors (X1, ..., X,) et (X,41,..., X;,) sont indépendantes.



1.

Compléments de calcul intégral

On peut associer « canoniquement » un élément fRn f(z1,...,xy) doq---dx, de RT U {+o00}

(déterminé dans les cas usuels grace au 3. ci-dessous) a chaque v. a. f:R"™ — RT U {+oc}, n € N.

Soit A C R™ un événement. Pour toute v. a. f: R" — RT U {400}, on note :

(ou A, en prolongeant par 0 hors de A)
fA flxy,.yxy) dey -+ - day, = fRn(fxllA)(xl, ey ) dzp- - da, € RT U {400},
Cas particulier :  mes (A) := [ 4 dwy---dz,  « mesure de A ».
Par exemple :  mes ([a1,b1] X -+ X [ap,by]) = (b —a1)x - x(by —ay) pour a; < by,...,a, < by.
déf : unev. a r f:R™— R estintégrable si et seulement si fR” |f(z1,...,zp)| doy- - - dxy < F00.
Dans ce cas, on note :
S f(21s oy ) Ay - - dy = f{f20} f(x1, oy @y) dag - -dxn—f{f<0}(—f(x1, ey @p)) dxy- - - day, € R.
L’intégrale des v. a. r. intégrables est une application linéaire.

Soit A C R™ un événement. Pour toute v. a.r. f: R" — R telle que fx14 est intégrable, on note :

(ou A, en prolongeant par 0 hors de A)

fA flxy,.yxy) dey -+ - day, = fRn(fxllA)(ﬂUl, oy Tp) dxp- - -dxy, € R
(L’intégrale sur un événement A’ C A avec mes (A \ A’) =0 coincide avec l'intégrale sur A.)
Sia<bdans Ret f:[a,b] = R est continue, on a : f[a,b] flx)dz = f; f(x) de.
Si —oo < a<b< +oo et f:a,b[— R+ (resp. R) est continue (resp. continue et intégrable),

. b
on a: f[a’b[f(x) dr = b’h—g)l* J, f(x) de.

(Le cas —0o < a < b < 400 est analogue. Pourlecasa = —coet b= +oo: [T = ff’oo + [

Si f:R"™ — RYU{+0co} (resp. R) est une v. a. (resp. une v. a. r. intégrable) et i € {1,...,n}, on a:

fR" flz1,.yxy) doy- - - day, = fR"‘l (IR fz1, .y xy) dxi) dzy...dz;—1dx;qq...dx, | « th. de Fubini ».

On se donne :
(i) une partie U de R™ qui est réunion de parties de la forme

{z eR"| fi(z) >a1,..., fp(z) > ap et gi(z) <bi,...,gq(z) < by}
avec f1,..., fp,91,---,9¢ : R® = R continues et ay,...,ap,b1,...,by € R;

(ii) une injection ¢ = (¢1,...,on) : U — R™ telle que

. . D(y1, ... Z1 Tn .
%p, cee 597“" existent et sont continues, avec M = : qui ne s’annule pas.
E " D(xl,...,xn) don Apn
Ox1 ~~ Oxn

(Sous ces conditions, U et ¢(U) sont des événements.)

Si f:p(U)— RTU{+oo} (resp. R) est une v. a. (resp. une v. a. r. intégrable), on a :
D(y1,.-yn
f<p(U) f(yh ...,yn) dyl T dyn = fU f(SO(«Tlv 7xn)) D((gi:iﬁn))

« formule de changement de variable dans les intégrales multiples ».

dzq---dz,

Par exemple, dans le cas du « passage en coordonnées polaires », le changement de variable

« x=rcosf et y=rsinf » avec (r,0) €10, +oo[x]| —m,n[ donne « dedy = _r drdf ».

D(z.y)
u ‘D(rﬁ)



L’escalier de Cantor (découvert en 1885 par Ludwig Scheeffer qui était un éléve de Cantor)
est le graphe suivant d’une certaine application continue F¢z : R — R croissante de 0 a 1 :

Y

ESE

O ——
o ——
Wl ——
Wiy ——
oN ——
©loe ——

Comme F est continue & droite et croissante de 0 & 1, il existe une variable aléatoire
réelle C' qui a pour fonction de répartition Fg.

L’application F est dérivable « presque partout »*) avec une dérivé nulle. En un certain
sens, on a : fj;oFé(t) dt = 0 < 1, le probléme venant du fait que F/, n’est pas définie partout.
[Toute application dérivable F:[a,b] — R et de dérivée bornée vérifie fabF’ (t)dt = F(b) — F(a).]

Un résultat délicat permet d’en déduire que C' n’a pas de densité.

[Si p:R — R est « intégrable au sens de Lebesgue », alors p(z) = %( J* . p(t)dt) presque partout.|
On dispose d’ailleurs d'un lcritére étonnant : une variable aléatoire réelle X posseéde une densité
si et seulement si [ ORI (t) dt = 1; dans ce cas, F est une densité de X.

TN~

défini presque partout et positif

(x) On dit qu’une propriété portant sur z € R est vérifiée « presque partout » si ’ensemble des points ou
elle n’est pas vérifiée est pour tout £ > 0 inclus dans une réunion d’intervalles ouverts deux & deux disjoints
dont la somme des longueurs est strictement inférieure a e.


https://fr.wikipedia.org/wiki/Densit%C3%A9_de_probabilit%C3%A9#Crit.C3.A8res_d.27existence_d.27une_densit.C3.A9

moins utile

Rappel des lois usuelles

Loi de Bernoulli B(p) de paramétre p € [0,1] :
P(X=0)=1—-p et P(X=1)=p.

Loi binomiale B(n,p) de paramétres n € N\ {0} et p € [0,1] :
P(X =k)=(})p"(1—p)"* pouwr k€N, on (}) oM ) quand k > n.

Loi géométrique G(p) de paramétre p € ]0,1] :

P(X =k)=p(1—p)* pour k € N. On note ensuite Gm\{o3(p) la loi de X + 1.

Loi binomiale négative B~ (n,p) de parameétres n € N\{0} et p €]0,1] :
P(X =k)= (n:le) p"(1 —p)* pour k€ N.

Loi de Poisson P(\) de paramétre A > 0 :
P(X =k)=e 2 pour keN.

Loi uniforme Uy, p) sur un segment [a, b], avec a < b :
1
PX = —a ]l[a,b} (a;) dx.
Loi normale N'(m,c?) d’espérance m € R et d’écart type o > 0 :

_(zf’m)
Px = e 202 dux.

1
V2ro
Loi exponentielle £(X) de parameétre A > 0 :
Py = X e gy (z) d.

Loi Gamma T'(r, \) de paramétres r > 0 et A >0 :

Px = F)E:) e M 2" U gy (2) dz, ou T(r) := 0+°° e T lda.
Loi de Cauchy C(X\) de paramétre A > 0 :

_ A

Valeurs de la fonction de répartition ® de la loi A(0, 1)

T 0,00 0,010 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09
0,0 | 0,5000 0,5040 0,5080  0,56120  0,5160  0,56199  0,5239 0,5279 0,5319 0,5359
0,1 | 05398 0,5438  0,5478  0,5517  0,5557  0,5596  0,5636 0,5675 0,5714 0,5753
02 | 05793 05832  0,5871  0,5910  0,5948  0,5987  0,6026 0,6064 0,6103 0,6141
0,3 | 06179 0,6217  0,6255 0,6293  0,6331  0,6368  0,6406 0,6443 0,6480 0,6517
04 | 06554 06591  0,6628 06664  0,6700  0,6736  0,6772 0,6808 0,6844 0,6879
05 | 0,6915 06950 0,6985 0,7019  0,7054  0,7088  0,7123 0,7157 0,7190 0,7224
0,6 | 07257 0,7291  0,7324  0,7357  0,7389  0,7422  0,7454 0,7486 0,7517 0,7549
0,7 | 0,7580 0,7611  0,7642  0,7673  0,7704  0,7734  0,7764 0,7794 0,7823 0,7852
08 | 07881 0,7910 0,7939  0,7967  0,7995  0,8023  0,8051 0,8078 0,8106 0,8133
09 | 08159 0,818  0,8212 0,8238  0,8264 08289  0,3315 0,8340 0,8365 0,8389
1,0 | 08413 0,8438 0,8461  0,8485 08508  0,8531  0,8554 0,8577 0,8599 0,8621
1,1 | 08643 0,8665 0,868  0,8708 08720  0,8749  0,8770 0,8790 0,8810 0,8830
1,2 | 0,8849 0,889  0,8888  0,8907  0,8925  0,8944  0,8962 0,8980 0,8997 0,9015
1,3 | 09032 0,9049 09066 0,082  0,9099  0,9115  0,9131 0,9147 0,9162 0,9177
14 | 09192 09207  0,9222  0,9236 009251  0,9265  0,9279 0,9292 0,9306 0,9319
1,5 | 09332 09345 09357  0,9370  0,9382  0,9394  0,9406 0,0418 0,9429 0,9441
1,6 | 09452 09463 09474  0,9484 09495  0,9505  0,9515 0,9525 0,9535 0,9545
1,7 | 09554  0,9564 09573  0,9582 0,591  0,9599  0,9608 0,9616 0,9625 0,9633
1,8 | 09641  0,9649 09656  0,9664 09671  0,9678  0,9686 0,9693 0,9699 0,9706
1,9 | 09713 09719 09726  0,9732 009738  0,9744  0,9750 0,9756 0,9761 0,9767
20 | 09772 09778 09783 09788  0,9793  0,9798  0,9803 0,9808 0,9812 0,0817
2,1 | 09821 09826  0,9830 09834  0,9838  0,9842  0,9846 0,9850 0,9854 0,9857
22 | 0,981 09864 0,988 009871  0,9875 0,878  0,9881 0,9884 0,0887 0,9890
2,3 | 09893  0,9896  0,9898  0,9901  0,9904  0,9906  0,9909 0,9911 0,9913 0,9916
2,4 | 09918  0,9920  0,9922  0,9925  0,9927  0,9929  0,9931 0,9932 0,9934 0,9936
25 | 0,9938 09940  0,9941  0,9943  0,9945  0,9946  0,9948 0,9949 0,9951 0,9952
2,6 | 09953 09955  0,9956  0,9957  0,9959  0,9960  0,9961 0,9962 0,9963 0,9964
2,7 | 0,9965 0,966  0,9967 09968  0,9969  0,9970  0,9971 0,9972 0,9973 0,0974
2,8 | 09974 09975 0,976  0,9977  0,9977  0,9978  0,9979 0,9979 0,9980 0,9981
2,9 | 09981 09982  0,9982  0,9983  0,9984  0,9984  0,9985 0,9985 0,9986 0,0986

T 3,0 3,1 3,2 3,3 3,4 3,5 3,6 3,8 4,0 45

o(z) | 0,99865 0,99903 0,99931 0,99952 0,99966 0,99977 0,999841 0,999928  0,999968  0,999997

On a aussi : ®(—z) =1— ®(x) pour tout x € R.




Loi de Student a d degrés de liberté : P(|X| > ?7) = «

IS
Q

0,002

0,001

S © 000Ut W

318,20
22,328
10,214
7,173
5,894
5,208
4,785
4,501
4,297
4,144

4,025
3,930
3,852
3,787
3,733
3,686
3,646
3,610
3,579
3,552

3,527
3,505
3,485
3,467
3,450

3,385
3,340
3,307
3,281
3,261

3,174

3,090

636,58
31,600
12,924
8,610
6,869
5,959
5,408
5,041
4,781
4,587

4,437
4,318
4,221
4,140
4,073
4,015
3,965
3,922
3,883
3,850

3,819
3,792
3,768
3,745
3,725

3,646
3,591
3,551
3,520
3,496

3,390

3,290

Loi

du x? a d degrés de liberté

PX >7)=c

Q

U

0,001

0,0005

S00-uo ot W -

10,827
13,815
16,266
18,466
20,515
22,457
24,321
26,124
27,877
29,588

31,264
32,909
34,527
36,124
37,698
39,252
40,791
42,312
43,819
45,314

46,796
48,268
49,728
51,179
52,619
54,051
55,475
56,802
58,301
59,702

12,115
15,201
17,731
19,998
22,106
24,102
26,018
27,867
29,667
31,419

33,138
34,821
36,477
38,109
39,717
41,308
42,881
44,434
45,974
47,498

49,010
50,510
51,999
53,478
54,948
56,407
57,856
59,299
60,734
62,160




