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complément
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Séries de Fourier : a retenir (J-y D)

groupe quotient

PN
Soient k € N et p € {1,2}. On note : T = R/Z, €*(T) := {f € ¢*(R) | f est 1-périodique}
et ZLP(T):={f: R— C mesurable | f est 1-périodique et ||f|| f0|f ()P de)/r < +oo}

Rappel 1 (« théoréme convergence uniforme + continuité »)
Soient 2 un espace topologique, f,: 2 — C pourn e N et F:Q — C, et a €.

On suppose que | f, est continue en a pour chaque n € N;
(fn)n>0 converge uniformément vers F'.
Alors F' est continue en a.

Rappel 2 (« théoréme convergence uniforme + différentiabilité »)
Soient Q un ouvert convexe de R¥ et f,,: Q — C pour n € N.
On suppose que | f, est différentiable pour chaque n € N;

il existe xy € ) pour lequel la suite (fn(xo))n converge ;

>0
la suite (df,)n>0 converge uniformément.

Alors (f,,)n>0 converge uniformément sur toute partie bornée de 2 vers une fonction différentiable F
telle que : dF(z)-h = lim (dfn( )-h) pour z € Qet h € RY.
n—+

Proposition
Soient (a,)n>0 € CN et (by)p>1 € CNMOH
On pose :  Sy(z) = ag + > (acos(2mkz) + bysin(2rkx)) pour n € Net z € R.

1<k<n
(a

) S
(b) Si (an)n>0 €t (b)n>1 sont des suites de réels décroissantes de limite 0,
alors (Sy)n>0 converge uniformément sur tout compact de ]0,1] .

+o0 +o0
i Y Jan] <400 et > |by] < +oo alors (S,)n>0 converge uniformément sur R .
= n=1

(c) Si (Sp)n>0 converge uniformément sur R, vers une application notée f,
alors f € €(T) et, (an)n>0 et (by)n>1 se déduisent de f par les formules intégrales du (a) ci-dessous.

Définition

Soit f € Z(T).
On pose : A — ! f(t) e 2™t dq¢ our n € Z

(a) On p I f p :

fo t)dt, a, =2 fo t) cos(2mnt) dt et b, =2 folf(t) sin(27rnt) dt pour n > 1.0
( ) Soit n € N. On appelle somme partielle d’ordre n de la série de Fourier de f la fonction

S,(f) déterminée par : |S,(f)(x) = i Flk)e?m™ e = qo + 3 (ay cos(2mka) + by sin(2rkz)) |
k=—n

1<k<n

Théoréme (« théoréme de Riemann-Lebesgue »)
Soit f € Z1(T).

~ o~

La « suite » f:= (f(n)),ez appartient & co(Z) := {(cp)nez € C*| lim ¢, = lim ¢, =0}.

n——oo n—+oo
Théoréme
La transformation de Fourier Fpipy: L'(T) — ¢o(Z) est linéaire, injective et continue.
-~ N——
f — f c0(Z) est muni de || ||,
= aop, ( ) = a”_ib” et J?( n)=24% "Hb pour n > 1;

() Ainsi : ( )
ap = f(0), a, 005(277713:) + by sin(2mna) = f(—n)e~2™ 4 f(n)eX ™ pour n > 1.
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Théoréme (« théoréme de Fejér »)

SOlt f un élément de E = %(T) munl de || ||OO +—[cet énoncé reste valable en prenant E := L'(T) muni de || 111
La suite (W)mo converge dans F vers f.

Remarques

(a) Soit (uy)n>o une suite de nombres réels. On pose o, = pour n > 1.

Si u, — | eRU{—00,400} alors o, — | «lemme de Cesaro ».
n—+00 n—-+o00

Soient f € €(T) et zp € T. Si (S,(f)(x0))n>1 converge, on a donc S, (f)(xo) T f(zo).

ug+-- +un 1

(b) Le th. de Fejér redonne la densité de 'algébre des polynomes trigonométriques dans €'(T)
(conséquence du th. de Stone-Weierstrass) et l'injectivité de la transformation de Fourier.*)

Théoréme (« théoréme de Dirichlet »)
Soient f € Z(T) et x5 € R.

On suppose que f vérifie les hypothéses suivantes (qui portent sur f| iinage de z) :

(i) f a des limites finies f(xy) a gauche en zg et f(zg) a droite en g ;

T - .
(i) h>0 ML) et h>0— M ont des limites finies en 0.

Alors Sn<f)(x0> — w _(**)

n—-+o00

Proposition
La famille (e*™) _ est une base hilbertienne de L*(T).

Donc Frary: L*(T) —  1*(Z) est une bijection de réciproque Fpz : 1*(Z) —  L*(T)

f = (f(n)) cZ h en particulierE(f) — f g (Cn>n€Z = Z Cn einn.
, ez;m.>n dans L?(T) lorsque f th??r) scz}nen%ble gour I s
etona | |]?(n)|2 = fol |f(H)>dt| pour tout f e L*(T) « égalité de Bessel-Parseval ».
nez
Proposition

*kK)

L’application Fpzy: (Y(Z) — €(T) est linéaire, injective et continue.
(Cn)nEZ — Z & eZiﬂ'n-

nez T
sogmable pour || ||
~

De plus, toute f € €(T) telle ¢ que el (z) vaifie f=3 F(n)e*™ dans €(T). i mjectivel

nez

par exemple f € €1(T), cf. la proposition ci-dessous

Proposition
Soient k € Net f € €%(T). On a : | f®)(n) = (2irn)* f\(n) POUr 1 € Z. «—[penser a f(2) = 5 cn c*70%)

En particulier : toute fonction f € €*(T) est somme de sa série de Fourier (car fe 1N(Z)).

(%) Il redonne aussi le th. de Weierstrass : toute fonction f € €([a,b]) avec a < b est limite uniforme d’une suite

de fonctions polynomiales. En effet, en introduisant 1'unique g € (5( ) paire vérifiant g(£) = f((1 —t)a +tb) pour

tout ¢ € [0,1] et en fixant € > 0, il existe n > 0 tel que [|g — gn| < 5 00 gn := M, puis il existe une

somme partielle P du développement en série entiére de g, en 0 telle que (P — gn) < 5.
(%) Voici deux résultats difficiles & démontrer, relatifs a la « série de Fourier » (Sn(f))n>0 d’une fonction f € £(T) :

(i) si f € L%(T), alors (Sn(f))n>0 converge presque partout vers f  « théoréme de Carleson-Hunt » (cas p = 2);
(ii) il existe f € .Z*(T) tel que (Sn(f))n>0 diverge en tout point « contre exemple de Kolmogorov ».
(xxx) L’injectivité découle du (c) de la proposition du début, car pour toute suite (c,)nez € [1(Z), la fonction continue

frax—= Y ¢, eB™e vérifie f(n) = ¢, quand n € Z.
neEL



