nécessaire localement
(réalisera (b) et (c))

Sous-variétés de R™ : a retenir (J-Y D)

Définition
Soient f,g: U — R? de classe C* (p,g € Net k € (N\{0})U {+o00}), et a € U.

ouvert de RP
(a) On dit que f est une submersion en a si df(a) est surjective (c’est-a-dire : rgdf(a) = q).
On dit que f est une submersion si elle est une submersion en tout point de U.
(b) On dit que g est une immersion en a si dg(a) est injective (c’est-a-dire : rgdg(a) = p).
On dit que g est une immersion si elle est une immersion en tout point de U.

On dit que g est un plongement si g est une immersion et U — ¢(U) est un homéomorphisme.
x> g(x)

Théoréme (« théoréme du rang constant »)
Soient f: U — RY de classe CF (p,g € Net k € (N\{0})U{+0c0}),a € UetreN.

ouvert de RP

(a) On a : f est une submersion en a si et seulement si p > ¢ et il existe un C*-difféomorphisme

|4 — V' tel que: fvzx:go1<I/1>€V»—>y:<z::1>ERq.
d té d ! :

,,./
ouvert de U contenant a ouvert de RP T q

gros espace

L’ensemble des points de U ot f est une submersion est un ouvert de RP.
(b) On a : f est une immersion en a si et seulement si p < ¢ et il existe un C*-diffeomorphisme

’
fAl

: W — W' telque: f(V)CW et flp:o=("]eVir—y=9"|=|cR
ouvert de R? contenant f(a) ouvert de R? Ty N~~~ 0
. R . . du coté du \ ¢
L’ensemble des points de U ou f est une immersion est un ouvert de RP. gros espace
(c) Le rang de f est égal a r au voisinage de a si et seulement si p > r et ¢ > r et il existe des
CF-difféomorphismes : Vv — V' et W — W' tels que:
ouvert de U contenant a ouvert de RP ouvert de R? contenant f(a) ouvert de RY
2
f(v)ycw et f\V:x:go_lzf”;l EVi—y=9y! wo' € R
a o
TV
c’est-a-dire : Vo' = (zf,...., (E;D) ev’ w(f(gp_l(m/)))) = (z},....,x,,0,...,0)

Définition-Proposition
Soient S CR" (neN), ke (N\{0})U {400} et deN.

(a) On dit que S est une une sous-variété de classe C* et dimension d de R™ si pour tout a € S, il
existe un C*-difféomorphisme c: U — U telque c(UNS)=c(U)N(R?x{0}).

ouvert de R” contenant a ouvert de R"

Dans ce cas [’espace vectoriel tangent a S en a € S est le sous-espace vectoriel suivant de R" :
T,S déﬁ“:i“‘)"{fy’(()) : y: I — R de classe Ck, y(I) C S et v(0) = a}pmpg“o“(dc(a))—l(Rd x {0}).

intervalle
ouvert contenant 0

(b) Lorsque S = f~1({0}) avec f: U — R"? CFet f submersion en tout point de S, on a :

ouvert de R™

S est une sous-variété C* de dimension d de R™ et | T,S = (df(a))~1({0}) | pour a € S.

(c) Lorsque S =Img avec g: Q — R" plongement C*, on a :

ouvert de R%

S est une sous-variété C* de dimension d de R™ et | TS = Imdg(t) | pour ¢ € €.

(d) On se donne une bijection o: {1,....n} — {1,...,n} et note :
(@1, ..., Tp) = (To-1(1), .o, To—1(n)) POUI tOUL (21, ..., 2,) € R™.
Lorsque S = o (graphe(h)) avec h: Q — R™* C* onad’apres (b) avec g(t) = (¢, h(t)):

ouvert de R

-
c’est-a-dire S = {(z1,...,zn) € R™ | To(atr1) = h1(To(1)) 1 To(a)) b oo et Ty(n) = hp—d(Zo (1), 4..,zg(d))}
S est une sous-variété C* de dimension d de R” et | T,S = 5(graphe(dh(ao(1), s ag(d)))) poura € S.

-~

c’est-a-dire TqS = {(x1,...,2n) € R™ | ZTo(a+1) = dhi(ag(1), - a5(a)) (To(1)s - To(a)) e - et To(n) = dhpn_q(ag(1), - aga)) (To(1)s ...,zg(d))}



Remarques
(a) Tout ouvert d’une sous-variété de classe C* de R™ est une sous-variété de classe C* de R".
(b) Pour démontrer qu’une application est un plongement, on pourra utiliser le résultat suivant.

Si g: Q — €  est une application continue telle que

ouvert de R? ouvert de R™
VK'CQ JKCQ VreQ (z¢K = gx)¢ K').
compact compact
N -~ 7
on traduit cela en notant : g(x) j 00 yr
T—00Q
alors, I'image par 'application g d'un fermé de €2 est un fermé de V. —[idée : QU {ooq} est compact]

Définition-Proposition
Soient X, Y, Z des sous-variétés de classe C* de R", R™, R! (k € (N\{0})U{+o00} et n,m,l € N).
(a) On dit qu'une application f: X — Y est de classe CF si :

Yae X  3f: U —R* C  flyax = Flonx -

ouvert de R"™ contenant a
Dans ce cas, pour a € X l'application T, f: T,X — TfY est indépendante du choix de f
v = df(a) v
b)Si f: X =Y et g: Y — Z sont de classe C*, alors go f: X — Z est de classe C* et
pour tout a € X ona: [To(go f) =TyagoTaf|

(c) On dit qu'une application ¢: X — Y est un C*-difféomorphisme si :
¢ est une bijection, ¢ est de classe C*, et ! est de classe C*.

Définition-Proposition
Soient f,g: X e Y de classe C* (k € (N\{0}) U {+occ} et n,m € N).

sous-variété CF de R™ sous-variété CF de R™
(a) Pour tout a € X, on dit que f est une submersion en a si T, f est surjective.
On dit que f est une submersion si elle est une submersion en tout point de X.
Dans ce cas, pour chaque b € Y, P'ensemble f~1({b}) est une sous-variété de classe C¥ de R"™ et

ona |To(f7({b})) = (T.f)"'({0}) | pour a € f1({0}).

(b) Pour tout a € X, on dit que g est une immersion en a si T,g est injective.
On dit que g est une immersion si elle est une immersion en tout point de X.

On dit que g est un plongement si g est une immersion et X — ¢g(X) est un homéomorphisme.
z — g(z)

Dans ce cas Im g est une sous-variété C¥ de R™ et on a |1y, (Img) = ImT,g| pour a € X.

Théoréme (« théoréme d’inversion locale »)
Soient f: X — Y de classe C* (k € (N\{0})U{+oo} et n,m € N)eta € X.

sous-variété CF de R™ sous-variété CF de R™

Il existe un ouvert X, de X contenant a et un ouvert Yy de Y contenant f(a) tels que f se
restreint en un C*-difféomorphisme fy: Xy — Yo si et seulement si T, f est bijective.

z — f(x)
Théoréme (« théoréme d’inversion globale » )
Soit f: X — Y de classe C* (k € (N\{0}) U {+oo} et n,m € N).
sous-variété CF de R™ sous-variété CF de R™
La partie f(X) de Y est ouverte et application X — f(X) est un C*-diffeomorphisme si et

x — f(x)
seulement si f est injective et T, f est bijective pour tout z € X.

(%) Il en résulte immeédiatement que si f: X — Y est de classe Ck et, X, et Yy sont des sous-variétés de classe
CF de R™ et R™ telles que Xy C X et Yy C Y avec f(Xo) CYp, alors Xg — Yy est de classe Ck,
x — f(zx)



