Théoréme de Tychonoft

Définition 1

Soit X un ensemble.

(a) Un filtre sur X est un ensemble non vide .# de parties non vides de X tel que :
(i) VF,Fhe ¥ FiNke.Z;
(ii) VFe # VACX (FCA= Ac %)

(b) Un wltrafiltre sur X est un élément % de I’ensemble des filtres sur X qui est maximal pour
la relation d’inclusion C.

Proposition 1

Soient X un ensemble et .# un filtre sur X.

(a) Il existe un ultrafiltre %7 sur X qui contient 7.

(b) On a : .Z est un ultrafiltre si et seulement si pour tout A C X, A € F ou X\ A € Z.

DEMONSTRATION

(a) Il suffit d’appliquer le lemme de Zorn & 'ensemble des filtres contenant .#, dans lequel toute
partie totalement ordonnée est majorée par la réunion de ses éléments qui est elle-méme un filtre.

(b) (=) On suppose que .% n’est pas un ultrafiltre.

On fixe un filtre %’ qui contient strictement .%. On se donne A € .F’ tel que A ¢ 7.

Ona: AN(X\A) =0, donc X\ A ¢ F' et a fortiori X\ A ¢ .Z.

(<) Soit A C X tel que A ¢ .F et X\A ¢ 7.

Onpose: ' ={F"CX|3IFe.¥ FNACF'}.

L’inclusion F' O F'N A montre que .% C .#'. Comme A € ' et A ¢ %, on a méme F C 7'

Pour montrer que .% n’est pas un ultrafiltre, il reste & constater que .#’ est un filtre sur X.

Tout d’abord : X D X N A avec X € .%, donc X € F' et F' # 0.

Lorsque FF € Z, on a F € X\ A puisque X\ A ¢ %, puis FFN A # () ce qui montre que les
éléments de .’ sont non vides.

(i) Soient F|, Fy € .Z' : il existe Fy, Fy € F tels que F1NAC F| et F,NACF}.
Ona: (FiNE)NACF NF)avec Fi1NF, e #, donc F]NF) e F'.

(ii) Il est clair que toute partie de X contenant un élément de .#' appartient elle-méme a #’.

O

Définition 2
Soient X un espace topologique, .% un filtre sur X et [ € X.
On note V() 'ensemble des voisinages de [ dans X.
On dit que .Z converge vers | (ou que z tend vers [ en suivant .%) si V(1) C %, c¢’est-a-dire :
VWeV(l) FIFeF VeeX (reF=uxeV).
Dans ce cas et lorsque X est séparé, cette limite [ est unique et notée lgn idy.®

Exemple
Soient X un espace topologique séparé, (z,),>o une suite de points de X et [ € X.
On considére le filtre . sur X défini par: ¥ ={AC X |IN e N {z,}.>n C A}

Ona: z, — | < limidy =1.
n—-+o0o F

() Soient X un ensemble, Y un espace topologique, f: X =Y et [ €Y.
(a) Une base de filtre sur X est un ensemble non vide # de parties non vides de X tel que :
VB1,Bo e dBc€ % B C B1NDBs.
(b) On dit que f tend vers [ suivant une base de filtre Z fixée sur X, et note [ € lim f, si :
VWeV() 3Be#B VaeX (zre€B= f(z)eV). ”


https://link-springer-com.ezproxy.u-paris.fr/content/pdf/10.1007/978-1-4757-4032-5.pdf#page=54

Proposition 2
Soit X un espace topologique séparé.
On a : X est compact si et seulement si tout filtre sur X est inclus dans un filtre convergent.

DEMONSTRATION
(=) On suppose que X est compact. Soit .# un filtre sur X.
On suppose, par I'absurde, que () F = (. Comme X est compact et X = |J (X\F) ot les

FeF FeF
X\ F sont des ouverts de X, il existe n € N\ {0} et Fy,..., F,, € . tels que Fy N---NF, = (.
L’inclusion FyN---NF, C F, N---N F,, montre que FiN---NF, = 0, ce qui donne une
contradiction sachant que Fy N ---NF,, € .%.
On se donne 79 € (| F.Onpose: F' ={ACX |IVeEV(ry) IFE€F VNFCAL
Le choix de V = fzontre que . C .7’ donc .Z' # (). On vérifie que %’ est un filtre sur X.
Quand V € V(z),on a: VN F # () pour tout F' € .%. Les éléments de .%’ sont donc non vides.
(i) Soient Fy, F € F' il existe Vi, Vo € V(xg) et Fy, Fy € . tels que ViNF} C F| et VonEy C Fy.
Ona: (VinWVy)N(FANF)CFNE)avec ViNV,y € V(xg) et FyNEy, €. %, done F{NFy € F'.
(ii) II est clair que toute partie de X contenant un élément de .’ appartient elle-méme a .7".
Ainsi .Z est inclus dans le filtre #’. De plus : V(xy) C .#' donc %’ converge vers .

(<=) On suppose que tout filtre sur X est inclus dans un filtre convergent.
Soit (U;)ier une famille d’ouvert de X dont aucune famille finie extraite ne recouvre X, ot I # ().
Onpose: ¥ ={AC X |3Ine N\{0} Fiy,...i, €l X\(U,U---UU;,)C A}
On a facilement : .% est un filtre sur X.
Par hypotheése, il existe un filtre .#’ sur X contenant .# et xo € X tels que .#’ converge vers .
Soit i € I. Pour tout V' € V(zg), comme V € F et X\U; € ZF,ona: VN (X\U;) € F puis
VN (X\U;) # 0; par conséquent xq est adhérent au fermé X \U; de X, donc 2y € X\ U;.
Finalement, (U;);er ne recouvre pas X car la réunion des (U;);e; ne contient pas xg. O

Théoréme (« théoréme de Tychonoff »)

Soient X = [] X; un produit d’espaces topologiques compacts X;, i € I. On a : X est compact.
i€l
DEMONSTRATION
e On vérifie que X est séparé. Soient @’ = (2});cr et 2”7 = (2/);e; deux éléments distincts de X.
Il existe 4o € I tel que zj # xj , puis des ouverts U] et Uj’ de X, tels que : xj € Uy etz € U]
avec Uf MU}’ = 0. On pose : U] = X; et U}’ = X; lorsque i # io.
Les ouverts U’ := [[ U} et U" := [[ U/ de X vérifient : 2’ € U’ et 2" € U" avec U' NU" = (.
i€l il
e D’aprés la proposition 1, tout filtre sur X est inclus dans un ultrafiltre.
On se donne donc un ultrafiltre % sur X, auquel cas X # (), et vérifie qu’il converge.

Soit ¢ € I. On note p; la projection canonique de X sur X; et p;(%) ={p:(U); U € % }.

En utilisant le fait que p; ' (p;(U)) D U pour U € %, on obtient : p;(%) est un filtre sur X;.

D’apreés la proposition 1 (b), p;(%) est un ultrafiltre car pour A C X; tel que A ¢ p;(% ), on a :
A = pi(p;1(A)) donc p;*(A) ¢ %, puis sachant que % est un ultrafiltre X \p; '(A) € %, enfin
X\A = pi(pi (Xi\A)) = pi(X\p; ' (A)) € ps(Z).

D’aprés la proposition 2, l'ultrafiltre p;(%/) a une limite notée x; dans le compact X.

On pose : x = (z;)ier. Soit V€ V(). Il existe n € N\ {0}, iy,..,i, € I distincts, un ouvert
2;, de X;, contenant z;, et ... et un ouvert §2; de X, contenant z; tels que, en posant ; = X,
lorsque @ ¢ {iy,...,3,},ona: V D [] €. Par convergence de p; (%) vers x;,, on a ;, € p; (%) donc

il
Q;, = pi, (Uy,) pour un certain U;, € % . Il en résulte que V2O U,y N---U;, avec Uy N---U; € U.
En conclusion : % converge vers x.

e D’apreés la proposition 2, X est compact. O



