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V. ESPACES VECTORIELS NORMES

Norme

1) Existe-t-il une norme N sur I'espace vectoriel RR des applications de R dans R telle qu'une suite
de fonctions de R dans R converge au sens de N si et seulement si elle converge uniformément ?

Indication : étudier la suite de fonctions ( fnix niﬂ)nzo.
2) Soient a; > 0, ..., a, > 0. Les applications suivantes sont-elles des normes ?
M: R” — Rt ; N: R” — R+ . P R? o R+ .
n .
(@15 0oy ) > D ai]s] (@1, n) = 108X ailz (21, 29) = § 121 st @170
i=1 |xa| sixz; =0

3) a) Soient E un espace vectoriel, N une norme sur F et ¢ : E — E une application linéaire.
A quelle condition x — N(p(z)) est-elle une norme sur FE ?

b) Dans le cas ot E = R?, N = || || et ¢ est la rotation vectorielle de R? d’angle F, quelle
norme N o ¢ obtient-on ?

4) Soit E un espace vectoriel sur K =R ou C.
On considére une application N: E — RT vérifiant :
(i) Ywve E N@w) =0 < v=0;
(i) Yve E VYAeK N(Av)=|\N(®).
Onpose B:={veE|N()<1}.

Montrer que N est une norme si et seulement si B est convexe.

5) Toute norme N sur R? posséde-t-elle la propriété suivante :
Vo= (x1,22) € R? Yy = (y1,y2) € R* (|| < [w1] et a] < |yo| = N(z) < N(y))?

6) On pose : “(.%'1,.%’2)”% = (\m]% + ‘.%'2’%)2 pour tout (z1,72) € R
La fonction || |2 détermine-t-elle une norme sur R? ?
2
n n
7) Les normes P = Y apX* > ||[P|, = Y |ax| et P+~ 1P|l oo oy = sup |P(z)| sur R[X]
k=0 ’ z€[0

k=0 €[0,1]
sont-elles équivalentes ?

Application linéaire continue

n n
8) On considére l'espace vectoriel E = C[X]| muni de la norme P = Y apX* — ||P|, = Y |ax|.
k=0 k=0

Continuité, et lorsque c’est le cas norme, des applications linéaires suivantes 7
p1: E — C  ou x29g€C estfixé; @o: F —> C ;o w3t B — B
P —s P(z) P — [} P(t)dt P +—s P

9) On considére Pespace vectoriel F' = €([0,1],C) muni de la norme || f||; = fol |f(t)]dt.
Continuité, et lorsque c’est le cas norme, des applications linéaires suivantes 7
1 F— C 5 Yo FF — C ;o Y3 F— F i
;o 1) fo— fy fat [ (oo 3 f@)dn)



10) On se place dans G = %([0,1],R) muni de la norme || ||, de la convergence uniforme.
On note H le sous-espace vectoriel de G formé des applications dérivables de [0, 1] dans R.
Les applications linéaires A: g € G +— ¢(0) et B: h € H — h/(0) sont-elles continues ?

11) Soit ¢ une forme linéaire sur 'espace vectoriel €([0,1],R) muni de la norme || || .
On suppose que ¢ prend des valeurs positives sur les fonctions positives.
Montrer que ¢ est continue.

12) Montrer qu’'une forme linéaire f sur un espace vectoriel normé réel E est continue si et seulement
si son noyau est fermé.
Indication : quand f # 0 et Ker f est fermé, fixer e € E tel que f(e) = 1 puis vérifier que tout
z € CgKer f a un multiple dans e 4+ Ker f donc hors d’une boule ouverte centrée en 0.

13) On fixe une norme || || sur R™, ng > 1. On lui associe la norme ||| || sur M(ng,R) définie par :
4] ;== sup % pour A € M(ng,R).
XERM0

X0
Soit N € M(np,R) tel que ||N]| < 1. "
a) Prouver que : I — N est inversible et >. N¥ — (I — N)~! (étudier la différence).
k=0

n—-+o0o

b) La série (3 N™),>0 est-elle absolument convergente ?

14) Soit n € N tel que n > 2. On appelle norme de Frobenius et note || || la norme image de la
norme || ||, sur R™ par la bijection lin¢aire canonique de R™ sur 9(n, R) :

n n 1
HAHF = ( Zl Zl ’ai’j’2)§ quand A= (aij) 1<i<n € ?J)t(n,IR{).

1<j<n

i=1j=
a) Montrer que || || vérifie :  ||AB||z < ||A]|z ||Bl|z pour tous A, B € M(n,R).

b) Montrer que || || n’est pas issue, comme dans l'exercice précédent, d’une norme || || sur R".
Espaces de suites

15) Démontrer qu’il existe une forme linéaire non-continue sur /2.

Indication : on admet que tout sous-espace vectoriel d’un espace vectoriel a un supplémentaire.

16) On note : ¢y := {(an)n>0€ cNa, — 0}.
- n—oo
On munit ce sous-espace vectoriel de [*° de la norme || || .
Montrer qu’on définit une bijection linéaire qui conserve la norme ®: I* — (c)’ en posant :
+o0
®(y) = fy pour tout y = (Yn)n>0 € ', on fy(@) = xpyn quand z = (zn)n>0 € co.
n=0

Indication : associer a un f € (co)' la suite y = (yn)n>0 := (f(0n)) *) et majorer la valeur

n>0
de f au point z(™ = 3 vl 5, (m € N) en utilisant la continuité de f.
0<k<m U
Y70

Application bilinéaire continue

17) On considére le produit terme & terme de deux suites bornée, lui-méme borné :
e [0 x 1% — >
(@n)n>0, Un)n=0) > (TnYn)n>0
Ce produit 7 est-il continu ?

(*) A chaque n € N, on associe : (5,1:(0,0,...7 1 ,O,...).
-~

n®™M€ terme



