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VII. EXTREMUMS LOCAUX. INVERSION LOCALE
Extremums locaux

1) Déterminer les extremums locaux des applications suivantes, ott ¢(t) = 3t> — 2t :
a: R3 — R : b: R? — R . ¢ R? — R .
(z,,2) = @(x) + (y) + ¢(2) (z,y) = zel +ye” (z,y) = 3ot — da®y + 4

2) On considére le disque D = {(x,y) € R? | 22 + y? < 1} et I'application
u: D — R .
(z,y) — 8+/1— a2 —y2+ 522

a) Montrer que u est bornée et atteint ses bornes.
b) Déterminer les bornes de u ainsi que les points ou u les atteint.

c¢) Etudier la nature des points critiques de u dans le disque ouvert D.

3) On considére lapplication  v: ]0,+o00[ x |0, 400 — R

(z,y) — TRty ET)

a) Soient z > 0 et y > 0. Montrer que : v(z,y) < z et v(z,y) <yet v(z,y) < % et v(z,y) <

< =

b) En déduire que v prend une plus grande valeur.

¢) Déterminer le maximum de v.

ez2+zy+y2

4) On pose : U =10, +00[ x |0,400[ et f(x,y) = Ty

pour (z,y) € U.
a) Démontrer que f est convexe sur U L)

Indication : appliquer a Inof le critére de convexité avec la différentielle seconde (exp croit).
b) Démontrer que f a un minimum sur U et calculer ce minimum.

Indication : appliquer & f le critére de convexité avec la différentielle premiére.

5) On se donne a,b,c € R™ et pose g(z) = ||z —al|; + ||z — b||y + ||z — ¢|, pour z € R™.

a) Vérifier que g(r) — +oo et en déduire que g a un minimum global.
[[#]l;—+o0

Indication : on pourra par exemple considérer la partie K := {z € R" | g(z) < ¢g(0)} de R™.
b) Démontrer que 'application g : R™ — R est convexe.
¢) Démontrer que si z € R™\{a, b, c} est point critique de g, alors g atteint son minimum en x.

Indication : supposer par 'absurde que y € R™ vérifie g(y) < g(x) puis passer a la limite
t — 0T dans l'inégalité g((lft)ztty)fg(x) < g(y) — g(x).

d) Déterminer le minimum de g quand n = 3 et (a, b, c) est la base canonique de R3.

(x) (a) Soit f une application d’un convexe C' de R™ dans R. On dit que f est conveze si :
(A=t +ty) < (1—t) f(@)+tf(y) pour tous z,y € C et t € [0,1];
(b) Soit f une application différentiable d’un ouvert convexe U de R™ dans R.
L’application f est convexe si et seulement si: f(y) — f(x) > df(z) - (y—z) pour tous z,y € U.
(c) Soit f une application deux fois différentiable d’un ouvert convexe U de R™ dans R.
L’application f est convexe si et seulement si : d?f(z)-h? >0 pour tous x € U et h € R™.



Inversion locale

6) a) Montrer que I'application f: R x]—1,1[ — R x]—1,1] est un C'-difféomorphisme.
(z,y)  — (z—ysinz,y)
b) Soit || || une norme sur .Z(R™) associée & une norme donnée sur R™.

On considére une application N: R" — R" de classe C! vérifiant : sup ||[dN(z)] < 1.
zeR”
Démontrer que Iapplication A := idgn —N est un C!-difféomorphisme de R™ sur R”.

Indication : fixer y € R™ et utiliser 'application Ny: x +— N(z) +y .

7) On considére I'application F: R? — R? )
(z,y) — (2®+y%2° —y°)
a) Au voisinage de quels points 'application F' se restreint-elle en un C!-difféomorphisme ?
b) Pour chaque solution (xg,yo) de I'équation
(B): 22 +y?=2 et 23 —3y3 =0,
donner une approximation & I'ordre 1 en 0 par rapport a € de la solution de 1’équation
(B.): 224y’ =2—c et 23 —9yP=¢
qui est « voisine de (zg, yo) »

8) On considére l'application K: M(2,R) — M(2,R).
A — A?

a) Existe-t-il une réciproque locale de classe C! de K qui envoie ((1) (1)) sur ((1) (1]) ? sur ( _01) ?

1
0
b) Prouver que ((1) (1)) est isolé dans K1 ({((1) (1))}) et que ((1) _01) n’est pas intérieur a K ! ({((1) (1))})

9) a) Montrer qu'il existe un ouvert  de R? contenant (0,0), et des applications z:  — R et
y: £ — R de classe C*°, vérifiant :

z(u,v)? u,v)? + uw(u,v) =
(%) z(0,0) =y(0,0) =1 et { (u,v) +yléi,;))‘2’ _+Ux(£7;))g:i pour tout (u,v) € Q.

b) Calculer les développements limités a 'ordre 1 de x et de y en (0,0).

10) On pose : Pyp.= X+ aX?+bX +c pour (a,b,c) € R3.
a) Soient ag, by, co,zo € R tels que Py py,co (o) = 0.

A quelle condition existe-t-il un voisinage ouvert Q de (ag, bo, cp) dans R3 et une application
z: Q= R de classe C!, tels que :

(xx) z(ag, by, co) = xg et Papc(z(a,b,c)) =0 pour tout (a,b,c) € Q?
b) Trouver une approximation & I'ordre 2 en (h, k) d’une des trois racines de X3+pX +q, a choisir
parmi z(0,p,q) < y(0,p,q) < 2(0,p, q), lorsque p = —1 + h et ¢ = k avec (h, k) — (0,0).
¢) On pose U :={(a,b,c) € R3| P,p. a 3 racines réelles distinctes}.
On introduit p: U — R? ou x,y,z sont les racines de P, ;. avec v < y < z.
(a,b,¢) = (z,y,2)
Montrer que U est un ouvert connexe de R? et que 'application p se restreint (a 'arrivée)
en un C'-difféomorphisme py de U sur un ouvert V de R3.



