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Topologie Calcul différentiel, L3

Contrôle continu 4

Exercice 1 (6 points). Soit n ∈ N et ‖.‖ une norme sur R
n. On note S = {x ∈ R

n; ‖x‖ = 1}.
Soit A = (ai,j) ∈ Mn(R).

(a) Montrer que supx∈S ‖A.x‖ < +∞. Cette borne est-elle atteinte ?

(b) On pose |||A||| = supx∈S ‖A.x‖. Montrer que pour tout x ∈ R
n,

‖A.x‖ ≤ |||A||| ‖x‖ .

(c) On choisit ‖x‖ = max1≤i≤n |xi|. Montrer que

|||A||| = sup
1≤i≤n

n
∑

j=1

|ai,j | .

Exercice 2 (4 points). Soit E = R[X ] muni de la norme
∥

∥

∥

∑

k≥0
akX

k
∥

∥

∥
=

∑

k≥0
k! |ak|. L’appli-

cation linéaire
φ : E −→ E

P 7−→ P ′

est-elle continue ? Si oui, calculer sa norme.

Exercice 3 (Bonus). Soit g : [0, 1] → R une application continue. Soit E l’espace normé défini

comme E = C0([0, 1],R) muni de la norme ‖f‖
1
=

∫

1

0
|f(t)| dt. Montrer que l’application linéaire

φ : E −→ E

f 7−→ f.g

est continue et calculer sa norme.
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