
Université Denis Diderot Année 2016/2017
UFR de Mathématiques U4AH36

III. Séries de Fourier

1) Soit g :
]
−1

2 ,
1
2

]
→ R définie par : g(x) = 1

2 − x quand −1
2 < x ≤ 1

2 .

a) Calculer les coefficients de Fourier de g.

b) En déduire que :
+∞∑
n=1

1
n2 = π2

6 .

2) Soit α ∈ R \{0}. On pose f(x) = e2παx quand 0 ≤ x < 1.

a) Montrer, en appliquant l’identité de Bessel-Parseval, que :

1
e2πα−1

= −1
2 +

1
2πα + 1

π

+∞∑
n=1

α
n2+α2 .

b) Retrouver ainsi la valeur de
+∞∑
n=1

1
n2 .

3) Soit x ∈ ]0, 1[. Montrer que
(∑ sin(2nπx)

n

)
n≥1

converge et :
+∞∑
n=1

sin(2nπx)
n = π(12 − x).

4) Soit x ∈ ]0, 1[. Montrer que
(∑ cos(2nπx)

n

)
n≥1

converge et :
+∞∑
n=1

cos(2nπx)
n = − ln(2 sin(πx)).

5) Soit f : T → R définie par : f(x) =

{
−1 si x ∈

]
− 1

2
, 0
]

1 si x ∈
]
0, 1

2

] .

a) Déterminer la série trigonométrique associée à f et calculer sa somme.

On notera (Sn(f))n≥1 la suite des sommes partielles de la série trigonométrique de f .

b) Montrer qu’il existe un point (0, b) de l’axe des ordonnées avec b /∈ [f(0−), f(0+)] qui
est adhérent à la réunion des graphes des Sn, n ≥ 1 « phénomène de Gibbs ».

Indication : étudier
(
S2n−1(f)(

1
4n)

)
n≥1

avec
∫ π
0

sinu
u du ≥

∫ 3
0

3∑
k=0

(−1)k u2k

(2k+1)! du ≥ 1,84.

6) Soit f ∈ L2(T). On pose : fn(t) = 1
n

n−1∑
k=0

f
(
t+ k

n

)
pour n ≥ 0 et t ∈ T.

Montrer que la suite (fn)n≥1 converge dans L2(T) vers la fonction constante f̂(0).

7) Soit a ∈ T. Pour tout f ∈ L2(T), on note τa(f) : T → C

t 7→ f(t− a)
∈ L2(T).

a) Soit f ∈ L2(T). Montrer que : lim
a→0

‖τaf − f‖2 = 0.

Indication : commencer par montrer cette égalité quand f est continue.

b) En déduire que : si f, g ∈ L2(T), alors f ∗ g ∈ C(T).

8) Le but de cet exercice est de démontrer l’inégalité suivante, utile juste après :

(⋆) sup
x∈R, n≥1

∣∣∣
n∑

k=1

sin(2πkx)
k

∣∣∣ < +∞

a) Première méthode (« transformation d’Abel » sur des sommes partielles).

Soient (un)n≥1 et (vn)n≥1 des suites dans C et p ≤ q dans N \{0}. On constate que :
q∑

n=p
unvn = −upVp−1 +

q−1∑
n=p

(un − un+1)Vn + uqVq où Vn
déf
=

∑
1≤k≤n

vk pour n ≥ 0.

Montrer que : ∀x ∈
]
0, 12

] ∣∣∣
q∑

n=p

sin(2nπx)
n

∣∣∣ ≤ 2
p sin(πx) .

Conclure en utilisant une décomposition de la forme
q∑

n=1
... =

[1/x]∑
n=1

...+
q∑

n=[1/x]+1

... .

b) Seconde méthode (« transformation d’Abel » sur une intégrale).

On rappelle que : ∀x ∈ R \ Z
n∑

k=1

cos(2πkx) = 1
2

sin((2n+1)πx)
sin(πx) − 1

2 .

Montrer que l’application ϕ : x ∈ R
+ 7→

∫ x
0

sin t
t dt est bornée.

Conclure.



9) Soit f ∈ L1(T). Pour tout n ∈ N \{0}, on pose : bn = 2
∫ 1

2

− 1

2

f(t) sin(2nπt) dt.

a) Montrer avec l’exercice précédent et l’exercice 3, que la série
(∑ bn

n

)
n≥1

converge.

b) En déduire que la série de fonctions
(∑ sin(2nπx)

ln(n+1)

)
n≥1

n’est la série trigonométrique
d’aucune fonction intégrable sur T.

c) Montrer que, cependant, la série de fonctions
(∑ sin(2nπx)

ln(n+1)

)
n≥1

converge simplement

sur R vers une fonction 1-périodique, qui est continue en tout point de R \ Z.

10) Soit (an)n≥0 une suite de nombres réels, décroissante de limite nulle, telle que :

an ≤ 1
2 (an−1 + an+1) si n ≥ 1.

On pose : un = an − an+1 pour n ∈ N.
a) Vérifier que la suite (un)n≥0 est positive et décroissante.

Montrer que la série (
∑

un)n≥0 est convergente, et en déduire que lim
n→+∞

nun = 0.

b) Montrer que la série
(∑

n(un−1 − un)
)
n≥1

est convergente.

c) Montrer que la fonction f : t 7→
+∞∑
n=1

n(un−1−un)Fn−1(t)︸ ︷︷ ︸
noyau de Fejér

est définie et intégrable sur T.

d) Montrer que : ∀k ∈ Z f̂(k) = a|k|.
(∗)

e) En déduire que la série de fonctions
(∑ cos(2nπx)

ln(n+1)

)
n≥1

est la série trigonométrique
d’une fonction intégrable sur T.

11) On pose : A(T) =
{
t 7→

∑
n∈Z

cne
2iπnt ;

(
cn
)
n∈Z

∈ l1(Z)
}

⊆ C(T).

a) Quelle est la transformée de Fourier d’un élément f : t 7→
∑
n∈Z

cne
2iπnt de A(T) ?

b) Montrer que l’application A(T)
F
→ l1(Z) est bijective.

12) a) Soit (εn)n≥0 une suite de nombres réels, décroissante vers 0.

Montrer à l’aide de la transformation d’Abel que la série de fonctions
(∑

εn
sin(2nπx)

n

)
n≥1

converge uniformément sur [−1
2 ,

1
2 ] vers une fonction continue f sur T. Déterminer f̂ .

b) Conclure de ce qui précède que l’inclusion A(T) ⊆ C(T) est stricte.

13) On considère l’équation différentielle

(⋆⋆) y′′ + 2y′ − 3y = b(x)

où b(x) = |sin(πx)| pour tout x ∈ R.

a) Montrer que (⋆⋆) a au plus une solution f dans C2(T).

b) Vérifier que (⋆⋆) a une unique solution dans C2(T).

Indication : étudier la seule famille (cn)n∈Z susceptible d’être la transformée de Fourier
d’une solution de (⋆⋆).

14) On note W 1,1(T) (resp. W 1,2(T) ou H1(T)) l’ensemble des fonctions qui sont de la forme
a+

∫ ·
0 g(t) dt où a ∈ C et g ∈ L1(T) (resp. g ∈ L2(T)) avec ĝ(0) = 0.

La notation
∫ ·
0 g(t) dt ci-dessus représente la fonction x ∈ T 7→

∫ x
0 g(t) dt.

a) Montrer que H1(T) ⊆ W 1,1(T) ⊆ C(T).

b) Soit f = a+
∫ ·
0 g(t) dt ∈ W 1,1(T). Exprimer ĝ(n) en fonction de f̂(n) pour n 6= 0.

c) Montrer que W 1,1(T) ⊆
{
f ∈ L1(T) | f̂(n) =

|n|→+∞
o
(
1
n

)}
.

d) Montrer que : ∀f ∈ L1(T) f ∈ H1(T) ⇐⇒
(
n f̂(n)

)
n∈Z

∈ l2(Z).

e) Montrer que H1(T) ⊆ A(T) ⊆ C(T),

Vérifier qu’il n’y a aucune inclusion entre A(T) et W 1,1(T).

(∗) Ce résultat admet le corollaire suivant :

si une suite (un)n≥0 dans R+ vérifie lim
n→+∞

un = 0, alors il existe f ∈ L1(T) tel que |f̂(n)| ≥ u|n| pour tout n ∈ Z.


