
Théorème de Fubini : à retenir (J-Y D)

On souhaite ici éviter ce problème :
∑

x∈[0,1]

( ∫ 1

0
1l{x=y}(y)dy

)
= 0 mais

∫ 1

0

( ∑

x∈[0,1]

1l{x=y}(y)
)
dy = 1.

Définition

Soit (X,A, µ) un espace mesuré, c’est-à-dire un ensemble avec une tribu et une mesure positive.
On dit que (X,A, µ) est σ-fini si X est union dénombrable de parties de mesure finie.

Définition-Proposition

Étant donnés deux espaces mesurés σ-finis (X,A, µ) et (Y,B, ν), on note :
– A⊗ B la plus petite tribu sur X × Y qui contient les parties A×B avec A ∈ A et B ∈ B ;
– µ⊗ν l’unique mesure ≥ 0 sur A⊗B vérifiant (µ⊗ν)(A×B) = µ(A) ν(B) pour A ∈ A et B ∈ B.

Théorème (« théorème de Fubini »)

On se donne des espaces mesurés σ-finis (X,A, µ) et (Y,B, ν).

(a) Pour toute application mesurable positive f : X × Y → R+ ∪ {+∞}, on a :

les applications X → R+ ∪ {+∞}

x 7→
∫

Y
f(x, y) dν(y)

et Y → R+ ∪ {+∞}

y 7→
∫

X
f(x, y) dµ(x)

sont mesurables,

et
∫

X×Y
f(x, y) d(µ⊗ ν)(x, y) =

∫

X

(∫

Y
f(x, y)dν(y)

)

dµ(x) =
∫

Y

(∫

X
f(x, y)dµ(x)

)

dν(y) ≤ +∞ .

(b) Pour toute application µ⊗ ν-intégrable f : X × Y → C, on a :

l’application X → C

x 7→
∫

Y
f(x, y) dν(y)

est définie µ-presque partout et µ-intégrable,

l’application Y → C

y 7→
∫

X
f(x, y) dµ(x)

est définie ν-presque partout et ν-intégrable,

et
∫

X×Y
f(x, y) d(µ⊗ ν)(x, y) =

∫

X

(∫

Y
f(x, y)dν(y)

)

dµ(x) =
∫

Y

(∫

X
f(x, y)dµ(x)

)

dν(y) .

(c) En particulier, pour tous g ∈ L1
C
(µ) et h ∈ L1

C
(µ), on a :

∫

X×Y
g(x) h(y) d(µ⊗ ν)(x, y) =

(∫

X
g(x) dµ(x)

)(∫

Y
h(y) dν(y)

)
. (∗)

(∗) À partir des C-espaces vectoriels E = CX et F = CY, une construction algébrique classique permet de construire
un certain espace vectoriel quotient de C(E×F ) noté E ⊗C F (appelé « produit tensoriel de E et F »), muni de la
projection canonique de E×F dans E⊗CF notée (g, h) 7→ g⊗h. On peut montrer qu’il existe une unique application
linéaire de CX⊗CC

Y dans CX×Y qui envoie chaque g⊗h sur (x, y) 7→ g(x)h(y), et que cette application est injective.
Par abus de notation, on notera : (g ⊗ h)(x, y) = g(x)h(y) pour g : X → C, h : Y → C, x ∈ X et y ∈ Y .



Complément : familles sommables (J-Y D)

Soient E un espace vectoriel normé sur K = R ouC, (ai)i∈I une famille d’éléments de E
︸ ︷︷ ︸

s’écrit : (ai)i∈I ∈ E
I

, a ∈ E.

Définition-Proposition

On note Pf(I) l’ensemble des parties finies de I.

(a) On dit que la famille (ai)i∈I est sommable de somme a si :

∀ε > 0 ∃J ∈ Pf (I) ∀J ′ ∈ Pf(I)
(

J ′ ⊇ J =⇒
∥
∥
∑

j′∈J ′

aj′ − a
∥
∥ < ε

)

Dans ce cas, on note :
∑

i∈I

ai = a.

(b) On note I ′ = {i ∈ I | ai 6= 0}. La famille (ai)i∈I est sommable si et seulement si, soit I ′ est
fini, soit I ′ est dénombrable et pour toute bijection ϕ : N → I ′ la série

(∑
aϕ(n)

)

n≥0
converge.

Dans ce cas, en supposant I ′ dénombrable, on a :
∑

i∈I

ai =
+∞∑

n=0

aϕ(n) pour toute bijection ϕ : N → I ′.

(c) On suppose ici que E est complet. La famille (ai)i∈I est sommable si et seulement si
∀ε > 0 ∃J ∈ Pf(I) ∀K ∈ Pf(I \ J)

∥
∥
∑

k∈K

ak
∥
∥ < ε (« critère de Cauchy »).

En particulier, si la famille (‖ai‖)i∈I est sommable dans R
︸ ︷︷ ︸

« (ai)i∈I normalement sommable »

, alors (ai)i∈I est sommable dans E.

Proposition

(a) Une famille (ai)i∈I ∈ (R+)I est sommable si et seulement si sup
J⊆I, J fini

( ∑

j∈J

aj
)
< +∞.

Dans ce cas, on a :
∑

i∈I

ai = sup
J⊆I, J fini

( ∑

j∈J

aj
)
. Dans le cas contraire, on pose :

∑

i∈I

ai = +∞.

(b) On note µ la mesure de comptage sur (I,P(I)), définie par :

µ(A) = CardA si A ⊆ I est fini, µ(A) = +∞ sinon.

Une famille (ai)i∈I ∈ C
I est sommable si et seulement si elle est µ-intégrable.

Dans ce cas on a :
∑

i∈I

ai =
∫

I
ai dµ(i).

Ainsi une famille (ai)i∈I ∈ CI est sommable si et seulement si elle est normalement sommable.

(c) Pour tout p ∈ [1,+∞[, on note :

lp(I) := Lp(I, µ) =
{
(ai)i∈I ∈ CI |

∑

i∈I

|ai|
p
< +∞

}
et ‖a‖p =

(∑

i∈I

|ai|
p)1/p si a = (ai)i∈I ∈ lp(I) ;

l∞(I) := L∞(I, µ) =
{
(ai)i∈I ∈ CI | sup

i∈I
|ai| < +∞

}
et ‖a‖∞ = sup

i∈I
|ai| si a = (ai)i∈I ∈ l∞(I).

Remarque

Étant donnée une famille (ai)i∈I dans C, il résulte de ce qui précède que

– si I = N : (an)n∈N est sommable si et seulement si
+∞∑

n=0

|an| < +∞ ;

dans ce cas
︸ ︷︷ ︸

ou quand (an)
n∈N ∈ (R+)N

:
∑

n∈N

an =
+∞∑

n=0

an ;

– si I = Z : (an)n∈Z est sommable si et seulement si
+∞∑

n=0

|an| < +∞ et
+∞∑

n=1

|a−n| < +∞ ;

dans ce cas
︸ ︷︷ ︸

ou quand (an)
n∈Z ∈ (R+)Z

:
∑

n∈Z

an =
+∞∑

n=0

an +
+∞∑

n=1

a−n

(
le membre de droite de cette égalité sera noté

+∞∑

n=−∞

an
)
.


