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Chapitre I - Algébres de Banach

Définition 1. On appelle algébre de Banach un éspace de Banach A (espace vee—

toriel normé complet) sur le corps des nombres complemes mmi d'une multipli~

eation bilinéaire et aqssociative vérifiant

Hayl] < lel]- gl

pour tout x et tout y de A.

Définition 2. On appelle trvolution sur une algebre de Banach A wme application

#
zérx2 de A dans A4 vérifiant :

*
fHa™ 1=} 1l ]
(a:*)*-'—‘m
{ ac-l-y)*:x* +y*

* - %

{Ag) =Az

Kk K
(oy) =y =

On appelle algébre de Banach {nvolutive une algébre de Banach munie d'une involution. |

Théoréme 3. Soient A4 une algébre de Banach et x un &lément de A. Alors

l]mmllz/ M a une limite plx) quand m tend vers 1'infini, appelée rayon spectral

| de x. De plus p(z) est la borne inférieuve des nowbres [ =™} II/ .
L'inégalité ||xy|| < ||x]].]ly|| ~entrafne que, pour m entier >1,
W] < ™
Soit p un entier. Pour tout m entier il existe q et 1 entiers tels

que m=pqtr et O <r <p,




Alo_rs xm=€xp)q.xr B
et ™1 < (@ x| |7
1 o /
d'on R R < Y™,

Bio

Si, fixant p, on fait tendre m vers 1'infini, on a lin

- iim & =0, d'od

Lim swp ||| V/2 < [P 1V/P
]n—)oa
donc timswp ||V < ing | 1|1VP < vim int |}2) (VP
e _ pre

dfoll 1a convergence de la suite ||« IU T vers p(x)=infp| [P IU P En particulier,

pour p=1, p(x) < |[x|{.

Définition 4. Soit A une algébre de Banach. Un élément ¢ de A est appeld unité

de A si, pour tout x= de A, on a

€. 05K a0

Un tel €lément est clairement unique, car si e et e' ont cette propriété,

cn a e,at=zeg=el,

| Théoréme 8. Soit A une algébre de Banach. Il existe une algébre de Banach A' avec

wnilté et un isomorphiome fsométrique de A ' sur une sous-algébre dez 4'. On appelle

%A’ L'algébre obtemue par adjonction d'une wnitd & A.
N .
On pose A'=Ax€ et on définit

H G =] =] [+ pour x €A, AEQ
A+ (Y 1) =[xy, A+p) pour x,y € A; A,u €€

(A0« (7 0=y Ry +ux, )




On vérifie sans peine que A' est une algébre de Banach, que 1l'application
x> (x,0) est un isomorphisme isométrique de A sur son image dans A’ et que
(0,1) est wmité de A'.

8i, de plus, x -~ < est ume involution sur A, cette imvolution se prolongs

en une involution sur A' par

LA > (LN,

Définition 6. Seit A ‘une algdébre de Banach avec wne unité e. On dit que 1'élément

y est l'inverse de 1L'élément x et on le note :x:_l et

ay=ye=e

Un tel &€1&ment est clairement unique puisque si y et y'x sont inverses

de x

yy.ey Gy )= (yx) .y t=e.y =y,
Lenme 7. Soient A une algébre de Banach avec untté e et x un éldment dont le rayon
spectral vérifie plx) < 1. Alors e~z posséde un inverse y. De plus, st |le}] < 1,

ou a

Soit r tel que p(x) <r < 1. Il existe un entier m tel que, pour 1 > n,
Hxnl'lw t<o, donc Han < 1%, la série de terme générali X° est donc normalement

convergente, donc convergente puisque A est un éspace compiet.

n-~-1 =
Notons Sn:}: 2 et y=E D= 1im Sﬁ' Alors ‘.(e—x).sn=sn.(e-x)=e~xn, et
m=0 o TEM0
puisque ||x°]] <" pour n>m, e-x+e quand W, Donc (e-x) y=lim (e-x).s =e
Ti>co ’




et v.(e-x)=lim s » {e-x)=e

Donc y est 1'inverse de e-x,

De plus,

{e-y|[=tin] |e-s, || <§Hx‘*n

Donc si |x|} <1 (auquel cas on a nécessairement pix} < 1),

H&ﬂlHﬁ@mf”]ﬁgufnazlmnwi%%ﬁ

Théoréme 8., Soit A une algé‘bre de Banach avec unité e. L'engsemble U des élémente

inveraibles est un ouvert contenant la boule de centre e et de rayon 1, et L'appli-
E cation x & 1 est continue sur U,
D'aprds le lemme précédent, si |le-y|| < 1, y*e—(e-y} est inversible, Donc

U contient la boule de centre et de rayon 1. De plus, si X, est dans U et si

‘”h”‘:rﬂ*l--lwrn-,ona

%,
X ~h=x_(e-x_ 'h)
0 o 0
. - o1
donc nxo‘.hu <ML Hal) < 1.
I1 en résulte que e- x h est inversible et que (e- x h) x -1 est 1finverse de
xo-h.

Donc U contient la boule de centre x , et de rayon r, ce qui prouve que U
est ouvert. De plus, si {Ial] < r,

1

T TS SR B -
(xﬂ h} x, =l (e X, h) "~e ].Xo

donc ] I(xo-h}"i-:)tg)1 =<1 I(E'K;?h)"i'el .| IK-1| |

Hx bl .
<% - <__LL.LL__
ri‘}xﬂj,hll o 1 r(r-][n]])
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ce qui montre la continuité de 1'application inverse en Xy

Définition 9, Soit A wume algébre de Banach avec unité e. On appelle spectre d'un

élément w® de A 1'ensemble des nombres complexes A tels que x-Ae ne goit pas

inversible dmms A.

s

Lemme 10, Soient A wune algébre de Bamach avee wnité et = un Slément de A. Ie

spectre de x est compact et conteny dans le disque fermé de centre O et de rayon

3 pla}. . \
Soit U 1'ensemble des §léments imversiBiles de A. Ltapplication A+ x-Ae
étant continue de € dans A et U ouwvert dams A, il est clair que le spectre

de x est formé dans €. De plus, si |Af > p(xj,, '

pt%‘;)&ﬁ‘—)—ﬂ

et (e- 3{}:)*1 existe, de méme que (x_-le)'1= - %— (e- "XX )"j Donc X% n'appartient

pas au spectre de x, Ceci achdve de prowér que le spectre de x -est ferms et

borné, donc compact et contenu dans le disc{ué de rayon p(xj._

Théoréme 11. Sofent A une algébre de Bamach avec unité et x un Slément de 4. Le

spectre de x est un compact olz) wnon vide de € et

sup{|A] * A € ofw)l=p(x)
N

| Compte temu du lemme précédent, il suffit de montrer 1'existence d'umn A, dans
ox) tel que fAl=p(x). T1 est possible de démontrer ce résultat au moyen des ind-
galités de Cauchy, en utilisant 1‘holomozphie-' de la résolvante : A (x~}\e)"1. La.
démonstration qui suit évite le recours i la théorie des fonctions analytiques.,
St p{x)=0, il faut montrer que X ne peut &tre inversibile, Mais si x eét

inversiblie, on a :

st el < P e YN < RN T




a'od B R
| El
: - 1
et . : - oplx) 2 — > 0.
- ]

Si p{x) > 0 et s'il n'existait pas de A dans ofx) tel que |Al=p(x).

La résolvante R(A) ,se'rai‘t alors définie et'g:oxitime pour |A] = o(x} ; et

1

wr (e-ux} - T R ( % ] serait uniformément continus sur 1a couromnne compacte

{u] L ful = ! }. On pourrait donc trouver T tel que
2p(x) plxi

1 1 1
Zplx %?‘pix?

et que,- pour tout w € € de module 1,
ax =1 X -1 1
[ Ce- '—1:) -(e- "5(33)‘} H 'g‘g
I1 existerait alors un entier m tel que

HOE <~3-f alors que || ( %y Y| > 1.

2im
Alors, pour wee ™ . On a la décomposition en &léments simples de -1—@ égale 3
s
1 1‘-1"1 -f . -
w5 S
B k=0 1-0X
m"‘l 1 -
donc 1 =7 7 0 (1-9%)
k=0 ™ j#k

- N i
Il en résulte que pour t < ST
m-1 1 .
e =1I = I {e-twx)
k=0 ™ ik
m~1
donc : (t—:»i:m:::m)'1= ) gﬂ- (e»twkx)'1
k=0

11 en résulte donc que

2. -1
(- XMoo 2yl
7 e o)™




donc - y
e 07 Loy <15 e Sy e 8 it
p(x) k=0 '
1
<%
Ep utilisant le Zemne 7, puisque || == || <.,
' T |
o5y Mel ] < M-}
N §
A 1,121
dtoit {e- el <L+ =l
H p(x'_}m ” 3 & 7
et, avec le Temme 7 & nouveau,
R ST IR V7 B
o) 1

contrairement & ||x%] > p)™. Cotte contradiction achdve la démonstration.

Théovéme 12, (Gelfand-Mazur), Si 1'algébre de Panach A est un corps, A est

tsomorphe. ¢ €.

L'application de ¢ de € dans A définie par ¢(}\)=Aé est un isomorphisme de §
sur son mage. 81 cette application n'8tait pas surJectwe s il existerait un x de
A distinct de J\ e pour tout A € €. Alors x-le serait non nul donc inversible

pour tout A, et ‘ofx) serait vide, en contradiction avec le théordme précédent.

—
Tﬁéo‘i*émé 18, Soiteni A une algébre de Bamach avec unité uw et « wn &lément de E.

Lo série de terme général g-:,- converge normalement et sa somme et notée &°. De

plus, ¢ x et y commutent, on a

ewd&‘em. ey




© i o« n
Puisque | |x™|] < [Ix||®, on a g I %T H s:g-l—r[g-l-!—-w“x”, dtol 1a.
convergence normale de la série. Puisque A est um espace complet, la série con-

verge donc.

Si les &léments X et y commutent, on a pour tout entier n,

. -.ﬂi= ET 5 P <P YC{
n- n' p+q=1'1 n
P p
X
=k . ip
prq=n P* i

Donc, par convergence normate des séries,

G R * { p q
X oY X b4 = ¥ X
e =(Z (& L) =E .
o Bl 7y 4l p,q P al’
= 5 ( h EET . x!.. } = {_x:}_p—- = ex"-} .
=0 prgem P* n=0 :

Définition 14. Une algébre de Banach 4 posséde wune unitéd dpprochie g'il existe une

constante M telle que, pour tout € > 0 et toute fumille finie (wl,... %)

d'éléments dé A, <1 emiste un élément u de 4 vérifiant
Il‘umj-:cjn <& et Haij.u-—mjll <& , J=1,2,....k
Hull <#

La norme de 1'wnité approchée est la plus petite comstonte M qui posséde cette

propriétd,

I1 est clair qu'une algdbre qui pesséde une unité possdde wne unité approchée,
“ |
|| Théoréme 15. Si une algébre de Banach sépavable A poaséde une unité approchée, <1

existe une suite bormde {uﬁ) dans A telle que, pour tout =z de A4,

z=lim ':mn:Zim U .2
00 -}1——}-00




Soit (xk}_ une suite dense dans A, Il existe une constante M et, pour

tout n, un €lément U, de A tel que
Hu, I} <m
1
” x‘k-xR” <n 3 ”X‘k k” <‘ﬁ": k‘_'os‘]s“':n

Alors, pour tout Xk, on a xk“lm Xl ==11m U Xp. 5i F désigne 1'ensemble
des x de A tels que x*llm Xu *-11111 u.x, F est dense puisque il contient tous
les x.. De plus, si x est adhérent 3 F, il existe pour tout € >0 un y dans
¥ otel que | ]x-yll *&E-@%m et un entier m tel que, pour n>m,

e :
Hoy-vil <3 et {lyu-yll <5 . Alors, pour n>m,

| xext ] < oo eyd el Tayyl eyl

< ol | D eyl hayyl| <e

Donc x=lim u x. Et de méme x=1im Xu., ce qui prouve qué x est dans F,

Donc F est ferm€, et' €gal 3 A puisque il est dense. Ceci achéve la démonstration.

Théoréme 18. Soit A ume algébre de Banach qui posséde une unité approckée. Pour
_‘f:out:sdea,zlemsteyetzdansﬁtequue LY. B |

Soit A' 1'algdhire de Banach obtenue par adjonction d'me wmité e é A,

On construit par récurrence sur n deux suites (yé} et (z,) _telles que

e

a) yé=e et X

B} yﬁ z,"X

O 1y (e e eh et g eh

D Hhgypll < Cor )™ et e gl < %5

ol M est la norme de 1'unité approchée de A.
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Supposons en effet construits Ypo1 €t 1 On va trouver un &lément u

M, et : n
de A tel que T = Vp soit inversible dans A' et poser
= Yp-1Y

-1
=
2y = Vi %1

droll ylez =yl 4%, 1= % Remarquons que, si ‘HunH <M,
ZM.ew&un M u_n ‘ ' ur 1
Va© I * Rt - (e ‘ﬁi) et que ”vg&ll Sy < 1, do Ifinversi.bilité de v,

par le lemme 7,

oo u o
peplus, | 'l1=| BEE & (-0P(,Z 0P| <2EL s
p=0 i
21
"‘*“sr'
De plus, si }rI'}L1 { )n 1.e+yn*1, avec . €A, ona

2Me+u

)11 ‘!.e"")? 'E} [Wl

_— 2M
Y = Uy
= (o " ety

-1
C ol LM (2p" n-1 %
o Yn 2N ] Y, —1+ (ZMH)R un T € A.

. 1
Enfin, Yo V1" Yn1- 08 = g vp_q- (3-€)

= %ﬁ { (ﬁ%% }n"?(un-e)ﬂ“(}fn_j U Yo q) ]

Mﬂ n-1, Hypq 7y

dlod gyl < ey - C ey 0" il
2 -1 . -
= g st ”Yn-f e AT '?71‘271'2-@1' !
Et Tt 2y Vg, = (z 1)

11 |
T Yn "(znfi"un Zn-1)

f




«ffe-

1 -1
d'ed ez (1 < z5r Mg e Tz qrupzy o 1
<5 [z g Oyeq
M M%7 n%n-1

Il suffit donc pour assuver b), ¢) et d) au rang n de choisir wm u, tel
-n M n-1
que |lu f] <M, Hzn_funzn_iil M2 et Ly 4 ua—'yn_ﬂ[[ < M, ( T 2 ©°
qui est possible puisque A posséde une unité approchfe de norme M.
Les suites (y;l} _ét ' (zn) étant construités' cozmné ci-dessus sont des suites
de Cauchy puisque
Elygvi gl < s et Bz -z || <

Il existe donc y € A' et z € A tels que y=lim yr’l et z=lim z . De plus, on a

y=lim y;n € A puisque yn-'yI'l + 0, I1 en résulte que
=11 i =x
yz=1im Yn g%

ce qui achéve la démonstration.
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Chapitre II - Exemples d'algébres de Banach

1. Soit K wun espace topologique compact. Notons C(X) 1'ensemble des fonctions
continues de X dans € mumi de 1‘'addition et de la m'iltiplication ponctuelles,

et de la norme de la convergence umiforme.

TIEl = swp 1€
teK

Alors C{K) ‘est une algbre de Banach avec wmité, sur laguelle on peut
définir une involution par ' -

£ ()=FE  pouwr tEX

‘2. Plus généralement, si X est un espace locale;aent compact, on note Co O() '
‘1'ensemble des fonctions continues £ de X dans € qui tendent vers O i lfiﬁ-;
fini, c'est-3-dire telles que, pour tout > 0, il existe un cqmpa& de X en
dehors duquel |f| est inférieur 3 e. Ces fonctions s'idéntifieﬁt aux fonctions
continues sur le compactifié d'Alexandroff X de X qui s'annulent au point &
1'infind, |

Muni de 1'addition et 1la multiplication ponctuelles, et de la norme de la
‘converg'ence unifoﬁne, C 0.()() est ume algé‘bré de Banach sur laquelle on peut én'c;ore
définir une involution paf' ' ; o

£ (£)=FEY |

L'algebre C o (X) a une unitéd si et seulement si 1a fonction constante 1 est

dans COQ(},-c’e_st—a~dire si X est compact.
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Néanmoins, méme si X nlest pas compact, C_(X) 8 une unité approchée,
En effet, si & > 0 et si f1,...,fk sont dans CO(X), il existe un compact K
de X tel que [fj{t)] <e si t¢K et j=1,2,...,k. Il existe alors une fonc-
tion u sur X, continue & support compact, 3 valeurs dans [0,1 1, et valant 1

sur K. Il en résulte que ||ul[=1, ue C X)) et HUfi-fiH <e pmr 1<j<k

3, 8i E est un espace de Banach, 1'ensemble of (E) des applications linéaires
continues de 'E dans E, muni de la somme usuelle ét_ds la composition, et de la
norme usue'lrlé est une algébre de Banach avec unité, mais non commutative dés que E
est de dimension > 2,.

I1 est c¢lair que les &léments inversiﬁlés de o’ (B} sont des bijéc‘tions de
E sur E. La réciproque est exacte : toute bijection lindaire continue d’é E sur

E a mm inverse continu.

Théoréme 1. (Banach). Soient E et F deux espaces de Bamch et u une 3uz’geetwn
Z@néamﬂe comf:'mue de E sur F. 4lors L'app Zwatwn u est ouverte (c 'estvaﬁdzre
que, pour tout ouvert V de E, u{V) est ouvert dans Fi. ' .

Il sufflt de montrer que 1'1mage de 1la boule unité B de B es*L un voisi-

nage de O dans E. 801t C=u(8y. Pulsque u est sur;ectlve,

fﬁnc: >0 nu(B) = uf UnB) u(B) = F
=1 n=1 n=1

Pmtque F est Un espace me‘trs.qt.e cemplet il résulte du théoréme de Balre que 1fun
des fermés nC est d'intérieur non vide, Il existe donc Yo €F et p >0 tels
que la boule de centre vy , et de rayon p soit incluse dans nC, Puisque nC est
symétrique, il en est de méme de 1a boule de centre - Yo et de rayon p. Et puisque

nC est comvexe, pour tout y tel que |lvl] <p

y = % L yitly ) 1 €nC




~H4~

Donc € contient la boule de rayon %=r
On va montrer maintenant que u(B) contient la boule ouverte de rayon- r. Soit

donc z&€F tel que |lz}] <r. Ilexiste q telque O0<qg<1 et
Hell < 7. (1-q).

On va construire par récurrence ume suite (xn) dans B telle que

-1
|2~ J-Lf;llu(x;qxﬁm%qn x 1 <q% 1zl

Si les x5 sont déterminds pour O < j < n, vérifiant 1'indgalité précédente,

A Y P ”f_” u(x°+...+qn'1xn,;) ]

Tt |z

appartient 3 la boule de rayon v de F donc & C=u(B). I1 existe donc X dans

B tel que H-zn—u(xn)il < qr.

I .
wos e el ue o) S a1
<zl eyl

ce qui termine la construction par récurrence.
Alors 1a série (qnxn) converge normalement dans E vers un &lément Xx
tel que '

qn

X i; R <
RISIRERT N
J N [T
d"nﬁ z=u{-l—l-§-l-l»x)

) .
et [!Jlfu.xllﬂ?%l_f—(l{.}ﬁT

ce qui prouve que z est dans 1'image de 1a boule unité ocuverte, et achéve la

< g

démopstration,
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Corollaire 2. Toute bijection lindaire comtinue d'un espace de Banach F sur un

espace de Bonach - F est un tsomorphicme. En partﬁculier toute bijection linéaire
continue de E sur E est inversible dons ece(E).

Si u est bijective lindaire et continue, elle est cuverte dlaprés le théo-
réme précédent ; donc u | est continue. Si P=g, ol est dans_q{’f(E) 1tinverse

de u,

Corollaire 3. (Théoréme du graphe fermé). Sotent E et F deux espaces de Banach

ot u une application iindaive de E dams F. S5 le grophe de u est fermé, u
est continue. . |

Soit G le graphe de u, clest-3-dire 1'ensemble des {x,u(x)) od x par-
court E. C'est mn sous-espace vectoriel de BxF qui est un espace de Banach s'il
est fermé dans ExF pour la norme : [{Geydil=)ixti+liy]].

Si on note P 1a restriction & ¢ de 1a projection x,y) b x, P est
linéaire contimue et bijective de € sur B, donc est wn isomorphisme d'aprds le
corqziaire 2; Si Q est la projection (x,y) +y de EXF sur F, ona u=QoP'1,
d'ol 1a continuité de u.

Inversement, si u est continue, son gfaphe est fermé, et la coﬁdition est

nécessaire et suffisante.

4. Soit G wun groupe localement compact, c'est-3-~dire un groupe mmi d'une topo-
logie localement compacte pour laguelle les applications x# 1 et {6y} » xy
sont continues respectivement de G dans € et de GxG dans 6. On peut démontrer

le théordme suivant, que nous admettrons - .

Théoréme 4. Il existe sur G une mesure de Radon  <invariante 4 gauche, ¢'eatwi-

dirve vérifiant

If{’y}afu (y}:[fm (yrdp(y)
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. pour tout ® de G et toute fonotion -f continue d support compact (o £, est
ta fonction définie par Fifl y}'—ff{:c-zy)). De plus deux telles mesuves sont toujours
proportionmelles. |

la mesure . est appelée mesure de Haar de G. Son existence et son unicité

(@ un facteur prés) sont bien connues pour les groupes usuels, B, 2% on T,

- Lemme &, -Sotent G un groupe localement compact et u wune mesure de Haar de G.

St N est un ensemble essentwl!ement négligeable de G pour Y, les ensembles-

Bi={(z,y} € ox¢lay € ¥}
et F={(x,y) € GXGl:c'iy € N}

sont essentiellement ne‘gli‘geables pour U Xy,
Notons d'abord que, pour tout z de G, l'ensemble Nz défini par
{zx]x € N} est essentiellement négligeable puisque p es.t.invariante 2 gauche,
Seit maintensnt XK wm compact de GxG,.Il faut démontrer que KXNN' et
KNN' sont -négligeablés pour u @u. Puisque on peut restreindre u aux pro-

jections de K sur G, le théordme de Fubini est applicsble et ona ¥
H@u ®NN) = f(u{yl(x, ) € K N R Pdu(x)
= furlom € 0 nnwE

= 0 puisque Nx est essentlellement negl:.geab}.e pour
tout X et que Ayl (x,¥) € K} est compact. Donc N' est essentiellement négli-

geable. Le méme raisormement s'applique & N'.

Corollaire 6. Soient G un groupe localement compact, U wune mesuve de Haar de G

et f une fonction \-mzsuvable sur G. Alors les fonctions f' et f" définies
sur GXG par ‘
FHay)=flay) et Plz,y)sficy)

gont mesurables. pauz’ U @ He
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‘ Les démonstrations étant analogues, nous le prouvons pour f£!, 5011: K wmn
. compact de G Alors Ky={xy{ (x,¥y)} € K} est compact dans G. Il existe, puisque f
est mesarable, une suite (fn) de fonctions continues sur Xy qui convferge
u-presque partout vers f 1K1 . Alors les fI‘1 (x,y)=F n'(x}r) sont cgn'i:inues et conver-
gent vers. £' presque partout sur K d'aprds le Zemme 5. Donc f' est mesurable.
--‘T‘héoréme 7. Soient G un groupe localement compact et 1 une mesure de Haar de G,

S8 f et g sont u-intégrables, 1'intégrale

J(y)-‘-‘[f(x)g(o:_l ke

H ' o
converge absolument pour u-presque ftout y de G. La fonetion J ainst définie

presque parvout eat y~intégrable et on a

JIJ(yJ!du{y) < Jlf{x)idu{m).flgm)[duw

{ En note Frg la fonetion J et on l'appelle aanvolée- de f et g.

Si G- n'est pas dénombrable i 1'infini, p n'est pas une mesure o-finie,
et le théoréme de Fubini ne peut &tre employé sans .précauticn. Neanmoins, en négli- |
geant les ensembles essentiellement négligeables (c’esi-é—dire dont la trace sur |
tout compact est négligesble) et en ut1llsant les int&grales essentielles, on pourra
l'appllquer aux fonctioms sur GxG qui somt rulles presque partout en dehors d'une
réunion dénombrable de compacts. Cn pourra vérifier que, chague fois que le théorime
de Fubini sera utilisé, la fonction awra cette propriétd, mais nous ﬁe 1'explici~
terons pas pour ne pas allonger Ies démonstrations puisque, dans les cas usuels ol
G est dénombrable 3 1'infini, cetts remarque est . imutile,

Notons K(y) 1'intécrale J £33, g(x"y} fau(x), a valeurs dans [0+ ], -
Par le théoréme de Fubini, on a

[rnasm=[[ieeal. lee ) laucaane
|1 It g ane) Tance
| 1£01809 . [ls ane) < v
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Donc- X(¥y) est . fini pour presque tout vy, et puisque, en chague point ol K

est fini, J est défini et que |[J| <X, on a .
IIJ(YH&U(Y) < IK(Y)dH(Y)
d'od le résultat.
fLemme 8, Soient G un groupe Localement compact, W une mesure de Haar de G et

Fagsh  trote fonotions intégrables sur G pour u. Alore h=feg st et seulement

gtl, pour toute fonetion mesurable bornée ¢ sur G, on a

Jh(t)¢(t)du(t]-:”f(ac)g(y)¢(my}du(:c}du{y)

Par le théor&me de Fubini, on a
[sems@am-|[tms " Dsmaman

lecor jg(x“%}q:(t)du_(t) Jau(x)

L,

-—*j'f(x)[ jg(tm(xt)anct} 1dn(x)

;If(x}g(t}qu(xt}du {x)du(t}

Inversement, si Ih(t}tb(t) du'(t)=”f(x)g(y)¢(xy)"ciu(x)du(y) on a

I (h-£xg} (t)${t)du(t)=0 pour toute fonction mesyrable bornée b s Ce qui entralne que

h-£xg est'nuile presque partout,

D'aprés 1'umicité & un facteur prés de la mesure de Haar, les espaces de .

Banach L(g a) et Ll (6,1} pour deux mesures de Haar u' et Tl sont isomé-

triques. On notera L1 (G) “1'espace L1 (G,1} pour une mesure de Haar u arbitraire.
/Théoréme 9. L'lespace de Banach 5t (G) mnt du produit de comvolution (f,g) + fxg
est une algébre de Banach, commtative et G est commitatif, avec unité si -G est

diacret,

o
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11 r8sulte du théoréme 7 que la convolution, qui est clairement bilindaire,
vérifie |[|fsg]| < ||£]}.]lg]]. Pour prower que L'(@G) est ume algébre de Banach,
il reste 2 prouve l'associativité. Soient donc f,g,h dans ] (G) et ¢ dans
Lm(G). Alors, diapr@s le lemme 8.

[terem 1090302 [[rmsmmemmmas

It

=feeotfpnes 1 EIE) 1
[zeatf [g{y)h(m 4 ODREINE )
x

[[[esm@etynacomeanca

Un calcul analogue donne aussi

-
{

j{ (£xg)+h] (£)6 () du(E) = j' { [ems0m@scynaImmIwmE

d'oll 1e résultat cherchs.
81 G est commtatif, on a, pour f et g dans L (G) et ¢ dans * {G),
d'aprés le lomme 8.

Jre@imam=[eesmIsemcne)
Jeesmamm=[emsematoane)

d'oll  fxgegsf, puisque ¢{xy)=¢(yx).

Si G est discret, la mesure de Haar est discrite et charge chaque point.
Si o est la mesure de {8}, ot © désione 1'€18ment neutre de G, et si § est
la fonction qui vaut ETEE en 6 et O ailieurs, on vérifie sans peine que, pour

toute f, fxé=0xf=f, Donc & est 1'unitd de convolution de L‘i (G3.

_ , _
Lemme 10. Soit F wn éldment de LI(G). L'iapplication de ¢ dans L (G} qui q

x assoctle £ est continue.
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pisqe |85l 1=l1tE oD 1=l 16¢]]

il suffit de montrer que Llim Hf - £} l=0.
x>0 :

Soit ¢ > 0, Il existe wne fonction g continue a support compact K telle que
11£-gl} < . Soit V, um voisinage relativement compact ‘de ' 6. Alers
.K={x.y|x €V oY € K} est relativemént compact, donc de mesure flme. "Et pulsq;ue
g est uniformément contmue, il existe wn voisinage V de B qu Ton peut SuUpposer

inclus dans 'V tel que

xEV,Wes |gi&x Y) -gy)| < Su(V .X)

Alors, si y ¢V .K (donc y ¢ X), g[x'1y)==g(y)=0, car |
g(x"1Y)%0 > x'Ty € K= yax.x'ly € V.X ¢ V_.K. I1 en résulte que, pour X dans V,

| JI (g,-2) ) anly) < g-ﬁ%g-m— uv,.K) =
d'ol lylfx-fll < HE gl 1+ sl -l =l lg gl +2] | £-gl |
€, 28 _ |
< =z + T =g
Ceci achéve la démonstration du lemme.

Théoréme 11, L'algébre tle) a une units opprochée de norme 1, quand G est

| commitatif.
Soient € > 0 et f1,...',fk dans LT- (G), Il existe, d'aprés le lemme pré-

cédent, un voisinage V de 9 tel que

Veev, i<k il <o

8i u est une fonction mesurable réelle positive d'intégraie 1 4 support
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dans V, ona |[uj]=1. De plus, pour j <k,
(usf;-£,) )= ] JORNCY 'y)an(-£ )

-[ut ;6 - oanea
oy ety < [u g )£ 00 laneo
Tusty-£11 < fu s, )56 [enCoduey)
< fucar [1£, )£ 00 lauy) 10uce)

et puisque u(x)=0 si x €V et que H(fj)x"fjli <g si x€V,

Hu*fj—fjH ‘éJu(x)Ge..du(x)% car Iu(x)dl-l[x)ﬂ-

Le résultat cherché s'en déduit puisque u*fj=fj*u si G est commutatif,

[ Coroliaire 12. Soit G un groge localement compact. 57 L6 a une wiité, G

est diascret.

Soit & 1%wmité de L' (G). Il résulte du théordme précédent qu'il existe

un voisinage V de 8 tel que si u est positive d'intégrale 1 nulle hors de V,

1 . ' = = 1 . 1 "
[[usg-8|| < 7 . En appliquant d'abord 3 WS ey e Puis 3 us T t, pour W

voisinage de 6 inclus dans V, on obtient

[ Hugus-6} 1= fuy-s] | < 7
| oges-o1 =] o5 | < 1
donc [ugvglf <5
Mais ”uv—uwl =V \W)x mij_ +u[';:g)><( ﬁ}f_Wj‘ - I!JWT )
=7 HOV)-uW) _ 1
T i}
d'od HED > 2 uw)

clest-3-dire u({0})=inf u{W} >§ wvy > 0,



-22-

Et puisque zlors, pour tout x de G, on awra u(IxD=u{{6}), on aura

B = 2 uteh) < u({ey

d'odl V={6}, ce qui signifie que G est discret.

Lemme 13, $1 G est commtatif, on a pour §F dans LI(G),
[f(x)du(x)zjfrm'l)du(x)
la forme lindaire v définie sur I'espace des fonctions contimues & support
compact par

‘v_(g)=Ig " Dan)

est une mesure de Haar sur G puisque
v(gy)=[g((7'ix}'1)du(x)=fg(x4y)du‘(x)
- (80 h =[50
I1 en résulte que v=\Ap pour un A > O. Si G est continue positive 3 support

compact, on a Ig(x)du(x) >0 pourvique g ne soit pas idéntiquement nulle, et

Jg(x’ﬁ'du(x) > Q, Donc
ﬁi g+glx ) Idv(x)--ljt gx)+g(x 1) Tau()
- [56 haueo+ [seoanta
= e yreeaneo

Donc A=1 et wv=yu. D'oil le léme.

Théoréme 14. 8i G est commtatif, on peut définir une involution sur I {(G) par
% e
F (@)=flx 1)

I1 résulte du lemme précédent que Hf*l l=}{£]]. I1 est clair que
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, - *
(Frg) =f4g", que OB 'TE* et que () =f.
Pnfin

(£48) ()= Ev) 0 D={FWECy Dt
=f§(x'1)gtxy'1)du(x) d'aprds le lemme 13
=jf*(xjg*(x"Ty)dn(x3=f*#g*Cy)

ce qui achéve la démonstration.




Chapitre .IIT - AlgShres de Banach commutatives

Toutes les algibres de Banach considérdes dans ce chapitre seront supposées

commutatives.

Définition 1. Soit A une alg@bre de Bomach. Une partie I de A est appelé idéal

de A si o'est un sous-espace vectoriel et si le produit de tout élément de I

et de tout élément de A est dans T.

l{\ Théoréme 2. 8L I est un idéal, son adhérence est un idal fermé.
Pu:.sque I est un sous- -espace vectoriel, T est aussi un sous-espace vec-
toriel. Et si a € A, 1'ensenble des x de A tels que xa soit dans T est

fermé et contient I, donc contient T.

Définition 3. 82 A est une algébre de Banach avee uniié, et I wn idéal de A,

I est dit maximal si IFA et si tout idéal contenawt I est égal & I ou a A.

E f’?zéoz’e‘me 4. Un tdéal maximal d'une algébre de Banach & unité est toujours fermé,
Soit I un idéal maximal de A. Alors I ne contient aucun €lément mver-
sible de A, BEn effet i 1 contenait un €lément mvermble u, u 1u~e sera:a.t
dans I, ainsi que xX.e=x pour tout x de A, et on aurait I=A, Et puisque les
81&ments inversibles forment wn voisinage de e, e ¢ T. Donc TH#A. Bt puisque T

est un idéal contenant I, on doit avoir T=I, c'est-a-dive que I est ferms.




e

Théoréme 5. Sotent A une algébre de Banach et I wun idéal fermé de A. Ia rela-

tion x-y € I est une relation d'équivalence sur A et on peut munir le quotient

A/T d'une structure d'algébre de Banach pour Zaqueile la projection canonique de

\A sur A/I est un morphisme continu.

Puisque I est un sous-espace fermé, A/l mmi de la norme
HYI =inf{| x|] Ix € v} est un espacé de Ranachh Si Y1 et ¥, sont deux classes
appartenant & A/I, la classe de XX, est la méme pour tout Xy dans ¥1 et
tout x, dans y,. En effet, si Xy €YqsXy € yz,x.-l € yi,xz €Y9,

xixz XXy x1 (x x2)+(x1-x1) X, €1

Ceci définit le produit des classes Yy et ¥y, et on a Bien

[y vyl <5l x| 1%, € y40x, € 7,3
< sastl sy 1 sl by <y, <7
< {lyqd 1y, 1

Le produit sur A/I est bilindaire et associatif, comme on le vérifie sans
peine,

Il est alors clair que la proiection est um morphisme de norme au nlus 1.

Théoréme 6. Soient A wne algébre de Banmach avee unité, e;i I wn idéal fermé,
Alors I est maximal ei et seulement st A/I est isomorphe & (. -

Si AT est isomorpI;e d C,ona AfI, De plus, si J est un idéal contenaﬁt
I et si ¥ - est la projection cénonique de A sur A&/I, =(J) .est w idéal de
A/TI. C'est en effet un sous-espace vectoriel, et si x€ J, ¥y € A/I, il existe z €A
tel que y=w(z). Alors y.w(x)=w(zx) € w(J)} puisque zx € J,

Donc, ou bien w(J)={0} ou «(J)=A/I puisque A/I est isomorphe & C qui
est un corps.

i w()={0}, J < v (0)=T d'ed I=J. |

§i w(J)=A/I, pour tout x de A, il existe y dans J tel que w(X)=n(y), .
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donc 2y €1 CJ, et xoy+(x-y) est dans J, Donc J=A.

Ceci prouve que I est maximal.

Invérsemnt, si I ést maximal, A/.I est un corps. En effet, si y € A/L
est non nul et non inversible, 1'ensemble J = y. A/I de ses multiples est un idéal
de AfI et n'T(J) est un idéal de A, contenant 5 (y) donc distinct de I et
ne contenant pas e, donc distinct de A. Puisque, de plus, AMI est une algdbre
de Banach, il résulte du théoréme de Gelfand-Mazur que A/I est isomorghe g C, Cet
isomorphisme ¢ est umique puisque A/I a une unité tmiqué e et qu'on a nécessai-
rement ¢(A)=xe pour X € C. mo |

—

|| rheoreme 7. (xeat1). si 4 est une algébre de Banach avec unité, tout idéal dis-

tinet de 4 est contenu dans wun idéal maximal.

Notons 4 D'ensenble des idéaux de A ne contenant pas 1'unité e, qrdonné
par inclusion. Alors & est inductif : en effet, si (It) tep ©st tme famille tota-
lement ordonnée d'idéaux, I =U Itl est un iddal de A, qui ne contient pas e si
aucun des Ii': ne contient e,ti qui majore chaque I..

Il résulte alofs du théordme de Zorn que chague J de o est contenu dans

un €lément maximal de ﬁ , C'est-3-dire wm idé€al maximal,

Définition 8. On appelle caractéve de 1'algébre A tout homomorphieme d'algdbre

non nul de A dans (.

Un caractdre est donc nécessairement surjectif.

EEL Théoréme 9. Tout caractére de A est wne forme linéairve conbinue de novme au plus 1.
51 A posséde une mitd e, pour tout x de A et tout 1 tel que
Il > Tzl e- % est inversible, d'inverse vy.

Soit yx un caractdre de A.
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On a donc xeH=lx(e) 1%=y(e)

d'oll x(e)=0 ou x{e)=1. Mais_ si x(e}=0, on doit avoir pour tout x de A
X (R =x ()= (e)x(x)=0 |

et ¥, identiquement mil, n'est ﬁas un caractére. Donc - y(e)=1, ‘et.

Tx(ed=x(te- § )i 1- XE 1.x¢)

d'oll 1- 2(__%9_ 0, clest-3-dire x(x)#A. Il en résulte que x| < Jlxl}, d'od 1e
résultat.
8i A n'apas d'unité et si A' est obtenue par adjonction d'ume tmité 3
A, on peut prolonger de fagon unique ¥ en um caractdre x' sur A' en posant
X' (x, A = (x}+2
- puisque (x,2)=(x,0)+2(0,1) et qu'on doit aveir
X' (x,0)=x(x) et x(0,1)=1.
On vérifie immédiatement que y' est un caractdre de A'. Il en résulte,
d'aprés ce qui précéde, que
PIEXMIETININ

donc que |x(x}| < ||x|], pour »=0.

Ceci achéve la démonstration.

Théoréme 10. 87 U’algébre de Bavach 4 a une unité, le noyau de tout caractére est
wn tdéal maximal. Inversement tout idéal mawimal est le noyau d'un wnique caractére,
u\ Cect définit done une bijection entrve les caractéres ot les tdéaur maximavs.
| 51 x est wm caractdre, M*—-X'T(G) est un scus-espace vectoriel de A. De

Plus, s1 X €M et y €A,

Xy =x () . x (7)=0.x (¥}=0
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d'oll xy €M, Donc M est un idéal, Puisque ¥ est continu, M est fermé.
L'homomorphisme ¥ se factorise par A/M : il existe ¢, hcmemrphism‘ de AM
dans C tel que y=¢em, oi T est la projection canonique de A sur A/M. Puisque
M est le noyau-de w, ¢ est bljectlve donc wn isomorphisme de A/M sur €, Bt
M est donc un idéal mammal

Inversement, si M est um idgal maximal, il existe un wnique isomorphisme ¢
de AM sur €. Alors x=¢om est un homomorphisme surjectif de A sur €, donc
un caractére. 8i x; &tait un autre caractére.de noyau M, il existerait un iso-
morphisme -4)1 de A/M sur C tel que X{=$,°. Mais 1'unicité de 1'isomorphisme
de A/M sur C domme ¢=¢4, d'oit X=X

Défintiion 11, On appelle spectre de L'algébre A 1'ensemble X(4) des aaractéres

de .ti mini de la topologie de la convergence swple sur A,

])Tﬁééréﬁe 12, Sij A posséde wne wnité, X(A) est un espdce cow@act.'Duns'ie eas
| genéral :Xﬁé) est localement compact. S 7-
Notons, pour a € A, D, 1e disque fermf de € centré en 0 et de rayon
||a[ |, qui est un espace compact. Puisque pour tout caractire x de 'A }((a) € D
d'aprés le théoréme 9, on peut définir une application j de X(A) dans l'espace

- produit I D par
. aEA ?

3 00=(x(8)) 4o

L‘espace produit Q=1 D, est compact d'aprds le théordme de Tychomnof, et j

. €A - .
est un homemno;:phs.sme de X(A) sur som image dans Q par définition de la topologie
de 1a convergence simple.

SiA poss®de. une wnité e, 1'image dans Q du spectre de A est l'ensemble
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des q=(qa) acA qui vérifient
i) qe=1
4 i VXEA, VAEC g,

D) VEEA, WEA  qu,qg¢q, ot 4 =q.qu.

s

Alors pour tout x et tout y de A et tout A de C, les sous-ensembles

de Q.

Fy={q € Q|q =1}

P, 1={4 € Qlq,~2q,01

Hy y~la € Qlay,,ma,-q.=0}
H yola € Qlayma,9,70}

sont ‘ferm“és dans Q et leur intersection, fermée dans Q, est coxnpaciﬁe. I1 en ré-
sulte que X{A) est compact.

" Dans le cas géndral, l'ensemble des &léments de Q qui vérifient ii) et iii)
ci-dessus est compact car fermé dans Q comme intersection des Fx,l’ des HX,Y et

X,y?
tout X. En effet, un homomorphisme de A dans C est soit un caract®re, soit iden-

des H! et est la ré&umion de j(X(A)) et du point w d&Ffini par : wx=0 pour

tiquement nul,
Il en résulte que j(X{A)), complémentaire d'un point dans wm compact, est
localement compact, de méme que X{A) puisque j est wn homfomorphisme de X(A)

sur son image.

I Théoreme 13. S¢ Lialgébre de Banach A. a une unité, et si % est un &lément de 4,

le specire de x est L'ensemble des valeurs prises sur x par les caractéres de A.
Soit_ ofx} le spectre de x. Si i est dans ofx}, x-de n'est pas inver-

sible, et J={(x-re).yly € A} est wn idéal de A qui ne contient pas e, Il existe

donc wn idéal maximal M, noyau d'un caractdre y qui contient J.
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Par conséguent,
x~de=(x-de).e € J CM
et ¥ (x~Ae)=y (x}-A=0, Donc x(x}=k.

Iﬁversement, si x{X)=i, x-d¢ est dans le novau de yx, donc n'est pas inver-

sible, et A appartient 3 ofx).

Corollatre 14. Soit 4 wume algébre avec unité. Si auewn caractéve de A ne e ’a;nmﬁe
sur un élément x, x est inversible dans A.

Bn effet, O n'appartient pas au spectre de x,

Définition 15. On appelle radical d'une algébre de Banach 4 Z'ensemble des éléments

guasi—nilpotents, c'est~d-dive dont le raycm speatral est nul.

Théordme 18. Le radical de A est un idéal fernmé, intersection des noyaum des caracs
téres de 4.

I1 suffit clairement de méntrer que -1e radical @ de A est 1'intersection
des noyaux des caractdres de A. Suppoébns d*aboxd que” A a une umité,

Si x appartient & ﬁ s 1le spectre de x est {0} d'apréé le théoréme 11
du chapitre I. Il résulte alors du thdoréme 13 que toufcaractére s'anmile sur X.
Inversement, si x n'appartient pas 3 - Qa, il existe dans c(x}- un i de mpdule'
p{x)#0. Il existe donc m caractdre y de A tel que ¥(x)=x#0. |

51 A n' a pas d'unité, soit A' 1'algdbre obtenue par adjonction d'une- |
witd 3 A, §i x est dans W, , Hxnllvn—m Donc X est dans le radical @ de
A'. Et puisque tout caract®&re x de A est la restriction d'wn caractdre Y' de
A, na x(x)=0., 8 x n'est pas dans Q’, [IanT/n ne tend pas vers 0, et x
n'est pas dans_ @:. Il existe donc x' dans X(A') tel que x'(x)}#0. La restric-

tion x de x' & A n'est pas identiquement nulle puisgue ¥(x)#0. C'est donc un
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caractere de A qui ne s'anmule pas sur Xx.

1 5é'}‘immon' 17 Botent 4 wne algdbre de Dandoh ét X%  eon epectre. Pour tout Elé-

ment x de A, la transformée de Gelfand de « est la fonotion & de X dams C

définie par H(x)=x(x).

Théoréme 18. La transformation de Gelfand est un homomorphisme cowntinu, de norme au
plus 1, de 4 dans CO(X?. |

Soient A' 1'algdbre obtenue par adjonction d_‘mé m@té ad A, et Y son
spectre. Alors Y est compact, et X s'identifie a 'tm'sous-éspacé de Y en iden-
tifiant wm caractirs de . & & son wmique- prﬂlcngement g A'. Notons w l'umque
caractdre de A’ citmt la restriction 3 A n'est pas un caractdre, car 1dent1quement
nulie : '

wlX,}}=A, '

A}.ors"-}{ﬂ V{w}. Et, pour tout x de A, la transformée de Gelfand de x relati-
vement 3 A est-la restriction 3 X de la transformée de Gelfand de x relative-
ment 34 A', donc la restri;tion a X d'une fonction sur ‘Y nulle en w, et continve
par définition de la topologie de Y.

Donc X sappartient & C,(X}. De plus,

Hxl] = sw %601 est 8gal & op{(x), donc au plus &gal 3 |lx||,
¥EX(A) '

en vertu du ﬁhéoréme 13.
Enfin, par définition des caractdres, 1'spplication x » X est un homomorphisme
d'aigébre, |

Il en résulté que 1‘§§nsemi_ﬁe A des transformées de Gelfand des &léments

de A est une sous-algdhre de (“:5(}().
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Tkearéme 19, Le spectre de €, (%) s'tdenmfze ¢ X. Ia f:mnsfomatm de Gerami’
as# alors l"z,denmf:é ‘

Supposons d'abord X compact Alors C (X}“C(X} Seit x wm caractere de

CXa. S'11 n'existe aucum point de X ol s'annulent toutes les fomctions de
M*Ker ¥, les ouverts Uf—{xlf(x)#)} pour £E€M recouvrentkle compact X.

I1 existe alors fT,...,f dans M telles que X=UU., Alors 1a fonct:t.on

k 1 73
g=1 fJ . est dans M et ne s'ammle pas sur X. Donc —é est dans C(X}, d'oﬂ _
1
1=g. %—E M, ce qui est impossible.

Donc il existe um point X, de X ot s'annulent toutes les fonctions de M.

Et puisé:[ue‘ 1'ensemble I des fonctions continues nulles en X, estun idéalAqui

. (> : o
ne contient pas 1, ona MC L. “donc M=T_ puisque M est wn id€al maximal., -
%o (o} - .
Enfm, l'apphcatzon e, * f -+ f(x 0} est clairement um caractére, de noyau
0-

M, dmc est egale & e

Les caractdres de C{X) sont donc les évaluations € aux points de X. L'appli-

cation £ ! x =+ Ey de X dans le spectre de C(X) est continue et sui‘j ective, De
pius; si X et x' sont deux pomts dlstmcts de X, il existe une fonction con-

tmue sur X qui vaut Ten x et Oen x‘, ce qui entrafne que ExiEE ry Clest- ﬁ-

. dn‘e que € est injective, donc est un homfomorphisme puisque X  est compact.

| Si on identifie X au spectre de C(X) par e; la trans.fomée de Gelfand |
de £ vaut o I |

£ (x)=e, (£)=F(x)

Dans le cas général, si Y est le compactifié d'Alexandroff de X, C o X3
s'identifie & 1'ensemble des fonctions comtinues sur Y qui s'amnulent an point &
1'infini, et 1'algdbre obtenue par adjonction dYune unité 2 CO(X} est isomorphe 3

¢,
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Le specire de C X} est donc homomorphe au complémentaire dans le spectre
de C(X) du caractere nul sur C (X}, c'est-a-dire an cmlezrzentmre dans Y du
point 3 1'infini, donc & X. Ef comme précédemment, la transformation de Gelfand

est 1'identité de C,(X) dans C 5 &)

Définition 20, Soit & um groupe localement compact commitatif. On appelle caractére

de G tout homomorphisme contmu de G dans le groupe multzplwattf U des nombres

complexes de module 1.

| Théoréme 21. L'ensemble des caractéres de G muni du produit ponctuel est un groupe,
noté &, et appelé'ggoggé'dﬁai de G. St on le mmit de la topologie de la conver—
gence compacte, & est un groupe localement compact.

' 11 est clair qué le produit de deux caract®res est un caractéré;‘ ainsi q;ué
1tinverse d'un cavactdre. Donc G estum grmzpé,' dont 1'8lément meutre est la fone-
tion constante 1, |

- Pour tout voisinage compact V de 1'élément neutre '8 de G, nous noterons
¥ 1tensembie des caractdres 3 de GI, teis qué,'pour tout x de V, .['g(ﬁ—l I<1,
Par définition de la topologie de la éonvérgencé compacte, {; est un voisi-
nage de 1 dans §. De plus % est compact : en éffét' en vertu du théordme dtAscoli,

il suffit, pulsque U est compact, de montrer qus V est Equicontinu en dlaque

point de G, et que V est fermé.

ny . ) .. )
V est clairement ferms dans les fonctions continues sur G. Bt puisque

HORIEN N R I B 0N
=Ié(mc;1}-'1|

- - i - - bl - g m b
1l suffit de prouver 1'équicontinuité de V en 6.
i

n
Soit € > 0, I1 existe un entier n tel que [e3‘2 -1 < el
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o<, il existeun k<n tel que
30 - ' A .

%S Zk.ozévr

Donc, si —— éppartient 5 Uyona |w-1]<e¢ ouil existe k<n tel
que W -] > 1.
I1 existe une suite (Vk) de v0151nages cmrpacti de 0 dans G tels que
o 2
V2V et V. Vi © Vg.q- Alors, si x est dans Vi X est dans V pour

4’
k=0,1,...,n, et si £ est dans V, w=g(x) vérifie

2K

k .
fw? -1)=lg@Z J-1] <1 pour k=0,...,n

donc -1} < ¢

I3 en résulte que, pour tout & | ‘dans % ona |E(X)-1] <e d8 que Xx est dans -

Vn’ ce qui est 1'Bquicontinuitd de V en 6,

-

Par ailleurs, il est clair que € est mmi dtune topologie de groupe. Et
pulsque Taun valsmage compact v (pour un, vozsmage compact "V arbitraire de
8), ¢ est 1oca1emnt compact.

e : :
"T%éo?émé_gz. 8l & est un caractére de G, l'application définie sur e par
il If(x)m}du(x) est un caractére de LA (). De plus, tout caractére de L (G)
est de cette forme, et Z'applica%:ion ainsi définie de & sur le specire de e

est un .homéomorphisme.

) Soit £ € G. L*application x s f If(x)gi ydu(x) ést une forme linéaire

continue sur L () puisque % est daD.S A (G). De plus, d'aprés le lemme 8 du
chapitre II, si f et g sont dans L {G), -

X (£g)=| (Eg) NEIWMG)
- [fcng(yrézmaucx)au(y)

- '[fzx)gcy)z‘(x)“s‘(ﬂdu COduly)
fu(f(x}"s:(x) duxy. Ig TG anGy)

= {£).xleg).
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Donc, puisque & n'est pas nul presque partouﬁ, ¥ n'est pas nul sur L1 ('G)‘
et est un caractdre de L' (G).

Inversement, soit y un caractére de L1 {G). Sl f est dans L1 (G),
1'application x » f est continu:é de G dans LI (G), donc 1'application
x> x{f ) est continue de G dans C.

on vérifie de plus sans peine que si f-et g sont dans L (G)

£ = fag = (£xg),,
donc que x{£) x(@=x)x{g)

En particulier si g=f -3 x(fx).x(f “1]=}({f)2. Et si f n'est pas dans 1'idéal M
X X
noyau de  x, fx M Donc, si £ et g sonthors de M

£ . xi®
xEJ T X

La 'fonction ¢(x) = %% est donc continue et indépendante de £ choisie hors de
: X

M. Avec g=fy, on a

o) Xk -4 - %{% = 0.6

x(a‘?}c | lf | el
Enfin 160 =] =] <- =
- Xt 'lx(ﬂi X6 ]

Donc ¢ est hornde sur €. Bt puisque

swp 4G = sup [$0) ™ < 4
Nl nez

_
=

on a nécessairement |[¢(x}[=1. Donc ¢ est dans G, et -}5
Puisque ¥ est e forme lindaire continue sur L (G} s 11 existe ume fonction

£ dans L(G) telle qué

X(6)= }ff (E (K (x)
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Alors, si g est hors dunoyan de ¥, on a, par le théoréme de Fubini, pour

£ dans L(Q) :

X(£) - x(g)=x (Ex)=| Brg (1 E ) dn(y)

f{ 208 TN
- [£601 [g, )T 1m0
=J;f(x)x(gx)&u )

= £ . x(g)du ()

x(8). [£0F a0

Donc ¥ (£) =If ¢ (x)du(x)

Si ¢, et ¢y dans § définissent le méme caractére, la fonction dq-9,
est continue et nulle presque partout, donc mulle, et $1=¢,-

Soit H=(u{=} le compactifi& d'Alexandroff. de E et soient X le spectre
de L' (G) et X'= X U {w} le compactifid d'Alexandroff de X (» est la fonction mille

Sur L! (G}). On définit une fonction bijective j de H sur X' par :

3@ © £ [£0FEME pour g€ G
3 (=)=
On va montrer que J est continue du compact H sur ie campact X', domc
est un homSomorphisme, d'ol résultera que X est homéomorphe & - é.
Soit donc ¢ € G. 11 faut montrer qué, pour toute f de Lz (G,
J fXIP(x)du(x) tend vers jf (x)?b:ﬁ’c)du (X} quand ¢ tend vers o 5i fs L1 (G)
et e >0, il existe g continue 2 support compact K telle que [if-g” < % }
Mors si x¢ K ]f{x)lﬂ!lf(x}—g(x)[ et donc |

[ Ieeolanco < fegll <5
KC
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81 V est le voisinage de % défini par

£

31 1€}

V¢ € Glvx € K[o(x)-¢, ()| <

onapour $EV, _
| fEeFane-[£eoF, coaue | < | 161100 6 fanca
UCEIRICINSIETS

<.....§...._...I ]f(x}ldﬁ(x}-%ZJ( L) | du(x)
el ko X~

A

%+2"§’=’8

Bonc j est continue en ¢
Pour montrer la continnit€ de j en =, soient f € ! (G} et ¢>0. 11

existe un voisinage W de & dans G tel que

VX EW [|£K--£H <g

: N _
Alors, si ¢  n'appartient pas au compact W, il existe x dans W tel que

[$(x)~1] > 1, et on a, en notant x=j(¢} :
Ix(® 1 < W(X)-—TI.]X(f)lalx(fx)_xcfj! < ”fx'f“ <e,

N ‘ , .
d'ol la continuité de j en « puisque H\W est wn voisinage de =, Ceci achdve

ia démonstration.

Théoréme 23. (Wiemer). Soit f ume fonotion continue sue T = R/Z ne s'awmulant
pas. 5¢ la série de Fourier de § est absolument comp vergente, il en eat de méme de
7
celle de = .
f
Supposons que
o 2imnt
f(t) =% g e “t™

Lo+ ]
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oy
avec p {an{ < 4o,

-0

Alors a=(an} appartient & 1'algébre de convolution A=L’£ (Z). 81" ¢ est un carac-
tére du groupe Z et si ¢(1)=eum ave¢c tE€R/Z, ona ¢(n)=ezmnt. Inversement,
pour tout t € R/Z, ¢:{1’1)'»%*32““1t définit un caractdre sur Z. Donc Z = T = R/Z,

et la transformfe de Gelfand de a .est la fonction

a:t->3 a e"zmm=f(t)

Puisque f ne s'anmule pas, aucim caractdre de A s'amule sur a. Donc a est
inversible dans A (qui a we wnitd puisque Z est discret) et

a-? 1

T T

I1 en résulte que si b=a*1=fb ), ona

1 ~ oy 2imnt
Ty TP T Ib e

ce qui prouve la convergence sbsolue de la série de Fourier de % .
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Chapitre IV - Algébres hermitiennes et .C -algébres

Lemme 1. Sotent 4 wune algébre de Banach avec unité u, et A' 1'algébre de
Banach obtenue par adfonction ¢ A d'une unité e. Pour tout y de A, uty est
inversible dans A of et seulement si ety est invevsible dans A'..
81 ety=(y,1) a un inverse (z,)) dans A', on a
.1 (z,)=(z,A) (v, 1)=(0,1)
c'est-a-dire {yztztdy,A)={zy+z+dy,A)=(0,1)
ou encore d=1 et yz=zy=-(y+z)
Inversement, s'il existe z € A tel que yzezy=-(y+z), etz est 1'inverse de ety
dans A'.
Si uty a wn inverse ww dans A, ona
(ury) (wrw) = (uw) (wry)=u
c'est-d-dire Uy HWHYW=R YRRy =1
ou encore yw=wy=- {y+w)

Inversement, s'il existe w &€ A tel que yw=wy=-(y+w), u*w est 1'inverse de Uty

dans A.

-

L'inversibilité de ety dans A' et de uty dans A sont donc équivalentes.

Définition 2. Soit A wune algébre de Banoch involutive. On diva que A est
* - ” * & O‘. .\.
hermitienne st, pour tout = de A4, etxxw est itnversible dans 1 talgébre A' ob-

tenue par adfonction & A de L'wnité e.
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I1 résulte du lemme précédent que si A a wme unité u, elle est hermi-

* -
tienne si et seulement si, pour tout x, wu+xx est inversible dans A,

Théoréme 3. ST A est une algébre de Banach commitative, A est hermitierne ei

et seulement si tout caractére ¥ de A est hermitien, c’est~d—dire vérifie
i
X(x J=x{x) pour tout = de A.
Soit A" 1'algebre obtenue par adjonction d'une unité e a A.
Si tout caractére de A est hermitien, il en est de méme de tout caractdre

de A' : en effet, soiznt y' un caract®re de A' et Yy sa restriction & A,

Ou bien ¥ est wn caractdre de A, Alors

X' (G0 Yoyt 7, D= X X

XX+ T T AT (K, A

ou bien x=0, et

I * .
X' {06, 2) J=R=T(x,A)
Donc si x est dans A, on a, pour tout caractdre %' de A',

X (o, X =1 (9 X () =Ty (1) X
=1+ |x @ | %o.
Donc ‘etxx est inversible dans A, Ceci prouve que A est hermitiemnne,
| Inversement, si A est hermitierme et si X est wn caractdre de A, on va

montrer que ¥ est réel sur les &léments hermitiens de A. Soit x' 1'unique carac-

 tére de A' prolongeant Y.

S1 y est hermitien dans A et si Yy(y)=a+ig, avec o,8 € R et 840, cu
Bien d=0, et 5i on pose x = L

: #*
g on a x—-x* et x'(etxx 3=T+XCK)2=T+'12
L3

=0, contrai-
rement & 1'hypoth&se que e+xx

est inversible.
%
5i, au contraire, of0 et si, pour & € R, on pose zz'yzﬂ-ey, ‘on a z=z et

x{z}={o+if) 2+8(a+i8) =002—82+605+i8£2a+8)




-1

2 2

En choisissant 6 = 53'“ ,ona y(z)=ig 2 +B
Et, comme plus haut, avec X = ——oommp—,
’ ’ 8(a%+7)
L3
x* (e+xx }=0

dlell la contradiction.

Donc @) €R si y9y . Soit maintenant x € A. Alors x;= BX_ et
Xo= -J%E- sont he:jmitie-ns; Et si on pose 'o;=x(x1) et B=x[x2); ona CER et
BER, x@=orif et x(x )=a-if.
D'ol le résultat cherchd.

On peut remarquér qm.i:e::i promré qué A' est Rerimitienne dés que A est
hermitienne, puisqué 1e caractére X' est Rermitien dés que sa restriction ¥ 4

A est hermitiemne.

‘Lenme 4. Soient A unme algébre de Banceh hexmitienne avec wne wnité e, et B une
sous—-algébre fermée involutive de 4 contenant e. Alors, st un élément de B est
inversible dans 4, son inverse est dans B. ‘

Soit x un &lément de B, d'inverse y dans A. Alors xy=yx=e. Donc
y*x*—x*y*—-e*-e, et xx est inversible dams A, d'inverse y*y..

Pour t >0, ona xx*éte=t(e+ X . (35;_ )*j qui est inversible dams A.
Done ¢(t)=(mc*+t_eJ -1 existe dans A ‘/;our ::/ >0, et $ est éontimlé de R
. dans A, _

Alors H=¢"_1 {B) ést fermd dans R'. De plus, 't est dans H si et seule-
ment si ¢{t) est dans B, clest-i-dire si 'xx*i-te est inversible dams BE.
I1 résulte du théoréme 8 du chapitré Ique H est ouvert dans R'.
Enfin, si t > {[x]{% = ||x||. Hx 1> x|

8 = 5 z CDR R )R
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sk E 3
etpuisque x€B,ona x €B et xx €B, donc ¢(t) €B, et t E€H,
Puisque R' est connexe, H, qui est ouvert fermé et non vide, est &gal &
R+, donc contient 0.

* -
Ceci montre que y y est dans B, ainsi que
-1 * Ok
x =y=x .{y y).
la méme démonstration prouve que si A est une algdbre hermitienme et B

ume soué-algébre fermée involutive de A, tout éifment de B qui est inversible

dans A' a son inverse dans R'.

Thééréme 5. Sotent 4 wne algébre de Bangeh hermitienne avec wie undltd e, et B
une sous-algébre fermée involutive de A contenant e. Alors, pour tout xz de B,
les spectres o ,(x) et c%{x) de = relativement aux algébres A et B sont
£déﬁtiques.

En effet, pour A €C, X ¢ ¢ A‘(:c) si et seulement si x-ie est inversible
dans A, donc d'aprés le lemme précédent, si et seulement si x-Ae est inversible
dans B, c'est-3-dirve si et seulement si A ¢ %(x).

Théovéme 6. Soit A ume algébre de Bavach hermitienmne et B une sous-algébre invo-
lutive. Alors B ‘est hermitierne. 8¢, de plus, A est commtative, tout caractére
de B se prolonge en un caractére de A.

Soit x un €l&ment de B. Alors e+xx* est inversible dans A', puisque A
' -est her_mitiénne. Donc e+xx* est inversible dans B' d'aprés 1a remarqué qui suit
le Zemme 4. Donc B est hermitieme.

51 A est commtative, on peut, guitte 3 adjoindre wne wité e 3 A et 3
B, supposer que A possdde une unité qui appartiént a B,

Soit Xy WM caractére de B et notons Mo le noyau de X dans B. Suppo-

Sons que ¥, ne se prolonge pas en un caractdre sur A, Alors, pour tout Y dans
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le spectre X Adé' A, il existe uu x dans B tel que x(x);?xo[x), et avec

y=(x-xo(x}.e}, cma yeEM et x(yy*)a-lx(x)-xo(x)lz puisque B est hermitienne.
Alors l'ensenble VY des caract@res ¥ sur A tels que III(YY*) >0 est

. voisinage de ¥. Donc (V) yG‘M est un recowrement ouvert du compact X, et il

existe un nombre fini (YT" ‘e ,yk] d'éléments de M, tel que X = 5 VY Posons

173
alors )
k %
w=Zy.y¥. €B
177
_ k
na X, ) = z &5 }|%=0.

Donc O est dans le spectre de w relativement 3 B. Et pour tout y de X

k 2
XW) = 2 !x(vj)l
1

Donc O n'est pas dans le spectre de w relativement & A. Bt ceci contredit le . -

théoréme précédent.

Théoréme 7. Soit A wune algébre de Banach aveec une unité. Alors 4 est hermitienne
8t et seulement si, pour tout =z de 4, le specire dz xx* est contenu dans R+.

Si le spectre de xx* est contenu dans R* »1 n'y appartlent pas. Donc
XX est inversible. Il en résulte que A est hemtlenne si Ie spectre de xx
est contenu dans R pour tout x de A.

Inversement, si A est hermitiemne ot si X est un éiément de A, 1ltalgsbre
B engendrée par e et xx# est invoiutivé, donc hermitiemne, et comutative: -Puis-
que X est hermitien, tout caractdre de B prend sur :cf:_c* une valeur réelle,
Donc le spectre de xx* est contenu dans R. Par ailleurs, pour t>0,
terxx '-t(e.+ ~ +==] est inversible. Donc le spectre de xx. ne contient aucmzé

vt ft
valeur strictement négative. Il en résulte que le spectre de xx est contenu dans

R




Théoreéme 8. Sotent 4 une algdbre de Banach hermitienme commitative ot X som
spectre, Alors l'algébre 4 . image de A par la transformation de Gelfand est
dense dans C‘O(X}. |
Supposons d'abord que A poss&de wme wnitd. Alors X est compact. De plus,
puisque les caractdres de A sont hermitiens, si f est la transformde de Gelfand
de “x, ¥ est la transformée de Gelfand de x .
Donc A est stable par conjugaison; 8i ' dans X, il existe x dms A tel
que x(x}#x(x}. Donc R sépare les points de X. Enfin A contient les constantes.
11 r&sulte alors du théor®me de Stone-Weierstrass que A est dense dans
C(X)=CO(X).
Dans le cas général, si A' est 1'algdhre ohtenue par adjonction d'une unitd
& A et X'=XU{n} 1le spectre de A, il résulte de ce qui précédé que At est
dense dans C(X'}. Donc, si f est dms CO(X} et e > 0, on peut prolonger £ en
we fonction contimue sur X' en posant f£(w)=0, et il existe (x,A) dans A'

dont l.a transforme de Gelfand g vérifie
| lls-£l] <5 .
Bn particulier le@-£@) [=lg@ |=]A] < § .
D'ad ||x-£l| < |{x-g||¢}]g-£l] < ¢ puisqﬁe‘ %-g=\. Ceci prowve la densité de A

dans CQ(X) K

Définition 9. Soit A wune algébre de Banach hermitienne comutative. Une forme li-

néatre continue f sur A est dite positive st, pour tout x de A, oma

* -+
flze } €ER.

Théoréme 10. Tout caractérve sur une algébre de Banach hermitienne commutative est

une forme linéaire positive.
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En effet, si y est un caractdre, om a x(x*}=5(T£) dtaprds le théoréme 3.
D'olt
¥ 2 3
X0 )=x () XB=xx) | € R

Théoréme 11. 8¢ A est une algébre de Banach hermitienme commitative possédant une
unité approchée (en particulier si A posséde ume unité), pour toute forme lindaive
positive f sur 4, il existe une unique mesuve de Radom Y positive bornée sux le

spectre X de A telle que, pour tout x de A,

f(m,l:f z(x) duly)
X

Supposons d'abord que A posséde une unitd e, Soient x et y das A

avec x hermitien,
* -1
Posons Y(E)=f(y (xtte) 'y)
qui est défini pour t > O si le spectre de x est dans R.. La fonction ¥ est

‘continue, et

PlEHh)-Y(E)=£ly [ (x+(t+h)e) "I Gorte) " Iy] |
| =s-f Ey* {x+(t+h}e) -1 {x+ (_t+h)e- (x+te)) (x+te) 1)r]_
=hufly (xe(esh)e) ! (xrte) Ty
Il en résulte que

Tinm '(P(t“‘h) ~y (t)

= f (y* {x+te) -1 {x+te) 1Yj
h+0

&*
=-£f(z 2) <O
en posant z—=(x+te)4y,
la fonction Y est donc dérivable, et sa dérivée est continue et négative.

Enfin, V) = 26 e + 07Ty




d'o tim tp(£)=£(y ¥)
100

Done lim @{t)=0
tre

Il en résulte que ¢ est réelle, décroissante et positive.

En particulier, avec y=y*=x+te pour t >0
£(xrte) (x+te) | (xete))=£(x}+tE(e) > 0.
En passant & 1a limite pour 0, ona £{x} =0.

Si x est dans le radical ‘R de A, on 3 ‘o(x)={0}. Si de plus x est

hermitién, le résultat précédent sppliqud & x et & -x domme
fx) >0 et -f(x) >0

' *
donc £(x)=0. 81 x € (R, on a pour tout caractére 1y, x{)=x(x }=0. Donc
* % * ¥

X+x
2

-£(x}=0,

et 5-'2'3;“ sont dans (ﬂ, et hermitiens, d'ol ft'z‘c;x )=£f.§%€_— ¥=0 et

Cn peut donc définir sur A wne forme lindaire par L{g)=£f(x) si g==;c,,
puisque, si §=§, xy est dans q,, dion £{x-y}=0.

81 h est une fogction réelle po_s_itivé dans 3., il existe y dans A tel
que §=h, et si x~= }-:;L s 0N & x = izi =h. De plus, le spectre de x, qui est
1‘enseszle des valeurs prises par h est contenu dans R'. Donc f(x)=L(h) = 0. 11
en résulte, puisque ;'f: est engendrée par les fonctions réelles imagés des léments
hermitiens, que L est e forme lindaire positivé sur les faﬁctions positives,
dont continue poﬁr 1a norme uniforme, et se prolonge en une mesure positive B sur

X, wique puisque A est dense dans C(X). D'od

L(9-£60~] X080
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Dans le cas o A possde une unité approchfe de norme M, et si on prolonge

£f & A' en posant
Fan=reond 15|,

"y
f est une forme linéaire continue sur A',

m ‘ a
Montrons que £ est une forme positive sur 1'algdbre hermitienne A' :

si (x,A) € AY,
G2 (1) = Gactea T, 1] D)
Dome £(0e,0). (6,1 V£ o T + 1A 2. | €] |

Mais, pour ¢ >0, il existe u dans A avec |Julj <M et

Hux -x} =} ]u x-x| | <_m _

Alors, puisque £{{x+\u) (x-!-}\u)*) € R+, on a
£ A uxX X wxei X w') > 0
Eepuswe 0K w) < (A2l all. | " 22 )
£+ o +% w9+ A [£]] > 0
Alors puisque |f (m**-;\x*ﬁ'x)—f t:dc*+k ux$+‘X u*x)l

. . * . * "\-r ‘_
est majoré par ||£]{. (|Al.]]x - Heiaf o Hxu x| ) < e, 0. 000)7) est 3.
. . y
distance d¢ R* au Plus ¢, ce qui achéve de prowver la positivitd de £, puisque
e est arbitraire.

I1 existe donc me mesure v positive sur le spectre X'=X U {u} de A'

telle qﬁe

V(x,A) € AY Fx)= JX' G (0dveo

et si u est la vestrictionde v 3 X, ona, pour x dans A
o, -~ -~
£00=£050)=] X00av60[ X60du 2
: ' X

Ceci achéve la démonstration.




Théoréme 12. 82 G est un groupe localement compact commutatif, z? (G} est une
' algébre hermitienne. I
Soit ¥y un caractdre de LT(G); I1 existe £ € 6 tel Que‘
XE)=| TR
* * —
(&)= TR
-[Fa e Hau
J .
o
K= [Fsame
=y £

Donc ¥ est hermitien. Il résulte du théoréme 3 que L1 (G} est hermitienne, |

Théoréme 15. S G est wun groupe localement compact commutatif, le radical de

G est rédiit a {o}. - S _
Soient (R, 1e radical de L'(6) et he . Puisque ||V @™ V2,
on a- hx = (R pour tout x de G. D'aprds le théoréme 11 du chapitre II, il existe

une suite e de fonctions continues 3 support compact positives d'intégrale 1

telles que

[Iheg-hl]50 et |[hsg b o

Mors | [hudyathl| < | [huty sty -hady | 1+ gy -h] |
o < [Ihsay ] |1 1+ ", 2" (|50

S1 on définit la forme linéaire & sur I} (G} par

—uaaa-

f
% = [ ) (DECE) = (b (6)

%3 3 * % = .
@k est continue puisque ¢k*¢k est comtinue 3 support compact, donc dans L°°, et

&y (ExE) = ¢k*¢;f*f*(s)*
= .(%c*f)ﬂs(tbk*f} {6}
= {40 (0 FET@au(e) > 0
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Donc ¢, est positive, donc nulle sur @ , €t @k(hl)=0. Mais puisque
%@k&x}‘—“fbk*&#;*h(xq} , on.a¢k*¢:;*h=0 .et helinm ék*c#:*h=0. Dol @= {01.

L * I g
Définition 14, On appelle. C ~algdbre une algébre de Banach involutive 4 telle

que, pour tout x de A4,

IERTERIEE

Lemme 15, 5% wune c:’*-aZgé’bre A a une unité e, on a ||ell=1, a moins que 4={0}.
En effet, |lel|%|le.e ||={]e"}|=]lel]. D'od [le|[=! puisque e=0. est

- impossible si A # {0}].

Théoréme 16, Si 4 eet une €*~a1gébre et s x € A est hermitien, le rdyon spec—
tral de x est dgal a@ |lx}|.

na p < ||x|| dans toute algdbre. De plus, pour tout k> 0, on a
\(xz_) = (x*)z . Donc ‘

a1 .k Lk * k
nxzk =1 1x? &) =2 |12

' ‘ oK 21(
Bt par récurrence ||x° ||=FIx|]®, d'oi

o
22 )

p(x) = Lim ||x
ko

Théoreme 17. 8¢ A eot une C*n-a?igébre et ei £ €4 est nomal, c'est-d~dirve
commite avec w*, le rayon spectral de = est égal @ |||, |

D'aprés le théoréme précédent, 1'&lément hermitien xx’% a un vayon spectral
6gal & |lxc =] |x]]%. Bt puisque || 6oV =] 1 6 ¥ 1=] 1012

R IANINIIR
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et o(xx J=p ()

Donc () 2=p(ax =] [ [=[ [x] 12, Dot le résultat.

% . *
Théoréme 18, Si 4 est une C -algébre commutative, son radiecal est véduit & 103,
et le rayon spectral de tout élément est dgal & sa novme.
Puisque tout €l8ment est normal, on a toujours p(x)=||xl|. En particulier,

si x est dans le radical de A, on a ||x||=p(x)=0, domc x=0.

Lemme 19, 82 A est une C'*-algébre, il existe un plongement isométrique de A
dans une C*wagébre avec unité, qui est commutative et A 1lest.

Soit A' 1'algdhre obtenue par adjonction d'une wnitd 3 A. On d&finit wn
homomorphisné ¢ de A' dans a{ij} par

¢{x,A} : up xuiu

Soit B 1la sous-algébre de aé(A} image de ¢. Alors tout élément de B est
somme d'un &lément de (A} et d'um multiple de 1'identité. Donc &(A) est de co-
dimension O ou 1 dans B.

Si x&h, ona {lox).ull={{xul] < [|x||.]|ul] donc [[G] < |Ix[], et
o6 x"| =1 1" [ 1= x] | < |18 |1.1IxI] . donc ||9GO}] > [1xf]. La restriction
de & a A est donc isométrique, et &(A) est compl&te. Donc B est aussi com-
pléte. '

Si on définit O(x,\) =d(x ,X), on définit wne involution sur B. Enfin, si

| t=8(x,A\} €B, on apour tout u de A

e 12 e ey = o™it ey 1]
< [l HE e ]l

SIS IRITIE

Donc Hel1? < He'el] < e el
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* . ' o *
dlodt [{t|| <[]t ]|, et puisque t =t, ||t]l=]It’]] et
., |
Hell2 < [1t7e]] < |je}|% Donc B est me C -algdbre.
Si A est commutative, A' 1'est aussi. Done Br—'cl:(.k"} est commutative

si A 1I'est.

' * .,
Théoréme 20. Toute ( -algébre commtative est hermiiienne.
. . ) * - - .
Le lemme précédent permet de supposer que la C -algebre commtative A
posséde me wnité u.

'Soit ¥ um caractdre de A. Pour tout élémént hermitien x de A, ona

eix= g il ﬁxn-,- s donc (ej“x)*= ; {-i)n' }-3:1-:- = e"ix
n=0 : O
Done X evixze'ix-ixm%ix- ( eix}*
et =lluli=l ™ @) =] =] eI |2
A [ [ e I
ot X K o) < et

Ixte Xy [=1e X} < |]e7i%) ey,

Donc [eiX(x) f=1, é'est-‘é—dire X(X) € R, ce qui prouve que ¥ est um caractdre
hermitien, : |
Théoréme 81. (Gelfand-Naimark). Soit A une C*-élgébre commutative. Alors la trans—
- formation de Gelfand est un isomorphisme teométrique de A sur CO( X), o X ‘esi:
te spectre de A,

Puisque le rayon spectral ée'touf €lément est égal i sa norme, la transfor-
mation de Gelfand est isométrique de A sur son iznagé :ﬂ: dans Co xX). 11 en ré-
sulte que :5; est conpléte, donc fermée dans _COEX). Et puisque A est hemitiénné,

R est dense dans Co(X). Done Ewco(}{).
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Dans le cas ot A posséde une unité, X est compact, et A=CO(X)=C(X).

Théovéme 22. Toute C**algébz.ﬂe.ést hermitienne,
On peut, par le lemme 19, se ramener au cas od la C%—algébré A posééde e
wnité u.
" Soit x€A. Puisque X est hermitien, la sous-algébre fermée B de A
engendrée par u et XX tesrt une ”C*-algébre comta?:ive avec une unité .KX
Puisque B , est une alg‘e‘ﬁre hermitienne, le :épectre de :oc;\est contenu
dans R. Soient I{Xx le spectre de Bxx* et £ la fonction (réelle} xx* sur K.

Si £y et £, sont les parties positive et négative de f, on a

D'aprds le théorime de Gelfand-Naimark, il existe a et b hermitiens dans

A
B , telsque 2= VE et b= ‘/%-2' Donc | [ab}{={]/E,.£,]|=0; et xc =52-62,

*x * *
Dloll a.b=0 et xx =az—bz. On va montrer que xx est le carré d'wn €lément her-
mitien ; c'est clair si b=0. Supposoms donc b#0. Alors, si y=bx, on a _
LT Ny AR . - 2 v .
y.y =bxx b=b(a®-b“)b=-b", et puisque b est hermitien, |[|b*|[=][b|{"#0. Quitte &
' *
remplacer X par y et b par bz, on peut donc supposer a0 et XX =-b2750.
%

Soit ¢ 1'81ément hermitien —3—%-}5-- . La sous-algebre fermde B, de A en-

gendrée par u et ¢ est wme Cm-algébre commutative avec wnité, 51 L est son

spectre, ia fonction c est réelle, et, quitte 3 changer x en -x, donc ¢ en

 -¢, on peut SuUpposer
el = sup S
YEL

donc que, pour € > 0, ||urecy™||=]]1+ec] [=1+e}|2]].

D'aprds le théoréme de Gelfand-Naimark, on a ||wrec]i=t+e|lc]]|.




~53-

Et puisque wutec = -12- (urex) + —% (u+sx)*, on a.
- 3
- tsellef =l furec] | < T Jlusext] + 5 |1 @rex ] =] Jurex] |

donc  (tefe] Poateze] [l +e?fc] 12 < | furex]| =] | (uten) (urex) V]|

< [u-eBP2ec]| < {u-e?b?| [+2¢} fe] |

Alors, poizr O<e < , on a ]|u-—,ezbz[i=[.§1-£252|| <1,

1
bi|
Donc 1+Ze|[cl|+sz||c}lz < 1+2¢ei[c}], d'oll =0, et X=X,
Le méme raisonnement, en remplacant X par ix, donne xr-x*.
Donc x=x*=0 et b2=-xx*=0.

* : .
Donc xx est le carré d'un &lément hermitien a, dont le spectre est réel, ;

et puisque u*mc*=u+a2= (atiuv) (a-iuv), a+iu et a-iu sont inversibles, et u+xx*'
aussi.
Donc A est une algébre hermitienne. 7
~ Dans une. C*—algébre A, un €l€ment hermitien x est dit positif si son
spectre (relétif 4 1'algébre A' obtenue par adjonction d'une unité) est contenn
dans R'. Le théoréme précédént montre que, pour tout X, xx* est umn &ldment _

positif,

Théorémg 23. 81 A est une Cﬁ—aZgébre et a un élément hermitien positif, <1
existe un unique élément hermitien positif b de A tel que bP=a. Cot Slément
est appelé racine carrée hermitierme de a. .

Soit B, la sous-alglbre fermSe de A engéndrée par a. Alors B, est ume
C*-algébre commutative, de spectre X, . Puisque le spectré de a est contenu dans
R+, relativement & A, donc aussi 3 B, tout caractdre ) de B, est réel positif

sur a ; donc a est positif dans CO(}{a) s, et il existe une fonction positive ‘f

dans C, {X,) telle que £2=3, Par le théoréme de Gelfand-Naimark, il existe b
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dans B, tel que bef, Puisque b est réel, E=6* s done b=b*‘. Et puisque £
est positive, le spectye d¢ b dans Ba’ donc aussi dans “A est contenu dans R .
8i © est un hermitien positif tel que c2=a, la sous-algébre B, fermée
engendrée par ¢ est wme C*-algébre commitative et contient c2=a, donc contient
B,. I1 en résulte que b € B.. Alors, si X, est le spectre de B.» les fonctions
réelles positives b et & dans C,(Xc) vérifient §2¥EZ=§, dol b=c. Et puisque

| 1b-c||=] IE-E{ |=0, on a b=c,

:
]
i
4
H
‘
!
)
H
{
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Chapitre V - Espaces hilbertiens

Définition 1. Soit E un espace vectoriel sur (. On appelle produit secalairve sur

E une fonction de EXE dans € : {z,y) + < 2,y > qui satiefait :

< a':I-mz,y >E Byl P H < Ly > pour ,,85,y dans E

S BalYytly > = < dyy > F < my, > pour 2,y 1,4, dans E
<AL, Y > T A <3y > =< x,Ay > pour z,y dons E,\ dans C
< a0 > € R : _ : poyrécd’ansE

< >=0 # g=0

On appelle espace préhilbertien un espace vectoriel sur C muni d'un produit

sealaire.

Lemme 2. 51 E est wn espace préhilbertien, on a, pour x= et y dans &,
Sy > =< Yz >

En effet, < XEY,XPY > = < X, XbY > K YL XY >

=<x,x‘>-+<y,y>+<x,y‘>+<y‘,x>
et 20;‘-—‘<x,y>+<'y,x>=<x+y;x+y>-<x,x_>u<y,y>ER,
En remplagant y par iy, on a

23=-i<x,y_>+i<y,x>=<x+iy,x+iy>-<X,X>'<1Ysi)7>e‘k

Donc _ <Xy > = ot

a-iB = < x,y >

"

LY, x>

Théoréme 3. (Tnégalité de Cauchy-Schwarsz). Si E est un espace préhilbertien,
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on apour tous x et y de E :
2
|<mJy >‘ %<m,x},<y,y—>

8i, de plus, |< a,y >{2 est dgal & < myx > . <Y,y >, x et y eont propor-.

tionmels,

+

. Posoms < x,y > = ‘r,ela . avec r€ R"',, & €R.
Mors, pour t€R,ona <y,x> =re ot
0= <« x+teley,x+teley > =< XX >+ tele <¥.X >
e-le <Xy >+ tz LYY >

=<x,x>+2rt+t2<y,y>

+t

Puisque ce trinbme du second degré Teste positif, on a

I‘z-<x,x>,<y,}r>€_0

2 < ®,X >

¥

d'ol 1"mégalité cherche, 5i r"= <x,x>. <vy,y >, t=- est racine du

trinfme, ot r = <y,y > = 0. Dans ce premier cas, ona X = fﬁ%ﬁi eie.y, et
dans le second y=0, Donc x et y sont proportionnels si |
[< x,¥ >|%= r’= < XX > . < ¥,y >,

On peut remarquer qu'on a 1'indgalité d8s que < x,x > & R pour tout X,

meme si < X,x > =0 n'entraine pas x=0.

s o o - /2
Thioréme 4. Sott E wun espace préhilbertien. Alovs 1'application =z + (< @,z >) /
est une norme sur E. Un espace préhilbertien sera toujours considéré comme wn es-—
pace normé, mmi de ia norme précédente.

On a bien |[x}|=(< x,x >y 172

e r* et [x|[=0 = < x,x > = 0 = x=0. De plus,
pour A €C ‘

[l 1% < xeda > = 3 < xx > = [3f2 ] ]x] 12, d'on

| ac] =] [t ]
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Enfin,
Hx-z—y[[zr. XY XY > =L XX >FH Y,y > <Ky >+ <Ky >
= 1t [% iyl1% 2 Fe < xy )
Et d'aprés 1'indgalité de Cauchy-Sc}marz,.
o< x,y >) << xiy >l < |11 11yl] |
Donc  [lxey 1 < (e Iyl 2 2l = =D

Ceci ach@ve de prouver le résultat cherché.

Définiiion 6. On appelle ‘espdce de Hilbert ou espdace hilbertien un espace preinl—

bertien complet pour la norme,

Lemme 6. Soit E un espace préhilbertien. Pouv tout % de E on a
el = swp {i<wy >] s yer et ||yl <2}
Par 1'inégalitd de Cauchy-Schwarz, on a

<z >1 < LIyl < fIxd] st flyl] <1,

Inversement, si x=0, ona < X,y >0 pour tout y. Et, si x#0 ét Y='” T s
o x
on a :
. :
Iivtl = . x]]=t
| [ xH]
et <xy > = SEEZ L1y
1l

Dfolt le résultat.

-~

Théoréme 7, Soient E un espace de Hilbert et 4 wne partie convexe fermde non

vide de E. Alors, pour tout x de E, il existe un unique point y de 4 tel que

He=yll = diz,2) = inf ||o-z}]
&4
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De plus, y est caractéried par :
{y€4 et ¥va€4, YPe <wyzy><01

Soit r = inf ||x-z||. Posons, pour ¢ > 0,
zEA

-

A= {z €A [x-z]| < r+e} # 9

Alors ﬂe est convexe et fermd. Be'plus, si z et z' sont dans Ae,

it _
z"=zzz estdans Ae et on a

Hxezl 2+ flaezt| %= ez 2500115 || ez -¢ 2012

| |x-2] | %+ -}1- [lz-27}}2+ -% Re < x-2",z-2' >

-

Hrezt| 15 1 1z-2' 1% 3 Re < xo2zmt >

21 jx-20 |2 L (2] |2

Bt pisque [[x-2"|| > 1 et |[|x-z|] Swte et [|x-z'|] <r+c on obtiemt :

; .
7 Hzez' 1% [lxez] 1% [lx-2t[1%- 2} fxeam] |2
2 5 2 y
< 2{x+e}"-2r°= 2e(2r+c)
| | ]Z-z' | |2 < de(2r+e)

Donc le diam3tre de AE est au plus Vde(2r+c).

Mlors, puisque E est complet, la suite A1 /n de fermés décroissants dont les

diam8tres tendent vers 0 a ume intersection non vide réduite 3 wmn singleton {yl.
On a done  ||x-yl|=r et y est le seul point dé A 2 distance <71 dex.
Si 2z est un point arbitraire de A, on a, puisqué A est ccnvexé,

y+t(z-y} € A pour 0 < t <1, Donc
eyt (zy) THE > 2% [lxey|)?

Hxyl 1% < JHaeyd -ty 112 [yl 12 oyl 122t Be < xoy,z-y >
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d'od t{ £} |z-y} IZ-Z f’}?,e < X~y,zwy > 1 20

et Re<xy,zys <% Hzyl)?

d'oll, en faisant tendre t vers 0,
| \(Re < X-Y,z~y > <0 pour tout z de A.
. Inversement, si wm point y' de A, vérifie
Vz €A @e < x—ly'-,Zey' ><0

on &, pour z=y, @,e <Xyt eyt > <0

.Mais.,,puisqué Q/E < Xy.y'-y > <0
coona Re < xy'yy' >+ Re< YXyy') <0

~ donc Re <yytyy > = |lyy'll <o

ce qui entraine y=y'.

Corollaire 8. Svient E wn espace hilbertien et F un sous—espace vectoriel fermé

de E. Pour tout = de E, il existe un unique point y de F tel que ||w-y|}
s0tt égal & la distance de x & F. Ce point y est caractérisd dans F par

[#2€F, <ay,2>=01 ; on Llappelic la projection orthogonale de = sur F,

Puisque F est convexe, 1'existence et i‘micité de y résultent du théoréme
précédent.
Beplilus, si <xv,z>=0 pour tout z de F, on & pour tout z' de F,
puisque z=z'-y € F | |
@e < xXy,2'-y > =0, d'oll le faif que y estla projectien orthogonale de x
sur F, d'aprés le théordme précédent. |
Inversement, si vy ést la projection orthogonale de x sur F, pour tout 2

de F, y+z est dans F. Donc

%(fi Xy, y+z}-y >} = Qe!k X-y,z > <0, .
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En remplagant z par -z on obtient
@e(<‘x-y,-z >) <0

d'oll @e@ X-y,z >}=0. Puis en remplacant z par iz, on a j[< X-y,z >)=0.

Donc < x-y,z >=0,

Définition 9. Deuw vecteurs dans wn espace Wilbertien sont dits Wtkog_onam; st leur

produit scalaire est nul.

Théoréme 10. Soit A ume pariie d'wn espace hilbertien FE. ['ensemble A* des vec~
teurs orthogonaux & tous les éléments de A est un sous-espace vectoriel fermé de E.
Pour tout x de E, 1l'application y -+ < YsX > est wne forme linfaire sur E,

continue puisque

f<y.x>) < =iyl

' Done M= {yl< y,x >=0} est wn sous-espace vectoriel fermé de B, et

L .
Ar=n aussi.
' x&’AMx

Théoréme 11. Soit F un soz;s-espac'e vectoriel de l'espace hilbertien E. Alors,
pour tout x de E, il existe une unique décomposition w=ytz avee yE€F et
2 € pe plus, on a alors ||s||%=] #1241 12112,

Si y est la projection & x sur F, z=x-y est dans F- dfaprés le
eorollaire 8, ..nvérsement, si ¥y+z aveC y dans F et z dans FL, on a |
<$Xy,u>=<z,u>=0 pour tout u de F. Donc ¥ est la projection oz;thégonale

de x sur F. D'oll 1'unicité de la décomposition,

1 1zl 122 Re < o5
Hy 1% (127

Enfin  ||x[|% < ytz,yez >

#

puisque y et z sont orthogonaux,
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Corollaire 12, 8¢ F est un sous-espace j‘erme de 1'espace hilbertien E, 1'ortho-

gonal (Ft g est égar & .

Si x est dans F, powr tout y de FJ' on a
<Y X >= <Xy >=0,

Donc F C (F'L)'L. Inversement soit x € (FJ'J I1 existe y dans F et 2z dans

pr tels que x=y+z, Alors X est orthogonal & z, et y aussi ; donc
O=<x2>=<y,z>+<z,2>=|[z}|2

D'loll z=0 et x=y € F. Ceci prouve que (FJ')"‘C F. Donc (F‘LT{'=

-Coroll_aife 13. 82 V est un sous-espace .de /A ’espaeé Wilbertion E, V est pavtout
cfenée ot et seulement si V= {O}; |
Puisque V est um sous- espace fermé, et que V'L est &gal a l'orthogonal de
V,ona V= (V‘L)
Donc, si vt {0}, V= foyts B, et si V=8 VJ‘" ﬁ?')']' gl {0}. En effet, si

X € EL, X est orthogonal & E ; donc < x,x > = |[x[[%= 0 et x=0.

Théoréme 14. Soient FE un espace hilbertien et F un sous—espace fermé de  E. -
- Llapplication Py qui d tout x de E associe sa projection orthogonale sur F
est une application linéairve continue de norme 1, sauf si F = {0} - auquel cas
HPFH = 0. De plus Py . est idempotente, c'est—-d~dive vérifie P?, = Ppe
Scient x,x' dans E, A dmms C, y,y' dans. F, z,z' dans. F tels que

x=y+z et X'sy'tz', Alors
Xex'=(yty ')+ (2z+2%),
et puisque y+y' est dans F, et z+z' dans FL, on a

Yy =P+ x ") =Py () 4P, (x")
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De méme )\xr-}gyﬂﬁ , et RWPF(}&X}#;PF (x)..

D'o 1a 1inéarité de Pp. De plus, puisque
2 yA 2
Hxb= [y 1zl

ona  |Pg@ ] = iyl < |Ix]]

Donc ||Ppl{ < 1. 81 BF={0}, ona PF-EJ dore | [Pgl{=0, et si F#{0}, pour

X €F, x%() on a

”PFXH= ”X” # 0, d'ob HPF” > 1.

Théoréme 15. Solent E wn espace de Hilbert et P une application linéaive de E
dans E telle que P=p et 12{] < 1. atore P est la projection orthogenale
sur un sous-espace fermé de E.

Soit F lenoyaude I-P et G le noyau de P (avec I 1'0perateur

1dent1té) Alors, pour tout X, on a
x=Px+ {(I-P)x

De plus (I-P}(Px) = Px-P*x=0 et P((I-P)x)=Px-P°x=0. Donc Px € F et
(I-P) x€G. '

Tout &lément de B "est donc la somme d'um éléméﬁt de F et d'un &lément
de G.Deplus, si XEFNG, ona Px=(I-P)x=0, donc x=Px+(I-P)x=0.

I1 en résulte que P est la projection sur F paralldlement & G. De plus
F et G sont des sous- esPaces fermés.
1

S'il existait un u dans ¥ mais pas dans G, et si h était la projec-

tion orthogonale de u sur G, on aurait h#0 et

Hu-hf] < lu-ol} = {]u]l
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Mais, puisque h€ G et u€ F, ona Pluh)=u
donc Hull = {{Ple-t) || < Jlu-h|] < {]ull

d'oll 1a contradiction. Donc F C G‘L .
Si maintenant x € 6%, ona xPx+(I-P)x od Px€ FC G- et (I-P)x € G.
Par unicité de la décomposition, on 8 Px=x donc x € F. Il en résulte que G'{'- C R,

Donc. F =Gt et P est 1a projection orthogonalé sur B,

Théoreme 16, (F. Riesz). Soit E un espace de Hilbert. Pour toute forme lindaire
conttrue [ sur E, 11 existe un unique point x. de E tel que, pour tout K
de B, f(y) = <y,x > De plus, la eorrespondance aiviet définie entre E et son
dual est tsométrique et antilindaire.

Si x € E, 1'spplication ¢, YW <y, x> est une forme linéaire sur | E,
de norme “‘f’xll =supl<y,x> 1 |lyl] €1} done .H%H = ||x]] d'aprés ;Le‘;
lerme 6.

Alors: ¢ ) = 6,00 + 6.4y}, Donc ¢

x+x
tf}b‘cf)’). = %¢,(y), donc ‘I’Axﬂ T, . L apphcats.on x b est donc antilinéaire et

.= ¢+¢x,. Deméme

1somtr1que de E dans son dual. Reste 3 montrer la sur;ectlvz,te.

Soit donc f ume forme lindaire continue sur E. Si F est le noyau de  f,
F est un sous-espéce vectoriel ferms, |

Si =0, F=E et f(y) = <y,0> pour tout 7y.

8i f#0, il existe wn point x_

, tel que f{x) # 0. Notons Y, 18 pro;;ec-

tion de X, sur P, ona y, # X, €t X -y, est orthogonal & F. Soit. -
:’Eixoi
X = ey (X - V)
L=,y 1
. fx,)) :
Alors XX T e g s XY >

TN
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et pulsque Y, est dans F, donc orthogonal 2 X5 ¥gr
£f{x) . -
<X X > = < Xy V%Y,

> = £(x).
° EIRY °

0
De plus, si f(y)=0, y est dans ¥, donc orthogonal 3 ‘X et

£y) = < y,x >. Il en résulte que la forme linSaire g définie par

gy3=Ey)-< v,x > est nulle sur F et sur X, Bt puisqné E est some directe

de F etde C. Xy 8 és‘z; identiquément nulle, Donc f——-d)x.

Définition 17. Sott E un espace hilbertiem. Une fonction de EXE dans C est

appelée forme sesquilinéaire sur E si la fonetion x ~+ flz,y) est lindaire pour

tout y, ainst que la fonction y + flx,y) pour tout .

" ‘Théoréme 18, Sotent E un espace hilbertien et § une forme sesquilinéaive sur E.
Sz
= swplif] s Hell <2 et [yl <73 <4
il existe une unique applicaﬁion lindaire continue A de E dans E, telle que
pour tout x et tout y de E,
fle,g) = < &ey,y >
De plus |}4]] = m. |
Soit x dans E. L'application y b fg‘x,}r"} _és‘t e forme lindaire. Et

puisque, pour x et y;

{f(”x — [mm__l_..__.'...'..'lf'l:”_gm
PR T IR T
donc Gy <L iixl ]Iyl

la forme lindaire ci-dessus est continue de norme au plus M.[]x||. 11 existe
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donc un point Ax de E tel que pour tout vy,
TEY) = <y.hx> et ||Ax]]| <M. |]x]]
clest-3-dire £(x,y} = < Ax,y > .7

On vérifie sans peine que A est linfaire. Donc A est coﬁtinué de norme au plus M,
De plus, puisque |< Ax,y >| < |[Ax|].I}y[| < [A[L.1]xll.]lyl] ona

M< {{All. Donc [|A}] = M. si, enf,in, < Ax,y > = < A'x,y > pour tout X et tout

¥, on a, avec y=he-A'x, |]Ax-A'x]|%= 0. Donc Ax=A'x, Bt puisque x est arbitraire,

A=A, | |

Théoréme 19. Solent E un espace hilbertiemn, et q wune fonction de E dans C,

bornée sur la boule unité de E, qut vérifie

glix)=q{x} pour tout x de E

qlztyltqle—y)=2q(n}+2q(y) pour tout =z et tout jy.

Alors il existe une wiique application lindaire contimue A de E danse E telle

que, pour tout x de B,
gie) = < Ax,z >
81 q(x) = <Ax,x > pour tout x, om doit avoir

q (ery)+iq oriy)+iZq (x+1 %) +15q (et )
= < Ax,x >+< Ay,y < AX,y > XAy >

+ i< Ax,x >Hi< Ay,y >+< AX,y i< x By >

+12< Ax X >+12

+13< Ax,x >»-i-3_3

< Ay,y >+< AX,y >¥< XAy >
< Ay,y >4< Ax,y >+1z< XA >
=4< Ax,y >

On doit donc avoir

< Axyy > = % [qCxy)+iqlreiy)+i®q (eriZy)+i (xeiy) 1
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ce qui domne l'unicité de A si elle existe.

On va montrer que la fonction £ définie par
1 e risovaz o2 .33
£0x,y) = ¢ la(eey)+iq(xriy)+i®q (eeiy)+i g (x+i%y) |
est une forme sesqullmealre sur E.
Ona  £(0,y) = g Lat)+qliyii%ea 3')+1 W@ 1 =0
, ] Yeqliy)=a(idy)=q (>
- puisque q(y}=q(1Y)—q(1 J=q{i%y).

On a aussi £(ix,y) = x [q(ixry)+iqixriy)+iZq (ixei ) +i % (i By) |

% [ -iq(e-1y)+q (ery)+iq (xeiy)+i % (eriy) |

)
13 k X
Enfin, flutv,y)+£(u-v,y) = T2 ik[q(u+v+i yi+qu-v+ity) 1
a - _
3
= 11 N2y |
Q
= 2f(u,y)
Done avec uw=v, f£(2u,y)=2f(u,y)
Et £ y)+E(r,y)=f( S+ BV y)eg( BL - BV )
=2£( -‘%— V)Evy)
I1 en résulte que £(.,y) est adchtlf On en déduit que f( E—» Y= E E(x,y) si

pEZ et qEN.

Par silleurs, puisque
© qG0Y+q(x-0)=2q(x)+24(0), on a q(C)=0
et qldtq(x-0)=2q(x)+2q{x), on a q(2)=4q(x)
Donc ECx,2y)=4E(x,y) et £(x,2y)=2£(x,y)

d'on £G,y)=2e (x, T )
.
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I1 en résuite, avec 27 > iyl que puisque q est bornée sur la boule

wité de E, f est bornée pour ||x}| S% et |lyl} é%- , donc que x » £(x,y)
est continue, - o

On & domc  £(tx,y)=tf(x,y) pour t €R, et puisque F£(ix,y)=if(x,y),
EQx,y)=af(x,y} pour A €C. Donc x -+ f{x,v} est lindaire,

De plus

' 3
Toy) = 42 17K qeeily) - 721770 o)

O rn

la démonstration précédente montre, en Schangeant x ot y, que, pour x £ix8,
Y > £(x,y) est linfaire. Donc £ est sesquilin€aire, et bornde powr ||x|]| <1
et |lyl| < 1. Il existe donc un unique opérateur linfaire contimu A tel que .

£x,y) = < Ax,y >
Finalement,
| £{x,x) = ;1[ [q(x+x)+iq((1+1)x) - (x-x) -iq ((1-1)x) ]
et puisque 1(2J=4 (), a0 et q((+D)x)=q((1-1)x)
car i(1-i)x=(1+i)x, on a £(x,x)=q(x}, donc |

q(x}=f{x,x). = < AX,X >

Théoréme 20. Soient E wun espace hilbertien et A -unm opérateyr continu sur E.
*
Il existe un wnique opérateur A sur E tel que, pour tout x et tout gy,

#*
<Ar,y > =< x,Ay >

*
4  est appelé lladjoint de 4.

L'application £ : (x,y) b < AX,y > est wne forme sesquilingaire borne.
I1 en est donc de méme de  (x,y) b Ty, %). D'aprés le théoréme 18, il existe donc
unt unique opérateur A* tel que F{¥,x) = < A*x,y >,
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% *
Ponc ALY > = f(x,y) T <Ay, x> =<xAy >,

Théoréme 21, Soit E un espace hilbertiem. L'application A + 4 sup c&( E} est
7 %
wne involution. Munte de cette involution, 1 falgébre dAE) est une C ~algébre.

11 est clair que .(A*)*-—- A, Ensuite

AL = s < Axy >) = s < xA'y 5[ = |[A7]]
xll<t Hxl
|yl <t Hy| <t
* % * * .9
B [AIZ=lALL A" > 188" > s <m'xx> = swp [|A"H]
- i< T ale

| UL
Do |[aaT]] = []afj%

Puisque < (ApA) Xy > = < X, (gAY > = < Ay > + < XAy >

]

< A::x,y >+ < A;x,}r >
< (A:‘“A;}Ks}f >

i

on a gy A
De méme < (M}*x,y PE XMy >= N <XAy > =< "J«"A*x,y >
P
ona (M) = T

. * * %
Enfin < A1Azx,y >= < Azx,A_‘y > = < XA, A1y >
&
. R (A'iAZ) y >
d'on CAAY =K A

Théoréme 28. Sotent E wun espace hilbertien et 4 un opérateur continu sur E.

Alors A est hermitien si et geulement 8l < Aw,x > est réel pour tout z de E.
Puisque < A*x,x >=<hX >, ona < (A*-A]x,x >=0 pour tout x si

< Ax,x > est toujours réel. Le rBsultat d'unicité du thdoreme 19 donne alors

%
A -A=Q, Donc A est hermitien.




Inversement si A =A, on a pour tout - x :

< A X,X > = < AX,X > = < AX,X >. D'oii le résultat cherchs,

_ 'Théoréﬁe 23, Soient E un espace hilbertien et P un opérateur contimu idem=
potent sur E, Alors P est un projecteur orthogonal si et seulement 3¢ P est
hermitien. ‘

Si P est 1e projecteur orthogonal sur um sous-espace fermé F, on a pour

tout x de E,
X=y+z, avec Px=y € F et zeF'L
' 2 _ 2 . ot
Donc < Px,x > = <y,y+z > = |jy|]* <y,z > = [|y]|“ &R

Ceci entrafne que’ 1?=P* d'aprés le théorgme précédent. :
* *
Inversement, si P=P*, on a P=P%=PP", donc FiPll=]|pp ||=HPH2, dtodx
[{Pl}=0 ou ||P]}=1. Bt P est w projecteur orthogonal d'aprds le thdoréme 15.

Théoréme 24. Soient E wun espace hilbertien et 4 wn opérateur continu sur K.
Alors
a) A4 a un espace image dense si et seulement si A est injectif.
* ’ ,
b) A  est surjectif si et seulement s'il existe un o > 0 el que
‘pour tout x= de B |laxl] = e.|]af].
* L
e} Ker 4 = A(E)™,

Prowvens d'abord c). Pour x € B, A x=0 est équivalent 3
Vy, < A*x,y >=< XA >=0,doncd x€ A(E)"L.
En appliquant c) et le corollaire 13 3 A*, on obtient a),
Supposons maintenant qu'il existe ¢ > 0 tel que, pour tout X,
[Hax}| = c.|]x|]. Alors A est injectif, donc A" d'image dense d'aprés a). De

plus, si F=A(R), le sous-espace F est complet “donc fermé : en effet, si (y)
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estt.mesuitedeCauchydans F,ona O-= 11mHy-yl|> HX-XH si
YA, . Donc la suite (x ) est de Cauchyr,l gzmconverge vers wn X, Alors (y >}
converge vers Ax., Alors A est un isomorphisme de E sur F, Si B, est 1'opé- -
rateur inverse de A de F sur B, B = B PF vérifie BA = I, donc A*B*=I*=I.
Il‘en résulte que tout x de E est 1'image par A* ~de B*x;

Inversement, si A" est surjectif, il existe, d'aprés le théorSme de Banach
(chapitre II - théoréme 1) m c'> 0O tel que, pour tout z tel que Hzl| <¢, i1
existe y avec |[ly]l €1 et _z=A*y.

Dlold, pour x dans E :

Ax|] = < AX,y >} = <x,A*'>
x| ”;ﬁqgi y >} “;ﬁg[ y >}

> s |<x,z5] = c ||
His o

Defzmtwn 25, Un opémteur U sur 1l'espace de Hilbert E est dit uwnitaive si

UU "’U U‘I

Théoréme 26, Un opérateur U est wnitaive si et seulement si U est isométrique
et surjectif.
. - L - - - - . - * - -
Si U est unitaire, il est inversible, d'inverse U , donc surjectif. De

plus, pour tout x de B
2 - * - - 112
Hux||% < ux,Ux > = < U Ux,x > = < x,x > = | =]
et U est isométrique.

Inversement, si U est isomdtrique et surjectif, il est inversible et

&
< U Ux-x,x > = ![Ux”z« xl1%= 0 pour tout x

~1

% % #
donc UU=1 et U '=¢. Done BU=UU=T1I,
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Définition 27. Un opérateur A sur llespace de Hilbert E est appelé une

. . o 21 .8 1% .
teométrie partielie st A A est un projecteur orthogonal.

Lemme 28, Soient E un espace de.:EiZbert et A€ J(E’). Alors A*A egt un opé-
rateur hermitien de noyau Ker A et d'image demse dans (Ker at,

Puisque (A'A)'= KA =AA, AA est hermitien. §i Ax=0, A Ax=0. Donc
Ker A C Ker(A'A). Inversement, si A Ax=0, on & < A Ax,x > = |}Ax]|%= 0, d'ob
X € Ker A, Bt Ker(A'A) = Ker A,

Puisque A'A est hermitien, il résulte du théoréme 24 que Ker A A=A A(E)Y,
donc du corollaire 12 que m} = Ker (A*A)'i'.

Théoréme 29. Si A est ine isométrie 'partieZZe, il en est de méme de 4.
L'opérateur AA* est hermitien. Pour voir que AA* est un proj ecteur or-
thogonal, il suffit donc de montrer que (AA )2 AA or (AA ) = A, (A A] A .
Si A A ‘est un pro;; ecteur orthogonal, c'est le projecteur orl:hogonal sur
F= Ker(A A) = Ker A= A (E) |
Alors, si X€E et y=A'x, ona ¥y € F, donc A*Ayay, et
| " 2.x = AQATY) = Ay = A"k, D'ol Te résultat.

Théoréme 30, 51 A est une isométrie partielle, il existe wn sous-espace fermé F
de E tel que |

al de =0 et wmeF

b) |4} =] |=]| o2 zx€F

Inversement, un opérateur qui vérifie ces conditions est une isométrie partielle.

*
Si AA=PF,0na,pour xEF"'

x| |3 < AAx,x > = < Px,x =0, d'od Axe0
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etpour x€F
| | - ,
HAx 1% < Ahegx> = < Pxyx > = < xx > = [x]]2

X 9
Inversement, si z € FL, <A Az,z > = ||Az]]|% 0
. - . . . * : 2:
etsi yeF: <Aty > = il iyl <y

* i .
D'aprés le lemme 28, on a, pour tout x, A Ax € Ker A™, Donc, si x=y+z

avec y&F et zEP"L

¥ ¥ * L *
CAAXx>=<AlAyy >+ <Ahzz>+<Ahay >+ <Aly,z>

=LY P E LYyt > = < PFx,x >

* *
Et, puisque pour tout x ona < (A A-PF)x,x >=0,ona AA= Pr.
Cn désignera, jusqu'd la fin de ce chapitre, par H un espace de Hilbert,
On va maintenant donner une démonstration simple du théordme suivant, qui

* .
résulte aussi du fait que toute € -algdhbre est hermitienne.

Théoréme 31. L'algébre aﬁw) est hermitienne.

Soit A€ o (H). Pour tout x de Hyona < AA*x,x > = Hﬂ}*x{ |2 >0,
& 2 2 % *
Done < (TaAA)x,x > > |[xf]® et |]x||® << (zeAA)x,x > < [fx]].[] (+A"R)x] |,

*
Dlodt || (I+AA")x[| > ||x||. I1 en résulte que T=I+AA" est injectif, et, d'aprds le
* ) .
théoréme 24, que T=T est surjectif. Donc. T est inversible, ce qui prouwve que

a&j () est hermitienme.

Lemme 32. Soit A € 96 (B)  un opérateur normal. Alors, pour tout z de H,
* *
[z} = |14 =)|. Bn particulier Ker A = Xer 4.
I
Puisque AA = A'A, on a

x| {2 < Ax,x > = < KR, > = < Px,x > = [[a%x0 |2

Donc x € Ker A +» [AX[] =0 += HA*xH =0 < x€FKerh.
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Théoréme 33. Soient 4 € gfffﬂﬂ} P un sous-zspace fermé de H et P le projec-
teur brtkogondl-éﬁr F. Alove les propriétés suivantes sont équivalentes :
) AmcF et arhcrt
W) MFE)CF et A (R CF
tii) AP = PA,
-1} = ii)- A{FJ‘) C Fest équivalent 3 Vx € FJ", Y E€F <Ax,y >="0donc i
* . ) #* '
¥x € F, WE€F <Ay,x>=0, clest-i-dire 3 A (F} C Ft s p,
-i) = iii)- Sofent X €H, yPx € F et z=x-y € F', Alors Ax=Ay+Az, Ay € F
et Az € Fh, Donc, par unicité de la décomposition, Ay=P(Ax}. Donc P(Ax)=APx.

-iii) = i)~ Soit x € F*, alors PAx=APx=A(0}=0. Donc Ax € Rer P=F'. Et
puisque A(I-P)=(I-P)A, on a de méme A(F) C F,

Théoréme 53, (Décomposition polaire). Soit A € af%EU..Ii existe un opérateur her-
- mitien positif T et une ieomdtrie partielle V, de noyauw Ker A et d™mage ACH)
tels que A=V.7,

* ; & » - - ’ - 4 4
L'op8rateur A A est hermitien positif. Si T est sa racine carrée hermi-
op po _

tienne, on a, par le lemme 28,
% 2 % :
Ker T=XKer TT=Ker T Ker AA=Xer A

et
, |
ITHY = (Rer T )™= Ker T= Ker A,

Si y € T(H), il existe x € H tel que y=Ix. Alors
axt 2 < A% > = < 1hox > = < T > = ||l = [y 12

Bt si  yoTeTx', ||Ax-Ax'|]% ||Tx-x"}[? = o.




~74-

I1 existe donc mme application V o de T{H) dams A(H) telle C{ue |

V,(Tx)=Ax. Cette application est clairement lindaire, et on a vu que ][Voyl [={iy]1.

L'application V se prolonge par continuité en ume isomdtrie lindaire de

TE) sur VOETIHE = K{H).

Si-P est le projecteur orthogonal sur T(H) = Ker A‘j’, VO.P=V est wme isométrie

partielle de noyau Ker P = Ker A et d'image A(HJ. Et puisque PT=T, on a

VI=V,PI=V.T=A.
o
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Chapitre VI - Parties orthonormales

Dans tout ce chapitre, H désignera un espace de Hilbert.

“Définition 1. Une partie A de H est dite ovthovormdle el tout point de A est

de norme 1 et si deux pointe de 4 sont orthogonaus dés qu'ils sont distincts.

Une pariie orthonormale de H est appelds Bdase ovthonernale si elle engendre

un sous—espace vectoriel dense.

‘Lenme 2. Une partie orthonormale est libre.

n
Supposons I A. a.= 0 - avec aj €A,

Alors, pour k e 1,2,...,n
n
0=¥kj <aj’ak>=)‘k‘

Done hk=70‘ pour tout k.

Théordme 3. 8¢ A est une partie cvthonormale, on a pour tout "z de X B

L |<ma>i® < [lz]]? < w0

De plus, ® |< ma >|? est ¢gat @ |l|a|l? oi et seulement si x est adhérent au
oA S :
sous—espace vectoriel engendré par A.

Soient J ume partie finie de A et P 'y 1a projection orthogonalé sur le

sous-espace V engendré par J . 81 x estdans H, on a pour yePx

YaE€Jd ' <y,a>=<PJx,a>=<x,PJa>z<x,a>
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et si (C) gey Sont les coordonndes de y sur labase J de V, ona

y=% C_.a
acy @
donc <y.@ > =C, pour a€A,
Et puisque
2 2
HYI["IIEC-aII-Z C-G<ab>=3 |c|
a€J a,beJ acJ
= £ f<yia it =3 [<xa 5|2
asd asd
Done” 2l x> = [ly]1? < |x])?
‘ as]
. yA 2
Et puisque sp I |< x,a > < |[x]]
JCA  8&]

la famille (|< x,a >|2)aEJ est soamnable,- de somme au plus ||x| Iz.

©8i Hxll =5 |< x,a >{ » i1 existe pour tout £ >0 wm J fini dans A
asA

tel que E[<xa>] >Hx!|2-e.Alors si y=Px, ona||y||2=a§}{<x,a>lz,

et Hx[[2=[!y|[2+l[x—y|}2. Donc | [|x-y]|% < &%, Ceci prowve que x est 2 distance
< € de 1'espace engendré par J, donc 3 distance mille de 1'espace engendré par A.

Inversement, si x est adhdrent 3 1'espace engendré par A, il existe, pour

. n
€ > 0, une combinaison linSaire finie z = % }\jaj telle que ||x-z|| <e. 81 J
1 - -

est {aj,...,an} et y=Pmx, on a
2
Heyl]% < ez} ]2 < ez
Donc Hxl2 < flyl1* + ef =2 |<x,a % + €%

asy

Ceci ach8ve la démonstration.




-77-

Théoréme 4. Tout espace hilbertien posséde une base orthonormale.

Soit (J 1'ensemble des parties orthonormales de H ordomné par inclusion.
Alors 0 ‘est inductif : en effet, si '(At] te7 ©St ume famille totalement ovdonnée

de parties orthonormales, A = U A, est clairement orthonormale.
€T .

T1 résulte donc du théordme de Zorn que toute partie orthonormale, en parti-

culier @, ou {a} si [|a]|=1, est contenue dans une partie orthonormale maximsle.

On va montrer qutwne partié orthonormale maximale est une base ortﬁonomalé.
§i A est maximale dans Q,etsi V est 1'espace éngendré par A, ou bien V=l
auquel cas A est une base, oubien V# 8 et Vv # {0}. si a € v avec '
Haol [=1, il est clair que AU {ao'} eét orthonormale, contient A et ne Iui est

pas égale, car a, £ A, Donc A ne peut &tre maximale.

Théoréme 5. Soit A une base orthonovmale de H. Alovs, pour tout x de H, la

familie (< a;_,a.->.a) acs €8t sommable dans H, de somme .

oma [|x[|?=zx {< x,a >|2'< +o d'aprs le thdoréme 3. Pour tout € > O,
a€A o

il existe J fini dans A tel que I |< x,a >|%3> ||x|[? - e.
acJ o

Alors, pour ‘toute partie finie J' de A contenant J, on a, si

Yy=X-~-L<X,a>a

acJ!
<y,b>=0 si bEJ
<y, b>=<x,b> si beA~J
Donc 12 =2 J<yb>? =1 J<xb>?<e?
' ' h€A beA

bgT*

clest-a-dire que |[x - I <x,a>.a]|<¢
CIAR
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ou encore que la famille < x,a >.a est sommsble, de somme x.

‘Théoréme 6. Soient A wune base orthovormale de H et (ka)aEA wne famille de
nombres complexes de carrés sommables. Alors la famille ( A0l ey e85t sOMmMAble

dans B et sq sonme x vérifie pour tout a

< La =X
* a

Puisque H est complet, il suffit pour prouwver la sommabilité, de montrer

qu'il existe pour € > © me partie J de A telleque || T ,}‘a'aH <& pour
' ' ag] ' '
toute partie J' finie et disjointe de J.
or Hz aeall?=2 i<z g?-x Iy
- . a&Jt a€J

acJt & aea
Il suffit de choisir J tel que

2 2 2
2 A=z A"~
acy & ach @

Soit x la somme de cette famille. On a, puisque ¥y + < u,a > est linSaire
et contimue.
<x,a>=1 <M.ba>= A

beA

Corollaire 7. Tout espace kilbertien est i{sométrique & un espace Eg.

Seit S une base orthonormale de H. Soit & - I'application de H dans ¢S

définie par
e(xy=(< %2 >} o

Alors ¢ est & valeurs dans Rg, d'aprés le théoréme 3, ainsi qu'isométrique. Elle

est clairement linfaire, et surjective d'aprds le théoréme précédent.
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-On va maintenant généraliser ces résultats 3 des familles de SOUS ~eSpaces .
deux & deux orthogomaux, mais pas nécessairement de dimension 1.
Soit V une famille de sous-espaces fermés de H dewx 3 deux orthogonaux,

c'est-3-dire :

wel, wel viw=vow

Théoréme 8. Pour towt = de H, on a

' 2 2‘<+oo
ng,lvamH < [la}]

Liégalitd a lien si et seulement si =x est adhérent & la somme des &ldments de Q?/f

Smt "j une partie finie de ‘:U/ Si W est la somme des éléments de g on

vy v

a Py=12 Donc si y=Rx

_nxnz > [lyif? - 1k3 van%.:vgj lBxl1® puisque

<BxP,x>=0 pour V' #V dans | . D'ed

: 2 A
w LI, P < | x]]
f]sc*l}'vefj v
. Et si onal'egallte, il existe pour € > 0 un (jtel que E'f’} IPVxH > [|x|l2~a .
Ve
Donc

ey 2 = Hxl? - (vl 12 = ()2 -nganxuz < ¢?

La distance de x & 1'espace engendr§ par la réunion de qf/est donc infé-
rieure 3 tout g > O,

Inversement si x est adhdrent 4 la somme de Q}/ , il existe pour ¢ > 0

oz € Ve, V= W tel que |lx-z|] < ¢,
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Alors, pour ﬁ —{VT,...,V} et y=Py¥, on a

2
Haeyl]? < |x-2]|? <

I} |2 -vgsnpvxu%e

Ceci termine la démonstration,

yA

Théoréme 9. Soit (x } ey we famille de points de B telle que % € v pour

tout v de ’Uret que Eq}“x 11? < 4. 420rs (xz,) est sommable dans E et sq

somme x vérifie %, T Bt

Comme plus haut, puisque H est complet, il suffit de montrer pcu;r €>0

1'existence d'un ﬂ dans Y te1 que ||} }_."jxvliéa si "J'ﬂtj=ﬁ.
H .
Et puisque 23' - [1%== X:j HxV[i car (x,) est une famille d'éléments

deux 3 deux orthogonaux, il suffit de choisir ‘j tel que

2 2
o= Jix |-
vej Y ve-"u" v
Enfin puisque . Py, est linaire continue, Pyx = Z!{}' PW(XW] = X puisque PV(E,‘,)"’O
We
si W#V,
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' Chapitre VII - Théorie spectrale des opérateurs normaux compacts

Définition 1, Soient E wn espace de Banach, B sa bbu?e unité, et T wun opéra-

teur linéaire de E dans E. On dit que T est compact st T(B) est relativement
eompact dans E.

Théoréme 2. Sotent E wn espace de Bamach et F un sous-espace vectoriel de E.
Alors F est de dimemsion finie &t et seulement 8i la boule wnité de F est rela-
tivement compacte dans B,

51 F est de dimemsion finie, il existe (ui,...,un) me base de F et um

momorphlsme ¢ de C* swr F:

$Oqseea,d ) =

--tM!‘-'i

Alors ¢ est continue : Hé(k?,...,kn)ll <3 1x}.t.||ujH
<3z Il-l'mpllu-ll

.Bt puisque la sphére wits de % est compacte ([} IZI l =1} est fermé et borné},
la fonction A » [le) ]} qu:. est continue et stnctenmt positive a un minimm.

8 > 0. blol |[{e(M)]] > s. E {k [, ce qui entralne que ¢ est bicontinue. Si B est
“la boule unité de F, ¢ }B) est ferme et borné dans (.‘.n donc compact, et

B = ¢{¢ (B)) est compact, donc relativement compact dans E,

Inversement, si F est de dimension infinie, on construit par récurrence wne

suite (xn) telle que, si V  est 1'espace engendré par '(x1,...,xn) s On ait

Hx [l=1 et ]Ixn~y[[>1 pour y dans V..
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En effet, si v, est déterminé {V0= {0}), on a Vi # F puisque V,, ‘est de dimen-
sion finie et pas F. Si y € FNV , I'ensemble X = {z € V.| |[z|| <2 {{y |}
est compact, puisque V. est isomorphe 3 C*. Donc la fonction z > Ha-y,ll y

atteint son minimm en wn point Zye Et puisque
| Iyn-zg | < Iy -0l
et que pour z EVn\Xn
Uzl = Hall=liy 1 > 2Hy H-Hy =1y 1
on a, pour tout z de v,

Hyy-zll 2 v,z 1) > 0

Y02

donc, avec xnﬂsm \ Hxn+1”'=1
o o '
et | Yz €V X *Z'—‘—'--—j-—-—-“i}"(z"'”}"zllz)]
; n Tt ” -z H n O n o
Tn %o
d'olt lx0p72l] > 1

On a donc, pour nfp, Hx X, H > 1. Donc la suite (x,} ne posséde aucune
sous-suite qui soit de Cauchy, dmc n'est pas relativement compacte dans E. Et, a

fortiori, la boule wmité de F n'est pas relativement cempacte dans E.

Corollaire 3. Soit F un espace de Banach. Alors F est de dimension finie &i et

seulement st l'identité est wn opérateur compact sur F.

Ceci résulte immfdiatement du théordme précédent,
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Théoréme 4. Sott H .un espace de Hilbert. Un opérateur 4 sur H est compact st

et seulement si A est adhérent dans 45 (A) aum opérateurs de rang fini.

Soit A wm opérateur compact. S1 B est laboulede H et & >0, il
existe, par compacité de A{B), un nombre fini (xi,...,x ) de pomts de  A(B)

tels que tout polnt de A(BY soit & distance au plus € de 1'wn des x}.

Soient alors V 1'espace engendré par (x,,.. +»X ), qui est de dimension
finie donc isomorphe 3 &P (pour m p <n), donc complet, donc fermé dans H, et
P la projection orfhogoﬁale sur V. Puisque P est de rang fiﬁi, il en est de
méme de PA. Seit y un point quelconque de B. Si x=Ay, il existe i tel que
Hx-xj” < g. Donc, puisque_ x; €V, Hx-px|]| < [[x~x;il] < e, et ||Ay-PAy|] < ..
11 en résulte que |{|A-PA| <e.

Inversement, si A est wn opérateur continu de rang fini, 1z boule umité
B1 de l'espace image de A est compacte, et A{B) est contenu dans wm homothd-
‘tique de B, ; donc A est compact,
11 suffii: donc de inontrer qu'un opgrateur adhérent aux oprateurs compacts.
est lui-méme compact, -
Soient ﬂ{ () 1'ensemble des opérateurs compacts, A€ m et £ > 0. Il existe
A € X ter que HA—A I % » et, puisque A[(B) est compact un nonbre fini
(x1,.. “ %y } de points de .B tels gue tout pomt de A1 (8) 5011; a dlstance au plus
% de 1'un des Agxs. '
Alors, pour tout x de B, il existe j tel que ”A;X“Agx}-” < -g- .
Donc
g 1< acgs] b a1 A4

| *SZHAJ.}[ + u;.e

I1 en résulte que A(R) est précompact, donc relativement compact puisqie

H est complet.
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Théoréme 5. Si H est un espace de Hilbert, I{ (H) est un iddal fermé bilatére

de aé?(ﬂ?

Il résulte du théorime ?récédént que ‘j{ ®m 'est fermé dans £® Pour

montrer que ﬂf () est un idéal bilat@re, il faut montrer que si Ay et A,
sont dans 9 (D et T dans OCD(H); Aythy, AT et TA, sont dans ®.

8i A‘l et Az sont compacts, . Kﬂﬁi et 'KziBi sont compacts, et
A{(B} x A,(B} aussi. Donc 1'image de A1iB§ x AziBi par l*applicafion (x,¥} » xay
est compacte dans H, et contient {A1+A2) (B). Donc Ag*A, est dans (K. (7).

Si Te -{f(H),et si a={|T}], A"“TTTB C A K[TB). Et si A(B) est compact,
il en est de méme de A&, {(B}. Donc AT € fﬁ:(ﬂ}

Si T est comtimue, 1'image par T du compact EﬁBi est compact et con-
tient TA;(B). Donc TA, est compact.

Théoréme 6, 5i H est un espace de Hilbert et 4 € a(',ﬂ (H), l'opérateur A est com—

' * _ .k
pact si et seulement st A A est compact, et si et seulement si A  est compact.

. * Ao 4 o
Si A est compact, A A est compact d'aprds le théordme précédent. Inver-
. * . - .
sement, si A A est compact et si (x } est ume suite dans la beule mité de H,

11 existe ume sous~suite (v } telle que A" Ax, ~ converge.
Ty

Alors - lim HAAx —AAx l[-o
Jokoeo J
et puisque Hx X, H<2
J

X >{<z|lAAx —AAX [1+0

o -ax {]2 |<AAX AAx , x
1 B ey B

I1 en r&sulte que la suite (Axn ) est une suite de Cauchy, donc convérge.
Et pulisque toute suite (Axn} dans A(B) a ume sous-suite convergente, A{B) est

relativement compact, Donc A€ 3{_&0 .
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Si .A* est compact, il en est de méme de ATA dlaprds le théoréme 5, donc
" * *
de A d'aprds ce qui précdde. lLe méme raisomement appliqué 8 A prouve que .A

est compact si A 1'est.

Lemme 7. Sotent H un espace de Hilbert non véduit & {0}, et A un opérateur nor~
mal compact sur H. Alore <1 ewiste N\€C et w€H tels que ||w]l=1, |A|=]l4]]
et Aw=iw. - ' | | ‘ | _

De plus, e2 X # 0, le sous-espace propre .Vf ﬁ_aciAm-"—'M} est de dimensgion
finie. - |

Le lemme est clair si [|A]|=0. Sinon, il existe x, dans H avec

Hxgll <1 et [lax || > [all.
Si P est la projection orthogonale sur Ker A‘L, on a

”PXnH <1 et X,~PX, €Xer A donc Ax =APX .

Quitte 3 remplacer X, par Pxn? on peut donc supposer X, € Ker at,

De plus, puisque A - est compact, la suite (Ax ) 2 wne sous-suite conver-
gente, et quitte 3 remplacer {xn) par la sous-suite correspondante, on peut -supjgo—

ser que {Ax ) converge vers un point u,
Alors, nécessairement, |[|u|] = lim Hﬁxnl!‘-*-'HAH

Soit V 1l'ensemble des y de H tels que la suite (< KoY >} soit une
suite de Cauchy dans C. Alors il est clair gue V estun Sous-espace vectoriel
de H. | 1

De plus, V est fermd : en effet, si Y, € V et >0 ilexiste yevVv.
tel qﬁe Hyo-y[] <§» et N telquepour n et p=N |< X Y >< X,5Y ->[< -g-
Alors, si n et p=>N,

I<%%ﬁ<%mg4@k%mﬂﬁhkﬁﬁ><%ﬁ>M<%m%>l

< Uyl g D+« xy >-< x>

<2. 5+ E=¢

3 3
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Ceci prouve que (< XY, >} est wne suite de Cauchy, donc que y o E V.

51 y€A (H), ilexiste z€H tel que y=A z.

N .
Alors <xn,y>=<xn,Az>=<A:cn,g>+<n,z>

Donc la suite (< X,y >) converge, et y € V. Donc 'V O AT(H) = Ker A,

Si y€Ker A, ona < X, sy > =0 puisque X, € Ker At. Donc y €V, Et
puisque 1'espace V contient Ker A et Ker AT, on a Vel

On peut donc définir, pour tout y de H,

6} = lim < Xys¥ >

nsw
On a clairement $(yty')=9(y)}+¢(r'), et ¢(Ay)}=X$(y). De plus, puisque pour tout n;

< %y > < Hxf Lyl ] < iyl

ona lee | < fyii.

I1 en résulte que ¢ est une forme lindaire continue sur H, donc, par le th'éoréme
de Riesz, qu'il existe vn v telque |[v|{=[[F}]| <1 et W F) =<y,v>,
clest-a-dirve ¢{y) = < v,y >,

Si1 z€H et _y'-=A*z, on a

*
<u,z>=lm <A,z >=lim<x Az > = é(y)

T1-¥ee 1

il

<v,y>=<v,A*z>=<'A\r,z >
- Donc ~u.=Av. Et ﬁuisque Ilvl] <1, ona

HALE = {lull < [all.Hv] | < (1Al
d'od {lv|] =1 et lavl] = 1AL, c'est-3-dire

* Z
<AAv,yY > = < AvAv > = [[A]]“ <v,v >
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et, si onpose T = HAHZ.I - A*A,
< Tv,v > =0,
‘.Par ailleurs, puisque pour tout x de H, on a
<Tox > = AL ? - < A%x> = a5 =2 - a2 >0
on a 1'inégalité de Cauchy-Schwarz relative 3 - x,y) + < Tx,y > ¢
[<'I‘v,x>|2€<'hr,v> . < Tx,x >

d'od < Tv,x >=0 pour tout x de H, Domc Tv =0,
Soit W = Ker T. Alors W est un sous-espace fermS de H.
i . #*
De plus, puisque A est normal, A commute avec T, ainsi que A . Donc, pour

tout x de W,
* *
Mx=ATx =0 et TAx=ATx=0

clest-3-dire AXE W et A*x € W, On a .donc pour tout x et tout y de W,
<Ax,y > =< x,A*y >, Ceci montre que, dans 1'espace hilbertien W, la restﬁctian
de A" a Wl'eSt 1'adjoint de la restriction de A & W, donc que A]W est
normal. |

Si Ao est compact et A # 0, le sous-espace F = Ker{A o AL} est de

dimension finie. : en effet, la restriction de Ac i F est compacte, ainsi que
,}Aolp, qui est 1'identité de F ; d'ol le résultat par le covollaire 3.

En particulier pour A = A'A et A= {1al [2, on obtient que W est de

- dimension finie, et pour A = A et X #0, que V, est de dimension finie.

Puisque W est de dimension finie, et que AW} C W, la restriction de
A 32 W a au moins un vecteur propre w de norme 1 pour e valeur propre A,

puisque vEW et ||v|] =1 entraine que W # {0},
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Puisque (A -AI) est normal, on a par le lemme 31 du chapitre V,
W € Ker(A - AL) = Ker(d® - X1)
donc Aw = dw et A*w = AW, ou encoré
A = A T = [ %

et puisque W€ Ker T, A Aw = HAI[Z.W, donc |{A]] = [Af.

Théoréme 8. Sotent H un espace de Hilbert et 4 € cg (H) un opérateur normal
compact. St on wnote, pour A€ (, v, = Ker{A - M} 1le sous-espace propre de 4

relatif & X, les V, sont deur & deux orf:hogonaua: et leur somme est danse‘ dans H.

. * s
Soient XEV, et yévu;cna y € Ker(A - pI) = Ker(A - ul)

A X,y > = <AX,y > = < x,A*y >s < x,"ﬁy > = U< X,y >,
Donc -1 <xy> =l0
cé qui éhtrai_he <Xy >=0 si X#u.
Si V est la somme des WA)J\EC’ ona AV cCv .et A*m ‘CV. En effét,

si x=

L o I

X avec X € V}‘j s

on a Ax =

o, g B

%* nf

Donc, d'aprds le théoréme 32 du chapitre V, puisque A(V) € ¥ et
* .
AMCcT, oma AV vt e A v
11 en résulte que, dans 1'espace de Hilbert V‘L, la restriction de A$

a v oest 1'adjoint de 1a restrictionde A 2 VY. Donc Af V‘L est normal, et

compact.
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si V' n'était pas {O} il existerait, par le Zemme 7, un A€ (. et

un W#O dans Ker(A }. Donc wEVXOV‘LCVnV'L, ce qui est con-

ht ) IV-J.
tradictoire avec V 0 V* = {0}.

Donc V- = {C}, et V est dense dans H.

Théoréme 9. Solemt H wun espace de Hilbert, et A4 € Oég’H) un opérateur novmal
compact. Alors 1'ensemble des valeurs propres de A est finti ou est L'ensemble
des termeg d'une suite tendant vers O.

Supposons infini 1'ensemble des valeurs propres de A. 8i = > 0, posons

L= % V.. Puisque AW)CV on a, conmeplushaut A( V]CZ Vis
|Afpe 2 Moo T fape ¥ Jafe

donc A(L) C L. I1 en résulte que la vestrictionde A 3 L est wn operateur conm-

.pact de L dans ‘L. De- plus, pour tout x de X V,ona

e ©
a .

X = ?xj avec x; € th et I,le =g : | .
donc Ax = 1§ le 5 et puisque les V, sont deux 3 deux orthogonaux :
Hxlf? = 2 fIx,] )2

T *
' n n
ot qunz-agmxnz LIt gl

n
Z
>t T ixl1% = e |1 )

La relation [[Ax{|>e. ||x|| est donc valable pour tout x de L.

L'op8rateur T d&fini sur 3 V. par
IAJ2e ©

=X
A

Tx = . 81 x=
3 J

-
el e =

X. =
3 .avec XJ. V}\j

vérifie Alx =x, d'od |[x|] = |[]ATx]| > ¢|{Tx]], donc ki <-g:- . Donc T se
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prolonge en un opérateur continu sur L, de norme au plus -;- R vérif:iant_ AT = I.
Ltopérateur AT est donc compé;ct, ce qui prouve que L eét de dimension finie ;
et puisque la dimension de I est au moins le nombre de valeurs propres de A de
module > e, il n'existe qu'un nombre fini de valeurs -propres de A dont le module
excéde e. L'ensemble des valeurs propres est donc dénombrable, et si on 1'ordonne

en une suite (ln), on a ln + 0.

Théoréme 10. Soit H wun espace hilbertien. Un opérateur 4 € gfﬂ) est normal et
compact si et seulement s'il existe une suite ( ?xn)' tendant vers O dans C et une
sutte | P, de projecteurs orthogonaux de rangs finis sur des sous—gspaces deux &

deur orthogonaux telles que

m
mlla-2 Apll=zo
nrce n=y M

Si (AI;) et (P o Yerifient les propriétés <i-dessus, et si on pose

m
S =Z AP .ona
mn=1 nn?

A Py

[T =

S =z X P
= ) =
mn=1 nn?

et puisque Pk Pn =0 pour k #n par orthogonalité des espaces images, on a

2,2 W 2
Ihnl P ->13 lln! P

- b1 i3

*
5 8§ =13 A PP =
mm n,k<n nxic nk
...S*
..msm

Donc Sm est normal, et puisque P n oSt de rang fini, donc compact, § n ©st com-

pact. Donc A = 1im §  est compact, et puisque
* . . oF . * Lk X
AA = lim Sm.hm Sm— I:unSmSm = lim Sm Sm-AA,

1'oprateur A est normal compact,




Inversement, si A est normal compact, et si (kn) est la suite des
valeurs propres non nulles de A, prolonge arbitrairement en une suite infinie
convergeant vers O s'il n'existe qu'un nombre fini de valeurs propres, si P , ©st

le projecteur orthogonal sur v, (P, =0 si A, n'est pas une valeur propre),
' n
les P, sont de rangs finis et leurs espaces images sont deux 3 deux orthogonaux.

m
S1 x = x-!-Ex avecxev et X €V

0 n=1 _ B }‘n’

on 4, pour tout k,

-ka=kao+%lkan=xk si k<m
Ppx =0 _ | si k>m
m m
Et Ax=Axo+§Axn=§:lnxn
m
=§?.nin=Sx

On ade méme, si m=2%

Ax - x=Z A Px
Sk n=ks] OB

2 1 2 2
donc |{Ax - 5. x}] =kz (A llprl
+

o 2
<(svp D% 2 |1 x|
k1

2 2
< (swmp A x]
ket O |

d'aprds le théoréme 8 du chapitre VI. '
n
D'aprds le théoréme 8, les points x de H de la forme Xt I X, avec

n=1
mMEN et Xn €V, , forment une partie dense de H, Par continuité, on a donc

[l - sl < unnz [l |2




pour tout x de H, c'est-Z-dire

1A - 51 < st 1|

d'ol _}.é résultat puisque Ay * 0.

Théoréme 11. (Alternative de Fredholm). Soient A € gé(H) un opérateur normal com=
pact, et X # 0. Alors, ou bflén Lféquation en x : Az - ke =y a une solution pour

tout y de H, ou bien l'équation : Ax - Az = 0 a une sclution non nulle.

Cet énoncé découle du résultat plus précis suivant.

Théoréme 12. Soient A€ gf ()} un opérateur normal compact, et A, # 0. Alors les

propriéids suivantes eont équivalentes :

i) (A - A1) est surjectif
iz) {4 - ?laI} est injectif
£1Z) (4 ~ AOI) est inveraible
&) u- X 1) est surjectif
o) W =X et injectif
'Eii*) {A* - '?TOI ) est tnversible

“

Montrons d'abord que ii) = iii) = i). Il est clair que iii) = i).

Supposons donc  Xer(A - AGI) = {0}, Alors, puisque A o n'est pas valeur

propre, il v8sulte du théoréme 9 que
§ = inf{lko - Al | valeur propre de A} > 0

Soit (J\n) n?! mme émmération des valeurs proprés de A, 51 Pﬁ est lé

projecteur orthogonal sur Vy = Ker(A - Anl), et si on a
. -

AX"?\OX-""Y
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on a, pour tout n=>1, PnAx- lo an=Pny

. _ .
Mais, puisque A(Vl } < VA et A ,(V;L ) CV)L , Oona PnA = APn
n n n

11
doné AP - J\o an = Pny
et puisque an = V}‘ ,-Aan = )\n an

i .
dolt (?\n - )Lo} Pox=Py
et P “‘J\nzx Py
(>

Si elle existe, la solution x de Ax - Xy =7y, qui est unigue puisque A

n'est pas valeur propre, doit donc vérifier

1
PX=queuPy
n ;\nlon

La famille (xn) définie par X, = Y%#pny vérifie ¥, € v, et
noo ]

1

bl - ey

PNOWN
-2 . 12 o o2 2
<8 f“PHYH <57yl < v
donc est sommable dans H d'aprés les thdorémes 8 et 7 du chapitre VI. De plus,
sa somme x verifie '

- - 1
an = Xn W)‘n'ho Pny

[

Donc ‘ Pn(A - Aol)x (APn - AO Pn)x

it

Oq = 2%, = By
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et le vectewr z=y - (A - AOI}x vérifie P % = O pour tout n. Puisque la

o
sonme des V, est dense dans H, on a |[z||2 = 21||Pnz[|2 = 0. Donc (A - A TI)x+y.
. k4 i n=

L'opérateur (A - X OI) est donc bijectif, puisque 1'€quation (A - AOI}xwy
& une solution wnique powr tout y de H, De plus, la solution x vérifie

1
2

[l = 112 B2 - x {2112

-
. -2 2
<3 2§ ey 12 = 672 fiyli2,

Ceci prouve que (A - ?;ﬂ]:)'1 est contimu, de nomme < ¢,

% ¥ . LK
Donc ii} = iii) = i) et de mbme ii = iii)* = i J. Et puisque i} = ii’)

B .
et i } = ii) par le théoréme 2¢ du chapitre V, la démonstration est compldte.

Corollaive 13, 8 4 € ag(&') est un opérateur normal compact, le spectre de A est
L'ensemble des valeurs propres de A, réuni avee {0} o B est de dimension in-
fww

Si H est de dimension finie, A - AI est, pour tout opérateur A, inver-
sible si et seulement si ) nlest pas valeur propre.

§1 H est de dimension infinie, wn op€rateur compact n'est jamais inver-
sible, donc possdde O dans son spectre. |

Le reste de 1'8noncé découle de 1'Squivalence entre ii) et iii) dans le

théordme précédent.

Théordme 14, Sotent 4 € d(8) un opérateur novmal compact, A # O et
Vy = Ker 4 - AL L'quation Az ~ hr =y q une solution si et seulement si y est
orthogonal & Vyo De plus, si o @5t une solution, 1'équation a powr solution gé~

nérale z + 2, 0% 7 parcourt Vye
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Si l'équation a une solution, y appartient 3 (A - MI)(E) donc 2
Ker(A® - AD*. Et puisque A - Al est normal, y € V;' = Yer(A - AD.
Puisque A(V,) CV, et A'(Y) €V, na A'(V) cVh et AN C V.
Donc la restriction de A 3 V‘;L' a pour adjoint AT - et est normal dans a[{) (V‘;[)
A

Et puisque Af il est compact et n'admet pas A pour valeur propre {puisque si xEVi'
A

vérifie Ax = Ax, ona x € V‘;C ny, = {01), (A - AL) o est inversible. Il existe
. X ,
donc, pour tout y de Vi' une solution mnique ‘dans Vi' de 1'8quation Ax - Ax =7y).

Si x s ©5t une solution de 1'€quation, X, *z est solution si et seu-

lement si (A - AI) {xo +2z}) =y + (A-AI) z =y donc si et seulement si z € V}\.

Définition 15. Soient H wn espace de Bilbert ot 4 & {7 (H). On dit que 4 est un

opérateur de Hilbert-Schmidt s'il existe une base orthonormale § de H telle que

5 ]az|]? < o
5

Théoréme 16, Sofent H wun espace de Hilbert, et 4 € (f (8} zmr opérateur de
Hilbert-Schmidt. 8L S et §' sont deur bases orthomormales de 8, on a '
L |ax]|? =z { {4y }2. st on note [{[Al|| la quantite ( % ||ax| 13)1/3, il existe
5 y<Ss! _ xS _
sur 1’ensemble 0(:0 P (H) des opérateurs de Hilbert-Schmidt sur une structure
d'espace hilbertien pour laquelle |{14|]] est la novme de A.
) ®
De plus, 81 A€ {2(3) et T € d{i){ﬂ), A, AT et TA sont dans szfﬂ)

et on q :
Hall < HHalll = a1 5 flaztil < (1Al -
PHzalf] < fitafl].]iz]) o
Solent S et S' deux bases orthonormales de H,et A€ 062(1{). Alors

Elcany =2 (2 |<anysD =z |a|?<e
XES, X5 yesg! X3
yes!
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puisque §' est wne base orthonormale, Et puisque

1<Axy>;2-z < Ay,x |2 = 2 {z:<Ay,x>u
YES' x€8 .

xGS
yes! yest
' =3 ||y}
wa  x [IRY% =5 [jAax]? < e
yES! XE8 )

Donc A® est un opérateur de Hilbert-Schmidt. Et en prenant § = S* s OR &

L 1
£ HAYIE =2 [lax}]? <
S° &g
Donc _ Ej|Ax]|¢ =% HAx[}* < +e
- X8 x5!

La quantlte HTIA]] est done méependante de la base S choisie, et on a

IHAIH = 1AL

Si z€H, ona, pour S base orthonormale, que (< z,x >.x)ﬁs est

sommable, de somme 1z, Donc (< Z4X >'Ax)xes est sommable de somme Az, Et

HAzll <2 [< 2 >[L{ax]] <( 2 |< 2,2 5]V 20 5 ||ax] (D12
XES xE5 ' XES

d'apres l'mégallte de Caudxy—Sdmarz dans .1?.2 d'olt
e | < lz11.111al ]}
ce qui mntre que |[A|| < [|[a]]].
| Si S est ime base orthonoma‘le,l on a

HITALTE® = 2 Hred 112 <2 2 axt P o= ji2 a2 < o
AES XES

v meLym et (Imill < {i7lL ]Il
Et AT = (17 A5%, d'on AT e G et

ATt = [T a5 < L A" = Fil]. (sl
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Si S est une base orthonormale, A et A' deux opérateurs de Hilbert-

Schmidt, on a |< Ax,A'x >| < [|Ax[].]|A'x]]

. 2 1/2 s W2
donc I [< Ax,A'x >} <T [|ax]L A < € 2 | ax] ) (2 iAxl]9) <
XES , XES . XS *ES '

I1 en résulte que la famille (< Ax,A'X >)x€S est somnaﬁle, et si on pose 7

<SAAY > =% <AA'x >
xS

on voit sans peine que cecl définit wn produit scalaire tel que < A,A >=|| |Af IZ.
(n particutier ' € o) ot {1t < [1IATI] + 1A ]D.

Pour voir enfin que 069 () est complet, considérons ume suite de Cauchy
A) danso{z(H] Alors, puisque HR —AH%!HA -AIH, (A)) est ume
suite de Cauchy dans ag (H), donc converge vers wmn A de og(H) Et pour toute par-

tie J finie de S, on a

: 2 _ 4 2
L@ a1 - im 3 1@, - s

<swp 3 {l@ - A
Pn x5 P
- 2
<s A - A
< swllla, - A1l
' ' 2 2
o {ljA - A% <sp [1[a - A [P0
. p}:n P e
¢e qui entraine que A€ 2(‘i—I) et An->A dans co&’z(H).
Théoréme 17, Tout opémf:eur de Hilbert-Schmidt est compact.
Soient A€ol ,(H) et S une base orthonormée. Si € > 0, il existe une

partie finie J de s telle que
£ [ax]1% > ||]all? -
x=J
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don_c

: x| < €2
NS

Soit P 1le projecteur orthogonal sur le sous-espace engendrd par J. Alors P est

de rang fini et on a

Px = x 51 _xEJ
Px =0 si X € 8\J

Dnc - E|l(a-ax][?=1 |[ax[]? <&
*ES XESNT

et . {la- Ml <[l|A- )| <e,

d'oll jla compacité de A.

Théoréme 18 §i A4 est un opérateur normal de Hzlberi:-Sahmdt on G
Il !2 = E |?~ lg, st ( A, est la suite des mleurs propres non nulles répéides cha--

cune selon sq multiplicité, o'gst—-d~dive la dimension du sous-espace propre associé.

Soit (u } o> Une Emmération des valeurs propres non nulles de A. Si,
pour tout n =1, S, est une base orﬂlonomale du sous- espace propre associé a Wy

et S, wne base orthonormale de Ker A, S = U S est une partle orthonormale de
n=0

1'espace, qui engendre un sous-espace dense, d'aprés le théoréme §, donc une base

orthonormale. Donc

111a11)? =

z

n=0 x€8

et puisque, pour x€§ , Ax= BX, on 2 Hﬁx[lz = Iunl2
L2 Loy 2

Donc THATT = 2, lu | dim s

= 5 2
n§‘1 i}hl
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Théox-éme 19, Botent { X,j) s1)  un espace mesuré et H 1'espace de Hilbert .
LB{X,f,uJ. 5. K est une fonction sur XxX, mesurable pour .;P‘EJD et de carré
sommable pour W@y, et f est dans H, 1'intégrale JR{z,y)f(ylduly) existe
pour \-presque tout ¢ et définit uné fonetion Tf : x + [K{z,y)fly)duly) qui
est dans H. |

De plus,‘ L'opérateur T ainsi défint de B dans H -esz': de Hilbert-
Scetmidt et on a : ' '

PHTIZ = £iRee,y) | Pduterdnty)

Enfin T est hermitien st K(xz,y) = Kly,x) p © p-presque partout.

ma  UIKGEYIER) 1) UKy ) C1£0) P

Donc, dans K,

+

SUKCED [N a0 < 71£6) Pan) SRy Pautdut)

< oo

D'ol la convergence presque partout de 1'intégrale [ IK(x,7)YEO) fduly) et le fait
que Tf est dans H, puisque

ITEX) ] < 7IKG,) . 1 £6) 1dpin)

Soit maintenant. S une base orthonormale de H, Pour (f,g) € 55, 1a

fonction
Vg o (x,y) >~ £(x)g{y)
est dans LZ(XXX,J)QJJ, H® ) = % . Bt puisque
< Bg gollgr o > = JEIZHITTX) g () du(x)dnly)
=< . TR

1'ensemble S, des ug o, pour (£,8) dans Sx8 est orthonormal dans % . Bt
puisque 1'ensemble des fonctions de Ia forme (x,y) » ¢(XJ¥(y) ol ¢ et § sont
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dans H est total dans j’@ » S, est total dans ‘3?@, donc est une base erthonormale

de ‘é’@ . Par conséquent,

K12 = kG Pa@an) < 5 <k >
7 {f,g)ESXS o ‘
= % /K,y E ) g () duC)duty) | 2
(£,2)ESXS

= © < Tg,f >2 =T}
£es
g8
Dol THTH = KT < 4o
Enfin, puisque < Tf,g > = JKXy}EFZE )

et < £,Tg > = [KF,DEH)TEI M) (y)

* -
Ona T=T si K(x,y) = K{y,x} pour W @ y-presque tout (x,y}.
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- Chapitre VIII

Calcul fonetiommel des opérateurs normouix

Dans tout ce chapitre, H  dé&signera um espace de Hilbert et T un opéra-
teur normal continu sur H.I
| SL A désigne la plus péti‘té sous-algebre fermée de ag (H) contenant
I;T' et T*, on voit ais@ment que A est une algdbre g:omutativé et involutive,
~donc wne C*-algébre avec unité, puisque o(f (H} est une .C*-algébre. Si X est le
speétre de T dans .ff ){H), il résulte du fait que ae(H) t;‘.;st me algébré hermi-

tiemne que X est aussi le spectre de T dans A,

Théoréme 1. Le gpectre de A est Zzoméomorpke a X
Sc1t ¢ l'appllcatlon du spectre X{A) dans C defmle par o(x) = x(O).

' Alors ¢ est contlnne, et prend ses valeurs dans X ; et on a X= ¢(X(A}) d'apres
}_e theoreme 13 du chapitre IXI. I1 suffit donc, pour prouver que ¢ est homeo~
morphisme, de montrer que ¢ est injective, pmsque X(A) est compact.

Supposons donc que ¢()(1) = ¢(xz). Soit B 1‘ensenble des 8l&ments S de

A tels que Xy 8) = Xg (S). Alors B est fermd puisque Xy et X, sont continus,
est wne sous-algdbre puisque X1 &t X, sont des caractéreé, contient T puisgue
X1 (1) = $(xy) = ${xy} = X, (T) et contient T puisque,’ 5(1 et ¥, &tant hermi-

tiens, on a

X, (1) = TG = FTGT = %, (T
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Donc B = A, ce qui signifie que X4 = Xg. Donc ¢ est injective, et le thfordme
est prouve,

On identifiera désormais par ¢ le compact X de € et le spectre X(A).

" ovollaire 3. L'algébre A est isométriquement isomorphe & 1'algébre C(X).

Ceci’ résuite immédiatement du théoréme de Gelfand-Naimark, compte tenu du
théoréme précédent. .
On peut donc définir un calcul fonctiomnel, c'est~#-dire associer & toute

fonction continue £ sur X wn opdratewr f£(T)} en sorte que

{£+g) (T) = £(T) + g(T)
(A£) (T} = X.£(T)
(£.23(M = £(T).g(D
T(T) = £(1)
HEMI] = 11£]]
J) =T si 'j est définie par j(z) =

tH

Il suffit de choisir pour £(T} 1'umque opérateur S de A dcnt £ est
Ia transfomee de Geifand, c'est-3-dire tel que pour tout caractére x de A, on
ait |

x(8} = £(z) o z=x(T)
En particulier, si f est unpolyndme en z et %, f =1 Cp'q 2P 'iq,
. . 2
%
ona f =Lc ™14,
’ (T} PG ' )

On va maintenant &tendre ce calcul fonctiomel contim: enm wm calcul fone-

tiomnel borélien, c'est-&-dire d&finir £(T) pour toute fonction f bor8lienne

born€e sur X,

Théoréme 3. Il existe powr tout % de T une unique mesure de Radon W, 20 8ur ¥
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telle qué, pour toute FEeex),

I Ffleldu (t) = < f(Th.z,z >
X €X .

On a, de plus, pour tout x et tout y de H

He.

oy el . ; '
i = W s Il = el 5w o, =2+ 20

Seit x € H. L‘application. £+ < £{T).x,x > est linfaire, et continue
puisque
2
< £).x,x > < |le@ ] Hxl [ = 1E] ] x|

De plus, si £ est wme fonction r8elle positive, il existe ume fonction

g telle que g.g = £, Donc

< £f(T).x,x >

M

<g(M.gM.x,x >
< g’ gMx,x > = |lgm.x][2>0

fl

L'application £ + < £(T}.x,x > est donc une mesure de Radon positive B, sur X,

c'ést-3-dire

< £(T).x,x > = Ixf{t)dux(t)

Puisque Iff{t)dux(t)l < ]Ifll.llx]lzv et Jdu (t) = < I.x,x>= [.[xHZ on a
e ) = 12 o

Puisqué < £(T).ix,ix > = < £(T}.x,x >, on a My sl"x'

Enfin, -
< (M xry) 2y > = < £(Dx,x > + < £(Ty,y > + < ET) X,y > + < £(T) ,y,xj-,-:
< £ (x-y) %y > = < £T).x,x > + % f(T}Sr,y-> ~ < £(T).x,y > -7< £(TY.y,x >

Zux * Zuy.

+

d'ol i

i}

1{‘5'}'?. * uX"Y
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On peut définir aussi, pour tout x et tout y de H, une mesure de

Radon complexe Uy y par
)
J':E(t)dux,yft) = < £(T).xy >

On a alors Hux Y” < [x|l.Hiyll et par 1a formule de polarisation des formes
sesquilinéaires
2 :3 2 )

it 5, v iTp
X+iy Xy

iy

Be vy T(x+y+ xHiy

Théoréme 4, On peut défmu' pour toute fonction borélienne bornée f sur X wn

‘opérateur f(T) en eorte que

Z) (f+g)(T)

t

f(T) + g(1)
i) (AFOHT) = A f(7)
144) (g} (T) = £(7}.g(T)

w  f =t

v) Hr) =1 87 1(z) = 1 pour tout z de X
vi} gl =7 8t j(a) = = pour tout z de X
vit)  |lrmff < {7l

De plus, st (f,) est uniformément bornde et converge simplement vers f,

on a, pour tout wx de H, lim ||[f(T).x - Fp(T)exl| = 0.
. b rac] i _

Soit f S élément de 1'algdbre .'B(X) des fonctions boréliennes bornées
sur X. Alors, si N, dSsigne la mesuve définie plus haut et si on définit pour

tout x q(x) = .rf(t}dﬁx(fi)

on a q(x) = q(x) ; qlay) + qlx-y) = 2q(x} + 2q(y)
et laG | < 11El T d] = 12 1 el
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I1 existe donc, d'aprés le théoréme 19 du chapitre V, un unique opérateur

§ tel que
a(x) = < Sx,x >

On posera £(T) = 8, d¢ sorte que < £(T)x,x > = Sf(t)dy (t). Puisque, par défini-
tion de u,, ce calcul fonctionnel &tend le calcul fonctionnel contimu défini plus

haut, on a v} et vi). Les propriétés i) et ii) sont i.:lairés'. Puisque

on a T = £,

Soient g€ CX), x€EH et =z = g(T).x. Alors, pour toute f£€ < et

tout y€H
< £(Dz,y > = < £{(DgMx,y > = fHglthdn, (£)
Donc =
: TE(e)dn, (6] = JE()g(t)du, (1)
Ceci montre que les mesures p 2,y et g.. v sont €gales. Par conséquent, pour
y > . ; R -

toute f € fB(X} on a encors

FEE)dN, | = SECE)g()E

Xy
c'est-3-dire < f(T}.z,y > =< {(fa) (TIx,y >
ou encore <£(Mg(Dx,y > = < DD .x,y >

et, pgisque ceci est valable pour tout x et tout v,
EDM = £NgM si £ TP et gecw
Ceci s'écrit aussi < (ERT.x,y > = < g(T)x, £(T) oy >

donc FE®gtdu, | = fe(tidn  siowe €0y
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Et puisque cette 8galité est valable pour toute g€ C(X), on a pour £ fixee

dans B x)

e T Bl
Ces doux mesures &tant égales, on a pour g quelconque dans @(X) :

HOLWNORNHONOLNNOR

c'est-d-dire
* .
<gMyxw>=<g(N.x,£M vy > = < (£ (M. x,7 *
~ ou encore < £(T).g(M).x,y > = < {(£g) (T).x,y >

ce qui prouve iii).

Alors, pour tout x, on a
HEM .12 = < £ .M x,x > = < (T x,x >
= 11£©) ) a0 < 71111 % o) = gl 1 1x) 12
Donc [Em] < 11£]],

Enfin, si M= sup |£ (t}] < +=, et si £, * £ simplement, on a, pour x F£ixé
n,t .

dans H :

]

1 (£,-6) (0).x] |2
< (EO M (6,0 (Dx,x >
[MIEREICTEONE

11, (D) x-£(7) x| |2

1

Bt puisque |(f -£)(0)|% < @l et |2 -5 (£)]% + 0, le theordme de
Lebesgue entralne que f| (fn—f} (t) |2du X(t)' convergé vers O, Tt le théoréme est .

PTOUVE,
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Théoréme 5. 81 Z est une pariie borélicenne de X et 1 7 la fonction caracté-
ristique de Z, 1,{T) est un projecteur orthogonal dont 1'espace image F est
stable par T et par T*'.

De plus, .la vestriction de T & F a son spectre (velatif d ae{f«'))

Puisque 1, = T.

YA/
est un projecteur orthogonal,

: &
= 1,2, 1'opératewr P=1,(T) vérifie P=P = P, donc

De plus, j.1zm1z.j. Done

TP = j(T).P = P.j(T) = PT

* .
Ceci signifieque T et T laissent F stable.
Soit enfin A ¢ 7. La fonction f dJéfinie par

£(z) L;"fz%l' si z €272

f(z) =0 si z ¢ Z

[

vérifie £.(5-2) = G-Nf = 1,. Donc £(T).(T-AI) = (T-AT)E(T) = P. Et puisque
:E.Iz = TZ.f, on a f£(T).P = P.£(T}.

bonc F est stable par £(T). Il en résulte que pour tout X de F, Tx€F et
£(T).x € F, et que

£(T}.(T-A}.x=Px = x
(T-AD . £TM)x = Px = x

Donc f(‘I‘)IP est l'inverse de (T—JLI)IF, ce qui montre qué A n'est pas dans le

spectre de T| e

Théoréme 6. Soit T wun opérateur normal sur H. Il existe un espace mesuré
rsz,f 2 et wne isométrie lindaive bijective U de 1}2(9,«}) S sur B, ainet

qu'une founetion ¢ dans me,‘_f’,u) pPrenant gee valeurs dang le spectre X de T
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tels que, 87 M p est Z’.o_pémteur de multiplication par ¢ dans Lg(ﬁ,pf’ W, on

att

~ Cet €noncé signifie qu'on peut identifier H 3 un espace Lz en 1dent1—
flant T a 1a mltiplication par we fonction,
S_upposcns d'abord qu'il existe un vecteur totalisateur .a, c'est-a-dire

tel que les vecteurs (T T*na)mEN engendrent un sous-espace dense de H. On peut
supposer ||al| = 1 neN |

Alors, pour tout f£ € C(X), on définit Uf = £(T).a € H.

Oona ol = < £(1) e, £(D).a > = < £ LE(D 2,8 >

= 71£e0) | Pa, (0

Alors, si onprend Q= X, p/) .1a tribu borélienne de X - ét u 1a probabilité ()
U est isométrique de C(X) mumi de la norme induite par L2 (sz,f s} sur son image
dans . H. Bt puisque C(X} est dense dans LZ ), U se prolqngé en une isométrie
linéaire de 1 () sur un sous-espace V complet, donc ferms, &é_ H,
En particulier, si f = jm 'j’n, on a
=TT e eV,

‘ Donc V est dense puisque a est un vecteur totallsateur, d'od V= H, Ceci nmtre

que U est isomftrique, linfaire et bijectif de L (u) sur H.

. 8i on définit, pour z € X, ¢(z) = z, la fonction ¢ est dans Lm(u)’ (et
méme continue) et prend ses valeurs dens X. De plus, pour £ dams C(X), ona

T0f .= T.£(T).a = (¢£}(T).a
= U{$f) = W,
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Et puisque les opérateurs lindaires continus ‘TU et UM 5 coincident sur C{Y),

ils cofincident sur LZ(u). D'olt 1e résultat.

Dans le cas général, si () est 1'ensemble des parties § de X vérifiant
(VaES, [al] = 1) et (Va € S,Vb € S, ¥ € C(X), <f(T) a,b>=0 si a#b),
erdonne par :mclusmn © contient $ et est clalrement Inductif : en effet, si
(S; }JEJ est une famille totalement. ordormee d'élements de@ S =.‘~EJJ Sj contient
chague S. et appartient 3 (J , ’

I1 existe .donc dans  wn €lément maximal §. Alors, 1'ensemble des

(£(T).a) aeg  ©st total dans H. Fn effet, sinon il existerait un 'ao orthogcnal
f£C0) ' - : . o
a4 tous les £(T).a pour £ dans C(X) et a dans S ot de norme 1. Et puisque,

pour a€ 8§

< f(’l‘).ao,a >=<a, f(Th.a>=0

Su {.ao} appartiendrait & (¥ et majorerait strictement S§.

Si on mmit § de la topologie discrdte (qui est induite par HJ, le pro-
duit D = Xx§ est localement compact et il existe sur Q wune unique mesure de
Radon positive u dont 1a restriction & chaque ouvert fermé X x fal soit égale

a B, (en identifiant X x {a} 3 3.

i ;}0 est la tribu borélienne de @ » la fonction continue bornée ¢ défi-

nie par '
q’)(z,a} =g pour 2€X et a€ 8§

est dans L7(0, ).

Soit 5{: () 1'espace des fonctions: continues 3 support compact sur .
Si g est dans '§§: (), notons pour tout z de § g,(z) = g(z a} ; alors g€ C(K)

| pour tout a et 8, O pour tout a. sauf un nembre fini, On définit alors wn
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oprateur U de E}f) (€} dams H par :

Ug=12 ga-(’l‘).a ,
S =

qui est bien défini puisque la somme est finie. Alors

Hugl 12 = Haéq g, (1) .a] |2 - % N g, (I} .2, g (T).b »

= I < (gbga)(T).a,b >
a,bs8

d'olt, puisque, pour a # b, ('g"bga)_ (T}.a est orthogonal & b,
108117 = 2 < Ge a8 > =2 lg,(00/%,00
acs ‘X

= ing(t,a) lzéu(t,a}

Donc U est isométrique de j{ @), mmi de 1a norme induite par 1.2 e, J},‘u}, dans

H, et se prolcmge par continuit€ en une application lmeaxre isomtrique de

@ = 12 @, L) sur m sous-espace complet, donc fermg, V de H.

Pour tout £ € C(X) et tout a €35, 1a fonction g € 3’\:(&'3) définie par

glz,a} = £(z) et g(z,b)=0 si b#a vérifie

Ug=2 g(M.b=fT).acV
fes

et puisque 1'ensemble des £(T).a est total, V est €gal & H.

Pour tout £ dans C(X) et tout a dans S, on a, avec 1e méme g. que

précédemment.

TUg = % T.g, (I).b = T.f (T).a
T opeg ° y

= YD) .a avec i(z) =z pour z€X
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Et pulsque (¢g), = Jf et (¢g), =0 pour b #a

Mg = I (4g),(T).b = (G£)(1).a = TUg
bes

Les opérateurs continus UM " et TU coincident donc sur une partie totale de

Lz{u), donc semt égaux.

Définition 7. Une résolution de 1'identitd de ltespace hilbertien H est une izl

mille
z)

iz}

£17)

“iul

'{P?L) xep 92 projecteuvs orthogonaux vérifiant les conditions

hid €- I . z / X
ST A<y Py Pu ?)l {eroissance)
L A P Aet A, A P}\' x +_P};x pour tout = de H

- n
(continuité forte & dvoite)

e Lim P}Lmra_r:

p e
VP € H lim P}kazzo
;\—a—-—-co

8i on traduit ces conditions en termes des éspacés images E, des projec-

teurs }?}‘, on a

i)

A€y

JE = H

JER

N E, = {0}
3R

Lemme 8. St (P,) est wne vésolution de 1'identité de B, pour tout = de H 1la

foretion A+ < Fymaz > est croissante, continue & drotie et tend respectivement

en =~ gt += yers 0 et ||z [2., Inversement, si une famille (PyJ de projecteurs
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orthogonaus vérifie ces conditions, ¢’est une résolution de 1'identité.

Soient (PA) une résolution de 1'identité et x € H. Alors, si A<y,

_ 2
donc PIJ.P}LP =P, P

PP, =D.0 =@ p) =p =p
ona P .P = ‘}\'{,l'u =B o= TR St T!

< P}‘x,a_c =< Pu P Pii XX >= < Pk{prL Pux >

2 * )
< HPuxH .=<Pux,Pux>=<Pu Pux,;{c>=<Pu X,X >
puisque <P, y,y > < liy}[® pour tout yeH,

Ponc A + < IP?k X,x > est croissante.

De plus 1im<Pux,x>=<li.mPu'x,x>=<?lx,x>
HH+A MR
A =0
et, de méme
i:un <ka,x>=<iim ka,x>=<x,x>=Hx||2
~1o0 . )
et }13.111 <PIX’X>=<§?§ P)Lx,x>=<0,x>=0
\ At o £

Inversement, si pour tout x€H, < Pl X% > << Pu X,X > on a pour tout

=3
X KerPu
, )
OQI]PAJ(H =<Plx,x><<Pux,X>=0

done P, x=0. 51 E, et Eu sont les espaces images de 13‘?t et Pn,

L
E;'c Ei‘, donc El c Ep. Ponc sur Eu’ PJ\ et Pp sont nuls ; d'ol PA Pu =P

o a done

A

- .L - [ ° - - . ’ -
sur Bu. Et st-:r Eu’ puisque P I est 1'identité Py Pu = ‘P}l. Dong B, Pu est &gal
a Ph sur IE‘.]J ® Eu = H,
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81 fXCA) = < Ph X,X >, on a, pour A< po:

HPux-P}‘xE .12 = < (P,-P,)x, (®-Py)x >
= < {Pﬁ“P;h) (Fu-Ph}x,x >
=< (pf:’1 + PY - P, PPy Bxx >
et puisqué Pﬁ = Pu et ?i = P}‘ Pu = Pu P}‘, oma

EIIJMK-.P)?:H""}'= < (Pu"PA)X’X > £.0) - £,0) + 01
si fx est continue a droite.
De méme, puisque

ey % =

A

Pk XX > = fx(?x), si fx tend vers Q en -,

Plx tend vers Q.

Et, puisque

L]

foP,txHZ < (-8 (I-‘Pk)i,x >

< {(I-P)x,x > = HX”Z - fx(}J,

I

si £.00) » ||xi|2' en =, P,x tend vers x.

Définition 9. Soit (Pk} une résolution de Z “identité. On appelle support de cette

vésolution de 1°identité l'esnsemble des points X de R tels que, pour tout € > 0,

_Pl-e # PMS *

Le support de (Pl} est clairement fermd dans R.'

Lemme 10. Soit (By} wne résolution de U'identité. Le support de (Py} est compact

8t et seulement 8'il existe wn a € R tel que P, =TI et P_, = 0.

. .2 } - - -‘ h.\' . . -
Si Pa I, ona, pour A >ga, Pl‘Pa I‘a cfest-d-dire P}L I. Donc

ta,+@ [ est disjoint du support X de (Pk)" De méme, si P, =0, on a, pour
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ASa, Py.P, = Py, donc P, =0, et }-»,-al est disjoint de X. Le fermd X

est donc contenu dans [ -a,+a }, donc est compact.
Inversement, si X, support de (PI\}’ est compact, il existe a =0 tel
que X C[-a,+a]. Si onmote £(A) = <Py x,x >, la fonction £, est localement

o o L e -, s - 2
constante sur la,+» [, donc constante par comnexité, Et puisque lim fx(l)—| {xf|4,
Aokoo

cette constante est Hxl!'z. Donc, si b > a, fx(bj = [x]]%, ce qui entraine que

Pb I Le méme raisomnement montre que P 3= 0.

Théoréme 11. Soit T & (Lﬂ (H) wn épérateur hermitien. Il existe alovs une vésolution
de 1'identité {P}\) a support compact, dite dttachée & T telle que

7} PAER .’I’.?E’:,L = P}‘T

7Z) st A < Y, la vestriction de T & L'espace image F de

Rslt
Pu- y @ son spectre (relatif & 0{2 (E, n)) contermu dans [X,u]. "
>

Solent X le spectre de T, qui est compact et contemu dans R puisque T
est hermitien, et, pour X € R, e}; la restriction 3 X de la fonction caractéris-
tique de ]-«,) 1. Il résulte alors du thderéme 5 que % eh('l‘) ‘'est un projecteur
qui commute avec T, et, puisqué e, est la restriction 8 X de la fonction ca-
ractéristique de Ia,u ], que le spectre de la restﬁctiqn de T & B}‘ » espace
image du projecteur Pu'P?\ est contenu dans X 0| h,#'] .

Enfin, si A ¢ X, il existe e >0 tel que 1A o Es Afe 1 NX = f, Alors

VJH-e et P, &$=PA' .Donc: Ay nestpasdansiesupport de (P)L),ce

o - o o o
qui prouve que le support de (Pl) s comtenu dans X, est compact. I1 ne reste main-

tenant qu'a montrer la continuité forte I droite de (P)\} et la croissance. Soient

donc x € H, et W, la mesure de Radon sur X définie au théordme 3.

On g <Pk XX > = < e (T).x,x>= L(el(t}dﬂxfﬂ

0

WX N e, ) )
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~d'oll 1a croissance. Si A =) et A, + % ona !eln{ <1 et e +e, simplement
n

sur X. Donc < Pl AyX >+ < P}. X,X >, ce qui prouve la continuité 3 droite.

On va mainténant donner une méthode pour reconstruire .T i partir de (PA)’
et, plus génSralement, définir un calcul fonctiomnel i partir d'une résolution de
1'identits. On vé,, pour cela, commencer par quelc:ués- rappéls sur 1'intégrale de
Stieltjes. ‘

Soit ¢ une fbnction de R dans R, croissante .e't continue 3 droite. Si

E est l‘espace vectonel des fonctions complexes en escalier continues 3 gauche,

on définit une forme lindaire I P ‘a en posant
¢cf)~z 8,603 - 90y 1))

si A <Ay <., <A, et £QA) = 6, pour Am-‘lil-g?‘m.

£(x) =0 pour ASA, et x>

On vérifie que I s DO dépénd que de f dans &, et non de la subdivision
(AO,..._,an), que I Cb(f) est réelle si f -est rééllé, et positive si £ .est posi-

tive, et que
11,01 < 101D

I1 en tésulte que si £ € § est mulle hors de Ja,b [ » ona |I¢(:E) ['\"\‘.I EHRCIOEICHR
donc que I P se prolonge en we forme lindaire p051t1ve sur l'espace g des fone- -
tions & Support compact qui sont limites wniformes de fonctions de 8 s ©space qui
contient en particulier les fonctions continues 3 support compact. I1 existe donc

me mesure de Radon 'posiitivé i sur R telle que, si £ est continue 3 support

compact ' FEQYau(A) = 1 p (£).
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Soient u et v dams R tels que u < v. Il existe pour tout n une

fonction continue f & valeurs dans [0,11 telle que

et

L}
bt
=

R

=

A
>.J

4N
wsf

£,00)
. . -1
fn()\)=0 si A<u ousi J\?v&‘ﬁ-

v

" Alors, puisque I ¢ ©st positive sur &, ona
SN0 + 5 ) ST(E) = SE du< olv + 1) - 4w

La continuité 3 droite de ¢, et la convergence simple de (fn} vers la fonction

caractéristique de lu,v ] domment alors

u( ]u,v 1} = ¢(v) - ¢(u).

On note f £0A)A$ (M) l'mtegrale de f par rapport i 4 cette mesuve . Inversement,
si 1 est une mesure de Radon positive, il existe une fonctiom ¢ (mque a wme
constante additive prds) telle que $() - Q) = p( Ju,v] ), et la construction de

I @ montre clairement que, sur g’, I P coincide avec yu, donc que la mesure ‘de Radon

d¢(A) est égale 3 .

Remarquons encore que si ¢{A) = A, 1'intégrale de Stieltjes [F(A)AA re-
domme la mesure de Lehesgwe
Théoréme 13. Soit T ‘'un opérateur hermitien sur F. Si (B,) est la résolution de
L'identité attachée @ T, on a pour tout x de H ot tout n =0

<”ﬂxm>—ﬂ d<PAx,m>

La fonction A + < Py x,x > est croissante et contimue 3 droite et définit

par‘llintégrale de Stieltjes wme mesure de Radon v, telle que, pour u< v,

UX(}u,v]} = <va,x> - <Pux,x>

3
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Par ailleurs, 1a mesure spectrale u, définie sur le spectre X de T par
ff(t)dux(t) = < £f(Mx,x > powr £ € C(X)

vérifie, par Jdéfinition de Py,
(12,0 1) = < By x,x >

donc v (luv 1) = <P, xx> - %Pux,x>=vx (Juw 1)

ce qui entraine ﬁx = V. Done, pour £(t) =

< E(TY.x,x >

it

< Th,x > = [E(t)d () = fE() < Py x,% >

N34 < PR X,X >,

On définit maintenant, dhme facon analogue i l'mtegrale de Sltelt;;es l'mtegrale
d'une fonctlon par rapport A une résolution de 1'1dent1té en rexrqslagant la fonctlon

$(A) par la résolution ®,).
Pou? fe &a’ il existe Ay € Ay <uanx A, et (8 f-'”’en}- tels que
f(}\}“ﬂ si z\i}t o }\.>_7t

f-(lm):em si m—~ <l<}m

et on définit I(F) Go(a (H) par

i1}

I(f)"zz e(P »PA ¥
w1 ~m T m-1

On vérifie que I(f} ne &épénd que d¢ £ et non de 1a subdivision ' .(10,...,111),

que £ -+ I{f} est 1inéairé, gue I{f) est hérmitién st £ est réelle,

De plus, si m<p,ona m<p-1 donc

(P -P }o{‘P -P ):P 'P +P | tP -"'P ¢P "'P OP .l
km Am—? lp : }‘p—l }‘m - J&m--‘l }‘p-T A -1 }tp lm : )\p-1
=P, +P - P ~-P, =0,
’Xm }‘mﬂ )‘mwi )‘m
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Donc, pour tout x de H, les vecteurs x = (P, -P, }.x sont deux
‘ m m=1
i deux orthogonaux, et

Ifl.x=12 Bm X,

, | 2 _roo2 2 2 B 2
3o el = 5 ogl? Tl 1% < 111123 11yl
o n
et puisque ;, xmé (Pln_ = .Plo)x
n . T :
i} - |15 5l 1 < Ll 12
on cbtient .2 < g2 =2
d'ed . HIet < [l

si £, et £, appartiennent 3 %’, on péut, quitte # raffiner la subdi-
vision, supposer £ et fz nulles hors de 1A 0Ny I et prénant des valeurs cons-

t 4t -
tantes 6 et € sur Ix ..A 1. Alers

I(f‘l) tI(fZ} [E en'lcp}t - P}\ 1) 1[2 e;(P)ﬁD - P}t ) 1 :

m o m m- P

=Z g e'P, -P, JI®, -P )
m,p nop }‘m "m~1 Ap 7‘p~1 ,

: n
donc T(E.I0ED = T 6 0U(P, = By ) = I(f.£)
m= m

1

Si E? est 1'ensemble des limites umiformes sur R de fonctions de % .
1'espace %7 contient C OCR] et l'application f ~+ I(f) se prolonge par contimuité
a ? en une application qui vérifie '

Ity + £)) = (g + I(£,}

T(AE) = AL(D)

1@ = 18"

T(£4-£) = 1(£,).1(£,)

Hre il < el
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G
81 x € H, on a, powr toute feg‘

< I{f}.x,x > = FE(QA)E < Ph X,X >

par les définitions des deux membres. Cette 8galité reste donc valable pour toute

£f de 8, en particulier pour f € C, ).

On note !f_(l)d}?l 1'opératewr T(f} et on a2 done
<(f£A)APy) x,x > = FEQA)E < By X,X >,

51 X est le support de (Ph) et si feC c}(R) est nulle sur X, l'en-
senble L = ] 1£Q)] 2 e} est un compact disjoint ;Ié ¥. T1 existe dcne; un nom-
bre fini d'intervalles }uj ,v. 1 dont les intérieurs recouvrent K, et qui sont
disjoints de X. 8i g est la fonction caractéristique de 1a réunion des Iu.,v !,
on a J'g (e, =0, et i1 existe h € C,® telle que [}hH <eet If-hléilfH g.

Donc, pour tceut X,

< lEnt’ae, xx > = [{s,-map)xl? < [l rge, xx > = 0
et [1mawy | < | [a]f <.

Donc IlffdeH < & pour tout. e, c'est-a-dive J£P, = 0. I1 en résulte que 1'in-
tégrale [ f{k)dP ne dépend que de la restrlctmn de £ 3 X.

Théoréme 1%. Si (P \  est une résolution de 1'identité & support compact, 1'inté-

grale f de est un opératew hermitien T, et la vésolution de 1'identité attachie
d T est (P L2

Inversement, &7 T est wun opérateur heymitien et ( Py} la résolution de

L 'identité attachée o T, ona T = f?»ci‘Pl

81 X, support de la rdsolution de 1'identitéd (P}, est compact, il existe
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feC, (R} telle que FQ)Y =X sur X, et £=F, Alorssi T= ff{k)dPA, on a
T = f'f[}\)de = JE()dP, =

Bt si (QA) est la résolution de 1'identité attachée 3 T, on a, pour tout n >0,

d'aprés le théoréme 12 :

<t xx > = A< Q) X% >
et puisque ™ = f f_{}\)ndl?l
<™ xx > = rFfO0M < Py Xgx > = A < Py x,x >,

Les mesures 2 support compact v = d < Q x,x > et d< Py x,x > =1 colncident
donc sur les polynfmes, donc sont €gales en vertu du théoréme de Stone-Weierstrass,
Donc < Q x,x > = uxﬂ~m,_}t 1) estégala < Py X,x > = p (~=, 1}, Ceci entraine
que P}L = Qk' :

Inversement si uA est la mesure spectrale définie par Jff {}\)au (A) =
< £(T} x,x > pour £€ CX), avec X 1le spectre de T, ona de;a montre que

”x=d<P}\ XX >,

VDcmc: | ' < fkd?h.x,x > = fAd < Pl XX > = _fldux(?x)

= < Tx,x >

Ceci montre que T = /)dP,.

Théoréme 14. 5 (P,} est une résolution de 1'identitd s+ On peut assocter 4 toute
fonction borélienne bornde Ff sur le support X de (Pl) un opérateur [f( MdP}‘

en sorte que
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CfF + gl (k)zi‘PA = ff(h)de + fg(h,_i’de
I(af) (Mdp, = aff(k)é?k
I(fg) (NP, = (FF(N)aP,) . (Ig(r)dp,
IFoJap, = (fe(dp)”
Lrrouar, < {igl|

ff'(?\)dl’} = Pu _ st f eset la fonction caracté~
- ristique de 1-=,u }.

Dz plus, si une suite uniformément bornée f,, converge simplement vers f, on a

pour tout w : f’ff{h)cﬁ’l}x = Iim (ffn(A}ciPh).m.'
7

La démonstration de ce théor&me est essentiellement la méme que celle du

'tkéore‘me 4,

Si op, estla mesure d < P, X,x >, et 51 on définit, powr f € 5’8 (X),
qc(x) = ff(h)dux(l)
il existe un.unique opdrateur S¢ tel que
< 8p XX > = qe(x) = ff{i)dux(h) |
I1 résulte de ce qui précdde que, si f € CQ(X), Sp est &gal 3 ff{k)dPl, et on
notera, pour toute f € @(X}, (j'f(;&}dP}‘ l'épérateur ainsi défini,
Si £ est la fonction caractdristique de }-o,ul, ona
FEQ)4 < By xx > =< Pu X,X >, donc
TE(A)dP, = L
Les autres propridtés se démontrent comé dans le théoréma 4, 1a propriété de multi-
plicativité se montrant d'abord pour f € B et gEe CO{X} puis pour £ € B(X}

et g€ ‘-B (X) en utilisant les mesures W y telles que

< SE(A)IR, x,y > = fEMA, () powr £ € C 00,
>
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Théoréme 15. ST U € a{’ (H). est un opératewr unitaire, il existe une résolution
de 1'identité (P,) telle que
U= fe* A d‘PA

Tnversement, §i (PRJ est wune vésolution de Z*identité, By gr de est un opérateur
unitaire,

Soit (Ph) une résolution de 1fidentité. Puisqué

fd <Py x,x>=1im <P, x,x> - lim <Py XX > = Hxll® = < x,x >
A-rtoo ] _

on a fdPl =1,

Donc, si U = feb dp,, on a U= pemth Py, et

* % s
W =UU=sete P = sap, - T

Donc U est unitaire,

Si U est un opérateur wmnitaire et si z est dans le spectre de U, on

a Jz| < ||ug]] = 1. Mais alors. -;- est dans le spectre de v = 0", Done
[ -Z— | < [[U*[[ = 1. I1 en résulte que le spectre de U est contenu dans 1'ensemble

W des nombres complexes de module 1. Soit h la fonction définie sur W, 3 valeurs
da:r_ls [0,2n [, telle que eih{w) =W pour tout w de W. Alors h est bordlienne
et bornde, 81 T =h(), on a T* = h(U) = h(U) puisque h est 3 valeurs réelles.
Tl existe donc wme ré€solution de 1'identitd (Pk) telle que T = fAdP,. Alors, pour

‘n&0,
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et, par paésage 4 la limite :

ihu) _ AT _ % 7T _ . 9. o pudh
e =g -g R f(gl m”)dp}t Je dp}l

N ymom
Mais puisque I T W) »w uniformément sur W,
0

-

R} L g

Donc U=elT=fei?‘dP.







-124-

Chapitre IX

Fonetiong de type positif

Groupes d un paramdtre d'opérateurs unitatires

Définition 1. Soit G un groupe localement compact commutatif (qu'on notera addi-~

tivement). Une fonotion comtinue ¢ de G dane ¢ seva dite de type positif si,

quels que soient L'entier k, Lysenosly dans G et Cgsecnstlly dane €, on a

+
_mné:amocneb(m mn)ER

I;emme 2. 57 ¢ est de type positif sur ¢ et 81 © est 1'élément neutre de Gs
on a ¢(GJ € R, pe plus, powur tout =z de G, on a ¢(s':) d(—e) et Ifbt’x)l < ¢(0).

~

[

Avec k =1, a, =1 et x1 = 9, on doit avoir ¢(8) € R.

10. x1_eetx2=

$6Y + A X $(8) + Ap(sx) + X o{x) € R

#

Avec k=2, o

On en déduit Ap(-x) + X ¢(x) €R

it
e

d'olt avec A =1 puis 2

Za

$(x) + ¢(-x) €R
16(-x} - i¢{(x) € R

i

28
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c'est-3-dire ${x) = o+ if et ¢{~x} = o ~ i

d'olt . $(-x) = §1xJ

Enfin, avec e -2 5 e o,
[o(x)] -

20(8) - 2 Wx)i =0
d'ott [6(x}| < ¢(8), indgalité encore vérifide si
¢(x} = 0.

Il en ré'ét;lte que ¢ appartient 3 L (G).

Lemme 3. St ¢ est de type pogiitf sur G ot st f est dans LI(G), on a, en

. notant u' la mesure de Haar de G »
SIf )T y) 9 lz—y)dulziduly) € B

La fonction £ + [FECOF)o(x-y)du()duly) est continve de 1! (G) dans C.
1 suffit donc de démontrer ie lemme quand £ est une fonctlon etagée nulle hors
_'d‘un compact K. |
C _ Soit € > 0, La fonction (,7) + d(x-y) &tant cont:.nue, donc uniformément
continue sur KXK il existe voisinage V ds 6 tel que si x-x' et y-y!

appartzennent V, on ait

l6Gx-y) ~ ¢(x'-y")] < —I-I—ETI-Z si x,x',y,y' €K

11 existe donc un nombre fini Efyers 2By de partiés mesurables %eux a deux

disjointes et contenues dans X et des nombres ap...,ak tels que £ = E o 1hm

Quitte 3 fractionmer les Em, on peut en outre supposer que, si x et x' sont
dans un méme Em’ x-x' est dans V. Choisissons alors x dans Em et posons
By = %, n(E).
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k k
n o L= E layl ) = £ gy
et | 0 - seexIaucame)|
m n

= }[meEn $lx-y)au(x)dnly) - u(EJu(E) ¢§xm-xn)l

< ~————2-€ u(E JuE)
1E3 1

Donc J = SEDIFIS(x-y)duXduly) =L o T

I d{x-y)du(x)dufy)
E x

m,n o En
ot [J-Z B B elx x) <mzn CHNENE —!—li-ﬁ-f B Ju(E)

‘“‘*“?E |8 I)z =g
el "

Et puisque I ) Fn olx,-x ) € R, J est adhérent & R", donc y appartient.

Théoréme 4. 5T ¢ est de type positif sur G, la forme lindaive

® i f > If(z)¢lx)dulz) est positive sur 1'algbre hermitiems L1(c).
%
FIEEE ) o(xiy)du(x)duy)

SIEEC-Y) o (xy)du(x)duly}
= SIEXI) ¢ (x-y)du(x)duly)

Ona  @(fxf)

B

D'l #(fxf) €K' d'aprés le lemme précédent.

Théoréme 5. (Boclknmer~Weill. 8¢ v est une mesure positive bornée sur G, la fona-

tion x > I,. ){(x)dv(x} est de type positif sur G. Inversement, si ¢ est de fype
G . -~

postéif sur G, il existe une unique mesure de Radon positive bormde sun G telle

que

${x) = I* ¥lzldviy).
G
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Si v est wme mesure positive bornde sur G, la fonction

¢ x> I.. x{xjdv(x]} est continue. En effet, si € > 0, il existe wn compact K
G . R .

de G tel que v(a\K) < etuwn voisinage V de @ tel que
3

WeEV WEK [xG)-1] <

vt

Alors, si y €V, [4Gey) - 60| < | IxGxoy) - x| + le(xw) - XY [dv(x)
‘ G\K

< 'Kmy) “dve) + 296 \K)
F
<€

Donc ¢ est uniformément continue. De plus, si Ogs v os sy €C et

x‘!,tuo’xke G

% O d0xy - X)) = T o T x(x - X Iav(0) -
J'(Z o & xEx XX )00

- fi;: &, X0g) [Pav 00 « B

Donc ¢ est de type positif,

Inversement, si ¢ est de type positif, la fonction & est aussi de type
positif et la forme lindaire ¢ : £ » ff(x)c::(x)du(x) est positive s l'algébre
1! (6) qui est hermitienne et possdde une wnité approchée. Il existe donc, d'aprés

le théoréme 11 du chapitre IV, une wmique mesure v sur le spectre G de L (G}

telle que
"

~ £00dv ¥
g

it

2 (£)

= ,\{] £GIXCdp(x) v )
GG

= ([,. XAV £() du(x)
‘GG
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Les fonctions ¢ :et ¥ : x w-j,. x{x)dv(x} sont donc continues et &gales
G
presque partout, donc &gales.
Donc ¢{x) = I& ¥{xJdv(y) pour tout x de G
Si, pour une autre mesure v' on avait

460 = [ X080

on aurait aussi @(f) = SEIFXIuK) = SEOTEdREIS ()
= SIXREE) Qv (x)
= FRO®' ()

et, par unicité de v, v =v',

Définition 8. On appelle groupe & un pavamdtre fovtement contivu d fapérateurs uni-

. taives sur un espace de Hilbert H wne famille ( Ut}teﬁ. d'opérateure unitairves sur

H telle que

2Z) pour tout x de H, * > Uy est continu de R dans B,

' . *
Lemme 7. Un groupe & un parvaméire d'cpérateurs wnitaives vérifie Uv,=let¥_=U,.

. * * .
On s Uo’Uo = UO, donc T.IO.UO.U0 = Uo Uo et Uo =T,
De plus | U, .U = g, =1

% *
Donc . Ug = U U U= U

Théoréme 8. (Stome). S ( Uyl est wn groupe & un pavaméire fortement continu d’opéra~
teurs wnitaires, il existe wne résclution de 1'identité. (Py) telle que, pour tout

-3 _ Ut = Jeiﬂ dP}l
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11 résulte immédiatement du thdoréme 14 du chapitre VIII que, inversement,
cette formule définit, quelle que soit la résolution de 1'identité {PA} un groupe
& un paramStre d'opérateurs unitairves.

Soit x € H. La fonction ¢, Pt < Ut x,x > est de type positif sur R :
en effet, elle est continue puisque le groupe 3 un paramdtre est fortement céntinu,

et si Ufreeery  SONL dans C et_t1,...,tk dans R :

i

Lo a ¢&{t-t)

- &*
Mmoo X"mon EQ‘111()"11""{I’c Ut X,x >

n mn

=fa o <U x,U x>
mn tm tn,

=fa U x,2a U x>
mtm’ ntn

={lza U x|}’er
mtm *

11 résulte alors du théoréme de Bechner-Weil qu'il existe ime unique -mési.u'é

u* sur R telle que
_ it
b, (t} = fe du, (2)
De plus, puisque %y = ¢ys OB By = My

Bt flugll = sdu, = 4,.00) = < U x,x > = ||x||2. Enfin, puisque

X

< Ut(x+y) » XY >+ <U(XY), Xy > =2 < U, x,x>+2 < Ue ¥,y >
On a ,¢>ﬁy + ¢X-Y' = th)x + Zq;Y, donc HX“‘Y + UX”Y = znx + 2]_5?

8i, pour tout X, il existe un proj ecteur orthogonal P, tel qué
< P?\ XX > = ux(I -0, % 1), la famille (PA) est we résolution de 1'identité Até}_.le

que

ux=_d<PAx,x:> s
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donc telle que
< ( Ieu}‘ dP,)x,x > = Ielt}‘ dux(l} = ¢X(t}
=< Ut XX >
ce qui entraine U, = Ient d, .
Puisque la fonction ql(x)'= U 2c(] -0 ,X 1)} vérifie
2
la, GO < [ix]]
q, (ix) = q, (x)
q; (x#y) + qy(x-y) = 29, (x) + 2q, (),
il existe un unique opérateur VP)\ tel que
qk(x) ® < PX XX >
Puisque q, est & valeurs réelles, P, est hermitien. I1 reste donc miqué:zem; a
prouver que .sz = P}t.

I1 existe, pour n entier assez grand, une fonction contimie g, pério-

dj.que de période 2nm, égale 2 1 sur [-nmi,A 1, 30 sur [A + % ,ar ] et a valeurs
1

dans [0,1 ]. D'aprés le théordme de Stome-Weierstrass on peut approcher &, | T
- | ik &
~ prés uniformdment par une fonctio_n Yy ‘combinaison lindaive des fonctions e O
‘ at
. i - .
pour k € Z, Si \,un(t)=2a1£)e B et si Sn_gzal‘c:n)uk/ne of&l),onapour
X€H: .

* * ‘ ~
< (Sn - Sp)(sn - Sp} XX > = E-cj < Ukj XX >

' ir.t
si (§ ~wp)(wn - wp) =Ice J
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2_ 2
donc e, - sxl1%= iy, U, due

Bt puisque lwnwwp|<2+%+%<4 et que

lim hbn - wpl = 0 en tout point, car h, (8) » Y —w, ] (t), le théoréme de conver-
n,pre :
gence dominée donne

. 2 _
if;mll(sn Sxi|" =0

I1 existe donc un A tel que Ax = lim SpXe

_ n
Puisque = <§ x,x>= % (n)< i KX > =L (anl’('k'
n O UL/n % X' n

kt

e o B e (1) = o))

converge vers: u (J-2,A]) =< P, x,x>, ona A=PpP 3 et puisque les S commtent
X A ' A n 7

deux 3 deux, il commutent avec A = P,.

De méme ‘*’121 tend simplement vers %, , ; et le méme raisonnement montre
. .

que < SIZ1 XX > cénvérge vers <P, x,x >. On a donc
&
1< 82 - Phxx o] =< (5, - Bx, (5 + 2 5]
®
< Hspx - pyxtl.(ipyxi] + Hs, x|

Puisque Ax = Pi =lim§x, ona [[Snx - P,x|{| + 0. Bt
* : .
HSn x| |2 =<8 S; X,X > qui est 8gal 2 Hi, (639, T8 au,  d'2prds le méme raisonne-
* .
ment que précédemment. Et puisque gl <1+ % » ona |[s x|} <(1+ ":1' }zfdux‘édrlixllz.

I1 en r@sulte que < (P}k - Pi)x,x > = 0, donc que Pi = PA' ce qui prouve

- que P, est un projecteur et achdve la démonstration.
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Chapitre X

Opérateurs non bormés

Théorie spectrale des opérateurs auto-adjoints,

Dans tout ce chapitre, H désignera wn espace de Hilbert.

Définition 1. On appelle opérateur sur H un couple A = ( V,7} od V est un sous~

espace vectoriel de H appelé domaine de A et T une application linéaire de V
dans H. On noterq o{/ (4) le domame de A, et on notera toujours (abusivement) Ax

L'mage de = par T pour « dans &‘)(AJ.

Définition 2. 8¢ 4 et .B sont deuxr opérateurs sur H, on dit que B est une ex—

teneion de 4, et on note A C B, gt JI}(A) est contenu dans {{}(B) et gt Bx est

égal & Axr pour tout x de a‘?}m).

8i on identifie un opérateur 3 son graphe, qui est un sous-espace vectoriel

de H<H, B ‘est une extension de A si A est inclus dans B.

Définition 3. 8¢ A et B sont deux opérateurs sur H, et A un nombre complexwe,

on appelle M 1l'opérateur de domaine c@ (4) qui a x€ J/(4) fFait correspondre
Adz, et A+B llopérateur de domaine @(AJ ﬂ@(B). quit & 2 dans &}(A-I-B)-' fait
correspondre Az + Bx.

11 faut faire attention au fait que A + (-A) n'est pas 1'op&rateur nul,
mais wne restriction de celui-ci, car son domaine est seulement fé\ (A}. Pour cette

raison, on peut avoir A+B = A+C sans avoir B = C. Néanmoins, si c(D[A) =H




-133-

1'8galité A+B = A+C entrafne B = C,

Définition 4. Un opérateur A est dit borné s'il ewiste wune constante m telle

que |laxl] < m.flell pour tout =z de ¢,£’(A), c’est*a-dwe 8t A est eonf:mu

Définition 5. Un opérateur A est dit fermé si son gmphe esz’: fermé dans HxH,

e'est-d~dire si chaque fois qu'ume suite (:Jc) dans ‘j, (4) vérifie ®, *x et

G
Ax, *y, ona x€ LA et y = A,

- Théoréme 6. Un opérateur fermé dont le domaine est H est borné, done appariient &
3 .
ofi (m).

C'est we cons€quence immédiate du théoféme du graphe fermé (chapitre II,
corollaire 3).

On va maintenant définir la notion d‘étdj oint d*un opérateur 3 domaine dense
de sorte que la formule < Ax,y > = < x A Yy > soit valable chaque fois que x Eﬂﬁo
et y € q’ (A }, et que si A est dans ;f(H), A* soit 1'adjoint de A au sens
usuel. Pour cela, il est nécessaire, quand y € c.@ (A*), que |< Ax,y >{<}|x|]. HA*y] |
pour tout x de g{:} {A), donc que la forme 11nea1re X > < Ax,y > soit continue sur
o@(A) Inversement, si (\’(A) est dense et s'il existe wne constante m telle
que < Ax,y >] <m.||x|] pour tout x de @(A), ia forme lindaire x + < Ax,y >
se prolonge en une forme linfaire continue unique sur m = H, de norme < m,
qui se représen_te, d'aprés le théordme de Riesz, par le produit scalaire de x par
un vecteur z de H, de norme < m. Bt ce vecteur z est unique. On peut donc

domner la définition suivante.

- - - x * = ‘q. L * L) *
Definition 7. Soit A wn opérateur sur H & domaine dense. L'adjoint 4 de 4

N i '
est 1llopérateur dont le domaine @(A J est i'ensemble des y de H tels qulexis-

te un 'm tel que pour tout = de C@{A) on att |< 4wy > <m|la|l et tel que
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Dt ) *
- pour y .dans A} on até < dxy > =< x,4 y >

Tkéoreme 8. Sotent A4 et B deur opératewrs 4 domaine demse et A# 0. AZoz's

{ }ul) =z M et at acl)(.d) M o@(B) eat dense (A+B) esf: une extension de A +B*.

Bn partioulier, si B€ (), (a+8)* = 4* + 5",

I1 est clair que X -+ < M.X,y > est continu sur O(D(A) si et seulement
A - *
si x =+ < Ax,y > est continu sur c@f(A). Donc @(A*) = @(?A )= @((M} ). Et

. . — L I
si'y€ @(A*) < M.,y > =< x,(AA)*y > =< x,l.A*y >.Donc (M) =M,

si ye Ja"H n DY =®(A* + B'), les fonctions x + < Ax,y > et
X > < Bx,y > sont continues sur @ (A) n ,@B}, de méme que leur somae
x + < (A+B)x,y >. Donc '

DM nDE™ ¢ Tran™, et on a
* %
< (AMB)x,y > = <x,Ay + By >
Donc . A*+ B c ()

Si B est dans ‘gf} (H), la fonction x -+ < Ax,}r >+ < Bx,y'> est continue

sur O@{A) si et seulement si la fonction x + < Ax,y > 1'est. Donc
@((A*B] ) =®(A ) = @(A + B ). Et puisque asB)* , extension de A= + B*, a

méme domaine, ces deux opdrateurs coincident.

» . . E . . .
Théovéme 9. Soit A wun opérateur § domaine demsa. Alovs A est un opérateur fermé.

Soit ()r) we suite dans @(A) telle que Yy +y et Ayn*z. Alors,
pour tout x dans @(A), on a '

<Ax,yn>—>-<Ax,y>

L3
et <x,Ayn>+<x,z>

Donc <Ry > <xz s, et [< Axy ] < [lx|[.]]z]].

(il

b * * -
Dlod y € @(A ) et z=Avy. Ceci montre que A* est ferné,
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*
Théoréme 10. Soit A wun opérateur fermé & domaine dense. Alors A est d domaine
%k
dense et (A) = 4.

S5i on mmit HXH du produit scalaire
<{xy) ;s (W) >=<xu>+<y,v>

HXﬁ est un espace de Hilbert, et 1'opérateur U défini par U(x,y) = {y,x) est

urditaire et vérifie

. o, ‘
Si G, et GA* désignent les graphes de A et A , qui sont des sous-

espaces fermés de H<d, ona G, = U(Gi). En effet, si (u,v) €G et {x,v) € GA
A ' . A

* -
ona v=Au et y= Ax, donc Ui(u,v)= {-v,u} et

< ('-V,U) 3 XY 2 < Cu,X >k <y >

*
S<UAX >~ <Aux>=0

S

- Inversement, si (-v,u) .est orthogonal i Gg» On a pour tout x de \@(A)

XV, X >+ <yAx > =< (.-v,u) ; (X,Ax} > =0
donc <axu] = Jexv o] < ] fivl], @on ue P’

%
et v =Au, clest-a-dire (u,v) €6 4.
A

Puisque GA* = U(Gi) » on retrouve le théoréme précédent qui affirme que G % ©st
fermé.

Si Gy est fermé, on a donc G, = U'(G ,)*= U(G ).
A

E

. ; * - - - - - - -
S @{A } n'était pas demse, il existerait wn y. # 0 orthogonal 8 \-:D(A*}. Donc
{y,0) serait orthogonal 3 GA*, et (0,-y) -serait dans GA’ ce qui est impossible
_ puisque A.0 =0 # -y,




-136-

Alors le graphe de 1'adjoint de AY est U{Gi*) = Gy, c'est-3-dire -
As [A*)*. ,

Théoréme 11. Soient A un opérateur & domaine demse et B une extension de A.
* ok
Alors Bcoc 4.
& . . . ’ . :
Soit y € ..9(13 }. Alors l'application x + < AX,y > est continue sur
@(B), de méme que sa restriction & .@(A). Doanc y € .,C()_(A }. De plus, pour

xe P et yeEh

<x,By > = <Bry > =< Ay > = <Ay >

d'olr A*y = B*}r puisque @(A). est dense.

Définition 12. Soit A un opérateur 4 domaine demse. On dit que A est ‘symétrique
8t, pour tout « et tout y de @(A), ona <dmy > =< x4y >, clest-d-dire

- * l hd » * - ‘*
st ACA, On dit que A est auto-adjoint si A =4 .

Un opérateur auto-adjoint est symétriqué et fermé. Mais il existe des opé-

rateurs symétriques fermés qui ne sont pas auto-adjoints.

Lemme 13. Soit A un opérateur auto~adjoint. Si B est wune extension symétrigue

de A, on a A-";B’.

' # ® - %
Par le théoréme 11, on a B* < A.Dmmc AcBcB oA = A, clest-i-dire
AzBI

Théoréme 14, Si l'opérateur A est bijectif de @(A) sur H, et 87 A‘I ést
dans og (), A - AL est fermé pour tout A€ C.

st A€ /1), le graphe de A'! est fornd dans IM. Bt puisque le grd-

phe de A est l'ensemble des (x,y) tels que (y,x) appartienne au graphe de A'1,
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donc est fermé, A est wn opérateur ferms.
8i [x) est une suite dans \Z/(A} telle que X, *x et (A-—?uI)x >y,
on a Ax +y+ix., Donc x € ‘@m} et y+tix = Ax, c'est-d-dire (A-AD)x=y.

Définition 15. Soit A un opérateur fermé sur H. On appelle spectre de A 1'en-

semble des ) € ¢ pour lesquels A-MT  n'est pas bijectif de g()(zy sur H,

On remarque que si X n'est pas dans le spectre de A, 1fopérateur A-AI
est fermé et bijectif de @ (A} sur H. bonc (4‘2«21}.‘}_-T est fermé et défini sur H,
d'olt {A-Z\I]J € /(D) par le théoréme 6.

Théoréme 16, Soit A wun opérateur Ffermé. Le spectre de A4 est fermé dans C.

Soit X 1le spectre de A. S:l. X=6€, X est fermé, Si X # C, quitte 3
emplacer A par (A-AT1) et X par {ze€C|z + A, € X}, on peut supposer que
O¢X. Donc B=A" est dans da (H). Alors, pour tout re c,

A - AL =A( - AB)

qui est bijectif de @(A) sur H si et seulement si I - AB est bijectif de H
sur H, c'est-3-dire inversible dans o{:} (H) (cf. Chapitre II, coroilairve 2).
Donc A est dams X si et seulement si ';C est dans le spectre de B,
Donc X est fern€ dans C\ {0}, et puisque le spectre de B est borné, O & X.
Donc X est fermé dans C.
Pour un opérateur non bornd, le spectre peut ne pas &tre borné. I1 peut

aussi étre vide,

Théoréme 17. S¢ A est un opérateur auto-adjoint, son spectrve est contenu dans A.

Soit X = g + i € C \R. Alors B#(0 et

CA-AI =8 {Agﬂ 41
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Puisque A' = é?-;» vérifie AY e A', il suffit de montrer que (A—J‘_I)”1

i

est dans ag (H} si A est auto-adjoint.
Soit x € .,@(A) Alors, puisque A est symétrique

#

”(A':'-I)XHZ = < Ax-ix,Ax-ix > ”AX” + ”tz - K x,Ax >+ 1< AxX >

#t

Ax] (2 [[=]12 > [l ]2

Donc A~ il est injectif, 81 2z est adhérent 3 l‘imagé- de A - iT, il existe wne

suite (x } dans ,,(f) (A) telle que z, = (A -~ 11”)):n + z, Alors on a

2,72l 1* = [, - G-inx [|? = I!(A—il)(xn-xp)I.lz
= [AGx ) 15+ [l |17
Pu:.sque z, > 2z, lim Hz -z H =0. Donc (x) et (Ax) sont des suites de Cauchy
n,pe

dans G, et comrergent vers x et y respectlvement
Puisque A est femg, x € @(A} et y = Ax. Donc
-_-Axn- ixn-a-y ~ix = (A-il)x = z.

Ceci prouve que l'espace image F de A - il est fermd dans H. Si u appartlent
a F’L on a pour tout x de @(A)

<Ax - ix,u>=0
donc < Axyu >) = Jic xu > < )] ful]
ce qui montre que u € .,@(A*) = @(A) setona

O=<Ax-ix,u>=<x, Au+tiu>

Puisque @{A} est dense, ceci entraine "que- (A +1iI) u=0, ét, comme plus haut,

puisque || A+in)u}|? = [Jau]{? + ||u]|%, que u=o0. Donc F:= {0}, et F=H.
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I1 en résulte que A - il est bijectif de @(A) sur H, donc que 1

n'est pas dans le spectre de A.

Exemple 18, Si H est l'espace de Hilbert Lz(R,ch) et 82 4 est l'opdrateur dé-
fini sur ) a) = {f € gl1521506) |2de < 4=} par AfCE) = F(5), A est auto-

adjoint.

Si g€ @(A*) et h= A*g, on doit avoir pour tout £ de @(A)
FEE(E)g(O)dt = FE(ER{D)dt
done tg(t) = h(t) et sté|g(e)|%at = sin)|%at < 4o,

d'olt gD et h=A'g- g

| Evemple 19. Il existe sur H = 52( E+, dz) un opdrateur fermé symétrique non auto-
adjoint, ., '
Soit 6 1le sous-espace de HxH formé des couples (£, g} tels que pour

: t
presque tout' t =0 on ait f(t) = i{ g(s)ds. On voit aisément que G est ferms,
0

que (0,g) €H entraine g=0, donc que G est le graphe d*m opfratewr A fermd

sur H.

. ' | . _: Of

Si f est nulleen O, de classe C 2 support compact, g = -i * est
dms L’ et (£,g) €G. Donc £ est dans GIA) et Af = - & . Ceci entratne

que @(A) est dense dans H.

Par ailleurs, si fe€ .-B(A}, on a presqué partout
t t
£ 1? - 1] sss)” < [ (a1 %s. [ a5 = . 11g]

| ' t t |
et -2 1" = 1] gloras]? < [ e % as = (el 2
u u
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donc f est égale presque partout 3 une fonction uniformément continue et nulle
en 0. Puisque £ & LZ, on peut en déduire que cette fonction continue tend vers O
d 1'infini. -

Ona,si g = Af, pour presque tout u

U Q t : CINNNY . S
[ VRt = ij 1) c[ 2(s)ds)dt = ij 2(s) cj §(t)dt)ds
Q Q 0 ¢ g '

T
ifog (s) () - iF(s))ds

2, [* ., =
ijf(u}| +Jog(s)f(s)ds

et en faisant tendre u vers +w,

<f,g>-<g,f>=0,donc <f,g>€R, ou encore < £,Af > € R, Par polarisation,
on en déduit qus

<AL, > =< £1,Af, > si £y et fz sont dans ;C()(A), donc que A
est symétrique.

Si ia partie imaginaire de A est strictément positive, la fonction

est dans H, et on a, pour (f,g} €6
< Hem > = I WEWE = [ F0 -3 a

r

it

-ixrei"sds Js F()dt = xr T(s)etSds
0 0 o

A< ¥y.f >
Donc, pour f & &), < ¥, (A-ADE > = 0,

Donc A - A n'est pas surjectif, et A est dans le spectre de A,
Il en résulte que le spectre de A contient le démi~plan' {Alfj A0}, et

que A n'est pas auto-adjoint,
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On va maintenant généraliser 3 des fonctions boréliennes non borndes 1a
notion d'intégrale par rapport & wune résolution de 1'identité. Soient (P} une
résolution de de 1'identité de H, et, pour tout x de H, My 1la mesure

d< Py x,x >, Soit X 1le support de (Ph)_’ qui porte toutes les mesures Uy

Tkéoréme 20. Soient ¢ une fonei:wn borélienne réelle sur X, et ( cj) ) une suite
de fonctions boréliennes borndes sur X, vérifiant fe,1 <ol pour tout n et
ccmvergeant stmplement vers ¢. Alors les propriétés suivantes somt équivalentes,

pour un «© de H.

a) rlete) 2an_g8) < 4
B} (r ¢n_( MdPA).;r: converge dans H
el { fcbn_( ?t)dPl).ac est une suite bornée dans H.

Notons 'I’]1 = [ fbn(}\] #P?x" Alors
L . 2 * _ 2
HTnx - Tpr = < (Tn—‘I’P) (Tn-Tp)x,x > = f|¢n-¢pl i,

Et puisque [¢n-¢P|2 < 4|<§>|2, le théoréme de convergence dominde et 1a Convergence

simple de la suite (d)n) entrainent que a) =b)

On va évidemment b) = c). Si la suite (I xX) est bornée en norme par M,

Ol &

fon [ 2 _ * 2 2
Noy @) [any = < T.T x,x > = |1 x{|° <M

(g

et, par le théoréme de Fatou,

716Ce) [2aug () = flim in€| 6, (8) [ du, () <m?
d'odl ¢} = a),
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Définition 21. Soient {PA) une résolution de 1l'identité, ¢t ¢ une fonction bo-
. rélienne réelle sur le support X de (P\}. On définit 1'opérateur T = J$(A}dP,
par @(T) = {g € Hlfiﬁrlgduw < 4} ef,' pour dans @(T), Te=lim(f$ (A)dP;).z
pour { ¢nJ sutte de fonetions borélienmes bormées comvergeant simplement vers ¢

et majorées en module par [$}.

I1 résulte du théordme précédent que Tx existe et est indépendant du
choix de la suiter (cbn). On va montrer que 1'opérateur T ainsi défini est auto-
adjoint et a son spectre dans E;f){_). Si ¢ est born€e, on obtient c@[T) = H, et
TE ,,(?(H) est défini comme au chapitre VIII.

Lemme 22. Soit V. U'opératewr [ (1+e11¢(k})—1dP}\. Alors, pour € # 0, ?E(B) est

contenu dans ._«@(T), et limV, x =2 pour tout x de H
: €20

" Ona |1+ei¢(A)| 21 puisque ¢(0) est réel.
Donc | (1+eis(A))" 1| < 1. Bt puisque

Iim (T+ei¢(1))"' =1 pour tout A
e+0

il résulte du théoréme 14 du chapitre VIII que V.x tend vers x quand €~ 0
pour tout x de H.
s y € Ve(H), il existe x€H tel que y = Vex. Pour toute fonction

fe C,X), oma

ap a
TEMA () = < JEQIR) vy > = < SEO®,S gy % f Treppy X
= £
= < dp, .x,x >
[1+eio() ] '-
£

it

du, ()
[1+e1o(0) |2 P
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1
cdfolt U, = r—— Y
Y eisy}c ¥

bonc loo0 a0 = L gy < e pan = x| < v

"¢ ()]

Donc y € B@(’I‘) .

Corollaire 23. Le demaine de T est dense.

Soit x € H, Pu;tsque VxEo@(T} si e >0, etque x“llmv,c, X est
30

adhérent 2 @(T}' . | 0

A
Lerme 24, L'opérateur IV, est dans ols (B) et son adjoint est TV o

Puisque VE(H} est contemu dans @(‘I‘), v

o ©st défini sur H. Si (¢,)

est une suite de fonctions boréliennes borndes, majorfes par ] et convergeant

vers ¢, on a, pour tout x de H, puisque ste Q)(‘I‘) :

TV %)

1im{/S ¢, (A3ap,} VX

dp
Lim(/4, (NP gy 3-X
B N
11m(f W dPA) X

LN - ¢
et puisque I T*-‘a“f&" I SE t et que ( T?gi?ﬁ} converge simplement vers

#

Tietg *
on 3
TV, x) = f -?1%-5 } (AP, .x | ‘
Donc v '-!m—-—.--(}\}d’i’ e,,{,(zz) et

€ el

e 1t uap. =
(We) = [ qzggg Oy = T

Lemme 25. L'opérateur & domaine dense T eot symétrique.

{
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Soit ¢n une suite de fonctions boréliennes bornées et réelles, majorges

en valeur absolue par |¢| et convergeant vers ¢. Si = frbn(l)dph, T, est

hermitien.

51 x et y sont dans @ﬂ),ma

< Tx,y > = 1lim < Tn Xy > = lim -:-x,’rny >= < x,Ty >,

Léme 26. Llopérateur T est auto-adjoint.
I1 suffit de montrer que @ (T*) c(@('r). Soit y € @(’I‘*). Il existe m
tel que pour tout x  de ST

[« Ty >| < m.fix]]

on prend X = V~e TVEy. Alors x € -@(T) et, puis_qué

1 :
Hv_ 1] Sie‘?@{ | wagoy | <1 Hxll < Hwvgll
DO!'IC < TX,Y >."'= < 'I.v_g ,Ivs Y’Y > =< .'I'VE QWGY >
. 2
= Hvrlt < m [TV y ]

11 en résulte que H'I'VEyrH < m, donc que si

0= =2 HUGM® )yl = Wyl <m
i+ -ﬁ-itii

dlot y € @(T} dtaprds le ¢) du théoréme 20.

Lemme 27. Le spectre de T est contenu dans -472—“}.
51 Ae€eR et A& m),.quitte d remplacer ¢ par ¢ - A, dodt T par

T - AI, on peut supposer A=0 et (6] >8>0 sur X. Soit § = J'-}mmdPA. '
$(A)
L'op€rateur 8 est dans :(,7’ (H), hermitien et de norme au plus §7.
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i (¢n) est une suite de fonctions borélienmes bornées, majorfes en mo-

dule par |¢| et tendant simplement sur X vers ¢, et si T = f¢ (N)dP,, on a
- %
ST =TS = I = (e

donc ST X =T poX X pour tout x de H. Si x€ g@(’l‘) s T WX Tx et STnx + STx,
d'oll STx = x. Bt powr tout x de 'H, la suite Tn{Sx) converge, d'oll Sx 6 a(D(T)
et T(5x) = lim Tn(Sx) =x, Donc S est l'inﬁme de T, et O n'est pas dans le
spectre de X, ‘ |

S1 X ¢ R, A n'est pas dans le spectre de T puisque T est auto-
adjoint.

Théoréme 28. L'opérateur [¢(A\) dPA est auto-adjoint et son spectre est contenu dans
¢lX).

C'est la conj onction des deux lemmes précédents,

On va maintenant montrer que, inversement, pour tout opérateur auto-adjpint
T, il existe une résolution de 1'identitd (P,), & support dans le spectre de T,
telleque T = fAdPA.
Lemme 29. Si T est auto-adjoint, 1'opératewr U= (T+iI)(FiD)™ est unitaire,
et 1 n'est pas valeur propre de U, |

On sait que 1 et -i ne sont pas dans le spectre de T, donc que ‘T+il
et T-il sont bijectifs de 0@('1’) sur H, Donc U est bijectif de H sur lui-
méme. De plus, pour tout x de ai){’f), on & montré que
Heeanx(|? = [l [ = el 2+ lx2 none (o 1? = (el 2 B¢ 0, qu

est isométrique et bijectif est wmitaire.




~146-

51 x est um vecteur propre de U pour la valeur propre 1, on a Ux = x,

c'est-3-dire
(T + iD)(T - i 'x = x
ou, en posant y= (T - iI)'jx,
 yeyemy-gy

donc y=0,et x=Ty -~ iy = 0,

Lerme 30. 8i U est unitaive et n'admet pas 1 pour valeur propre, il extste wune
résolution de 1'identité (Pl)  telle que
U= j ML ap

5 )

~

Soit ¢ la fonction de R dans 1'ensemble W des nombres complexes de
module 1 définie par c(t)'f-'%%— . Notons C)l = {g{t)]-» < t € A}, ey 1a :Eonc_:tion
caractéristique de C, dans W, et P, = eA(U”j puisque le spectre d'wn opérateur
uhitaire_ est contenu dans W. |

On vérifie aisément que' (PA) est une famille croissante de pmj“e.cteurs,
fortement continue 3 droite, tendant fortement vers O en -o et vers 1W’- {1}(11) en
e, I1 suffit de voir que 1 “.} (U} est nul pour montrer que fPl) est wne r§soluﬁ
tion de 1tidentit8. Mais puisque (z-1) 1{1}(z) =0, on a {-11. 1“}(11) = '01. Donc
si x est dans 1'image du projecteur 1{1}(0), Uk-x = (U-I). -1{'1}(11}.:: =0, et x

est vecteur propre de U relativement 3 1. Donc x = O.
Soient, pour X dans H, les mesures ¥, et v définies par -
My = d < Py, x,x >

wa{z}dvx(z} =< £W.x,x> pour fE€CH).
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Alors
vx{Cl) = fe}‘ dv, = < Pyoxx > = ux{] .3 1)

= w c e,

11 en résulte que \ﬁx est 1'image de 1z mesure W, par g, et que pour toute
fonction borélienne g,

Tg(z}av, (2} = Jg o {t)dn, (1),

Donc pour g(z) =

<Uxx > = fzdv, (2) = f2(t)du, (8) = < (ST, )x,x >

v At
Dot U-—I--x:-i-«d?

On peut remarquer que si  {1A,A° ]) est dlSJOlnt du spectre de U, ona

A(U) -ek,(U) donc P}‘ P}\, et JAAT ] est disjoint du support Y de P,.

D'oll g (Y} C o(U). Et on peut voir que, si U= (T + inN(T - 11)

s 1e spectre de
T est ¢ (o(U)), donc contient Y.

. Définissons, pour p réel > 1 = j ({+I) (U-QI)_?' qui est dans qé, (H)
puisque o n'appartient pas au spectre de U.

Lemme 31. L'opérateur T est égal a A dp
Leffie ot o J A
E N u s
2 2
0 a U+1I= I(Ei 1), = | 2 ap,

0-or = [ 3 pae, - [ Mgl g




-148~

-] - n"‘l
donc U=~ p1) = J (T7p1i- (p-TJA
- 2 i I A
Dot Tp 1] (1+p)1—[p-?}l dpl T+p .., p-1 dp}‘

- A=

Lemme 32. L'opérateur & = [\P, est dgal & T.

T+p p-1 i+p
Ona l“~2—+ll-2"'|?—2——>1
donc JE— < Al
e angl
et 1lim 2 = A. Donc Sx=1im T X si x€ @(S)

De plus, on a  U+I = (T+AI)(T-iI)"7 + (T-iD)(T-i1)~"
= 2T (T-in)") |
ot  Uepl = [(T#T) - p (T-iD) ] (T-iD)")
-pD) ™" = (011 [ (T+1) - o(T-1D) 17
- 1+p . p-1 -1
mﬂc Tp-T['TI‘"lTT}
Si on pose, pour x dans H et p > 1,

= (1T

ona T, x = T{x,). Puisque T est auto-adjoint,
1 = 152 ¢ 1 B mg 112 = (3292 [ 17+ (5197 Jjng (1

donc o < g% Hxl] < (1)1
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1~ . p-1 ~1 '
Hug-ul | <oz 1w =2 - & B2 Tuf} < &1 ([l + [[7al])
+0 quand p > 1
Et imisque @(’I‘) est' dense, on a’ pr-xli + 0 pour tout x de H.

Donc, si x € @(S), ama X,+x et Tpx = T(xp) -+ 8x.

Puisque vT, est ferme, ceci entrafne x € @(T) et Sx = Tx, donc S CT,

d'oll S=T puisque S est auto-adjoint et T symétriqué.

Théoréme 33, Pour tout opérateur auto~adjoint T de spectre X, il emiste wne véso-

lution de 1'identité (Py} & support dans X telle que T =/ ldPX

Le théor&me résulte des quatre lemmes précédents..

Théoréme 34. Sott T unm opératewr auto-~adjoint sur H. Il existe un espace mesuré
(SE,JF’, B et une {sométrie bijective U de ngg,d'),u) sur H ainsi qu'une fone~
tion ¢ réelle mesurable, & valeurs dans Le spectre de T tels que TU = UM¢ ot

be est 1'opérateur de multiplication par ¢ supr th’w'

L'opérateur C = (T+iI) (T—:iI)'1 est unitaire et n'a pas 1 pour valeur pro-
pre. Il existe donc wm espace mesuré {Q,.P11), une isomdtrie bijective U de Lz(u)
sur H et une fonction ¢ 2 valeurs dams Ie spectre de U, donc de module 1 tels

que

CU=UM¢

(cf. Chapitre VIII, théoréme 6}. Alors Tp = i{C+I) (C--p'l)“1 vérifie
T, U= UM%
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si ¢p_=i%;ﬂp.

S'il existait un ensemble Z dans @ de mesure > 0 sur lequel ¥ =1,
Ut vErifierait C(Ul,) = Ul,. Donc ¢ # 1 presque partout, et quitte & modifier

{ sur un ensemble négligeable, on peut supposer ¢ ¥ 1 partout.

SR, = ' : . - . .
&ors, st ¢=igpg,on ? H’f". < {p| et i’f{l b, = ¢ Puisque M%f. con
verge dans Lz(u) si et seulement si ¢f est dans Lz(u) et que sa limite est

alors ¢f, mpoint X € H est dans «@(’1’} si et seulement si 'I‘p X converge

'TTO X = M¢ vk converge, c'est-a-dire si qu est

¢

done si et seulement si U
dans &) 01). Bt si x DM

1:ac.= W, U 'k

Tx = 1lim Tp x=1imWM, U "

%

d'oli Y = UM¢ On peut voir de plus que ¢ prend ses valeurs dans le spectre de T

puisque ¢ = ¢+‘;‘ prend ses valeurs dans le spectre de ¢ = (T+1) (T—1I)

, On ccns:r.dere maintenant wm semi-groupe & wn paramétre fortement continu de

contractions auto -adjointes, ¢ est d-dire wme fanille (T )

d'opérateurs her-

mitiens swr H de nortmes < 1 verlflant

'I't+$ = Tt.TS

T+ Tyx est continu de R dams H pour tout x.

Théoréme 35. IL emiste une résolution de 1'identité ( Py)  a support dans R telle

que, pour tout ¢
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De plus, 1l'opératenr auto-adjoint A = ~ [ MPA est le générateur infinistésimal
T, e

du semi~groupe, o'est-d-dire vérifie @(A} = {x|lim 2 T extetel et
7 S 0 -
) £
A = lim T
0

, | 12 *
Siona, pour x€H, T,x=0, ona HTt/sz = < Typy TyppkeX > =

¥ T{__ X,Xx > = 0, donc Tt /2x= 0, et par récurrence thzn x = 0, Mais puisque
T/nx-%'rox=x, on doit avoir x =0,
t/2

Puisque T’t = (T, /2)2 est le carré d'un opérateur hermitién, le spectre
de T, est contenu dans R, et puisque HTtH <1, le spectre de T, est contenu
dans {0,1]. Si ¥, est la fonction caractéristique de Ie"l,T’} » l'opérateur
PA = tpA(T1} est un projecteur orthogonal, nul si X < 0. La famille (Ph) est éon-
tinue a droite, et puisque Ker T, = {0}, 1 o} {Ty) est mul, donc, pouf tout x,

lim P, x=1. .. (T.}).x=x. Donc (P.) est wme résolution de l'idéﬁtité, i
Yo A CI1G,1 ] M A

support dans R.

Soient X € H et B, l1a mesure spectrale sur {0,711 telle qué

< f(’f1).x,x > = JE(t)du, (t) pour £ € C(0,1 1). Alors, l'cpératém T %-fé-h @,

vérifie
- B -t '
< Tx,x > = d<PAx,x>—- ed<PAx,x>dt
3 Osdstes
.-t t
'-fre {JﬁmfP7l xX,Xx >)dt
0 ¢

re't <P, X,x > dt = re“t w (e ,1 )at
dg X

: =- 8]
Y EL A NOL j(fe,tgs o™t ar)au, (s)

= fsdux(s) = < Ty X,X

v

Done T-—-T=Ie'7‘dp
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De plus, pour tout n, T est la racine carrée hermitiemne de T21~n’

2"1’1

_ _an-1t =
et, puisque (fe"‘t dPA)Z = fe‘zkt dP}‘, Je AZ dp, est la racine carrée hermi-

o1-1 '
A2 @p,. Par récurrence sur n, 1'unicitd de cette racine carrée |

_ ema2®
montre que T = fe
2

tiemme de JSe
dPl. Et pour tout entier m=>0 on a

. P Wk -m\,2 8
T .° (Tz'“) = (fe :

de)m = fe
mn.2 _

dPA’

d'oll T, = f, A dP, pour tout t de la forme n.2"™, Et puisque les fonctions

~At

Er<T x,x> et t+< (fe dPx) X,X > sont contimues, elles coincident. Ponc,

poue tout t ER', Te = st dp, .

Puisque, si t>0 et A>0, ona

‘ -At
™At 1 <at et 1im 2Zle )
-0 t
e At
le domaine de A = f(-}‘}dPl est l'ensemble des x € H tels que lim[f E dP}l) WX
0 '
Tt-I

existe, donc 1'ensemble des x tels que

£~ X converge quand t =+ O (théoréme 20).

Enfin, par définition de [ (~—l)dPA, on a
T,.2-x

Ax = lim tt pour X€ @(A).
t=0

Théoréme 36. SL A est un opdratewr auto-adjoint & spectre dans R , 7l existe un
semi~groupe fortement continu Ty de contractions auto-adjointes dont A est’le
générateur tnfinitésimal.

‘Puisque -A est auto-adjoint & spectre dans R+, il existe une résolution

de 1'identité (PA} d support dans R telle que -A = flde.
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Seit  t > 0. 8i on définit T = J'e')Lt dp T, est une contraction auto-adjointe,

At Tt
De plus, on a 'I' =1 et Tth = s POUWr s et t>0. Enfin, si x€H, la
fonction t -+ Ttx est continue sur R . L'argument du th€oréme précédent mentre que
A est le générateur infinitésiml du semi-groupe.

Puisque pour t > 0, la fonction A + Ae” ~At est bormée, on voit que T (H)

est .contenu dans @{A} donc que, pour tout x de H et s >t

T x-T. x T =1
5 7 _ Ts-t- .
P = STF .Ttx - ATtx 51 s+t

ef si So<s <t

Tsx-'rtx . Tt_S-I T x
s-t s-s ' "f-s s
: o
Tt_s*I

Alors si s » t,

Ty X > AT x et puisque | [TS_SOH <1 et que

t-5 o o

Ts__sor* .Tt_soy pour tout vy,

Tsx—-’I‘tx
~=mr— Tt*s A Tox= ATt-s T, x= AT

Q o O o

Donc, pour t > 0, 1a fonction s - T X est dérivable et a A‘I‘tx pour dérivée
en t. Clest donc une solution de 1'dquation différentielle %;- = Ay sur 10,+=

qui tend vers x en O.

Exemgle 37. Si g est le complété de 1'espace (ZZE(R} ~des fonctions de classe

Bl S e

C" sur R & support compact pour la norme préhiibertienne

[El] = U’(if(t)l; + if"(t)!z)dt }1/2, e s‘injecte continuement dans LZ(R). Et

Itapplication ii—-z- t £ > " définie sur *'gi(R) se prolonge en un opérateur
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auto-adjoint sur 12 (R) & domaine H. 1e spectre de cet opératewr est contenu

dans R, Il existe donc wn semi-groupe de contractions hermitiennes sur 1?2 R)

2

de générateur infinitésimal é"‘f . Alors, pour toute £ de L°, la fonction
dx

F: (x,t) = th(x)

2
vérifie -g-f-= %-122- , et F(x,.)  converge {dans LZJ vers f quand t tend
: X

vers 0.

On peut d'ailleurs montrer que 2
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Chapitre XI

Trans formation de Fourier

Dans tout ce chapitre, on notera G un growpe leéaiément compact commi-
tatif et 6 le groupe dual, A 1l'algébre de convolution L1 (G) et R ‘1%image de
A par la transformation de Gelfand, qui est ume sous-algshre de Co(é) puisque le
spectre de A s'identifie 3 & en faisant correspondre au caractdre X de G le

caractére de 1'algdbre A défini par

£ £ = SEEOXDdu).

Par définition, la transformée de Fourier de f € }:.1 (G) = A est la fonction % dé-
finie sur (3 par la formule précédente, qui s'identifie donc 3 1a transformée de
Gelfand de £, On va montrer qu'il existe une isombtrie bijective de LZ(G) sur
L2 c?;) qui coincide sur L1 G} n LZ(G) -avec la transformation de Fourier, et qu'on
appellera encore transformation de Fourier. Puis on utilisera la transformation de
Fourier pour démontrer le théorZme de Pentryagin, qui affirme que le groupe dual de
G est isomorphe 3 G.

Soit J le sous-espace de L1 (G} form& des fonctions qui sont dans L1 (G)
et dans 13(0).

Lemme 1. L'ensemble J est wni idéal de L'algébre A qui est partout dense dans A.

De plus, ei § et g sont dams J, f est dang J et Fag est dans CO(G}.

11 est clair que J est un sous-espace vectoriel de A. Si £ est dans
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LZ(G) et g€ L1 (G}, on a pour toute h dans L-Z(G]

IR ¢ 1eCa . 1 £6Ty) |ant duy)
= flg@ . Uhe L 1£.6) [dumdu(x)
< fgC L) Paue) . r1E, 0 1 2ane) 1 2ane)
< 1G]l 1) 800 = £lga .|l L. 1], duto)
< ellql bl g, <+

Donc, pour presque tout y, 1'intégrale / lg,(x)f(x"iy) lau(x) e.xiste, et définit un
§lément de L°(G) de norme au plus |lgll;.11£l],. 11 en résulte que g x £ est
défini presque partout, appartient 3 L2(G) et que ||gxf| |2 < {lgi FRRES! Iz. En
tout point y ot f[g(x)f(qu) jdi{x) < +o, ona f & gly) = g = £fy).

11 en résulte quesi £€J et g€A, f*g&J. Puisque J contient les
- forctions continues i support compact, J est dense dans A,
De plus, sit £€J, £ €L'(@ et

NE @ Pt = r1Te Y e = fEech
= J1£6) | 2ulx) < +eo

d'od £ €J et HE 1, = 1i£l],.

Enfin, si £ et g sont dans J,

FEQgE ) = FE@)g & 0 du ()

< £, (g*)}, >

it

f«gly)

Et, puisque le mfme raisormement qufau lemme 10 du chapitre II montre que y = gy est
contini de G dans L% G pour ge r? (G}, on obtient que f % g est continue sur

"G et que
HEegll = sup Ifagt | < {lgl1,0 118l -
y
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Si (£) et (g,) sont des suites de fonctions continues 3 support com-
pact qui convergent dans 12 (G vers £ et g respectivement, f,+g, est 2
support compact, et _(fn * gn) converge uniformément vers f % g. Donc £ % g est

dans €, 6.

Lemme 2, Pour toute ¢ dans J, il existe une mesure “qb. positive bornée sur G

telle que, pour [ € A4,

< pebsd > = [ Fooauy00.
G

De plus, st ¢ et Y sont dans J, on a
L -2
H)l 'ﬂw"’ H}i 'u¢, _
Si ¢ €J, pour toute £ dans L'(G), £ ¢ est dans L2(G). Donc £ x
et ¢ sont dans LZ(G) et on a .

< £40,0 > < [[£xol |- 11811, < L [ol1,2

Ceci montre que la forme linfaire 'L¢ ¢ £ < f%,4 > est continue sur A. Et

puisque
L,(E) = (£40) « 6°(0)

(£+9) % (£44) (0) = < Fap, £ad >

i

on a L 5 (f*f*)

1] [, € &"

Donc L¢ est wme forme linfaire positive sur 1'algdbre hermitiemne A,
qui possi@de ume unité approchés. I1 existe donc une mesure positive bornée By sur
le spectre de A, c'est-d-dire G, telle que

L¢(f) = f% dp¢ pour fE€A
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. En particulier, si ¢ € J, pour £=¢ » 1!’* * g

Ly s ¥ x @) =0 %9 g% ¢ %60 =L, * ¢ xg)
donc Fbb.g duy = fo.9.8 an,
clest-i-dire

vt o, = 116175 au,

et puisque A est dense dans C,(6), ceci entrafne que les mesures - [xblz.u s ©t

{8} ?‘.uqJ sont Sgales,

Lemme 8, Il ewiste une mesure de Haar sur G, v, telle que, pour ¢ € J, on ait

T
1—!¢ - I¢E s Ve //

Soit g ume fonction continue 3 support K compact sur E Puisq{e 11
est dense dans CO(E), il existe pour tout x de K we f€ A telle que ;S(x)#o,
et par densit€ de J dans A, e ¢ € J telle que 5(}() # 0. Par compacité, il
existe un nombre fini (¢1""’¢m) d'éléments de J tels que %1 ]q‘JjIz' soit non
nul au v;)isinage de K. Alors h = ﬁ——-g———g est continue & support compact et on
z [3] |

m
pose v(g) = L u s (h). Cette quantit€ est rdelle positive si g est réelle positive.
173 . ‘
Si (1}11,. ..,t,bn} est un autre systéme ayant la méme propriétd et si & = -ﬁ——&—-—-,
; ~ 9
z il
on 3, en posant . 1

g1 7 £

; G 15,15G lil?
I\,

216100 1y

h =

-

N’I{I -4 et 1= ?
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m - 2 42
Donc S, =35 w (uD%ed=2 u, (Ié.]%.g))
Ty Ty My BTy (T
nf ()
= 2 Ju A
1 ¥

Ceci prouwve que la quantitd v(g) ne dSpend que de g et non de la famille
PP »®y,) choisie,

Puisque v est clairement- linBaire, c'est une mesure do Radon sur G,
Soit ¢ € J. Pour toute fonction g continue 3 support compact contenu
dans {x € Gl¢(x) # 0}, on a

Ll - o N 2
vz 015 = uy. Téjl%}_) = 1,(8)

Et sur le fermé F = {xl%(x)_ = 0}, 1a mesure My est nulle puisque, pour tn ¢ € J

tel que ;};(xo} ¥ 0, la relation l:i;lz = I:[;{z Ug entraine que g est nulle sur

F au voisinage de x_. Donc M, et lcbl .v cofncident sur F et sur G\F d'olt
2
= 4.

Il reste 3 montrer 1'invariance de v par translationm. SO:!.t Xy € G. Pour

tout £ de A, ona

(%) () = JECIK, ORI

]

FE) . (X Xy} (Rydu(x)

(£) X 00

Puisque la mesure v est camctérisée par la propriété (Vo € J
op
l@!z.u = u¢), il Sufflt de montrer que la mesure v' translatée de v par %o vé-

rifie encore cette propriété. La mesure v' est définie par

vi(g) = v(gxo) pour g continue # support compact.
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]

Or o120 (@) v((l@lz-g)xhv(& 3, g, )
o

X % %

i

v(&o.@(}.gxo)

2 -
fox, | v(gxo) = u¢xo(gxc)

I1 faut montrer que u ox (g)(o) = Uy {g) pour toute fonction contimue 3 support com-
N o |

pact, ce qui sera vrai si 1'égalité a lieu pour toute geE CO(G), et puisque les Uy
sont des mesures bornfes, il suffit de le vérifier pour g € A, qui est dense dans

C (). Or, si g=f avec £€A, ona

M B ) = M, BR) = < () % (o), >
Or (fxo) % (:bxo} = (f % 4:).)(0 et < fT'Xo’ fZ'Xo prg < fi’fz >,
Donc on a

Hox (&) = < €% 9,0 > = () = ()
Do gy (g ) = (81590 @) = uy = (329 @

pour toute ¢ € J, ce qui montre que v = v, donc que v est une mesure de Haar.
On supposera désormais G mmi de cette mesure de Haar, 3§ laguelle toute autre est

proportiommelle. On a donc pour £€ A et ¢€J

. { ~ -

<Ex 0> = | £@6(D] v
A G

Lemme 4. L'ensemble des f x ¢, on F et & sont dans J, est dense dans Lg(G).

Soient g € LZ(G} et e > 0. Puisque J est dense dans Lz'(G), il existe

f dans J telle que ||g-f| {2 < % . Bt puisque la fonction x + £, est continue
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de G dans LZ(G), il existe wn voisinage V de & dans G tel que fo-f||<-§-
pour tout x de V. Si ¢ est une fonction continue véelle positive, 3 support
compact et nulle hors de V, telle que [ $(x)du(x) = 1, on a clairement ¢ € J. De
plus, pour toute h € LZ(G) telle que | |h| [,<1,ona

WEG ¢k £y) - £0) = F00 (X )£ )
- | = [9(x) (£, 67)-£(7))du(x)
<ow EER > = 1500 (£ 0)-E6)ERIMEING)

donc
[<¢ * £-£,h >] < f9(x}|< £-F,h >[du(x)
<SG EEl @) < 5

puisque [|£ -£l], <5 quand ¢(x) # 0.

11 en résulte que ||¢ # &=fl], = s |<¢ * £-£,h >}
18 1
£
<7

et, par suite, VA_Hg“tI’ * f[[2 < e,

Théoréme 5. Il existe une tsométrie lindaive bijective de £? (¢) sur Lgf @) qui .
cotneide sur LE(G) n L3¢ G} avee la transformation de Fourier. Cette isomStrie est

encore appelée transformation de Fourier.
Si “f=f1 * ¢, ol fi et ¢ sont dans J,ona

||sz=<f:f> <f1*¢,f1*¢>'=<f1*f1#*¢,¢>

o~ A -~ Y rY
= 18,5, 16]% av = I1£1.91% v

J‘I%iz dv
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Cette &galité se proionge & J par continuitd, Et la transformation de
Fourier se prolonge en une isométrie linéaire de 12 (G} sur un sous-espace V. com-
plet, donc fermé, de L%(G).

Pour voir que V=1L (g), il suffit de montrer que les fonctions continues
3 support compact sur é sont adhérentes 3 V. Soit ¥ une telle fonctiom. On véit

.. m a
comne plus haut qu'il existe (tpp.,. ,4>m) dans J telles que ? ]q)jlz =h >0 sur

le support de . Alors zp1 = %’% est dans C (é) donc adhérente &8 A en norme uni-
forme. T1 exx.ste donc wme suite (f ) dans A telle que |]y;- -f |+ 0. Alors
g, = f * (z ¢> % 4: ) est dans J et

Hey-olly = 11 E, v cz o111, < HE 011 nil,

~ m %
an"pf”*{f? ”‘% ® ¢j”2} +> 0

Et puisque g, est dans V, ¢ est adhérente 3 V.

Lemme 8. Soignt qbz et ¢2 deux éléments de LB.fG), et ¢1 et qbg- leurs trans-

formées de Fourier. Alors ¢1.:¢2 est dans LI(G) et on a pour tout x de G.

b % 0@ = | §,000.8, 08000
G

D'aprés le théoréme précédent, ¢ et d)z sont dans Lz {G}. Donc lewr
produit est dans _L1 (G). De plus, puisque la transformation de Fourier est isomd-

trique, elle conserve le produit scalaire. Donc

< ‘b}x@z > =< ¢1*¢2 >
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Par -'aillem"s . by % 6,00 = [p,()¢, (Y-Tx) du(x)

16 oy (x P (x)

i

< 4 (05), >
/} re - ._._. -~
Si ¢€J,na ¢ =¢ et ¢.(8) = EX)(E).
Ces égalitds se conservent par passége & la limite pour tout ¢ de LZ(G) . 0na

donc -
¢'1 * ¢2(x) =< 4’1,{‘!’;)): > = < 2’1 3%?3;);2 >
= 1oy (B8, (DE@AV(E)

On étudie maintenant le dual G -du groupe localement compact G. Pour tout
x de G, 1'application X x(x) de E dans U est_'un homomorphisme continu,
done tn &lément j(ic) &e Ei | - -
Théoréme 7. (Pontryagm) 52 Jd estl applwat ton de @ dcms G définie par |
Jle) (x) = xlw), § est un {somorphisme bicontinu de G sur G, et L'application
réciproque de la transformation de Fourier de I;z( G} sur If ( 5) est, d une symé-

trie prés, la transformation de Fourier de 52( G} sur 1}2(6).

Il est clair que j est un homomorphisme de G dans G Pour montrer la
contimité de j, il su:ffrt de montrer que j est continue en 6. Si W est wn
mislnage de 1.dans G il ex:r.ste (par définition de 1a topologle de G) un compact
K de G et >0 tels que {tIVxE K{t()-1] < €} soit inclus dans W. Mais
puisque K est &quicontinu en 8, 11 existe umn v01smage V de 6 tel que

Vx € V, ¥y € K|x(x)-1] <& Danc j(V) cw.




Si f et ¢ sont dans J, f¥dp=g estdans J etona §=f.¢.

Donc, d'aprds le Zemme 6, pour tout x de G

g(x) = jaé(as{x)dv(a
G
- [0 @
P g0 = [ET O

A%ors é est dans L~ (&) et la transformée de Fourier de ; au point
jix} de E est g(-x].

On va prouver maintenant 1'injectivité de j. Si j n'était pas injectif,
il existersit wn a € G, distinct de 8, tel que j(a) = 1, clest-a-dire tel que
x{(a) =1 pour tout y de G.
| I1 existerait alors wn voisinage V de 6 dant G tel que a n'appar-
tlenne pas 3 V. V = {x.7 1]1: €V, y€ Vi Si ¢ est wn &éldment non négligeable
de J nul hors de V, la fonction ¢ % :j) est continue et nulle hors de V.V*I,
donic nulle en a, De plus ¢ = cp*(a} = L;_lqb(x)lzdu(x) >0, D'aprds Ie lemne 6, on a

0=+ ¢ = faﬂay.ﬁ)s(a)dvcs)

= Ia:ﬂ(g)g@)du(a = ¢ *Vfb*(ﬂ) #0

et cette contradiction prowve 1'injectivité de j. '

31 X' et Y' (désignent les compactifis d'Alexandroff de G et § et
sionprelonge i & X' en posant j(®) = =, on va montrer que j est continue
en », c'est-d-dire que  j(x).f tend vers O quand x tend vers  « dans G, pour

toute £ &1, (G}
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Soit donc fGLiia) 8i g = |f} et h-ifgm,ona £f=g.h etget

h sont dans Lz(G] 11 existe donc 9, et ¢, dans L (G) telles que g= ¢1 et

1/2

h= ¢2. Par le lemme 6, pour tout X de G

@1 #* ¢2(X) = f¢1 (£)¢2(E)£(x)dv(x}

= [£(£)3 () (E)av(B)
=fo jlx 1
La démonstration du lemme I montre que by * ¢, est-dans C O(G), donc que

Lim ¢y * ¢,(-x) = 0. Donc lin £(3(x)) =
X300 esc0

L'application j est donc un homSomorphisme de X' sur le compact j(X').

11 en résulte que j{G) = 8 N j{X') est fermé dans 8 et gque j est homéomof—
phisme de G sur jF{G)}. On identifiera dé€sormais G & un sous-groupe fermé de &
au moyen de j. .

| Montrons maintenant que j est surjectif, c‘est»&-§iré G = & 8111 exis~
tait € G\G, il existerait wn voisinage V de 1 dams G tel que o ¢ V.V'\.G,
et ¢ dans L1 (&) 0 LZ(E') non négligeable nullé hors de VV.‘ Alors, si ¢1= ((I)*)a,
la fonction ¢, = ¢ % ¢, est contimue, vaut ¢ * o (1) = ||¢H22 en o et s'annule
hors de a.V.V | s, donc en particulier sur G, |

_ I1 existe donc ¢ et 1p1 dans Lz(a) telles que 1?1 = ¢ et %1 ~“—A¢1, et

£ et ’E1 dans LZ(G) telles que %= P et %1 = Ps;. Pour tout t dans 'é, on a
puisque la transformation de Fourier est isométrique de LZ (E) dans 1.2 (é), donc

conserve le produit scalaire,

¢2(.t) = ¢ % ¢1(t) =< Q’s(’{;)t >= < ‘f’:‘?;-l £ > = Y (E) -’4’1 (i)f(ﬁ)dv(i}-
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Bt, par le lemme 6, pburlx dans G
£ v £1(0) = JE(E).E((DECIAVE)

= [9(E) .4y (E)EQIAV(E)

Donc, si t = j(x}

0= 9208 = ¢ % 9,(8) = AR EIECIW(E) = £ + £(x)
Il en r8sulte que f % £y est nulle sur G,

Si h ést un &1&ment arbitraire de L1 (G), on a donc

0= /f x £IBCIMED = < £,£; « h > = < 4,T,.h >
dod Loy (EW(EYR(E)AV(E) = O

Et puisque R est dense dans CU(G), la mesure ¥.¥1.v est donc mulle, ce qui

entraine gue 1!)1}11 est nul v-presque ‘partout sur Q.

_ Donc

0 # o112 = 6,0 = Y EEEwE) = 0

”~
i~

et cetie contradiction achdve de prouver que G = G. .

8i f et ¢ sont dans J, fx¢=g estdans J et ona g = f.4.

D'aprés le lemme 6, on a donc pour tout x de G

CRFFCREIYG

;]

!éé(a)z{x“)dvcz} - 2o h

puisque § est dans L (E;).
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Par continuité, cette égalité reste valable pour g dans 1 (G} puisque
l'ensemble des £ x ¢ est dense dans LZ(G). On a donc, pour g € LZ(G) , €n notant

§' da fonction x ""‘g(x”T),
o og=f
I1 en résulte que, pour he L2 ~(G), la fonction g de 12 (G) dont b est la rans.

formee de Fourier est (h)"‘r é Etant identifig 3 G au moyen de j-.

Corollaive 8. 9% =z est différent de 1 'élément neutre dans G, i1 existe wn carae~

tére Y dans G tel que ¥(z) # 1.

Cet &noncé n'est autre que 1'injectivité de 1'application j de ¢ dans G.

On consid@re maintenant un sous-gro@e fermd H de G. Alors H est mm
groupe localement compact commutatif. On immit le groupe quotient G/H -de la topolo-
gie quotient : si w est 1a pro;ectmn canonique de G sur G/H, wne partie V de

G/H est dite ouverte si w CV) est ocuvert dans G.

Théovéme 8. Le groupe G/H est un growpe localement compact. L'application # est

owverte, et tout compact de G/H est l'image par w d'un eompact de G,
Si W est ouvert dans G, on

11-1(*&(5%1’)) =U xW
.- ¥EH

et puisque x.W est ouvert, 11"1(7r(W)) est ouvert dans G. Donc T} est ouvert
dans G/H.

S1 x n'est pas dans H, il existe un voisinage ouvert W de 6 dans @

tel que x.W.W'1 NH= 9. Donc w(#) N w(W) = @, et puisqué (W) est ouvert, w(x)

et w(0) sont séparés par des ouverts disjoints. Donc G/ est séparg,
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81 W est un voisinage compact de 98, w(W) est un voisinage compact de
_.-»ar(e).,})onc G/H est localement compact.

Enfin, si V est um voisinage de #(0), 1r'1('V)' est un voisinage de 6
et il existe un voisinage W de 6 tel que x,y E W - x.yﬂ & qu. Done si
7(X) et w(y) appartiement 3 w(W), w(x) .'n(y)'1 € V. Ceci montre que G/H est
un groupe topologique. ' o |

Et, si Kl est un compact de G/H, soit W wm vois'inage' ouvert relativement
compact de 6 dans G. Pour tout vy = w(%) dans K, ’y.:'tr(W) = 7(x.N) est un voi-
smage de y. Il existe donc un nombre fini de points XpseresXy de G tels que

Kc U 'rr(xJW} Mors V X4 W =K' est compact dans G etona

K (k")

"Donc K est 1'image du compact K' N 7! x.

Théoréme 10. Si H est un sous~groupe fermé de @, 1'ensemble H’L des carastéres
de ¢ égaux ¢ 1 sur EH est un sous-groupe fermé de G.

1a démonstration est claire.

Théoréme 11. Si H est un sous-groupe fermé de G, le dual de G/H s'identifie

& B

S1 X est un caractdre de G/H, y o w est um homomorphisme contimu de G
dans U, donc un caract@re de. G. De plus x o 7 est Bgal 3 1 sur H. On d&finit
ainsi wme gpplication 9 de {G/H)A dans H-.

Si @(x) est le caractdre 1, yx vaut 1 en tout point dé. G/H, Dfolt 1'in-
jectivité de 4. |

-1

Si onH‘L, etsi x et y dams G vérifient m{(x) = w{y)}, on a xy '€H,
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dong xo(xy"1] = xo(x)xo(y)~~1 =1 et xo(x) = ){o(y). Donc x, se factorise en xow
ot ¥ est un homomorphisme de G/H dans U. Bt si Ve est un ouvert de U,
x ! V) = iy ! (V,) 1 donc est un ouvert de G/H, et x est continu, donc appar-
tient & (G/H): D'oll la surjectivité de o,

Enfin, puisqué les compacts de G/H sont les images par = des compacts

de G, ¢ est un hom@omorphisme.

Théoréme 12. Si g est un sous—groups fermé de G, cart }i s'dentifie ¢ H quend
on tdentifie ¢ a G
Si a<€H, pour tout ¥ de H‘L, ona x{a) =1.Donc a€ (HL )J'. Inverse-
ment, si a¢H etsi 7 est la projection canoniqué de G sur G/H, on a
m{a} # w(8). En vertu du corollairve 8, il existe X € {G/H}“ tel que x{n{a}) # 1.
’Donc }(oTIEH'L et yow(a)£1; d'oll g€ (I-I'L)'L.

Théoreme 13. Si H est un sous—groupe fermé de G, tout caractére de H se prolonge
eﬁ un caractére cZe G. |

81 on applique le théoréme 11 au SOus-groupe ut groupe 6, on obtient
(/8 = @YY =K Donc B s'identifie 3 (/Y donc a G/t par le théordme
de Pontryagin.

Et 1l'application de a/H‘L sur fI qui réalise cette identification est
i'application qui 2 ume classe de caractdres sur G égaux sur H associe la res-
triction & H. Puisque cette application est surjective, tout &ldment de H est la

restriction d'vn &l8ment de Q.







