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Chapitre 4 : Intégrales multiples

1. Calculer :
a.fol s @?dxdy
b. fol Jo 2dmdy
fo fo —sin(x?)dydx
d. fo T (9x + 3y?)dyda

1—x
e. fo dz fo dy foy 2zyzdx
f. fol dx f2w dy fOIer 3xydz
gy dy fo dz fo Y92 sin(y)dz
i. fo dz |, == dy [ —yzdz

2. Calculer les intégrales suivantes en utilisant le théoréme de Fubini :

a. [[p2xydedy, D ={(z,y),0 <z <1,2°<y<r}.
b. [[p(x+2y)dedy, D={(x,y),1<z<3,1+z<y< 2}
e [[pe/vdedy, D={(z,y),1<y<2,y<a<2’})

d. [[p2dedy, D={(z,y),1<y<ey?<z<y*}

[ xcosydxdy, D borné par y =0,y = 2%, 2 = 2.

[/ 2zydxdy  Dle premier quadrant du disque .

[/ ye**dzdy, D le triangle plein de sommets (0,0), (2,4), (6,0).
h. [[,xdedy, D ={(z,y),x2>0,y>0,yz+y <2}

i. [[,z+ 2ydzdy, D le triangle plein de sommets (0,0),(2,2), (4,0).

)

o

j- [[pxdzdy, D ={(z,y),z>0,y>0,% +y <1}
ke [p o5k, D—{(x,y),mZLyZl,eryS‘l}-

L [[,e***®dzdy, D le triangle plein de sommets (0,0), (1,1), (1, -1).

3. Calculer le volume compris entre :

a. La surface d’équation z = 2 + 32 et le pland z = 4.

b. Le surfaces d’équation z =22 +y? —let 2 =1 — 2? — y?
c. La surface d’équation z = z2 + 4y2 et le plan z = 4.

4.Calculer le volume :

a. Sous le paraboloide z = 22 + 32 et sur le domaine délimité par y = 22 et = = 3>

b.Sous le paraboloide z = 322 + y? et sur le domaine borné par y = z et x = y.

c. Sous la surface z = 2zy et sur le triangle de sommets (1,1), (4, 1), (1,2).

d.Compris entre le paraboloide x = 22 +y? + 4 et les plans x = 0,y = 0,2 =0,z +y + 2 = L.
e. Borné par le cylindre y? + 22 = 9 et les plans © = 2y, =0, z = 0.

f. Borné par les cylindres 22 + 3% = 4 et y? + 22 = 4.

Probléme : Volume de la boule de dimension n.



On définit la boule unité de dimension n par I’ensemble suivant
Bn(1) == {(1,..,z) €R™Y 2? <17}
i=1

On note V(1) le volume de B, (1). De maniére similaire on définit les boules de rayons R, B, (R)
et les volumes associés V,,(R).

1. Calculer V1(1), V1 (R), Va(1), Va(R), V3(1), V5(R).

2. Etablir en général que V,,(R) = ff{R Vo(VR? — 2?)dx

3. Montrer par récurrence que pour tout n V,, est une fonction homogéne en R, ie

Vo (R) = R"V,(1).

On ne s’intéressera maintenant qu’a V,,(1) que l'on notera V,, pour alléger les notations.
4. Montrer par un changement de variable que

1
Vg1 = Vn/ u"/2(1 — u)_l/Qdu.
0

Soit la fonction gamma d’Euler définit par I'(z) := f0+oo tr=te=tdt.
5. Montrer que T'(x)['(y) = T'(x + y) fol t*=1(1 — t)vdt.

6. En déduire que

n/2+ 1)T(1/2)
T(n/2 1 3/2)

7. Montrer que I'(1/2) = /7 (On utilisera un changement de variable et I'intégrale de Gauss :

Tr
Vn+1 - Vn (

G = fjoooo e~ dz et on calculera cette derniére en considérant G2 et un changement de variable
en polaire.)
8.En déduire que :

,n_n

Vo= 77—
I'(n/2+1)
9. Montrer que pour tout > 0 I'(z + 1) = 2I'(z) et en déduire que

wk

Var = )

établir une formule similaire pour Vor41 10. Calculer la limite de V,, quand n tend vers l'infini.



