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Introduction

Ce livre reprend, & part le chapitre 13 ajouté ultérieurement, le polycopié d’un
cours & 1'Université Pierre et Marie Curie (Paris 6) en 83-84, y compris le sujet
d’examen donné en fin de volume.

On y développe les fondements de la théorie des surfaces de Riemann, en mettant
Paccent sur les liens qui existent entre divers points de vue, spécialement dans
le cas compact. Il s’agit de voir comment une surface de Riemann peut étre
4 la fois une surface topologique (avec des ouverts, un groupe fondamental,...),
un corps de degré de transcendnce 1 sur C (avec des valuations;...), une courbe
algébrique (avec un degré, des points singuliers,...), une variété analytique (avec
des fonctions méromorphes, mais pas de point singulier), un quotient de P'(C),
de C ou d’un disque (avec un domaine fondamental, une aire,..), etc... Seul le
point de vue métrique n’a pas été développé faute de temps mais aurait mérité
une place. Cette diversité apparait dans les 18 définitions du genre données 4 la fin
du chapitre 1. Ce chapitre rassemble, sans preuve, des faits saillants de la théorie.
Beaucoup sont démontrés par la suite. Le chapitre XI est consacré entierement &
des exemples (courbes elliptiques, hyperelliptiques, modulaires).

Les références données en fin de livre permettront & chacun d’approfondir dans les
directions qu’il souhaite.

Eric Reyssat






Chapitre 1

Présentation glbbale

Ce chapitre rassemble quelques résultats frappants de la théorie des surfaces de
Riemann, groupés par thémes plus que par ordre logique de démonstration. Il ne
s’agit pas d’un plan du livre bien qu’une grande partie des énoncés qui suivent
soient prouvés dans les chapitres ultérieurs.

§1 Propriétés générales

Les définitions de surfaces de Riemann étant nombreuses, et pas toutes équi-
valentes, on fixe celle qui sera adoptée dans la suite :

Définition - Une surface de Riemann est une variété analytique complexe de
dimension 1. (Une variété sera supposée connexe). On notera généralement X
une surface de Riemann.

Autrement dit, X est un espace topologique séparé connexe muni d’une structure
analytique définie ainsi : il y a un recouvrement ouvert X = |JU, de X et
des homéomorphismes f, : Uy — V, = ouvert de C tels que les fonctions de
transition f, o f;' soient analytiques (13 ol elles sont définies). Les cartes
(Ua, fo) forment un atlas, et deux atlas (Uy, fo) et (Wg, gg) sont équivalents si
la réunion en est un (c’est-a-dire si les f, 0 gg sont analytiques). La structure
analytique est une classe d’équivalence d’atlas.

Les fonctions de transition fo o fg 1 étant holomorphes, la définition suivante a
bien un sens :

Définition - Une fonction f : X — C est dite holomorphe (resp. C!,C,
méromorphe) si les composés f o f3! le sont. On note M(X) le corps des
fonctions méromorphes sur X.

Exercices - Si f: X — C est méromorphe, définir & I’aide des f, 1’ordre
de f en un point P de X.

Si X, et X, sont deux surfaces de Riemann et f : X; — X, une applica-
tion, définir “f est holomorphe” (grice aux cartes). On dira encore que f est un
morphisme (les surfaces de Riemann forment alors une catégorie). Une fonction
méromorphe X — C n’est autre qu’un morphisme X — P! (définir la structure
analytique sur P1).
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Remarque - La théorie des surfaces de Riemann nécessite aussi ’étude de variétés
analytiques de dimension supérieure & 1 (définies par des cartes fo : Uy = Vy =
ouvert de C"). Ainsi, si X est une surface de Riemann compacte, elle peut se
plonger (voir chap.IX) dans un espace projectif P*(C) qui a une structure de
variété. Le tore C/Z[i] est une surface de Riemann qu’on peut plonger dans P3(C)
comme intersection de deux surfaces (dimg = 2) quadriques. Les tangentes, plans
tangents... & une surface de Riemann X plongée dans P™(C) forment aussi des
variétes de dimension supérieure. A toute surface de Riemann compacte X on as- _
socie sa “jacobienne” J(X), variété de dimension égale au “genre” de X (voir chap.
XII). Certaines familles de surfaces de Riemann (les couronnes {z;r < |z]| < 1}, les
courbes elliptiques, les surfaces de Riemann compactes de genre donné, ...) sont
paramétrées par des variétés, de dimension parfois > 1.

Historiquement, Riemann a introduit les surfaces de Riemann pour rendre uni-
formes des fonctions multiformes (fonctions algébriques, logarithme,...) en “dé-
doublant” la variable : il remplace le plan C de la variable par une surface qui
“coincide avec le plan” (on dit aujourd’hui localement homéomorphe & un ouvert
de C) et “étendue au-dessus du plan” (i.e. munie d’une projection X — C) aussi
loin que la fonction peut &tre prolongée analytiquement.

Voici quelques procédés permettant d’associer une surface de Riemann Xy & une
fonction analytique f :

Xs = {séries obtenues par prolongement analytique de f} (Voir chap.
VI).

Exemple - On définit f(z) = logz au —in= 5 L=2)T
voisinage de 1 par la série

foy =3 E=2

n

_ Z (l—ﬂz!"

par prolongement on obtient aussi toutes
les séries

2kiw~2g-iﬁt (k € Z)

d’otlt une infinité de “feuillets”. On passe
d’un feuillet au-suivant en tournant au-
tour de 0.
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Pour que la théorie marche bien (cf.

th.1.1 ci-dessous), on convient que la sur- SO
face de Riemann contient un point au-

dessus de 0 si et seulement 'si on retombe ‘ <) =3 () E-)"
sur la méme série aprés un nombre fini de X

tours. vz

Ainsi, z=3 (1£2) (z—1)" donne
V==Y (1’/12) (z—1)" apreés un
tour, et & nouveau /z = (lf) (z—1)"

aprés deux tours.

Lensemble Xy &st donc 'ensemble des séries de Puiseux Y. anz™* obtenues &
partir de f.

Avec cette construction, on montre alors (voir chap. VII) :

Théoréme 1.1 - Xy est compacte <= f est algébrique (i.e. P(z,f(z)) =0
pour un polynéme P # 0). Cela équivaut encore au fait que le corps. M(Xy) est
de type fini sur C , de degré de transcendance 1.

Ce résultat souligne l'importance du cas algébrique. Dans les trois constructions
suivantes, on suppose f algébrique.

Normalisation de la courbe algébrique P(z, f) = 0.

On part d’une courbe plane ayant des points singuliers, et on tache de la rendre
lisse (localement homéomorphe & C ).

Cela peut étre fait par un éclatement

(procédé algébrique global) : on détache %

les branches qui se croisent pour les - %
séparer, et on obtient une courbe lisse

dans ’espace.

On peut aussi procéder localement (analytiquement) : on enléve un voisinage du
point singulier, on le désingularise et on recolle les morceaux :

OO~ - CO—CO

Du point de vue topologique (dimension réelle = 2), on a le dessin suivant :

o PR
Du point de vue série de Puiseux, si localement f = Zanz"/ k on parametre les

“branches” de la courbe par k petits disques : ¢ +— (t*, 3 an(¢it)™)  pour
j=1,...,k ou (=e?i"/k
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Procédé purement algébrique :
On choisit pour Xy I’ensemble des valuations du corps K = C(z, f(2)) ; on peut
alors y mettre une structure tepologique puis analytique (cf. [L]).

Procédé de recollement de plans (ou sphéres) fendus, par monodromie (voir
[Si] Chap.I, [F-K] p.97 ,[G-H] p.256) :

Exemple - f(z) = \/(z — a1)(z — a2)(z — a3)(z — a4) définit deux fonctions uni--
formes fy et fo = —f; sur des copies de C , “fendu” ainsi :

4

as a as ay
a1/ a:/ al/ as/*{
N A

f f2

Quand on tourne autour d’un a;, f; et f, s’échangent : on passe d’un feuillet
a l'autre. Ainsi, f définit une fonction F uniforme sur la réunion recollée des
plans. On prend en fait aussi le point & I’infini, d’ot1 recollement de deux sphéres :

ay aj -
0
az as
asg as
0
as a4

ce qui donne un tore /

Remarque - La surface de Riemann X est munie naturellement de deux fonctions
X7 — P! :laprojection z et la fonction f elle-méme (vue comme fonction uniforme
sur Xy). 1l s’agit d’un phénomeéne général (chap. I1I et chap. VI) :

Théoréme 1.2 - Toute surface de Riemann posséde des fonctions méromorphes
non constantes, et est isomorphe 4 une Xy.
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Ce théoréme d’existence est fondamental. Il peut étre utilisé pour montrer la
caractérisation topologique suivante des surfaces de Riemann :

Théoréme 1.3 - Toute surface de Riemann est triangulable et orientable. Réci-
proquement, toute surface (réelle) triangulable et orientable peut étre munie d’une
structure de surface de Riemann. (La 2&me assertion est élémentaire, cf. chap.Il).

On en déduit que toute surface de Riemann a une base dénombrable d’ouverts (ce
qui devient faux en dimension supérieure, voir [Na]). En particulier, il existe des
partitions C*° de I'unité sur X.

Une grande part de la théorie des surfaces de Riemann concerne 1’étude des fone-
tions méromorphes (raffinements et applications du th.1.2). Le cas compact, dont °
le th.1.1 souligne la particularité, sera traité plus loin. Le cas non compact est
caractérisé par 'existence de nombreuses fonctions (chap. XIII) :

Théoréme 1.4 - Toute surface de Riemann non compacte X (on dit encore
ouverte) est une variété de Stein : les fonctions holomorphes séparent les
points, et pour toute suite discréte infinie (z;) de points de X, il existe une fonction
holomorphe sur X non bornée sur (z;).

Comme toute variété de Stein, elle vérifie les propriétés de Mittag-LefHler et de
Weierstrass :

Soit (Ui, fi) une distribution de Mittag-Lefller (f; méromorphe sur ’ouvert
Ui, fi— f; holomorphe sur U;U;). 1l existe une fonctions méromorphe f € M(X)
telle que pour tout i, f — f; soit holomorphe sur U;.

Pour toute famille (n;).ex d’entiers nuls sauf pour une partie discréte de
points de X, il existe une fonction f € M(X) telle que pour tout z € X, ord, f =
Ng.

Autrement dit, on peut imposer & f ses parties principales, ou bien 'ordre de tous
ses zéros et poles.

Cette propriété de Stein permet par exemple de voir X comme courbe analytique
dans C® avec points ordinaires comme seules singularités (cf. [Ra] p.250).

§2 Le cas compact

D’apres le théoréme 1.3, la topologie des surfaces de Riemann compactes est celle
des surfaces triangulables orientables compactes, qu’on peut facilement classifier
(voir chap.1I) :

Corollaire du th.1.3 - Une sur-
face de Riemann compacte X est homéo-
morphe soit 4 la sphére S? soit 4 un poly-
gone & 4g cbtés identifiés 2 & 2 comme
suit : le cbté ¢ est identifié avec ¢! pris
en sens inverse. ’
Le nombre g est un invariant topologique
appelé ‘genre de X (g="0 &
X = §2).
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. Si X est de.genre g, elle est homéomorphe & une sphére & g anses, qui est
aussi un tore & ¢ trous (dessin pour g = 2) :

Son groupe fondamental T1(X) est le groupe engendré par 2g générateurs
ay, b1,...,aq,by et unique relation [[%_,[ai, b)) = 1 (ot [a,b] = a-b-a~? - b~1)
Le premier groupe d’homologie H,(X) est le groupe abélien libre engendré par
Alyeeny bg .

La structure topologique d’une surface de Riemann compacte ne suffit pas pour-
retrouver la structure analytique (sauf si ¢ = 0). Mais d’autres descriptions
des surfaces de Riemann conservent toute 'information (au sens équivalence de
catégories). Voici quelques unes de ces descriptions (voir chap. VII) :

Théoréme 1.5 - Il y a équivalence de catégories entre :

1. Surfaces de Riemann compactes + morphismes non constants.

2. Corps de fonctions d’une variable (extension de type fini et degré de transcen-
dance 1 sur C) + morphismes non nuls de C-algébres.

3. Courbes algébriques sur C+ morphismes rationnels non constants,

4. Courbes algébriques planes sur C+ morphismes rationnels non constants.

5. Courbes projectives lisses/C+ morphismes non consta.nts (les morphismes ra-
tionnels sont automatiquement réguliers).

Explicitons un peu les divers foncteurs :

S.R. compactes o

X :
Te I Corps de fonctions I N ‘.
< N
¢ g

I courbes proj. lisses l 4%

a): X ~— M(X) corps des fonctions méromorphes.

b) et ¢) : K +— V(K) = {valuations de K} avec structure analytique ou algé-
brique (un point de X correspond & la valuation ord, sur M(X ))

d) : normalisation et complétion d’une courbe algébrique.

e) : structure analytique d’une variété algébrique (zéros de polynémes donc de
fonctions analytiques) + critére jacobien.

f) :-on écrit K ="C(z,y) (th. de Télément primitif), oit "z et y sont liés algébri-
quement. Le polynéme P = Irr(z,y) définit une courbe plane.
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g) : C+— k(C) corps des fonctions rationnelles.
h) : normalisation analytique locale (cf. §1).

On obtient encore des catégories équivalentes en se restreignant aux courbes pro-
jectives lisses de P3, ou aux courbes planes ayant des points doubles ordinaires
comme seules singularités ... (voir chap. IX).

Le point central de la théorie des surfaces de Riemann compactes est le théoréme
de Riemann-Roch qui précise le théoréme d’existence (th.1.2) en comptant les
fonctions méromorphes ayant des singularités “bornées” ; donnons juste un ex-
emple : si n > 2g et py,...,p, sont des points de X, les fonctions méromorphes
sur X ayant au plus des pdles simples aux p; et holomorphes ailleurs forment un
C-espace vectoriel de dimension n 4+ 1 —g.
On en donnera deux preuves (chap.V et chap.IX) et beaucoup d’applications
(probleme de Mittag-Lefler pour les différentielles, plongement canonique de X
~dans P!, points de Weierstrass, courbes de genre 1,...).
On voit sur ’exemple précédent que le genre g a également une signification ana-
lytique. C’est en fait un invariant omniprésent dans la théorie des surfaces de Rie-
mann compactes, que ce soit du point de vue topologique, analytique, algébrique,
riemannien,...(voir quelques définitions de g données & la fin de ce chapitre). Le
genre permet une premiére classification des surfaces de Riemann compactes ; c’est
un probléme général qu’on aborde maintenant.

83 Classification

a) Le point de vue des revétements
Rappelons I’existence du revétement universel (cf. {Fo], ou [Go]) :

Rappel - Toute surface de Riemann X a un revétement universel simplement
connexe X (naturellement muni d’une structure de surface de Riemann) et X est
quotient de X par un groupe G d’automorphismes de X agissant discrétement et
sans point fixe.

Il est donc naturel de chercher & classer d’abord les surfaces de Riemann simple-
ment connexes (chap. IV). Il n’y en a que trois ! C’est encore une propriété typique
de la dimension 1 (en dimension > 1, le polydisque n’est pas isomorphe 3 la boule
unité. Voir [Ra] p.25).

Théoréme 1.6 (d’uniformisation) - Toute surface de Riemann simplement con-
nexe est isomorphe soit 3 P*(C) = C U {00}, soit & C, soit au disque unité D qui

est aussi isomorphe au demi-plan de Poincaré H par z —— ——z +:

En étudiant les groupes d’automorphismes de ces trois surfaces, on obtient une
classification plus fine :
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Exemples - Si X = P! alors X = P!,

Si X = C alors X = C ou C/wZ ~ C* ou un tore C/A (A réseau de C).

Si X = D alors X peut étre par exemple D ou D* = D\ {0} ou une couronne
D, = {z;r <]zl < 1}.
Ces 7 surfaces de Riemann sont les seules & avoir un groupe fondamental abélien
(tous leurs revétements sont galoisiens), ou encore & avoir un groupe d’auto-
morphismes non discontinu (les orbites sous Aut(X) ont des points d’accumula-
tion).

Toutes les autres surfaces de Riemann ont D pour revétement universel ; la struc-
ture des sous-groupes de Aut(D) est un sujet d’étude trés vaste (théorie des formes
automorphes,...). )

Remarques - . Le point de vue variété riemannienne des surfaces de Riemann
(existence de métrique compatible avec la structure analytique) est lié & la classi-
fication précédente : la courbure est > 0, = 0 ou < 0 suivant que X =P! Cou
D.

La théorie de la classification (y compris la preuve du théoréme d'uniformi-
sation) est trés liée & l’existence ou non de certaines fonctions harmoniques sur
X. Dans le cas des surfaces ouvertes, cette théorie est trés poussée et permet une
classification fine (voir {A-S]).

b) Le cas compact - Le genre

On suppose dans ce paragraphe X compacte, de genre g. Il est clair (topologique-

ment) que P! est de genre 0, et les tores C/A de genre 1. Toutes les autres surfaces

de Riemann compactes ont un genre > 2. La série d’exemples plus haut montre .

donc le lien suivant entre le genre et le revétement universel :
X=P! « g=0 (et X=P?).
X=C < g=1 (et X =C/A).
X=D < g>2.

Les surfaces de Riemann de petit genre sont évidemment topologiquement les plus
simples ; c’est aussi vrai du point de vue courbes algébriques. On peut les décrire
assez explicitement (voir [M], [G-H]) :

X est la droite projective P1(C).

g=1 X est une cubique non siﬁguliére de P?, d’équation affine

?=42® —gsz~—9s (92,93 €C).

Elle admet aussi un plongement dans P3 comme intersection de deux quadriques.
Ces courbes de genre 1, dites courbes elliptiques, ont des propriétés_ particulieres
trés importantes : la structure de groupe du revétement universel X = C induit
une structure de groupe sur X (X ‘est isomorphe & sa “jacobienne”), on connait
explicitement les fonctions méromorphes sur X (théorie de Weierstrass),...
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g=2 X est un revétement ramifié de P' & deux feuillets, avec 6 points

de ramification ; elle a un modele affine plan d’équation y? = P(x) (degP =5
ou 6). On peut aussi ’écrire comme quarthue plane & un point double. I faut
généralement 3 équations pour la représenter comme courbe lisse de P3.

g=3 Il y a deux types de courbes :

o Les revétements doubles de P! (qu’on appelle courbes hyperelliptiques) 4 8
points de ramification. Elles ont un modéle plan d’équation y? = P(z) avec
deg P = 7 ou 8).

e Les quartiques planes non singulieres dans P?,

g=4 Encore deux types :

e hyperelliptique : revétement double de P! & 10 ramifications.
e sextique lisse de P3, intersection compléte d’une quadrique et d’une cubique. Il
¥ a un modele plan comme quintique & 2 points doubles ordinaires.

g=35

e hyperelliptique avec 12 ramifications, y? = P(z) (degP =11 ou 12).
o courbes lisses de degré 8 dans P* ; ces derniéres se divisent en deux familles :
- courbes trigonales (revétement triple de P!) : ce sont celles qui peuvent
s’écrire comme quintique plane & 1 point double ordinaire.
- intersections complétes de 3 hypersurfaces quadriques de P%. Ce sont encore
celles qui sont sur une quadrique lisse ((ACGH] p.270).

e hyperelliptique avec 14 ramifications, y> = P(z) (deg P = 13 ou 14).
o lisse de degré 10 dans P?, ce qui se subdivise en

- trigonales (revétement triple de P1)

- quintiques planes lisses

- intersection de quadriques.

On peut enfin préciser ce qui se passe dans le cas général :

Théoréme 1.7 - S5i X (de genre g > 1) est hyperelliptique, elle a une équation

2g+2

= H(:c—-a,’).

Sinon, g > 3 et il y a un plongement canonique X « P(V) ~ P91, dont I'image
est une courbe lisse de degré 2g — 2. Si de plus g > 7, et X non trigonale, c’est
une intersection de quadriques.

Toute surface de Riemann compacte X de genre g admet un plongement (non
canonique) dans P3, ainsi qu’une immersion dans P? comme courbe & points
doubles ordinaires. Dans ces cas, on peut lier le degré et le genre par le résultat
suivant :
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Théoréme 1.8 - Si X est une courbe projective plane a r points doubles ordinaires
(sans autre singularité), de degré d et genre g, alors '

Si X est une courbe projective lisse non plane de P®, de degré d et genre g, alors

2
gS%[%—]—-d%—l.

L’étude des cas g = 1,...,6 montre que pour voir une courbe de genre assez grand
comme revétement ramifié de P1, le “nombre de feuillets” doit &tre parfois grand.
On peut cependant le borner en général ([G-H]) :

Théoréme 1.9 - Toute surface de Riemann compacte de genre g est revétement
ramifié de P! avec au plus [9—'{,&] feuillets. Cette borne est la meilleure possible
(pour tout g, “presque aucune” surface de Riemann de genre g n’est revétement
avec moins de feuillets).

Probléme : classer plus finement les surfaces de Riemann de genre donné, en les
paramétrant (par exemple les surfaces de Riemann hyperelliptiques de genre g sont
paramétrées par les coefficients a; de équation y% = [[(z ~ a;) ). La réponse & ce
probléme permet de donner un sens précis & des énoncés du type : “la surface de
Riemann générale de genre g vérifie telle propriété” (n’est pas hyperelliptique, n’a
pas d’automorphisme, a tous ses points de Weierstrass normaux,...). Cette réponse
dépend du groupe des automorphismes (analytiques) des surfaces de Riemann
étudiées ; on commence par étudier ces automorphismes :

" Théoréme 1.10 - Soit X une surface de Riemann de genre g, et p = dimg(Aut X)
(dimension comme groupe de Lie complexe). Alors si g = 0, on a p = 3 (car
X =P! et Aut P! = PSL,(C));sig=1,0nap=1(Aut X est extension de X
par un groupe fini) ; sig > 2,ona p=0: AutX est fini de cardinal < 84(g — 1)
(th. de Hurwitz).

On peut alors préciser I’espace qui parametre les surfaces de Riemann de genre
g ; on appelle espace des modules. Plus précisément, on peut définir une no-
tion d’espace de modules grossier dans une catégorie qui contient les surfaces de
Riemann, et on peut montrer :

Théoréme 1.11 - Il existe un espace de modules grossier (des surfaces-de Riemann
compactes de genre g) comme espace analytique complexe, de dimension 3g—3+p
(Riemann, Teichmiiller,...), et aussi comme variété algébrique quasi-projective de

dimension 3g — 3 + p (Mumford), ot p = dimAutX = 3,1, ou 0 suivant que
g=0,g=1oug=>2.
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Cet espace M, est assez bien connu : il existe (du point de vue algébrique) en
toute cara.ctensthue (en fait comme schéma/Z), on connait sa complétion projec-
tive M (qui classifie les “courbes stables”), ses smgularltes (elles correspondent
aux courbes ayant des automorphismes non triviaux, i.e. différents de 1’identité
et éventuellement de I'involution hyperelliptique). L’espace M, est construit ex-
plicitement pour ¢ = 2. M, est unirationnel pour ¢ < 11 et, au contraire,
de type général pour g > 24 (mais trés mal connu de ce point de vue lorsque
14 < g < 22)(Réf. Cornalba, dans sém. Bourbaki 615 (1983) ; articles de Harris.
et Hartshorne dans Proc. symp. pure math 46 (1987)).

§4 Arithmétique des courbes

Le point de vue algébrique des surfaces de Riemann compactes peut étre formalisé
a tout autre corps que C : on se donne une courbe projective non singuliere X
définie sur un corps k (c’est-a-dire par des polynémes & coefficients dans k). Il
y a encore un genre g de X, un théoréme de Riemann-Roch, ... On note X (k)
I’ensemble des points k-rationnels de X (i.e. & coordonnées dans k) : il s’agit donc
d’étudier les solutions d’équations polynomiales dans un corps donné ; deux cas
sont spécialement intéressants du point de vue arithmétique : les corps de nombres
et les corps finis (voir [Maz]).

a) k = corps de nombres

Si X = P!, on connait bien P(k) ~ droites de k? : il y a en particulier une
infinité de points.

Si X = E est une courbe elliptique (¢ = 1) : on suppose donné un point O
de E rationnel sur k. Le théoréme de Riemann-Roch permet alors de mettre sur
E(k) une structure de groupe abélien dont 0z est élément neutre. Le principal
résultat concernant ce groupe est :

Théoréme 1.12 (Mordell-Weil) - Le groupe E(k) est de type fini, donc iso-
morphe & Z" X T' ot T' est un groupe fini.’

Le calcul du rang r est difficile en pratique, inconnu en théorie ; mais ce rang est
souvent au moins 1, donc E(k) est souvent infini. On connait des courbes de rang
jusque 14 sur Q, et on pense qu’il en existe de rang arbitraitrement grand. Par
contre il n’y a qu’un nombre fini de points “entiers”.

Si X est de genre > 2, tout (sauf les preuves !) se simplifie :

Théoréme 1.13 (Faltings) = “Conjecture de Mordell” - Si X est de genre
au moins 2, alors X (k) est fini.
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On ne sait malheureusement pas obtenir de borne explicite donnant un algorlthme
pour trouver tous les points rationnels.

La démonstration utilise de maniére essentielle la jacobienne J(X) de X. Signalons
4 Poccasion l'importance de cet objet associé & toute courbe algébrique X ; c’est
une variété projective ayant de plus une loi de groupe définie algébriquement (on
Pappelle variété abélienne). Il existe un plongement X «— J(X) qui factorise tout
morphisme de X dans une variété abélienne. La loi de groupe permet d’étudier
J(X) en grand détail, et certains renseignements sur J(X) peuvent étre remontés

3 X (th. de Torelli).

b) k£ = corps fini F,

On part ic d’une courbe projective/F,. Puisque I'espace projectif tout entier
P*(F,) n’a qu’un nombre fini (= I_—Tq_qu_) de points, le probléme de finitude ne se
pose pas ; on peut par contre essayer de compter les points de X (F,). Si X = P!,

on trouve bien sfir #X(F;) = 1 + ¢. Cela reste presque vrai (pour ¢ grand) en
général :

Théoréme 1.14 (Weil) - Si X est une courbe sur F, de genre g, alors

[#X(F,) - (14 9)] < g[2v4].

(Weil avait donné la borne [2¢./q] ; celle donnée ici est de Serre). Ce résultat
provient de “I’hypothése de Riemann” pour la courbe X : la fonction zéta de la
courbe

<(T) = expz #FXEe) rn ¢ gy

n=1

est une fraction rationnelle {d’aprés Riemann-Roch), et “I’hypothése de Riemann”,
démontrée par Weil, dit que ses zéros sont de module g~/2.

§5 Annexe : diverses définitions du genre (X compacte)

I/ Topologie

En termes de ’homologie (simpliciale ou singuliére), le genre ¢ de la surface
de Riemann X est donné par la formule

g= -;—dim Hy(X,Z).

La surface X est homéomorphe a un tore a trous (un “bretzel”) ; alors le
genre g est le nombre de trous. .
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En termes de connexité, g est le nombre maximal de cycles (arcs fermés)
disjoints qu’on peut Ster de X en la gardant connexe.

On se donne sur X une triangulation ayant S sommets, A arétes et F faces ;
alors

2-29g=S—-A+F.

II/ Revétements

Soit f : X — P!(C) une fonction méromorphe sur X ; elle fait de X un
revétement ramifié de la droite projective. Soit n le degré de ce revétement (C’est-
a-dire le nombre de points dans une fibre générale — n’importe laquelle & part un
nombre fini) et pour chaque point z de X, soit e, I'indice de ramification de f en
z (c’est-a-dire le nombre de feuillets qui se recoupent en z). Alors

1
g:l—n+52(e,—l).
zeX

@ Soit ¥ le revétement universel de X. Si ¥ o P!(C) (resp. C), alors X est de
genre 0 (resp. 1). Sinon X est quotient du demi-plan de Poincaré par un groupe
fuchsien ; on note F un domaine fondamental correspondant ; alors

_1+_1_// dz dy
9= S A F y2 )

ITI/ Corps de fonctions

On suppose X définie par un corps I de fonctions d’une variable, c’est-a-dire
une extension de C de type fini et de degré de transcendance 1. On note Q K/C
le quotient du K-espace vectoriel engendré par les symboles df (f € K ) par le
sous-espace engendré par les relations classiques de dérivation :

dif +f)—df —df' , d(ff')—fdf' — f'df et dec

(pour f,f' € K et c€ C). Siv:K* —» Z est une valuation de K, tout élément
w € Qgyo s'éerit w = f, dt, olt fi,t, € K et v(t,) = 1. Les w € Dk /c tels que
v(fy) 2 0 pour toute valuation v forment un C-espace vectoriel noté Q[K]. Alors

g = dimc Q[I{].

IV/ Géométrie analytique

Soit w une différentielle méromorphe sur X. On note deg(w) le nombre de
zéros moins le nombre de poles de w (comptés avec multiplicité). Alors
29 — 2 = deg(w).

@ Le genre est le nombre de différentielles holomorphes sur X linéairement
indépendantes sur C.



16 PRESENTATION GLOBALE [1,85]
Pour presque tout point P de X (tous sauf un nombre fini),

g=1+max(ordpw ; w différentielle holomorphe sur X).
Si © désigne le faisceau des fonctions holomorphes sur X, alors

g = dimg H'(X, O). -

V/ Géomsétrie algébrique

On peut représenter X comme une courbe algébrique plane de degré d aydﬁt
n points doubles ordinaires et pas d’autre singularité ; alors

(d=1)(d~2)
g=—p "

Soit d le degré de la courbe X dans son plongement canonique (au moins
lorsque X n’est pas hyperelliptique) ; alors

=1+ d
g=1+3.
Soit A le diviseur diagonal sur X x X. L’indice d’intersection I(A,A) est le
nombre de points d’intersection de A avec un diviseur linéairement équivalent &
A et qui coupe A transversalement. Alors :

I(A A
g=1+"(—z“)-

On suppose X définie dans P™(C) par un idéal homogéne I de C[Xy, ..., Xx].
On note h(d) = dimg C[Xo,...,Xn]a/ls (parties d-homogénes). On peut montrer

que h(d) = Px(d) pour d suffisamment grand, ol Px est un polyndme linéaire
(polynéme de Hilbert de X). Alors

g =1~ Px(0).

A la courbe X on associe un morphisme X — J(X) dans une variété
abélienne (la jacobienne de X), tel que tout morphisme rationnel X — A dans
une variété abélienne se factorise : X — J(X) — A. Alors

On appelle encore dimension d’Albanese de X car la notion de jacobienne se

généralise & une variété abélienne — dite variété d’Albanese — associée a toiite
variété algébrique.
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V1/ Géométrie riemannienne

On suppose donnée sur X une métrique riemannienne (il en existe) ; elle
permet de définir une courbure K et un élément d’aire dA. Alors

g=1..-1-//KdA.
ar J [x

VII/ Déformations

Si X o P, alors ¢ = 0 ; si X est un tore, alors g = 1 ; sinon g = 4'"—#— olt
m est le nombre de paramétres d’une déformation compléte de X (dimension de
Tespace des modules).






Chapitre 11

Topologie

81 Surfaces orientables et triangulables

Rappelons qu’une surface (topologique) est un espace topologique séparé X re-
couvert par des ouverts homéomorphes & RZ. On supposera (comme pour toute
variété, sauf mention contraire) que X est connexe, et donc connexe par arcs.

Définition - Une surface X est orientable s'il existe un atlas (fo : Ua — R?)q
tel que les fq 0 fﬂ_1 préservent l'orientation de R? (c’est-a-dire le générateur de

T1(R2\ {0}) qu’elle définit).
Proposition 2.1 - Toute surface de Riemann est orientable.

Preuve — Une application conforme (ici fo o f5 1) préserve Porientation. .

Une triangulation est exactement ce qu’on pense, mais nous donnons une définition
précise pour permettre au lecteur de combler les détails des démonstrations qui
suivent.

Définition - Notons T le triangle de sommets 0,1,¢!"/* dans C ~ R2. Un 2-
simplexe d’une surface X est une injection continue T «— X. L’lmage sera encore
appelée un triangle, avec 3 arétes et 3 sommets. On dit que la surface X
est triangulable si elle admet une triangulation, c’est-a-dire la donnée de 2-
simplexes f; : T — X dont les images recouvrent X et tels que pour tout point
PcX,

a) si P n’est pas sur une aréte, il appartient 4 un unique triangle f;(T), qui est
alors un voisinage de P.

b) si P est sur une aréte a, mais non sur un sommet, il appartient exactement
& deux triangles t; = fi(T) et t; = f;(T), tels que t; Nt; = a, et t; Ut; est un
voisinage de P.

c) si P est un sommet, il appartient exactement & un nombre fini de triangles
t1,...,% ; ceux-ci ont P pour sommet, leur réunion est un voisinage de P, et t; et
tiy1 (* modulo k) ont exactement une aréte commune.

Remarque - 1l est clair qu’une surface triangulable est compacte si et seulement
si elle a une (ou toute) triangulation finie. Dans le cas général, toute triangulation
est dénombrable : on part d'un triangle, on numérote ceux qui le touchent (un
nombre fini), puis ceux qui touchent ceux-la, etc... on les attrappe tous de cette
fagon (tout triangle peut étre joint & celui de départ par un arc qui, par compacité,
ne traverse qu’un nombre fini de triangles, chacun touchant le suivant). Ainsi,

toute surface triangulable a une base dénombrable. La réciproque est vraie ([A-S]
§46); montrons le cas compact : ’
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Théoréme 2.1 - Toute surface compacte X est triangulable

Preuve - Par compacité, X = |J{ D; ot D; =~ D(0,1) (disque unité),
D,' ¢ Dj pour i 75]

On suppose que la réunion | J; 8D;
des bords est une réunion disjointe
d’un nombre fini de points et d’arcs:
on dira que |J8D; est de type fini
(on veut éviter le genre de situation
ci-contre).

Deux cas sont alors possibles :

Si @D; C Dj; pour un couple
(3,7), alors X ~ S? (donc triangula-
ble) : en effet si on trace un chemin
dans D; d'un point de D; \ D; &
9D;, il doit rencontrer 8D; donc
D; contient un point de 8D; ; si
un autre point de 9D; n’était pas
dans D;, il y aurait entre les deux
un point de 8D; N 8D; ce qui con-
tredit 0D; C Dj. Par suite on a
aussi 8D; C D; (dessin du haut).
On recouvre alors la sphere S? par
deux “gros” hémispheres D] et Dj
(cf. dessin du bas).

On envoie par homéomorphisme la couronne D; N D; sur Di N D} et on
prolonge cet homéomorphisme en un homéomorphisme de D; sur D) et de
Dj sur D}, d’ott D; U Dj = S$2. Enfin tout chemin sur X partant d’un point
de D; est contenu dans D; U D; (car 8D; C D; et dD; C D; donc quand on
sort de D; on entre dans D; et réciproquement) ; dott X = D; U D; = 52
par connexité.

Si on n’est pas dans le cas , les D; divisent X en un nombre fini de
polygones (les D; forment une “polygonation”) et un polygone est triangu-
lable.

Il reste & montrer :

Lemme - On peut toujours se ramener au cas ot U’f 0D; est de type fini.

Preuve — On peut supposer X recouverte par des ouverts U; ~ R?
avec un diagramme commutatif

U, > D; D D;

llf; l l avec X = L:JDi.

R2 5 D(0,2) 5> D(0,1)
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On suppose par récurrence
que I' = Uf-l 9D; est de
type fini (vrai si k& = 2),
et on va se ramener au cas
ol c’est vrai pour Uf oD;.
On se place dans R? par
I’homéomorphisme fr. Dans
la couronne D} \ Dy, on choisit
P, p2 € T sur des rayons
distincts ; ils définissent deux
“demi-couronnes” ; et Q.
1l suffit de trouver un arc o;
de p1 & p; dans Q; tel que
o1 UT soit de type fini, et de
méme o dans 2, : en effet, en
remplagant Dy par la région
délimitée par o, et aq, et en
modifiant fi en consequence,
on sera ramené a Ul 9D, de
type fini.

Puisque p; et p; ont des voisinages qui ne rencontrent pas I‘ on peut
pour la construction de 01, remplacer p; et p; par des points p},p; €

Ql(l’mterleur) Comme Qlest connexe, il suffit de montrer que E =

{points de quu on peut joindre & p; par un “bon” arc} est ouvert et
fermé. Soit p € E. Si p ¢ T', il a un voisinage connexe disjoint de T
donc dans E. Si p € T, il a un voisinage V connexe qui ne rencontre
que les 8D; passant par p. Si ¢ € V, on le joint & p dans V par un arc
o (a priori “mauvais”). On suit ¢ depuis ¢ jusqu’a rencontrer un 9D;,
que D’on suit alors pour aller en p, ce qui donne un “bon” chemin de g
4 p, donc q € E, soit V € E. Ainsi E est ouvert. Il est fermé grace au

méme raisonnement. -

Fin de preuve du théoréme .

On vient de voir qu'une surface de Riemann est orientable, et triangulable dans
le cas compact. Dans le cas général, il faudra utiliser au moins la dénombrabilité
de la topologie, qui nécessite I’existence de certaines fonctions (cf. chap. III). Mais
on peut étudier dés maintenant la réciproque :

Théoréme 2.2 - Toute surface triangulable et orientable peut étre munie d’une
structure de surface de Riemann.

Preuve - On choisit une triangulation
fitti = T=<0,1,"* >c C

et on loriente de fagon cohérente, c’est-a-dire on choisit une orientation (g, :
Us Qg de-X-et-on-suppose-que-f; 0-g7 L préserve orientation de C
(sinon on compose f; avec une symétrie de T').
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On prend alors deux triangles ¢;,1%; in/3

sur X ayant une aréte commune

PyP,. 11 existe un déplacement d

du plan tel que f} = d o f2 envoie

tz sur le triangle 7' ci-contre et P, Fi1(Po) fi(Pr)
sur fi(P,). Comme l'orientation est

cohérente, fi et fi coincident aussi

en P;. e-—i1r/3

On modifie alors f; pour que f; et fj coincident sur toute I'aréte P, P, :

fiofi™?
Py P, po P P Do ' n
; =: F3(Q)
f
s s

On change f; en F; définie ainsi : un point @ € ¢, détermine g sur T, d’otr
p = 3¢ N pop1, qui s’envoie sur p' par fif; =1 d'ot1 ¢’ déterminé sur la droite
sp' par i% = 2 et enfin F3(Q) = d~'(¢') € T. Il est clair par construction
que f; et d o Fy coincident sur 'aréte PoP;. On peut donc supposer que
fi et f} coincident sur cette aréte. Puisqu’on n’a pas modifié f, sur les
deux autres arétes, on peut recommencer cette opération pour toutes les
arétes communes & tous les couples de triangles (il n’y en a qu’un nombre
dénombrable).

On peut maintenant définir la structure complexe : on prend d’abord les

(-3 [+
fi :t;—=T comme cartes (le o désigne I’intérieur). Il reste & couvrir les arétes.

On envoie (¢; Ut;)° sur (T UT')® par f; et f} (c’est bien défini sur l’aréte
t; Nt; grace & nos modifications). La fonction de transition avec les cartes
précédentes est 'identité sur Z,- et un déplacement sur ¢ j : c’est bien analy-
tique. ’

Enfin, si #,...,t, sont les trian-

gles de sommet P, on les envoie

par fi, dV o fo, dV od® o fy,...

sur les triangles 7,T',T",... ol

d®, d® .., sont les déplacements

définis comme plus haut par les cou-

ples (tl,tg), (tg,ts), cee .

Pour que Papplication comstruite ainsi soit bien définie sur ; Nty, et définisse
un homéomorphisme de (¢; U...Ut,)° sur un voisinage de 0, on la compose
par z — 2%/™ car dans le plan il faut six triangles équilatéraux pour faire

.. .. , 6/n
un tour complet-;-ainsi la carte.au-voisinage de: P.est. donnée par f1/ sur

t1, (d(l) o fg)G/" sur tg, etc... Les fonctions de transition avec les cartes
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précédentes sont des déplacements composés avec z +—— 28/™ (analytique

hors de 0), donc sont encore analytiques. -

§2 Classification des surfaces compactes orientables

Il s’agit donc de la classification topologique des surfaces de Riemann compactes.

b—l

Théoréme 2.3 - Toute surface ori-
entable compacte est homéomorphe soit
a la sphére S2, soit 4 un polygéne & 4g o
cb6tés identifiés 2 4 2 de la maniére sui-
vante : on identifie un cété ¢ avec le cété b,
¢' pris dans le sens opposé.

g

Preuve - On part d’une triangulation (finie) de X. On applique successive-
ment les triangles de X sur des triangles du plan par des homéomorphismes :
on prend & chaque fois un triangle de X qui a une aréte commune avec la
réunion des précédents, et on l’envoie sur un triangle euclidien ayant aussi
une aréte commune avec leurs images. A la fin on obtient un polygéne P
dont les cotés sont identifiés 2 & 2. Il reste & mettre de ’ordre dans ces cotés.
L’orientation de X définit un sens de parcours du bord ; en énumérant dans
lordre les arétes de X (sur lesquelles on aura choisi une fois pour toutes
une orientation) représentées par les c6tés de P, on obtient un symbole du
type abch~1da~l... ol chaque lettre apparait une fois sans exposant (lorsque
l'orientation de l’aréte coincide avec celle de P C R?) et une fois avec ex-
posant —1 (car, des deux triangles de X bordant une aréte, un exactement
a une orientation compatible avec celle de 1’aréte). La donnée du symbole
et des sommets correspondants @ «—— (p,q) , b «—— (g,7), ... redonne la
topologie.

Réduction du symbole : on modifie P par découpage et recollement de
maniere & simplifier le symbole, sans changer la topologie de P aprés iden-
tification des sommets : si P n’a que deux cbtés aa™?, alors X ~ $? ; tant
qu’il reste plus de 2 cdtés, on effectue les opérations suivantes :

On peut supposer tous les sommets.identifiés ; en effet, si p # g,
’opération suivante remplace un sommet g par un sommet p :

pr———>— 1
Y
a b \ /
on coupe sur pr \ /
-1 \

P T et colle b sur b q T

Y ]

\ [}

\ b“l i a C_1
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[}
On supprime tous les groupes (:
du type aa~! par recollement : \ / \ /

Se” \\-_.—”

On dit que deux c6tés a et b (ou b et a) sont enchainés s’il apparaissent
(a permutation circulaire prés) dans l'ordre a...b...¢"L..5~! . Montrons
que toute aréte a est enchainée 4 une autre ; en effet, sinon toute aréte entre
a et a~! a aussi son inverse entre a et a~1. :

On coupe alors P en deux parties

P1 et P2 comme ci-contre. Par hy- P
pothese, apres identification, P et
P, n’ont pas d’autre bord que ¢ (en
particulier, le point P a un voisi-
nage ~ R? sur P; et sur Ps) ; et
X s’obtient en recollant P; et P,
le long de ¢ puis en identifiant les
deux points, donc P a sur X un
voisinage V du type ci-contre, ce
qui est impossible sur une surface
(V \ {P} doit rester connexe). On
a bien montré que a doit étre en-
chainée a une autre aréte.

Il reste & voir qu’on eut supposer que 4 cdtés enchainés se suivent toujours ;
J ’
pour cela, on coupe et colle deux fois :

(Remarquer que les groupes de cotés pointillés n’ont pas été cassés dans
Popération). On recommence le pas si nécessaire. -

Corollaire - Une telle surface est homéomorphe & une sphére & g anses, ou encore
J

un "tore” & g trous (le lecteur pourra se distraire & trouver une définition & la fois

parlante et correcte de ces objets) :

£ &

Preuve - Récurrence sur g : on coupe le polygone en deux ainsi :
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La surface s’obtient donc en recollant le long du cycle c les tores a 1 et g —1
trous privés chacun d’un disque de bord ¢ :

ba

-

az

1
¢
Q S
o

Exemples -
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Remarque - Les c6tés a;, b; forment des cycles sur la surface X. Si on voit X
comme tore & trous, on peut regrouper ces cycles par 2 : pour chaque trou, un
a; “tourne autour” et un b; “passe A travers” (ces deux propriétés ne sont pas
distinguables intrinséquement sur X, mais dépendent du plongement dans R3).

Les modeles précédents permetient de calculer ’homologie de X. Cela peut se
faire soit directement (voir plus loin en exercice), soit par le calcul, plus précis, du
groupe fondamental que I’on détermine maintenant.

Théoréme 2.4 - Soit X un tore & g trous, et a1,...,b,; les cycles correspondant
aux cbtés du polygone. Alors T1(X) est le groupe engendré par ay,...,b; avec
Punique relation [[4[a;, b;] = 1.

Preuve — On trouvera une preuve élémentaire, mais trés longue, dans
[Si] ; le point délicat est de voir qu’il n’y a qu’une relation entre ay,...,b,.
‘Nous utiliserons plutdt le th. de van Kampen (réf. [Gra]) sous forme de deux
corollaires :

Soient Uy,Us deux ouverts recouvrant un es;%ace topologique X, tels que
V = U; NU, soit connexe par arcs. Alors
s/g distingué

Si Us est simplement connexe, T1(X) ~ 7'('1(U1)/eng par T1(V)"

Si V est simplement connexe, T1(X) est le coproduit de T1(Uy) et
T1(Us), c’est-a-dire I’ensemble des mots a1azb1by ... ot a1, by,... € W1(Ur)
et ag,bz,... € 7T'1(U2).

On prend alors une représentation de X comme polygone (th. précédent),
et on choisit @ € intérieur du polygone, Uy = X \ {Q}, U = X\ bord
du polygone.-Alors V. = U;.N.Us-est:-homéomorphe au:disque épointé donc
(V) » Z, et T1(X) ~ T1(U1)/Z dapres [1] .
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Or, U; se rétracte par déformation
sur le bord du polygone, c’est-3-dire
un bouquet B de 2g cercles C; ayant
un point commun z. Montrons, par
récurrence sur le nombre de cercles,
que son Ty est le groupe libre & 2¢

générateurs : B
on choisit z; # z sur C;, et
Vi =B\ {z1,...,329_1} qui se rétracte sur Cy,

V2 = B\ {224} qui se rétrace sur C; U...U Cpy_,
W = V1 N V3 qui se rétracte sur {z} donc est simplement connexe.

En appliquant et I'hypothése de récurrence, on obtient bien 7,(U))
comme groupe libre & 2¢ générateurs. Ces générateurs sont les cycles formant
le bouquet B, c’est-a-dire les cdtés ay,. .., b, du polygone, et T1(X) est donc
le groupe libre sur ai,...,b, quotienté par le générateur de (V) (dans
T1(U1) ), qui est donc a;bya; b7 .. agbgaglby_l. .

On peut alors déterminer I’homologie de X :

Rappels sur I’homologie - On fixe une triangulation qui détermine des 0-, 1-,
et 2-simplexes (les sommets, arétes et faces orientés). Le groupe abélien libre sur
les n-simplexes (= {3 m;a; ; m; € Z, a; = n — simplexe} ) est le groupe C, =
Crn(X) des n-chaines. Tout n-simplexe a un bord dans Cr-1(X) (la somme de ses
faces, orientées par le n-simplexe), d’ot par linéarité I'opération bord C, 2, Chn-1.
L’image By_1(X) constitue les bords, le noyau Z,(X) les cycles (par convention
Cn = Bn = Z, = {0} pour n # 0,1,2) ; ainsi B,_; ~ Cr/Z,. On vérifie que
8% = 0 donc tout bord est un cycle, et on note H, = Zy/By : clest le n-iéme
groupe d’homologie de X (encore noté H,(X) ou H,(X,Z) ). Il ne dépend pas
de la triangulation (voir [Sp]). En utilisant la connexité par arcs de X, on montre
que 71 /[T, 1] &~ Hy, ot T est le groupe fondamental de X, et [71, 1] son
sous-groupe dérivé.

Corollaire - Le premier groupe d’homologie du tore & g trous est le groupe abélien
libre ~ Z*9, engendré par les cycles ai, ..., b,.

Preuve - T1(X) = G/(c) ol G est le groupe libre engendré par a, ..., b,
et ¢ le commutateur a;b,a7 b7 .. agbga; b Donc [T4, 4] = [G,G]/(c),
et Ty /[T1, 1] = G/[G, G] est le groupe abélien libre engendré par ay, .. ., by.

Définition - Le rang de H;(X) est noté b; (i-iéme nombre de Betti). Ainsi le
nombre g = b /2 est un invariant topologique appelé le genre de X. Le nombre
x = x(X) = by — by + by s’appelle caractéristique d’Euler-Poincaré de X.

Exercice - Si p est un sommet fixé de la triangulation, tout autre sommet
_.8’écrit ¢ = p+ Oc oli ¢ est une l-chaine joignant p & ¢.-Ainsi Zy/By = Cy/By =~
p-Z >~ Z donc by = 1.
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Si Y n;t; est une 2-chaine de bord nul (avec t; # t; si i # j), alors n; = n;
si les triangles ¢; et ¢; ont une aréte commune (puisqu’elle n’apparait plus dans le
bord). Par connexité, n; = n; pour ¢ # j, donc Z3 est engendré sur Z par Y t;
(somme de tous les triangles), d’ott Zy/By ~ Z5 ~ Z et donc by = 1. )

Conclure x = 2 ~ 2g.

La caractéristique d’Euler-Poincaré se calcule simplement en fonction d’une trian-
gulation.

Proposition 2.2 - §i X a une triangulation ayant F' faces, A arétes, S sommets,
alors

x=8—A+F.

Preuve - Soit a, le nombre de n-simplexes. Les a, n-simplexes forment
une base de C,. Si Z,, est de rang z,, alors B, o~ Cpt1/Zp41 est de rang
Gnt1 — Znt1, donc 1g Hy = zp — @ng1 + Znt1, d’0lt X = 20 — a1 + az. Or, toute
0-chaine est un cycle, donc zg = ag et x = o — a1 + aa. .

Exercice - Calcul direct des b; n’utilisant pas la connaissance du 7 (voir [Sp}) :
Définir x(X,7) = S— A+ F pour une triangulation 7 ayant F faces, A arétes

et S sommets. Montrer que c’est indépendant de la triangulation : se ramener
au cas oit 7 et 73 n’ont qu’un nombre fini de points et arétes en commun (sans
changer leur ) puis au cas ot T, raffine 77, puis au cas ot 73 est une triangulation
d’un triangle euclidien 77, et voir que dans ce cas x(T1,T2) = 1 par récurrence sur
le nombre d’arétes (retirer une aréte revient a faire disparaitre soit une fage soit

o

un sommet). S

Déduire alors du th.2.3 que y = 2 —

2g en prenant la triangulation ci-contre

(S=2+2g , A=12g9 , F:Sg).

En particulier, g est bien défini.

En utilisant la démonstration de la proposition précédente et le fait que by =
by = 1 (voir plus haut), conclure b, = 2g. )

Voici pour terminer deux autres caractérisations topologiques du genre :

Proposition 2.3 - Soit X une surface de Riemann de genre g.

On peut enlever 2g cycles sans composante commune sur X en la gardant
connexe, et pas plus.

Meéme énoncé avec g cycles disjoints.

Preuve - Existence : ay,...,by sont sans composante commune, et
le complémentaire, qui est I’intérieur du polygone, est connexe. f
Maximalité : soient cy,...,c, (r > 2g) des cycles sans composante commune.
On peut supposer:qu’il: sontsur:les-arétes:d’une triangulation: (ty;.:t):
Puisque 1g7 H; = 2g, il y a une relation Y nic; = 0d # 0 olt d est une
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2-chaine (et # 0 car pas de composante commune). Quitte & ajouter & d un
multiple de 37'¢; (qui a un bord nul), on peut supposer |d| £ X (|d| est le
support de d). Alors X \ |0d| n’est pas connexe car recouvert par les ouverts
disjoints X \ |d] et |d]\ |8d|. A fortiori X \ |J|c;] n’est pas connexe.

Existence - Les g cycles tracés

ci-contre conviennent

Maximalité - Si X \UL, ¢ est
connexe ol les ¢; sont des cycles
disjoints, on “épaissit” c; en en
prenant un voisinage tubulaire d;
assez fin pour que M = X \ i d;
soit encore connexe. ;
Pour retrouver X & partir de M, on peut recoller 2¢ disques le long des 2q
cercles formant le bord de M, d’ol une surface ¥ compacte sans bord, puis

ajouter ¢ anses :

D b b=

Or, ajouter une anse augmente le genre d’une unité, d’otr

9(X)=9(Y)+qg2>q.






Chapitre 111

Existence de fonctions

§1 Probleme de Dirichlet

Partant d’une fonction continue sur le bord d’un ouvert, on en cherche un pro-
longement harmonique. Commencons par quelques ra.ppels sur les fonctions har-
moniques dans C (réf. [Co]).

Définition - Si U est un ouvert de C, une fonction continue u: U — R est dite
harmonique si elle vérifie les propriétés équivalentes suivantes:

1. Pour tout disque D(z,r) CU , wu(z) = 5= 2" u(z + rew) ds.

2. u est de classe C? (ou C®), et Au =0 (ou A = azz + ayz

Exemple - Par Cauchy-Riemann, si f est analytique, alors Re f et Sm f sont
harmoniques. Réciproquement, si u est harmonique sur le disque unité D, alors

= Re f avec f analytique sur D (et par monodromie ou d’aprés le théoreme
d’uniformisation, cela reste vrai sur tout ouvert connexe et simplement connexe).

Propriété - Une fonction harmonique vérifie le principe du maximum : sur un
ouvert connexe, u est soit constante soit sans maximum.

L’équivalence des définitions utilise la solution du probléme de Dirichlet pour le
disque, grice au noyau de Poisson

(S 1
e=CP

Alors, si f est continue sur le cercle S(0,), la moyenne sur S(0,r) de P(z,¢)f(¢)
est continue (en z) sur le disque fermé D(0,r), égale & f au bord et harmonique &
I’intérieur.

Ce résultat entraine aussi le principe de Harnack : si (u,) est une suite crois-
sante de fonctions harmoniques sur U, alors (u,) converge uniformément sur tout
compact, soit vers 4+-co soit vers une fonction harmonique.

Puisque ’harmonicité sur C est une notion locale et stable par transformation
conforme (car u harmonique <= u = Re(analytique)), on peut définir :

P(z,() =

Définition - Soit X une surface de Riemann. Une fonction f : X — R est
~harmonique si pour toute carte z (ou pour des cartes recouvrant X ), la fonction
foz"! est harmonique.
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Remarque - Les propriétés “locales” (principe du maximum, principe de Har-
nack, ...) restent vraies sur les ouverts des surfaces de Riemann, ainsi que les
résultats de “monodromie” (si X est simplement connexe, u harmonique <=
u = Re(analytique)).

Probléme de Dirichlet - Soit D un domaine (ouvert connexe) d’une surface de
Riemann, et f: 9D — R continue bornée. Une solution du probléme de Dirichlet
pour ces données est une fonction u : D — R continue, prolongeant f, harmonique
sur D.

La résolution de ce probléme nécessite 1’6tude des fonctions sous-harmoniques (plus
nombreuses que les fonctions harmoniques, donc plus faciles & manier en vue d’'un
théoréme d’existence).

Définition - Soit X une surface de Riemann. Une fonction u : X — R continue
est sous-harmonique {on notera parfois s/h) si pour tout domaine D de X et
v: D — R harmonique, la différence u — v est constante ou sans maximum.

Propriétés immédiates: C’est une notion locale, stable par addition et
maximum.

Une fonction harmonique est sous-harmonique.

Notation Soit D un disque conforme de X ( = image réciproque d’un disque
par une carte). Si u: X — R est continue, on lui associe I'unique fonction up
continue sur X, égale & u sur X \ D et harmonique sur D (elle existe d’apres la
solution du probléme de Dirichlet pour le disque, et est unique par principe du
maximum).

Prop 3.1 - Soit u : X — R continue. Alors il y a équivalence entre
u est sous-harmonique.

Pour tout disque conforme D, u < up.
Pour tout disque conforme D, u < moyenne au bord du disque.

Preuve - => : u—up est nulle sur X \ D, et s/h sur D, donc ou

bien constante donc nulle sur D, ou bien sans maximum (et donc < 0) sur
D.

=> u(0) < up(0) qui est la moyenne de up au bord (harmonicité)
ou encore celle de u {car u = up sur D).

=> Soit v harmonique sur un domaine D, telle que u — v ait un
maximum M sur D. L’ensemble Dpy = {P €D ; u(P)—v(P)= M} est
fermé non vide, donc il suffit de voir qu'il est ouvert pour obtenir Dps = D
par connexité. Or, si P € Dy et D, est un disque conforme C D en P, alors

M = (u — v)(P) < moyenne de u — v au bord (par ) <M,

et donc u = v = M sur le bord; donc-sur tout-un-voisinage-de-P-(faire-varier

). .
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Prop 3.2 (Perron) - Soit F une famille non vide de fonctions sous-harmoniques

- sur X telle que

a) pour tout disque conforme D, u € F =>up € F
b) Si u,v € F, il existe w € F telle qué w > max(u,v) sur X.
Alors si la fonction u* = sup z u est partout finie, elle est harmonique.

N

Preuve — Le probleme est local, donc on se place sur un disque conforme
D. Fixons g € D ; on peut écrire u*(zg) = limu,(zo) avec u, € F. Quitte
a remplacer u, par u, > maXi<pu; puis par ul, = u;, p on peut supposer
un harmonique et la suite (u,) croissante. Par Harnack, il y a une limite
harmonique u ; on va montrer que u* = u (c’est vrai en zy). Si z € D,
on peut de méme écrire u*(z) = limv,(z) avec v, € F, d’onl encore une
limite harmonique v. Quitte & supposer v, > u, (on peut), on a u < v < u*
Alors u — v est harmonique sur D, <0 sur —15, nulle en zq (car ici u = u*),
donc nulle sur D (principe du maximum), d’ot u(z) = v(z) = u*(z) par
construction. ‘ .
La solution du probléme de Dirichlet sera obtenue, grace & ce résultat de Perron,
comme sup d’une famille de fonctions sous-harmoniques :

Notation - Soit Y un ouvert d’une surface de Riemann X, et f : Y — R continue
bornée. On note Fy = {u:Y — R continue et < supyy f, s/hsur Y, < f sur
Y}, et uy = supy ,u surY (c’est harmonique par Perron : exercice).

Pour que uy ait un prolongement continu & Y, égal & f au bord, on a besoin d’une
condition de régularité du bord :

Définition - Un point z € JY est régulier s'il existe une barriére en z, c’est-
a-dire une fonction f sur un voisinage ouvert U de z, continue sur Y N U, sous-
harmonique sur Y NU, nulleen z et < 0sur Y NU \ {z}.

Exemple - C’est le cas si on peut atteindre  par un arc analytique dans X \7
(c’est-a-dire 'image inverse par une carte en = de la demi-droite R_ de C). En
particulier, c’est vérifié si Y ou X \'Y est un disque conforme.

Preuve - Par une carte, on suppose x = 0 et R_ C X \ Y. Pour
z=re? (—w <8 <), onpose f(z) = —r'/2cos(8/2) (= —Re+/z donc

harmonique). Elle convient. -

Théoreme 3.1 - Si z est régulier, limy_., uf(y) = f(z). En particulier, si tout
point de 0Y est régulier, us est solution du probléme de Dirichlet.

Preuve - Par hypothese, k£ < f(z) < K sur 9Y. Fixons € > 0 et 2 € §Y.
Par continuité, f(z) —e < f(y) < f(z) + e pour y € Y NV o1 V est un
voisinage de z. On utilise le :

Lemme - Sim < ¢ sont réels, il existe v :_—_}7 — R continue, s/h surY, égale
dcenz, <csur YNV, et égaleamsur Y \ V.
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Preuve - Soit B une barriére en & sur un voisinage U. Quitte & rétrécir
V, on peut le supposer relativement compact dans U car m < c. Alors
B < 0 sur le compact 8V NY, donc on peut supposer ici 8 < m—c quitte
{max(m,,@ +¢) sur YNV

m sur Y \V

a multiplier par une constante. Alors v =

convient, d’otu le lemme.
a) Le lemme appliqué & m = k —¢,¢c = f(z) — & fournit une v € Fs (en
particulier < uy), et ainsi imus(y) > v(z) = f(z) —e.
b) Le lemme appliqué & m = —K, ¢ = —f(z) fournit une fonction w ; je dis
que us + w < ¢ sur Y N V. 1l suffit de le vérifier pour u + w ol u € .7-}, et
seulement au bord (une s/h vérifie le principe du maximum) ; or,
sur Y NV, u(y) £ f(y) £ f(z)+ e donc u+ w < ¢,
sur?[‘l@V, ut+w< K—-K<e.
En réunissant a) et b) pour € — 0, on obtient le résultat. .
Exercice - (Réf. [A-S] p.142). Toute surface de Riemann a une base dénombrable
(donc est triangulable par [A-S] §46).

Esquisse de preuve — On enléve un disque conforme D & X. Il existe une
fonction f : 8D — R continue non constante, d’ott u : X \ D — R har-
monique non constante. Elle a une fonction conjuguée u* sur son revétement
universel XTD, donc u+iu* donne un revétement ramifié X \ D — C. Donc

(Poincaré-Voltera) XTD a une base dénombrable, d’ott X \ D aussi. .

§2 Fonctions de Green sur les surfaces hyperboliques

Définition - Une surface de Riemann X est dite elliptique si elle est compacte,
hyperbolique sil existe une fonction u < 0, sous-harmonique et non constante
sur X (donc X est non compacte par principe du maximum), parabolique dans
les autres cas.

Attention - Cette définition n’est pas tout-a-fait standardisée dans la littérature.

On va montrer qu’il existe sur une surface de Riemann X une fonction harmonique
sauf en un point P, et qu’on peut imposer en P une singularité logarithmique
(resp. rationnelle) si X est hyperbolique (resp. parabolique ou elliptique). Le cas
parabolique ou compact sera traité au §3. Commengons par un premier résultat
d’existence dans le cas hyperbolique :

Lemme - Soit X une surface de Riemann hyperbolique, D un domaine & bord
régulier (au sens du probléme de Dirichlet) sur X, de complémentaire K compact
non vide. Il existe une fonction continue w : D — R, vérifiant

w =1 sur 8D,

Sur D, w est harmonique et satisfait 0 < w < 1.
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Preuve - X est hyperbolique, donc il existe u > 0, surharmonique (i.e.
—u est sous-harmonique) non constante sur X. On peut supposer ming u = 1
(par homothétie). Comme u n’a pas de minimum sur X, il y a un point P
(nécessairement sur D) ot u(P) < 1. Quitte & changer u en min(1,u) on peut
encore supposer u = 1 sur I{. On pose w = sup r v, ot

F = {v continue sur D, sous-harmonique et < u sur D-}.

w est harmonique par Perron (si A est un disque et v € F alors u — vp =
u—v > 0 sur DA et sous-harmonique donc va € F). Montrons que w
convient ; soit D’ un domaine & bord régulier, tel que K C D' ¢ X, et
d’adhérence compacte (par exemple D' = réunion finie de disques conformes
d’intérieurs recouvrant K). On note v une solution de Dirichlet telle que

v = {01 o gg, et on I'étend par 0 hors de D' (elle reste sous-harmonique

par prop. 3.1 ). Alors v — u est sous-harmonique, et < 0 hors de D,
donc aussi dans D' car elle atteint son maximum au bord. Donc v € F, d’olt
v < w L u. Ainsi, w est continue sur D, 0 < w <1 sur D, w =1 sur 8K, w
est non constante (car w(P) < 1), donc n’atteint ni maximum ni minimum

sur D, d’o1 0 < w < 1 sur D, -

Exercice - Si on ajoute “v & support compact” dansla définition de F (preuve
ci-dessus), la fonction w obtenue est minimale pour les propriétés et .

Définition - Une fonction de Green en un point-P-de X est une fonction g
harmonique et > 0 sur X \{P}, telle que g(z)+log |z| soit harmonique au voisinage
de P pour une carte z en P, et minimale pour ces propriétés (tout autre candidat
g' vérifie ¢'(Q) > g(Q) en tout point Q). En particulier g, si elle existe, est unique.

Remarque - Dire que g(z) + log |z| est harmonique prés de P ne dépend pas de la
carte en P ; en effet si  est une autre carte, z/( est une unité donc a un logarithme
holomorphe, et ainsi log |z/¢| = Relog(z/{) est harmonique.

Théoréme 3.2 - X est hyperbolique si et seulement il existe une fonction de
Green en un point P (ou en tout point) de X.

Preuve - <= Soit g une fonction de Green en P. Soit m > 0 une constante
et v = —min(m, g). Elle est sous-harmonique sur X (car = —m prés de P)
et < 0. Comme g est minimale, g % n’est pas partout positive, donc v n’est
pas constante et X est hyperbolique.

= Soit P € X et z une carte en P. On note F l’ensemble des fonctions
v sous-harmoniques et > 0 dans X \ {P}, & support compact, telles que
v(z) + log || soit sous-harmonique dans |z| < 1. Je prétends que g = supzv
est harmonique sur X \ {P} par Perron :

o F # () car —log|z| (étendue par 0) est dans F.

o F est clairement stable par maximum et harmonisation.

® g < +oo: soit 1 >r > 0 et w la fonction du lemme pour K = {|z| < 'r}.
Siv € F et v, = max|,|=, v, alors

(1) vp(2)w(z) —v(z) > 0 hors de K
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(car c’est vrai hors du support de v, ainsi que sur le bord du compact
Suppwv \ K donc dans ce compact par sous-harmonicité). Comme v(z) +
log |z| est sous-harmonique, son maximum sur |z] = r est inférieur au maxi-
mum sur |z] = 1, donc

Vr +10g7' <wvp vy

d’apreés (1), ot

Ainsi

sur |z} =T,

donc aussi sur |z| > r par le principe du maximum et le fait que Supp v est
compact.

Je dis alors que g est la fonction de Green en P : en effet, puisque

v(z) + log|z] <

logr

It
Y —1 + ogr»
sur |z| = r (d’apres ce qui précede), c’est vrai pour |z] < r, donc g(z)+log|z|
est bornée au voisinage de P, donc se prolonge en une fonction harmonique
(c’est local et vrai sur C). De plus ¢ > 0 car g > 0 et g 3£ 0 (car —log|z| €
F = —loglz| < g). 1l reste la minimalité & montrer : si ¢’ est un autre
candidat et v € F alors ¢’ — v > 0 hors de Suppv donc aussi dans Suppwv
(car v — ¢' est sous-harmonique sur X), d’ot ¢’ > g. .
Remarque - Si gp est la fonction de Green en P, on peut montrer (voir [F-K})
que

9p(Q) = g9Q(P).

§3 Fonctions harmoniques sur une surface non hyperbolique

a) Préliminaires : rappels et exercices sur les différentielles

Dans ces préliminaires, X est une surface de Riemann quelconque. On aura
besoin d’intégrer des formes différentielles. Une forme différentielle d’ordre 1 sur X
est une expression f dz+g dy. Pour pouvoir définir de maniére cohérente I’intégrale

de cette forme, les fonctions f et g doivent se transformer convenablemert par
changement de carte :
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Définition - Une différentielle d’ordre 1 (ou 1-forme) w sur X est la donnée
pour chaque carte locale z = z 4+ iy : U — C de deux fonctions continues
f19: U — C telles que si les fonctions f1, g1 sont associées a la carte z) = z; + iy,

(2)--(2)

2z 9y
J — ( 61:1 3111 )
T\ 8z 8y
oy n
est la jacobienne de z; —— z.
On dit que w est représentée par f,g dans la carte z. On dit que w est de classe

CY, C™,...si f et g le sont. On note
w= fdr+gdy.

Les différentielles C! (resp. C®°,...) forment un module sur les fonctions C! (resp.

C™®,..).
Exemple - Si u est une fonction C! sur X, on note du = uj(z) dz + u}(z) dy.

Exercice - Cela définit bien une 1-forme.

Si z = z + 1y est une carte, alors “dr = dz” (i.e. la notation est bien
cohérente).

Si z est une carte, les fonctions z et Z ont localement les différentielles dz = dz+idy
et dz = dz — i dy. Donc toute différentielle w = f dz + g dy peut s’écrire localement
u(z) dz + v(z) dz on ‘

u=3(f-ig) v=3(f+ig)

Exemple - Si u est une fonction ', on définit localement w) = 3(u} —iu) ;

alors u!, dz est une forme différentielle bien définie sur X entier. De méme pour
uLdZ, et on a du = u), dz + uidz.

Exercice - uLdz = 0 <= u est holomorphe.

Définitions- Siw = fdr+gdy est une 1-forme sur X, alors *w = —gdz+ fdy
définit encore une 1-forme sur X, appelée conjuguée de w.

Soit w = f dz+ g dy une 1-forme sur X et ¢ : [0,1] — X un chemin C! contenu
dans un disque conforme |z| < 1. On définit alors

/cw - /01 (Fe) 52 + 9(c) L) .

(C’est bien défini grace & la matrice jacobienne par changement de carte). Par
additivité;-la-définition s’étend & tout-chemin-[0;1}-— X qui-est C* par morceaux
(on le découpe en un nombre fini de petits bouts par compacité).
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Une telle intégrale pourra parfois étre calculée par la formule de Stokes ; il nous
faut pour cela utiliser les 2-formes :

Définition - Une différentielle  d’ordre 2 (ou 2-forme) est la donnée pour
chaque carte z d’une fonction f, avec la relation fi = f det(J) si Q est représentée
par fi dans la carte z; et det(J) est le jacobien de zz +~— z. On note alors
Q= fdzdy (localement).

De méme que plus haut, si D est un 2-simplexe inclus dans un disque conforme

|2] < 1, on pose
//Q:// f(z,y) dz A dy.
D (D)

C’est bien défini et s’étend par additivité aux domaines D relativement compacts
2 bords C*.

Siw = fdz + gdy est une 1-forme, alors Q = (g, — f,) dz dy définit une 2-forme
notée Q = dw.

Siw= fdr+ gdy et wy = fi dz + g1 dy, on définit une 2-forme ww; (ou w Aw,)
par les régles habituelles du calcul extérieur : wwy = (fg1 — fig) dz dy. On vérifie
que d(fw) = fdw + df w si f est une fonction et w une 1-forme.

Si u est une fonction sur X, alors (uy, + uy.)dz dy définit une 2-forme Au (le
laplacien de u). On a encore Au = d(*du).

Remarque - u est harmonique <= Au = 0 (car c’est local et vrai sur C).

Formule de Stokes - Soit w une 1-forme sur X, et D un domaine de X relative-
ment compact, & bord analytique. Alors

fp= [

Preuve - Comme D CC X, on le coupe en un nombre fini de morceaux
inclus dans des disques conformes. On applique alors Stokes sur C. .

Corollaire - Si u, v sont des fonctions C? sur D CC X, alors

/ u*dv—v*du:// uAv — vAu.
8D D

Preuve - Utiliser Stokes pour w = u *dv—v *du et remarquer que A = d *d
et du *dv = dv *du. -

b) Existence de fonctions harmoniques
On suppose ici que X est une surface de Riemann non hyperbolique.

Lemme - Soit I = {|z] <1} un disque conforme, u une fonction bornée har-
monique sur {|z| >} ottr < 1. Alors [y *du = 0.
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Remarque - Puisque X \ K n’est pas forcément relativement compact, on ne peut
pas appliquer brutalement Stokes et le fait que d *du = Au = 0.

Preuve du lemme - On peut supposer 0 < u < M (M = constante)
quitte & ajouter une constante & u. Soit D ’ensemble des domaines D de X
4 bord analytique, tels que K cC D cC X ; pour D € D, soit u(?) une
solution du probléme de Dirichlet dans D ({|z| > r}, telle que

(D) _ [u surlz|=r
v {0 sur D '’

prolongée par 0 hors de D. Par Perron, v = supp u(?) est harmonique sur
{z| >r. Deplus, 0 Su—y< Msur|z| 2r et u—7v=0sur |z| = Je dis
que u — v est nul sur |2 > r : en effet si 0 < ¢ < M, alors

fe max(u —v,e) =M sur|z]>r
T le-M sur [z} < r

est sous-harmonique, < 0 sur X donc constante (car X non hyperbolique),
dotu—~y<esur|z|>retdoncu—y=0sur|z|=r

Soit v(P) une solution du probléme de Dirichlet dans D N{lz] = r}, telle que
(D) = {1 sur |z| =r . Par le méme argument que plus haut (remplacer

0 sur 6D
(D) =

u par 1) on obtient suppv = 1 sur |2| > r. D’aprés la preuve de la
proposition de Perron, le sup est en fait une limite, uniforme sur tout compact
(par Harnack), soit u = limu; et 1 = limv; ot uj = uP¥) et v; = v(P9) (on
peut prendre la méme suite D; car D. +— u(P) est croissante). Puisque
uj . tend vers uj et v}, vers 0 uniformément sur tout compact, on a

3T

/ *du = lim vj *duj — uj *dv; = —lim v; duj — u; "dv;
oK i Jok 8(Dj\K)

(car u; = v; = 0 sur 8D;). Par le corollaire & Stokes, la derniére intégrale

vaut _
// 'l)jAUj—UjA'l)j:O
D;\K

car u; et v; sont harmoniques. -

Théoréme 3.3 - Soit X une surface de Riemann non hyperbolique, P un point
d’un domaine D de X, et f une fonction holomorphe sur D \ {P}. Il existe une
unique fonction u harmonique sur X \ {P}, bornée hors de tout voisinage de P,
telle que u — Re( f) soit harmonique dans D et nulle en P.

Preuve — Unicité : uj —uy est harmonique et bornée sur X donc constante
(car X non hyperbolique et u; — us < 0 & constante pres) nulle en P, donc
U1 = Uq.
Existence : soit z une carte en P, avec {|z| <2} C D. Pour 0 < p < 1 soit
S u, une solution de Dirichlet sur |2| > p telle que u, = Re f sur |z| = p. On
utilise le
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Lemme - Soit 0 < r < 1/20. Il existe une constante c¢(r) telle que pour p < r,

max [up(2)] < e(r).

Preuve du lemme -~ Par harmonicité, il suffit de montrer

max Ju,(z)] < c(r).

Soit zp tel que p < |2p] < 2. Pour ¢ €]p,2[, on a le|=¢ "dup = 0 d’aprés
le lemme précédent, donc

Fule) = o) + [ (duy +i "du)

est bien définie (indépendante du chemin de zg & z), analytique dans p <
|z| < 2 (car u, est harmonique), et Re F, = u,. On a un développement
de Laurent & l'origine F, — f = ¥ 5 2™, d’olt

(u, — Re f)(te') = Z(an cosnf + B, sin nd)t"
~ .

ou a, et B, dépendent de p. On estime les ay par intégration :

2w
}-/ (up — Re f)(t ) cos kf df = axt® + a_pt™F
0

s

2
—1-/ (up — Re f)(te?) sin kO df = Byt* 4 f_st™*
0

s

Pour ¢ = p (intégrande nulle) on obtient a..; = —p?*ay (et de méme
pour les #) et pour t =1:

loal(1 = o) S2M, , |81 - ) < 2M,,
oll

(2) M, = ﬂg§|upl+ﬂg§l%efl-

Donc si p < 1/2 alors |agl, |Bk| < 4M,, d’olt

oo
max [up < max | Fe f] + 4M, D (" + o).
z|=r 2l=r ~

<#HF

1l reste & voir que M,, est borné en fonction de 7 seulement (et pas p).
Mais puisque u, est harmonique,

r
max |u,] < max |Re f| + 8M,~——
ma ol < o | £+ 80,77

L<h .

T

ce qui prouve (d’aprés (2)) que M, est borné (car 5
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Suite de preuve du théoréme - On choisit r; < 1/20. Alors (lemme)
{u,, ;P < rl} est une famille uniformément majorée sur la couronne C; =
{r1 < 2| £ 1}, d’0ott une sous-suite uﬁ.l) convergeant uniformément sur C,
(correspondant & des p — 0). On procéde ensuite par récurrence : soit
Cn = {Z < |z| <1} ; alors ug) est définie (& partir d’un certain rang) sur

C; et uniformément bornée, d’ott une sous-suite ufc ), etc... La suite diagonale

ufck) converge uniformément sur 1 > [z| > r, donc sur |z| > r par le principe
du maximum (si —& < wp—um < esur 1 > [2] > 7, cela reste vrai sur |z} > 7).

La limite u est harmonique sur X \ { P}, bornée hors de tout voisinage de P.
Enfin

o0

(u—Re f)(te'®) = Zan cos né + by, sinnd,

1

n=1. n <4
an = lim an(p) < (Ifgllg!UIﬂgllgli’ﬁefl)

(voir preuve du lemme) et de méme pour b,,, d’otr

o0

(= Re f)(t )] < 3 eli™] = e

I —

t—»O si t — 0.

Ainsi u — Re f se prolonge en une fonction harmonique sur D, nulle en P. .

§4 Fonctions méromorphes

Théoréme 3.4 - Soit X une surface de Riemann, P, # P, € X ; il existe une
fonction méromorphe sur X ayant un péle en P; et un zéro en P;.

Preuve - On fixe une carte z; en Pj. Si X est hyperbolique, soit u; la
fonction de Green en P; ; si X n’est pas hyperbolique, soit u; une fonction
harmonique sur X \ {P;} telle que u — Re ;17 soit harmonique en P;. Alors la
fonction f définie dans une carte z par
f — ul2’z _ iulzyy
uy p —iul,
convient (c’est invariant par changement de carte, et méromorphe car c’est

une propriété locale, bien connue dans C.) .

Corollaire - Si Py,..., P, € X sont distincts et a;,...,a, € CU {00}, il existe
une fonction f méromorphe sur X telle que f(P;) = a; pouri=1,...,n.

Preuve - On choisit une fonction g avec péle en P; et zéro en P,. Alors
¢/(g+1) vaut 0 en P, et 1 en P;. En multipliant de telles fonctions, on trouve
hvalant 1 en Py et 0 en P; (i > 2). Il reste A faire des combinaisons linéaires
de telles fonctions (au moins si les a; € C ; exercice si a; = 00). .

Pour d’autres résultats d’existence, voir chap. IX, §2 et chap. XIII, §2.






Chapitre IV

Théoréme d’uniformisation

§1 Uniformisation des surfaces simplement connexes

On va voir qu’il 0’y a que 3 surfaces de Riemann simplement connexes : P! (C),C,
et le disque unité D, respectivement de type compact, parabolique, hyperbolique.

Théoréme 4.1 - Toute surface de Riemann hyperbolique simplement connexe X
est isomorphe au disque unité D.

Preuve - Soit gp la fonction de Green en un point P € X. Montrons que
gp = —log|fp| ol fp est méromorphe sur X : comme X est simplement
connexe, il suffit de le voir localement ; or, au voisinage d’un point Q # P,
C’est clair car gp est harmonique ; et prés de P, la fonction gp(2) +log |z| est
harmonique (z carte en P) donc s’écrit log |h(2)] avec h holomorphe, d’ott
gp = —log|2/h(2)]. §

On va alors montrer que fp fournit un isomorphisme X =+ D. Comme
gp >0, 0n a |fp| < 1 donc fp est holomorphe X — D.

Injectivité de fp : on fixe P,Q et on pose

_ (@)~ fr(R) .

= L On®

c’est holomorphe sur X (car |fp| < 1), nul en @, et |#(R)| < 1 puisque

L= fr(Qfp(R) ~1fp(Q) - (R = (1 - |fp(Q)I)(1 - |fp(R)[?) > 0.

Sin = ordq ¢, la fonction u = —X log |¢] est harmonique > 0 sauf aux zéros
de ¢. Si ( est une carte en @, alors u + log || est harmonique (car bornée)
prés de Q. Comparons u & la fonction de Green gg en Q : on a gg = supzv
pour la famille

F ={vs/h et >0 hors de @, & support compact, tq v + log |¢] s/h en Q}.
Par suite, siv € F,onav < u :
c’est en effet évident hors du sup-
port de v, et aussi prés des singu-

larités de w autres que @, donc aussi
ailleurs par principe du maximum.
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Ainsi, u > gg. Si on écrit comme plus haut gg = —log|fg/|, on voit donc

1) lfo(R)] 2 I$(R)V" 2 |6(R)I.

En R = P cela entraine |fp(Q)| < |fo(P)| d’ol égalité par symétrie. Ainsi,
= ¢/fq vérifie |A(R)] < 1 sur X (par (1)) et |h(P)| = 1, donc h est
holomorphe et atteint son maximum : c’est la constante 1. Mais fg ne
s’annule qu’en @, donc ¢ = h fo également ce qui prouve que fp est injective.
Si on admet le théoréme d’uniformisation pour les ouverts de C, on voit, que
X, qui est isomorphe & fp(X ) C D est donc isomorphe & D. Sl on n admet
pas ce théoréme, il reste & montrer :
Surjectivité de fp : soit a®? € D\ fp(X) ¢’il existe (a est non nul car
fp(P) =0). Alors (z—a?)/(1—a?z) est holomorphe sans zéro sur fp(X) (qui
est isomorphe & X donc simplement connexe) donc a une racine carrée b telle
que h(0) = ia. Soit F' = (h—ia)/(1+:ah) sur fp(X). Un calcul simple montre
alors que F'(0) = —+|%— donc |F'(0)] > 1. De méme qu’on a montré plus haut
{¢(R)| < 1, on montre ici que |k(2)| < 1, puis que |F(2)| < 1 sur fp(X), donc
Fo fp est holomorphe sur X, < 1, avec un unique zéro (simple) en P (car fp
est injective donc carte en P, et F' = (0 = l’:ﬁ“:z = —a? = z = 0). Donc
la fonction ~log |F' o fp| vérifie les conditions de la fonction de Green gp,
sauf la minimalité, d’olt ~log|F o fp| > gp = —log|fp|, donc |F(z)| < |7|
prés de 0, ce qui contredit |F'(0)]| > 1. .

On peut en déduire facilement d&s maintenant le théoréme d’uniformisation dans
P(C):

Corollaire - Un domaine simplement connexe X de P!(C) est isomorphe &

P1(C),C ou D.

Preuve - Si X # P1(C) ou C, on peut supposer 0,00 ¢ X (par ho-
mographie). Donc la fonction z a une racine carrée sur X : f%(z) = 2
Alors f ne prend jamais deux valeurs opposées (si f(a) = —f(b), alors
a = f*(a) = f*(b) = b absurde). Comme l'image de f contient une boule
ouverte, elle omet donc une boule ouverte B(zg,r) et donc h(z) = T('z—)'l—';E
est holomorphe bornée sur X, donc e h — ¢ est harmonique < 0 si ¢ est une
constante assez grande. Ainsi X est hyperbolique, et le théoréme entraine

X ~D. .

Pour les surfaces de Riemann paraboliques ou compactes générales, on a le :

Théoréme 4.2 - Une surface de Riemann simplement connexe compacte (resp.
parabolique) est isomorphe & P!(C) (resp. &4 C).

Preuve - FElle résultera des 3 lemmes qui suivent. Soit P € X. Une
fonction méromorphe g est dite admissible en P si elle est bornée hors de
tout voisinage de P, et a un pble simple en P.

Lemine 1 - II'existe des fonctions admissibles en P-; elles sont 2-& 2 lides
par homographie.
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Preuve - Soit {|]2] < 1} un disque conforme en P. Par le th.3.3,
il existe u harmonique sur X \ {P}, bornée hors de tout voisinage de
P, telle que u — Re(1/2) soit harmonique prés de P et nulle en P, On
écrit u = Re f ol f est méromorphe (c’est global car X est 1-connexe),
holomorphe hors de P, et f(z) ~ 1/z est holomorphe prés de P, nulle
en P. 5i f = u 4 ¢v, il reste & voir que v est aussi bornée hors de
tout voisinage de P. Pour cela, on construit de méme f = @ + 14,
holomorphe hors de P telle que f — i/z soit holomorphe prés de P,
nulle en P et @& bornée hors de tout voisinage de P. Il suffit de voir
que § = i f (car alors v = —i). On peut supposer f et f injectives
sur |2| < 1 quitte & changer la carte (car péle simple = f(z) =
ftataizt = f(z1) - f(22) = (21 — 22)(Z + borné) # 0).
On fixe m > max|; > (Ju| + [@]) et Qo € X\ {P;t assez prés de P
pour que |u(Qq)] > 2m et {i(Qo)| > 2m. On pose ¢(Q) = m
(de méme § avec f). Alors g et § sont holomorphes sur X \ {Qo},
avec pdle simple en Qg (car f, f injectives), bornées sur lz| > 1 car
I£(Q) — F(Qo)] = [u(Q) — w(Qo)] > m. Leur pdle étant simple, il y a
une combinaison linéaire ag + @§ (a,@ € C) holomorphe sur X entier
et bornée donc constante (car la partie réelle est harmonique bornée, et

X n’est pas hyperbolique). Par suite f = %ﬁ—:g d’ott finalement f = i f
(car f =14+ 0(2) et f =4+ 0(z)). Ainsi v = —@ est bornée donc
f est admissible. La démonstration (faite ici avec f et f) montre aussi
que 2 fonctions admissibles en P sont transformées 'une de l’autre par

homographie.

Lemme 2 - Deux fonctions f, g admissibles respectivement en P, Q € X sont
lides par homographie.

Preuve - On fixe P et note ¥ l'ensemble des points @ oit c’est
vrai (P € ¥ par lemme 1). Si Q¢ € ¥ et go admissible en @, on a
donc go = Ly o f pour une homographie L;. Si @ est assez proche de
Qo, 90(Q) — go(@1) ne s’annule qu’en @ = @, (comme au lemme 1, gq
est injective prés de @y et petite ailleurs) donc m (qui sécrit
Lj 0 go(Q)) est admissible en @ ; par le lemme 1, si g; est admissible
en 4, alors g1 = La(Lg 0 g¢) donc ¢y = L3Ly Ly f d'ott Q; € . Ainsi
¥ est ouvert. Il est fermé grace au méme argument, donc égal & X par

connexité d’ou le lemme.
: n

Lemme 3 - Toute fonction admissible est injective.

Preuve -~ Si f(P)= f(Q), soit g admissible en P (par lemme 1) ;
alors ¢ = L o f pour une homographie L donc g(P) = ¢(Q) ; mais P

est I'unique pble de g, d’otl P.= Q. s

Fin de preuve du théoréme - Soit f : X — P!(C) admissible en un
point.

a) 5i-Xest compacte; f(X) est- un-ouvert-compact de P!(C) (car f holo-
morphe non constante) donc égal & P1(C), d’olt f: X ~ P1(C).
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b) Si X est parabolique, f n’est pas surjective (sinon f: X o~ P!(C)) donc
omet un point, par exemple co (par homographie), d’ott f(X) C C ; si
linclusion était stricte, f(X) serait hyperbolique (voir dém. du corollaire au

th. 4.1) donc X aussi. D’olt f(X)=Cet f: X = C.

§2 Revétement universel ; surfaces de Riemann générales

a) Rappels sur le revétement universel (réf. [Fol,[Sp])

X est ici une variété topologique (le cadre général est celui des espaces connexes,
localement connexes par arcs et semi-localement simplement connexes). Rappelons
qu’un revétement de X est une application continue m : ¥ — X telle que tout
point z € X ait un voisinage U tel que

==1(U) o UxF

commute, ott F est discret # 0. Il est équivalent de dire que 7 est un homéo-
morphisme local tel que tout chemin v : [0,1] — X se reléve (nécessairement
de facon unique) & partir de n’importe quel point de Y au-dessus de v(0). En
particulier, ¥ est une variété de méme dimension que X, et m est surjective.

Fait - X a un unique (& isomorphisme prés) revétement connexe et simplement
connexe X — X ; il est galoisien ( <= le groupe Autx X des homéomorphismes
de X préservant les fibres opére transitivement sur chaque fibre : si m(yo) =

7(y1),30 € Auty X tq o(yo) = y1) ; il est universel en ce sens que tout autre
revétement connexe Y — X est quotient de celui-la : X — Y — X. On peut
définir X ensemblistement ainsi : on fixe zp € X, et alors

X = {(z,7);z € X et v = une classe d’homotopie de chemins de zo & z}.

Si X et Y sont deux variétés, toute application continue f : X — Y se reléve en
f: X — ¥ continue (unique & composition prés par Autx X et Auty ¥) bijective
si f lest. On a un isomorphisme de groupes Autx X =~ 7,(X) (on fixe yo € X,
et & ¢ € Autx X on associe la classe dans 7, (X, n(yo)) de la projection d’un
chemin de yo & 0(yo)). Il y a une correspondance bijective entre les sous-groupes
de Autx X et les revétements de X, un sous-groupe distingué correspondant % un
revétement galoisien.

La projection w induit une bijection X/ Autx X ~ X (bien définie car Autx X
conserve les fibres, injectif car m est galoisien).
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b) Application aux surfaces de Riemann.

On suppose maintenant que X est une surface de Riemann, 7 : X — X son
revétement universel. Comme c’est un homéomorphisme local, il mdult de maniére
évidente sur X une structure analytique : c’est l'unique structure analytique pour
laquelle 7 soit un morphisme de surfaces de Riemann (et c’est un isomorphisme
analytique local). Si f : X — Y est un morphisme de surfaces de Riemann, ses
relevements sont aussi analytiques (localement c’est 7r§l o fowx). En particulier,
tout ¢ € Autx X est analytique (il releve 'identité). On notera G = Autx X le
groupe de Galois du revétement.

Prop 4.1 - G agit sur X de facon discréte (<= orbites discrétes) et sans point
fixe : Vz,{o ; o(z)=2z}=1id

Preuve - Action dicréte - Car G-z C 7 '(n(z)) et les fibres sont
discrétes par définition.

Action sans point fixe - Si 0z = 2 et y € X, soit v un chemin de z 3
y, donc o 0 v est un chemin de o(z) = z & o(y), ayant méme projection sur
X (car o conserve les fibres) donc o(y) = y par unicité du relévement, d’oit
o =1d. -
Les résultats du §1 montrent donc que toute surface de Riemann X peut étre
vue comme un quotient X/G ot X ~ P CouD,etG est un groupe d’auto-
morphismes de X agissant discrétement et sans point fixe. En particulier, X a
une base dénombrable.

Etude de quelques exemples
Rappelons quels sont les automorphismes de P!, C, D.
Prop4.2— Aut C={z ~— az+b ; a#0}
Aut PY(C) = PSLy(C) = SLy(C)/{£1}.
Aut D = {z v e®2Z= ;. a€D} et Aut H=PSL,(R).

z

Preuve - Un automorphisme f de C s’écrit f(2) = 3 o° an2™ (avec
rayon de convergence co). Si une infinité de a, # 0, alors co est une singu-
larité essentielle donc (Casorati-Weierstrass) f n’est pas injective. Donc f
est un polynéme, de degré 1 car injectif ; réciproque évidente.
Si f € Aut P!, quitte & le composer par une homographie, il conserve
oo donc induit un automorphisme de C et par suite est affine.

On déduit Aut H de Aut D par 'isomorphisme z +—— —z;-:-f 1l reste a
calculer Aut D. Si f € Aut D et a = f1(0), alors h(2) =

=20 f1 et b1
sont des automorphismes de D qui conservent 0. Le principe du maximum
appliqué & h(z)/z montre que |h(z)] < |z| et de méme pour A~ d’olt 'égalité,
donc h(z) = e*z. .
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On étudie maintenant quelques surfaces de Riemann ainsi que leurs automor-
phismes et leur groupe fondamental, en les classent d’aprés le revétement universel.

Premier cas - ||X = P(C)||: dans ce cas, | X ~ P}(C)|

Preuve - Toute homographie a un point fixe, et X = X/G ol G est le
groupe d’homographies agissant sans point fixe.

Deuxiéme cas - |{|X =C||: dans ce cas, X = C/G ol G est un groupe

d’applications affines z —— az+ b agissant discrétement sans point fixe. Sia # 1,
il y a un point fixe, donc G est un groupe de translations z +—— z+bet b parcourt
I'orbite I' de 0. T est un sous-groupe discret de C, d’ott 3 cas possibles :

(i) T = {0}, donc G = {id} et [X = C] 7

(i)l = wZ, donc X est la bande C/wZ, isomorphe & C* par z +— g2imz/w,
Ainsi . Son groupe fondamental est T;(C*) = Z (c’est bien isomorphe
4 G = Autx X, c’est-a-dire 3 T).

Son groupe d’automorphismes est

Aut C*={z +— az et Zl——)% ; aeCrlL

Preuve - Si f € AutC*, il s"écrit 3, anz". Comme c’est injectif, la
somme est finie (Casorati-Weierstrass) donc f est une fraction rationnelle,
sans zéro ni pdle hors de 0, donc f = az* (k € Z), et k = £1 par injectivité.

(i) T = w1 Z ® woZ et X est un tore | X ~ C/unZ @ uwsZ l C’est une surface de

Riemann compacte de genre 1, donc de T ~ Z? (c’est bien ~ T').

On a vu au (ii) que toutes les bandes C/wZ sont isomorphes & C*. Que se passe-t-il
pour les tores ?

Par homothétie, on voit que tout tore est, & isomorphisme pres, de la forme X, =
C/Z & 7Z ou 7 € H. Peut-on avoir un isomophisme f : X, = X, 7 Sioui,
il se releve aux revétements universels en un isomorphisme F' : C — C, donc
F(z) = az+ # ; de plus F doit passer au quotient, donc F(z + 1) — F(z) et

7
ar =ar' + b ,

, donc 7 = —'l'—-z:,_'_s
a=cr' +d

olt a,b,c,d € Z. Par symétrie entre T et 7' la matrice (¢ g) est inversible, et donc

ad — bc =1 (c’est bien +1 car 7,7" € H).

Réciproquement, si 7 = %,'i—g ot (¢ 3) € SLy(Z), alors la multiplication par
er' + d) définit un isomorphisme X7 — X',

Il y a ainsi une bijection naturelle 7 — X, entre SL3(Z)\H et les classes d’iso-
morphisme de tores : “I’espace des modules” des tores est SL2(Z)\H. On verra
(chap. XI) que c’est-urie surface de Riemann-isomorphe-&-C:

On peut déterminer les automorphismes du tore :

F(z + 7) — F(2) sont dans Z @ 7'Z, c’est-a-dire
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Prop 4.3 - Aut X, est une extension finie du groupe X, (agissant sur lui-méme
par translation). Plus précisément :

SitT¢Q(i),Q(j) Aut X, ={2 — az+f ; a=4=letfecX,}

SiTGQ(i) Aut X, ={z — az+f ; a*=1letfe X}
SiTGQ(j) Aut X, ={z — az+f ; o®=1etfeX,}
Preuve - Un automorphisme f : X7 =5 X7 se releve en F(2) =

az + f sur C. Pour que F et F~! passent au quotient, il faut et il suffit que
al, CAret oA, CA, ol A, = Z@ 7Z. Ainsi oA, = A,. De plus, deux
automorphismes az+ f et a’z+ 8 coincident dans le quotient si et seulement
sia=a et =4 (mod A,). Donc

Aut X, ={z > az+f ; aA,=A,et € C/A,}.

Il reste & trouver les & qui conservent A,. Pour un tel @, on a a7 = ar + b
et o = ¢t +d, ot ad —bc =1 (cf. plus haut), donc ¢r? + (d ~a)r + b =10
et o — (a + d)a + 1 = 0. Puisque « conserve A,, on a |a|®* VolA, = Vol A,
donc |af = 1 et |a? + 1| = |a + d||a| est un entier, d’oit les possibilités
a= 41,45 47 432 Enfin Q(a) = Q(7) sauf si ¢ = 0 ; dans ce cas, d—a =0

(car 7 ¢ Q) donc a? = d? = ad — bc = 1, soit o = £1. -

Troisiéme cas - : C’est le cas de toutes les autres surfaces de Riemann.

Il y en a des tas, dont voici quelques exemples :

(i) | X = C\ {e,b}| Son revétement universel est bien D car X n’est pas com-
pacte, et H;(X) ~ Z?, donc X #£ P!, C,C*,X1. On en déduit le

Théoréme de Picard : si f : C — C entiére omet deux valeurs a,b € C, alors
f est constante (car f : C — C\ {a,b} se releve en F' : C — D constante par
Liouville).

(ii) Le disque pointé , Son revétement universel est le demi-plan H par
lapplication z — e%*™%, Ainsi, D* apparait comme quotient de H par le groupe
G={z > 2z+mn ; n & Z}. On retrouve bien 7;(D*) = Z. Son groupe
d’automorphismes est le cercle S : Aut D* = {z — %%},

Preuve - Sif € Aut D*,ona f =Y =y anz" (par Casorati-Weierstrass).
C’est borné donc sans pdle en 0, et par suite f s’étend en automorphisme de
D préservant 0. .

(iii) La couronne IX =D, ={r <|z| < 1}Ioi1 0<r<l.

L . H — D, A N
On vérifie facilement que { r —— exp(learless) est un revétement (ol logz est la

détermination principale : 0 < Imlogz < w si z € H). C’est donc le revétement
universel de D,, et D, apparait comme quotient de H par le groupe des ho-
mothéties 2~ APz ot n-€ Z et-A-=-exp(—2n%/logr): On retrouve ainsi que
W](D,-) ~ 7.
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Prop 4.4 - Les couronnes D, sont 2 & 2 non isomorphes.
Aut D, est extension du cercle S* par {1} :

ar

Aut D, ={z — az ou z +— il la) = 1}.
Preuve - Un isomorphisme f : D, — D, se remonte en automorphisme
F(z) = 22 de H tel que F(A\z) = XN'"F(z) ou n € Z et A, X' comme plus
haut.
Ainsi,

acA(l - M™% 4 {ad(A = M) 4+ be(1 = AN )}z + (1 - X™Mbd = 0.

Si A" =1, alors (ad ~ bc)(A — 1) = 0 absurde ; donc ac = bd = 0 d’ot1 2 cas
b=c=0 et F(z):—g-z

(puisque ad — bc = 1) : b -
a=d=0 et F(z)=—

cz
Dans les deux cas on en déduit A = M™ et n est inversible (car f isom.)
donc A = X d’oti r = r' : les couronnes sont donc 2 & 2 non isomorphes,
et un automorphisme de D, est donné sur H par z +— kz(k € R}), ou
z +— k/z (k € R*), d’ot le résultat en composant avec le revétement
7 — exp(leatiesz :}r" 2). .
Les exemples de surfaces de Riemann que nous avons donnés (& part C \ {a,b})
ont deux points communs, qui les caractérisent :

Théoréme 4.3 - Les 7 types de surface de RiemannX = P!(C), C, C*, C/A,,
D, D*, D, sont caractérisés par le fait que leur groupe fondamental T, est abélien
(donc tout revétement est galoisien), ou encore par le fait que Aut(X) n’est pas
discret.

Remarque - La topologie sur Aut X est celle induite par la topologie naturelle
sur PSLy(C) : si G = Autx X et N(G) est son normalisateur dans Aut X C
PSL,(C), on vérifie facilement que Aut X ~ N(G)/G (par application “reléve-
ment” f — f), et on met sur Aut X la topologie quotient. On peut montrer
que Aut X discret <= Aut X agit discrétement.

Preuve du théoréme — On peut supposer X = H (les autres cas sont
traités en exemple plus haut), et on regarde G = Autx X ~ 7y (X) et
Aut X comme sous-groupes et quotient de sous-groupes dans PSL,(R). On
dira que ¢ € PSLy(R) \ {zd} est parabolique (resp. hyperbolique, resp.
elliptique) s'il a un unique point fixe dans C U oo (resp. 2 points fixes réels,
resp. 2 points fixes conjugués). En envoyant ces points fixes sur {0} ou sur
{0,000} on voit que o est parabolique (resp. hyperbolique) s’il est conjugué
dans PSL:(R) & z — z+4+1 (resp. z — Az, o A > 0,A # 1).

On suppose G abélien # {id}. Soit ¢-un générateur (non-multiple-d’un
o' € G). Il n’est pas elliptique car G agit sans point fixe sur H, d’ott 2 cas :
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a) o parabolique, donc conjugué & 2 —— z+ 1. La méme conjugaison envoie
un ¢’ € G sur z — z+ f ol B € R (car ¢a doit commuter & z — z+1).
Puisque G agit discrétement, 5 et 1 sont commensurables donc 8 € Q, et

méme B € Z car o est générateur. Ainsi G ={2z — 2z4+n ; neZ}a
conjugaison pres, et X ~ D*,
b) o hyperbolique ; de méme, G = {z — A"z ; n € Z} i conjugaison

prés, et donc X ~ D,, olt r = exp(~27%/log \).

On suppose Aut X (et e fortiori N(G)) non discret, d’oll une suite
on — 1, op € N(G). Soit o un générateur de G. Alors lim o007 0! = 1.
Or, 0,000 est dans G (il conserve les fibres), qui est discret : en effet si
z € X, {a} estouvert de orbite (discréte) de x, et ¢ — g¢-z est continue
donc 'image réciproque de {2}, qui est {id} car G agit sans point fixe, est
un ouvert. Donc 0,00,;10~! = 1 pour n assez grand : ¢ et o, commutent.
On distingue encore deux cas :

a) Si o est parabolique, on peut supposer que c’est une translation, donc o,
aussi pour n grand. Si ¢’ € G, il commute aussi & o,, pour n grand donc est
aussi une translation, et on conclut comme plus haut que X ~ D*.
'b) Si o est hyperbolique, on conclut de méme X ~ D,.







Chapitre V

Fonctions et différentielles sur les

surfaces de Riemann compactes

§1 Morphismes de surfaces de Riemann compactes

Soit f : X — Y un morphisme (non constant) de surfaces de Riemann (quelcon-
ques pour Vinstant). Soit z¢ € X, yo = f(ze), =2 une carte en o sur X, et
t une carte en yo sur Y. Puisque f est holomorphe, t o f(z) = Y 0% a,2™(z) au
voisinage de z¢. Les cartes étant centrées en xp et yo on a ag = 0. Comme f n’est
pas constant, on a to f = ) 7° an2™ oll an, #0, no > 1.

Définition - L’entier ng (indépendant des cartes : de z car c’est ordre de to f et
de t car un changement de carte est isomorphisme local) se note e, (f) et s’appelle
indice (ou degré) de ramification de f en zo. On dit f ramifié en zo (ou zo
point de ramification de f) si ez, (f) > 1.

Remarque - Si on se donne f : X — Y et une carte £ en yo = f(z), il existe une
carte z en zg telle que to f = 2™ ol ng = ez, (f).

. oo -_—
Preuve - Si 2 est une carte en zg, on ato f = 27° ) ® an27 ™. La
série a un terme constant, donc est une unité de C{{z,}}, donc a une racine
ng-i¢me (il y en a méme ng) qui est une unité u. Alors to f = 2™ ol z = zu

est une carte (u est isom. local). .

Théoréme 5.1 - Soit f : X — Y un morphisme (non constant) entre deux surfaces
de Riemann compactes. Alors

f n’a qu’un nombre fini de points de ramification zy,...,Tk.
Hors des fibres f~(f(z;)), f définit un revétement (étale) 4 fibres finies de
cardinal constant, soit n.

Pour tout point y de Y,

Z ex(f)=n

f(z)=y

(ainsi, en comptant les multiplicités, toutes les fibres ont n éléments) : on dit que
f est un revétement ramifié de degré n.

Attention - Un revétement ramifié n’est pas un revétement au sens topologique
(cf. chap. IV). Sl risque d’y avoir ambiguité, on précise revétement étale (ou
non-ramifié)-pour-le‘revétement topologique:-$’il*n’y-a pas (trop) de risque, on
dira revétement dans les deux cas.
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Preuve du théoreéme - Au voisinage d’un point z, f est de la forme
z +—— z° d’aprés la remarque. Les points de ramification sont ceux ol
la dérivée s’annule (car e;(f) est Iordre du zéro) donc au plus en z = 0.
L’ensemble des points de ramification sur X est ainsi discret, donc fini, et f
définit un isomorphisme local hors de ces points — en particulier hors des
mauvaises fibres f~(f(z;)). Comme X est compacte, f est propre, donc
aussi sa restriction hors des mauvaises fibres. Or, un homéomorphisme local
propre f : M = X \|J; f7*(f(zi)) = N = Y \ U, f(z:) est un revétement
étale (& fibres finies) : en effet, siy € N et {my,...,m,} est la fibre f~(y), il
y a des voisinages ouverts disjoints U; des m; et V de y tels que f : U; — V.
Comme f est fermée (car propre), f(M \ |J; Ui) est fermé et ne contient pas
y. Donc V' = V' \ f(M \ J;U;) est encore un voisinage ouvert de.y, et
AV cU; Ui, done f=H(V!) = [T(U: N F71(V")) = {1,...,p} x V. Ainsi,
hors des mauvaises fibres, f est un revétement & fibres finies donc de cardinal
localement constant, et méme constant puisque Y est connexe (donc aussi Y’
moins un nombre fini de points).

Il reste & montrer : soit z € X,y = f(z) et U un voisinage de z ne
contenant pas d’autre point de la fibre f~1(y). On peut supposer fde la
forme z — 22=(f) sur U. Donc au-dessus de tout point proche de y autre
que y, il y a exactement e, ( f) points de U (les racines e-iemes de 2°), tous non
ramifiés, donc v(y) = 3 4(;)=, €z(f) est une fonction localement constante
sur Y, donc constante. -
Corollaire - Soit f une fonction méromorphe sur une surface de Riemann com-
pacte X. Alors f a autant de zéros que de péles (avec multiplicité) :

Z ord, f = 0.

zeX
Preuve - .Sion voit f comme morphisme X — P!, alors
dYooelf)= Y elf)
f(z)=0 f(z)=o00

La formule suivante relie le genre de deux surfaces de Riemann compactes. Elle
est trés utile en pratique pour calculer le genre d’une surface de Riemann. (voir
chap VII, formule du genre, et chap. X, courbes modulaires):
Théoréme 5.2 (Formule de Riemann-Hurwitz) - Soit f : X — Y un mor-
phisme non constant de surfaces de Riemann compactes. On note gx et gy les

genres de X et Y, et nn le degré de f (comme revétement ramifié). Alors

20x —2=n(2gy ~2)+ > _ (eo(f) = 1).

zeX

Preuve - .On.triangule Y.de sorte que (la projection de). tout point ramifié
soit un sommet et que tout triangle soit dans un disque conforme, au-dessus



[V,81] Morphismes de surfaces de Riemann compactes 55

‘duquel f s%écrit z —— z{*. On peut remonter cette triangulation sur X.
On note Sx, Sy, Ax,Ay,Fx,Fy les nombres de sommets, arétes et faces
sur X et Y. Puisque chaque fibre (sauf un nombre fini) contient n points,
Ax =n Ay et Fx =n Fy. Le nombre de points dans une fibre f~!(y) est

Z l=n+ Z (1—ez(f))

flz)=y f(z)=y

d’aprés le th. 5.1. par suite, Sx =nSy + 3, (1~ ez(f)) ; on peut
aussi prendre la somme sur X entier puique e,(f) = 1 hors des sommets. Le
résultat découle alors de 2 —2gx = Sx — Ax + Fx (voir chap. II) et de méme

pour Y. .

Exercice - Discuter les avantages et inconvénients (dimension, surjectivité, self-
intersection, cardinal des fibres, point ramifié,...) de chacune des représentations
suivantes d’un revétement ramifié f : X — Y au voisinage d’un point de ramifica-
tion :

. A’./f

(

T,
A
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§2 Différentielles

Définition - Une différentielle d’écriture locale w = f(2)dz + g(z)dz est dite
méromorphe (resp. holomorphe) si g = 0 et si f est méromorphe (resp. holo-
morphe). C’est indépendant de la carte z choisie. Par exemple, si f est une
fonction méromorphe (resp. holomorphe) sur X, alors df est une différentielle
méromorphe (resp. holomorphe) d’écriture locale f'(z)dz. Soit w une différentielle
méromorphe sur X et P € X. Si w = f(2)dz prés de P, on définit ’ordre
ordpw = ordy f et le résidu respw = resy f (qui est encore 5}~ [ w ot C est
un petit cercle entourant une fois P) ; ces définitions ne dépendent pas de la carte
choisie.

Théoréme 5.3 - Soit w une différentielle méromorphe sur X compacte. Alors

Z respw = 0.

PeX

Preuve - On triangule X avec des triangles A; contenus dans des disques
conformes, et dont les arétes évitent les pdles de w (en nombre fini car dis-
N _ 1 . S A
crets). Alors Y respw =3 5= faA, w : on intégre donc w sur chaque aréte
une fois dans chaque sens. -

Pour étudier les zéros et pbdles des fonctions et différentielles, il est commode
d’introduire la notion de diviseur :

Définition - Le groupe abélien libre Div(X) engendré par les points d’une surface
de Riemann compacte X s’appelle groupe des diviseurs sur X. Un divféeur sera
noté D =3 pcxnp-(P) otnp € Z (presque tous nuls). On dit que D ést positif
(ou effectif) si tous les np sont positifs ou nuls.

Exemple - Si f est une fonction ou une différentielle méromorphe non = 0 sur
X, on définit son diviseur (f) = Y pcx ordp(f) - (P). Il est clair que (fi)(f2) =
(f1) + (f2) si f1 est une fonction et f; une fonction ou une différentielle.

Définition - On appelle degré I’homomorphisme deg : > np-(P) — Y np de
Div(X) dans Z.
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Exemple - Le fait qu’une fonction méromorphe f sur X ait autant de zéros que
de pdles s’écrit simplement deg(f) = 0. (Attention : ne pas confondre ce degré du
diviseur (f) avec le degré de f comme revétement ramifié de P').

Prop 5.1 - Siw est une différentielle méromorphe # 0 sur une surface de Riemann
compacte de genre g, alors deg(w) = 2g — 2.

Preuve - Le quotient de deux différentielles méromorphes non nulles w;
et wp est une fonction méromorphe (invariante par changement de carte)
donc deg(w;) = deg(wsz) + deg(w;/wy) = deg(w,). 1l suffit donc de prouver
le résultat pour une différentielle w, disons w = df ot f est une fonction
méromorphe non constante sur X ; on choisit f non ramifiée au-dessus de oo
(quitte & composer avec une homographie). Localement, on a w = f’ (2)dz,
donc ordpw = ordp f'. Si P n’est pas un pdle (ie. f(P) # o0), on a
ordp f' = ordp(f — f(P)) — 1, et comme z — f(P) est un parametre local
sur P! au voisinage de f(P), on a ordp f' = ep(f) — 1. Si P est un pdle,
ordp f' = (ordp f)—1 ; mais 1/z est paramétre local & 'infini, donc ordp f =
—ep(f) = —1 (car f n’est pas ramifiée & ’00). Ainsi

degw = Z (er(f)—1)—2n

X\poles

olt n = deg f (comme revétement). Mais on peut prendre la somme sur X
car ep(f) =1 aux pbles, d'olt

degw =) (ep(f) —1) —2n=2g -2
X

d’apres la formule de Hurwitz pour f: X — P! (P! est de genre 0).

§3 Riemann-Roch

Dans la suite du chapitre, X est une surface de Riemann compacte de genre g¢.
Il s’agit ici de compter les fonctions méromorphes ayant des singularités données,
que l'on prescrit sous la forme d’un diviseur.

Définition - Si D, D’ sont des diviseurs sur X, on note D > D' si D — D' est

effectif (c’est-a-dire VP,np > n'p).

Si D € Div(X), soit £L(D) = {0} U {f mérom. # 0;(f)+ D > 0} : par

exemple si D = (Py)+2(P;) — (P3), il s’agit des fonctions qui ont au plus des poles
—(respectivement simple et-double) en Py et Py, et -au moins un zéro simple en P;.

On note £(D) = dimc L{D).
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Exemple - Si D = 0, L(D) est ’espace vectoriel des fonctions holomorphes, donc
constantes (principe du maximum + compacité), d’olt £(0) = 1.
Il est clair que si D > D', alors deg D > deg D'. En particulier, si £(D) contient
une fonction non nulle f, alors 0 = deg(f) > — deg D. Par suite

deg D < 0 == £(D) =0.

Théoréme 5.4 (Riemann-Roch) - Soit w # 0 une forme différentielle méro-
morphe et K = (w) son diviseur. Alors pour tout diviseur D,

£(D) < 400 et LD)—4(K —D)=deg(D)+1—g.

Preuve - [Z(D) >degD+1~¢g I (c’est un résultat d’existence).

On écrit D = Y ni(P)~>_m;(Q;) (mj,n; > 0). L’application linéaire qui
4 f € L(E ni(P;)) associe ses séries de Taylor aux Q; tronquées & I’ordre
mj — 1 (I'espace d’arrivée est donc de dimension > m;) a pour nioyau £(D),
donc £(D) > (Y ni(P;)) — Zm_, 11 suffit donc de montrer dans le cas
olt l’on suppose D >0, ce qu’on fait. D’apres le th 3.3,11 ex1ste une fonction
harmonique sur X \ {P} qui croit comme Re(z;*) (k; donné > 0, 2 carte
en P;) pres de P;. Et de méme avec Sm(z; k') Donc ’espace vectoriel H des
fonctions harmoniques sur X \ | J{P;} et croissant au plus comme |z ™| prés
de chaque P; est de dimension au moins 2(3_ n; + 1) sur R. Une condition
suffisante pour qu’une fonction u € H soit de la forme Re(f), ot f est
méromorphe (donc dans £(D) grace 4 la croissance), est que f_y(du+i *du) =
0 pour tout cycle v sur X \ {P;} car alors f(z) = u(z) + f:o(d“ + 4 *du)
est bien définie, et Re f = u. Or, Hi(X \ U;{P:}) est engendré par H,(X)
et des petits cercles 4; autour des P;. Mais l'intégrale sur ; de (du + i *du)
est & 2im pres son résidu en P, qui est nul : en effet, si u — Re(z; ™) est
harmonique en P;, avec k; > 0 (resp. k; = 0), alors du + ¢ *du — z;‘k‘“ldzi
(resp. du + ¢ *du) est holomorphe en P; donc sans résidu, et & méme avec
Sm(z;7%). Ainsi, il reste au plus rgz H1(X) = 2¢ conditions pour que u € H
s'écrive Re fou f € L(D). Donc

dimg £(D) > 2() “ni+1) —2g = 2(deg D+ 1 —g).

[Si PeX, #D)<D+(P)<{D)+1](en particulier £D) < oo
par récurrence a partir de £(0) = 1).
En effet, £(D) < (D + (P)) est clair ; par ailleurs, si D =} ng(Q) et si z

est une carte en P, I’application

L(D+(P) — C
fzzanzn = Q.pp-1

a pour noyau L£(D), donc £(D + (P)) < £(D) + 1.

Si £(D+ (P)) = £(D) +¢ et 4(K — D) = £{(K — D — (P)) +¢'
alorse+¢' =0oul.
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En effet, si on a simultanément ¢ = ¢ = 1, alors il existe des fonctions
fi € L(D+ (P))\ L(D) et f € LK — D)\ L(X — D — (P)). Alors fi fow
est une différentielle melomorphe de diviseur (fy) + D +(f2) + K ~D. Or
par hypothese

(L) +D=—=(P)+ > ro-(Q)
Q#P

et

(f)+K-D= Y s0-(Q) (rg.sq2>0)
Q#P

donc f; faw a un unique péle, simple, en P, ce qui contredit 5 res = 0.

i (D) = £(D) — (K ~ D) — deg D, alors ¢(d) > 1 — g |

En effet ¢ est décroissante par , donc on peut supposer deg(K — D) < 0,
auquel cas ¢(D) = (D) — deg D > 1 — g d’aprés .

lqﬂ(D) =1— g (c’est le théoréme) l

On applique[4] & D et K — D, dott

2-29< D)+ ¢(I{ —D)=~deg K =2 —2¢g

d’apres la prop. 5.1) d’olt égalité partout.
p g

§4 Applications

Voici déja quelques applications du théoréme de Riemann-Roch. On en verra
d’autres aux chapitres IX et suivants.

Prop. 5.2 - L’espace vectoriel (X)) des différentielles holomorphes sur X est de
dimension ¢ sur C.

Preuve - On fixe une différentielle non nulle w (méromorphe) ; i toute
différentielle méromorphe w’ on associe la fonction w'/w. Alors w' est holo-
morphe si et seulement si (w') > 0, c’est-3-dire (w'/w) > —(w) = —~K ; d’ol
un isomorphisme Q(X) = L(K), donc

dim (X) = £(K) = £00) + (29— 2)+1—g = g.

On s’est servi du théoréme d’existence de fonctions méromorphes pour démontrer
Riemann-Roch (pour une preuve indépendante, voir le chap. IX), mais il permet
a son tour de préciser ce théoréme d’existence :

—Prop. 5.3 - 51 P € X etn-entier > 2g, il existe une foriction méromorphe sur X
ayant en P un péle d’ordre exact n, et holomorphe ailleurs.
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Preuve — Puisque deg(K —(n—1)(P)) =2¢g—2-n+1<0, on a aussi
¢(K — (n—1)(P)) = 0 donc £((n ~1)(P)) = n — g. Pour la méme raison,
£(n(P)) = n+1—g, donc il existe une fonction f dans £L(n(P))\L((n—1)(P)).

Remarque - En faisant des combinaisons linéaires on retrouve le fait qu’il y a des
fonctions méromorphes qui séparent un nombre fini de points donnés.

Exercice - Soient P,...,P, € X distincts. Montrer qu’il existe f méromorphe
séparant les P; telle que f et df n’aient ni zéro ni pdle aux P;. (voir [F-K] p.237).

On étudie maintenant la structure algébrique du corps des fonctions méromorphes
sur X.

Théoréme 5.5 - Soit f une fonction méromorphe non constante sur X, et n
son degré comme revétement ramifié de P!, Alors le corps M(X) des fonctions
méromorphes sur X est extension algébrique de degré n de C(f). En particulier,
M(X) est une extension de C de type fini et de degré de transcendance 1. Un tel
corps s’appelle corps de fonctions d’une variable sur C. :

Preuve - Soit g € M(X). Soit U l'ouvert de P!(C) au-dessus (via f)
duquel f est non ramifiée et f,g # co. Alors f définit un revétement (étale) de
V = f~1(U) sur U, et g est holomorphe sur V. Comme f est un isomorphisme
local sur V, les n fonctions symétriques élémentaires

sl(y)= Z g(.’l?), ey Sn(y)z H g(.’v)

F(=@)=y _ f(=)=y

sont holomorphes sur U. Elles sont méme méromorphes sur P*(C) tout entier
(& cause de leur croissance) : si w est une carte en y € P!(C), wo f s’annule
sur la fibre f~1(y), donc (wo f)™g est holomorphe au voisinage de cette fibre
si m est assez grand, donc s;((w of)"‘f) = w™is; est holomorphe en y et par
suite s; est méromorphe. Or une fonction méromorphe sur P*(C) est une
fraction rationnelle (car en divisant par la fraction rationnelle ayant mémes
zéros et pdles, on obtient une fonction holomorphe sur P! donc constante).
Ainsi le polynéme

PX)=X"=(510)X" 4. 4+ (~1)"sz0 f

est & coefficients dans C(f). De plus, P(g)(z) = 0 sur V et donc P(g) =0
ce qui montre que g est de degré < n sur C(f), d’ont [M(X): C(f)] < n.

Enfin en choisissant y € U et g séparant les n points de la fibre f~1(y), on
voit que tout polynéme @ € C(f)[X] nul sur g est de degré > n, donc g, et

par suite M(X), est de degré au moins n sur C(f). -



Chapitre VI

La surface de Riemann d’une fonction

On montre que ’ensemble des prolongements analytiques d’une fonction analytique
(définie localement) a naturellement une structure de surface de Riemann, et qu’on
obtient de cette maniére toutes les surfaces de Riemann.

§1 La “variété” (non connexe) des séries de Puiseux.

Définition - Une série de Puiseux en zy € C U {co} est une série de la forme
w = Y,¥ an(z — 20)*/* (remplacer z — zo par 1/z si zp = o) convergente au
voisinage de zp (i.e. lim|an|'/™ < 00), et ott k € N* est choisi minimal (c’est-a-
dire pged (k; pged{n; a, # 0}) = 1).

Remarque - Il y a toujours 2 cas & considérer pour manier une série de Puiseux
suivant que 29 € C ou zy = 0o. Dans la suite, on se contentera d’écrire z — zg pour
désigner soit z — zp (si zo € C) soit 1/z (si zp = 00) : il s’agit en fait d’une carte
fixée de P au voisinage de 2.

Pour donner un sens autre que formel & une série de Puiseux w sans privilégier
une détermination de (z — zp)'/*, on identifiera deux telles déterminations : on
introduit une relation d’équivalence ~ entre séries de Puiseux, ot w ~ w' <
20 = 2y, k = k', et al, = e™a, ol € est une racine k-itme de 1 indépendante de n.
On définit alors I’ensemble X = {séries de Puiseux}/ ~ .

On va mettre sur cet ensemble une structure de “surface de Riemann non connexe”,
avec une topologie telle que I’ensemble des prolongements analytiques d’une série
w soit la composante connexe de w. Définissons pour commencer cette topologie :
Soit w = Y an(z—20)"* € X une série de Puiseux, et rq son rayon de convergence
comme fonction de z (1 = 1/ lim |a, [*/™). Pour r < ry, soit

Uor = {0} U Séries de Taylor en 21 € D(zp,7) obtenues en remplagant
T (2 — 20)'/* dans w par son développement en z; )

(définition analogue si zp = o0). Ainsi U, est 'ensemble des lprolongements
analytiques “directs” de w.

Remarque - Pour chaque 23 € D(z,7) \ {20}, on obtient ainsi k séries dis-
tinctes (méme dans X) : on peut remplacer, dans un représentant de w, les k
développements de (z — 29)'/* au point z; (donnés par (14 2)1/* = 35° (17k) 2"
avec £® = 1).ou bien choisir un de ces développements et le substituer dans cha-
cun des k représentants de w.
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Prop. 6.1 - Les U, (w € X,r <rayon de convergence) forment une base d’une
topologie séparée sur X. :

Preuve - Base : Si w est prolongement direct de w; et wa, tout pro-
longement direct de w dans un disque assez petit (contenu dans 'intersection
des disques de convergence) est encore prolongement direct de w; et w;. Donc
I'intersection de deux U, en contient un troisieme.

Séparation : On se donne w # w' et on cherche des voisinages qui
les séparent. Si zp # 2} clest trivial (U, , et Uy, avec r < %|z0 - zg])-
Sinon je prétends que U, N U, - est vide pour tout choix de r < rayons de
convergence. Supposons que ce soit faux, donc quand on substitue les séries

o0

((2)=(z—2)"* = cp(z ~u)

.0

et
((2) = (z— 2)% =D ch(z—21)?
0

dans w et w' respectivement, on trouve la méme série > bm(z — 21)™. On
choisit alors une racine kk’-iéme de 2 — 2z en 2z, soit

t(2) = (z — 20) /% =3 L(z — 21)".

Alors ¥ est une racine k-ieme de z — 2o, donc ((z) = t¥'(2)e ot e* = 1, et
donc, par définition des by,

Z by(z — 21)™ = Zané‘ﬂtk'n(z) (ot w = Zan(z — 20)"/k ).

7
De méme, 3 by(z — 21)™ = 3 ale'"t¥"(z) o e'® =1, pour z assez proche
de zg, c’est-a-dire (2) assez petit. Donc ces deux fonctions méromorphes en
t sont égales :

oy

1 a,e"TF™ = P dans C[T].
n

Si p est racine primitive k’-iéme de 1, le membre de gauche (donc aussi celui
de droite) est invariant par T +—— pT, donc al,pF" = al,, soit (p*)" =1
pour tout n tel que a, # 0. Comme p* est une racine k’-iéme de 1 et que k'
est minimal (définition des séries de Puiseux) on a p* = 1 ; donc &' divise k
et par symétrie k' = k, et (en reportant dans (1)) a, = (—E;I-)ﬂa'n donc w ~ w'
(égalité dans X'), ce qui est absurde. -
On définit maintenant la structure analytique, en construisant un atlas ; on notera
que cet atlas dépend du choix de séries de Puiseux représentant les éléments de X,
mais on verra que deux choix conduisent -4 des-atlas équivalents; donc 3 la méme
structure analytique :
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on recouvre X' par tous les U, . (un seul r pour chaque w suffit) et on définit un
homéomorphisme 7
tw,r : Uw,r l’ D(Oirl/k)

(olt k est celui apparaissant dans w) ainsi : on fixe un représentant > an(z—20)"/*
de w. Chaque w; € U, , est obtenu en substituant une série

(2,“ zo)l/k = ZCP(Z —21)?,

déterminée par son terme constant ¢y qui est une des déterminations de (=1 —zO)l/ k,
On pose alors t,, -(w) = 0 et .

_ to,r(w1) =co = (21 ~ Zo)l/k

(la détermination choisie pour former wy). Alors . est clairement une bijection
de Uy, sur D(O,rl/k)‘ C’est continu au point w car (z; — zo)l/k —0siw sw;
c’est aussi continu en un point w; # w car c’est toujours la méme détermination
de (z — 20)*/¥ qui est utilisée pour former un w! au voisinage de w;.

Fonctions de transition : si w; € Uy, rNU, v, soit t; =1, -(w1) ; alors z; = 2o+ ¥
donc tys,m 0ty +(t1) = (tF + 20 — 25)1/¥, ol 1a racine k'-ieme est celle utilisée pour
former w; & partir de w' ; comme on vient de le remarquer, c’est toujours la méme
au voisinage de w, donc la fonction ¢; +— (t¥ + zp — 2))1/¥ est bien définie et
analytique.

On obtient donc bien une structure analytique. Si pour un w on choisit un autre
représentant, on obtient un autre homéomorphisme t,, - ; puisque les fonctions de
transition sont analytiques, on voit en choisissant un w; proche de w que

tzu,r ° t;}r = (t:u,r o tt:ll,r) o (th 3T o tu_.v,lr)

est aussi analytique (en fait c’est simplement la multiplication par une racine k-
ieme fixe de I'unité). La structure analytique est donc indépendante des choix des
représentants.

Ainsi X a une structure naturelle de surface de Riemann, & cela pres qu’elle n’est
Pas connexe ; ses composantes connexes sont des surfaces de Riemann.

§2 La surface de Riemann d’une série de Puiseux

Définition - Si w est une série de Puiseux (ou sa classe dans X ), sa composante
connexe X, dans X s’appelle configuration analytique de w, ou surface de
Riemann associée a w.

- Proposition 6.2 - X, est I’adhérence dans X de ensemble M, des séries obtenues
par prolongement analytique de w le long de chemins dans C.
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Preuve — M, est connexe (par arcs) donc C X,,. Soit N, ’ensemble des
séries de Taylor dans X,,. Alors N, = X, (puisqu’un ouvert U, , e contient
que des séries de Taylor, sauf peut-étre w'), donc il suffit de montrer N, =
M, c’est-a-dire que tout élément de N, peut étre joint & w par des séries de
Taylor (sauf le bout w), ou encore que N,, est connexe (automatiquement par
arcs). N, est visiblement ouvert dans X,,. Supposons N,, = U; [] U2 ouverts
non vides ; soit P € Uy N Uy (il existe car N, est connexe). Ce point a un
voisinage connexe U = Up, tel que N, D U \ {P}. Alors Uy N (U \ {P}) et
U, 0 (U \ {P}) sont des ouverts disjoints recouvrant U\ {P} (qui est encore
connexe), donc par exemple

nnU\{P}H=0.
Or, tout voisinage de P, en particulier U, rencontre Uy (car P € Uy) ailleurs

qu’en P puisque P € U, et Uy N Ty = 0, d’ott une contradiction. -

Les divers prolongements_analytiques de w forment une fonction a priori multi-
forme sur C ou un ouvert de C. On montre maintenant que w devient naturelle-
ment une fonction méromorphe uniforme sur X, et qu’inversement l’existence de
fonctions méromorphes sur une surface de Riemann X permet de voir X comme
une X,,.

Théoréme 6.3 - Si on éerit w = 3% an(z — 20)™* les fonctions

et

proj :w — zy  (le 2o peut étre o)

oo &'il y a une partie polaire
ag sinon

val:w—»{

sont bien définies et méromorphes sur X.

Soit X une surface de Riemann, f et g deux fonctions méromorphes non
constantes sur X. Si Py € X, soit t une carte en Py telle que f(P)~— f(Py) = t(P)*,
ot k € N*, au voisinage de Py (il faut bien siir comprendre 1/f(P) = t(P)* si
f(Po) = o0). Soit

9(P)= 3 ant(P)"
-N

Décriture de g dans cette carte. Alors ’application

¢.X — X .
Py Z‘fwan(z.-f(po))"/

est bien définie, holomorphe, et vérifie

f=projo¢ , g=walog.

Remarque : on peut encore voir ¢ ainsi : siw = ¢(Pg) et P, (0 <t < 1) est un
chemin sur X partant de Py, ne rencontrant pas les points de ramification de f,
alors ¢(P,) est le prolongement analytique de w le long de v, = f(Py).

Si f est une fonction méromorphe non constante sur X, on peut choisir g de

. . . ~ .
sorte que ¢ soit un isomorphisme X — X, ot w est un point quelconque de
Pimage de ¢.”En particulier, toute surface dé Riemann ést isomorphe & la surface
de Riemann associée & une série entiére.
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Preuve - . Pour w € X et 29 = proj(w), on choisit ¢,,, comme carte
en w sur &, et z — zp comme carte en zg sur P!(C). Alors dans ces cartes,
Iécriture de la fonction proj est a a* et celle de la fonction val est

o — (Z N Gnl )-—aoz

we X "™ PYC) 34
l l

(z1=2)*ec C — C Sz1—2

w=Ybz—zu)le X 2 PYC) 3b =5 an(zs — 2)"/*
l l
(Zl—Zo)l/kG‘ C — C Bbo—ao

La carte ¢ est bien définie a une racine k-itme de I’untié pres, donc ¢(P)
est bien défini dans X. Il reste & voir que ¢ est analytique au voisinage de
Py. Soit Py proche de Py, et tg,%1 des cartes en Py, P, telles que

f(P) = f(Po) + to(P)* = f(P1) + t:(P)

pour P dans un voisinage commun & Py et P; (f est non ramifiée en P, assez
pres de Py). De ces deux égalités on déduit une série

(2) to= Y At

(en fait il y en a k) ; alors si g = Y anty = 3 bytl, la série Y byt s’obtient
en substituant (2) dans ) a.t%, donc (par définition de ¢) ¢(P;) s’obtient
par la méme substitution & partir de ¢(FPp). Mais puisque

Z—f(P0)=(f(Pl)—f(PO))+2~f(P1),

on a aussi (z—~f(P0))1/’c =3 X2~ f(P1))’ (les mémes A, que plus haut) ;
par suite la substitution passant de ¢(Po) & @(P1) est celle utilisée pour
construire le prolongement direct de ¢(P,) en P;. Cela prouve la remarque
qui suit le du théoréme, et montre que ¢(P;) est proche de ¢(FPy) (ie. ¢
est continue), et

ta(pay,r (B(P) = (F(P) = £(Po))* = to(Py).

Autrement dit, dans les cartes #o et t4(p,),» 'application ¢ s’écrit comme
Iidentité ; elle est donc analytique.

- On donne d’abord (lemme 1) des conditions suffisantes sur g pour que
¢ soit bijective, puis on montrera (lemme 2) existence d’une fonction g
vérifiant ces conditions.
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Lemme 1 - a/ On suppose que ou bien X est compacte, ou bien X = U K.
ot (K,) est une suite croissante de compacts, et VP € Ky \ Kn-1, il existe
deux péles Q; et Q, de g, séparés par f, et des chemins Q;,r de P & @; sur
X \ { ramification de f} avec || f(Qi,r) — f(P)|| < 1/n. Alors pour tout point
Py de X, tout chemin (w;) (t € [0,1]) dans X,, partant de w = ¢(Py) se
reléve par ¢ en un chemin (P;) dans X partant de Po. En particulier, ¢ est
surjective.

b/ Si de plus f a une fibre non ramifiée {Ql, ey Qn} telle que g(Q1) # g(Q:)
pouri =2,...,n, alors ¢ est bijective.

Preuve - a/ Si X est compacte, on se raméne facilement au cas ol
w; ne passe pas par les ramifications de f (en nombre fini), et, hors
de ces fibres ramifiées, f (donc aussi ¢) est un revétement, donc w, se
remonte.

Supposons alors X non compacte et (wy) : [0,1] — X,. Puisque f est
ouverte, (w;) se remonte localement. S’il ne se reléve par sur (0,1}, il y
a donc un to tel que (w;) se releve sur [0,%0[ et pas sur [0,%].
Montrons que c’est impossible ; quitte & prendre un sous-chemin, on
supposera to = 1, et donc (w;) se releve en (Py) sur [0, 1[. Soit  un entier
tel que # < r = rayon de convergence de w;. Alors pour ¢ > to(n), le
point z, = proj(w;) vérifie |z, — z1] < 1/n ; montrons que pour un tel
t, P, € K,. Si cest faux (regarder le plus petit K, contenant P,) il
existe des pdles Q1 et Q2 de g et des chemins Qi de P & @, avec
1£(Qir) — f(Py)| < 1/n, donc (voir le et la remarque) ¢(Q1) est le
prolongement analytique de

#(P;) = w; le long de f(Q1,r),

donc c’est un prolongement

de w; le long d’un chemin <

(de z1 & f(Q1)) contenu dans

le disque de convergence de

wy : c’est donc un prolonge-

ment direct de wy, en parti-

culier c’est ou bien w; ou bien

une série de Taylor ; puisque

$(Q1) # #(Q2) (Q1 et Q2 sont

séparés par f) on peut donc supposer que ¢(Q1) # wi est une série de
Taylor. Or, #(Q1) est (par définition de @) une série avec des termes
polaires car g(Q1) = oo, d’ott une contradiction, qui montre bien que
P, € K, pour t > to(n).

On regarde alors ¢' = ¢|g, ; il suffit de voir que (w;) (ol to(n) <t <1)
se reléve en un chemin (P,) dans K. Soit {Ry,...,R,} = ¢' " (wn) (les
fibres sont discretes et K, est compact), et V; des voisinages ouverts
des R; (dans K,) disjoints. Comme K, est compact, ¢ (Kn \U Vi) est
compact et ne contient pas wi, donc U = X, \ ¢'(Kn \ Vi) est un
voisinage ouvert de w; tel que ¢ (U) CViU...UV,. Comme w; est
continue, on a P, € V; U... UV, pour t assez grand, et par connexité
on péiit supposer Py € Vy pour t grand: Si-on-fait-maintenant varier
V; dans une base de voisinages de R1, on aura toujours Py € V; pour ¢
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assez grand en fonction de Vy, et donc P, tend vers R, et ainsi le point
P, = R, fournit bien un prolongement continu de (P,) relevant (we).

b/ Soient Py, Py € X tels que ¢(Po) = ¢(P;) ; on veut montrer Py = P..
Comme les points de ramification de ¢ sont discrets et ¢ continue, on
peut supposer que Py et Pj ne sont pas points de ramification. Soit
(P;) un chemin de P, au point Q = @, défini dans I’énoncé, évitant les
ramifications de ¢. D’aprés a), le chemin w; = ¢(P;) se releve en (PH
partant de Fj ; soit Q' = P Pextrémité. Puisque ¢(Q) = ¢(Q') et que
9(Q) (resp. ¢(Q")) est le coefficient constant de ¢(Q) (resp. #(Q") (ou
bien oo il y a une partie polaire), on a g(Q) = g(Q") d’otr Q' = Q.

En parcourant les chemins & I’envers, on en déduit Py = P} : en effet,
si B = {t €[0,1] ; P.=P/}alors1€E,E est fermé, et si ¢t € E
alors ¢ est homéomorphisme local en P, donc 7 € E pour 7 proche de
t, et donc F est ouvert.
Cela prouve le lemme 1.

Lemme 2 - II existe une fonction g vérifiant les hypothéses du lemme 1.

Preuve - Si X est compacte et {Ql,.“,Qn} est une fibre non
ramifiée de f, il existe g avec pdle en Q) et zéros aux autres Q; d’apres
le théoréme 3.4 d’existence, ou méme g avec @; comme seul pdle sur
X, d’apres Riemann-Roch. Alors g convient (I’hypothése a/ est vide
si X est compacte). On suppose maintenant X non compacte, et on
Péerit X = |J{° K, (car X a une base dénombrable, cf. chap. IV, §2),
et on va construire ¢ comme quotient de deux différentielles. On fixe
d’abord un point Py € X, et on note v la fonction de Green en P,
(si X est hyperbolique) ou une fonction harmonique hors de P, telle
que v — ERezio soit harmonique en Py (si X est parabolique). Alors
Pexpression w = (v;, — ¢ v,)dz définit une différentielle méromorphe sur
X, avec un unique péle Py ; on note P;, Py, ... les zéros de w.

On choisit maitenant dans K, \ K,.; un nombre fini de points Q ; tels
que tout point de K, \ K,_; soit, via f, & distance < 1/n d’au moins
deux des @; (au sens du a/ du lemme 1, c’est-a-dire tels qu’il existe
des chemins...). On peut évidemment supposer les Q; & f~*( f(Pk))
(il n’y a qu’un nombre dénombrable de points & éviter). On réordonne
tous les points @; (pour les n variant aussi) en une suite encore notée
(@j)jen, et on cherche g avec pdle en @; ; on peut supposer un Q; (et
méme chacun d’eux) seul dans sa fibre, donc g conviendra. Soit alors
u; la fonction de Green (ou bien harmonique ~ Re(1/z;)) en @;. On
définit nj € N par Q; € Ky, \ Ky, 1, et mj = sup, _, juj] (cest < oo
car la singularité Q; est en dehors). Alors la série

1 wu;

3*mj

converge uniformément sur tout compact (car un K,, donné ne contient
qu’un nombre fini de @, donc || < 1 sur K, pour les autres 7) d’olt
J
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une limite «, harmonique hors des Q; et se comportant comme log |2;]

ou R(1/2;) en Q;. Alors

o= (ul; ——iu;)dz
w
est méromorphe avec poles aux @;, et peut-&tre aux Py, holomorphe

ailleurs, ce qui prouve le lemme 2 ... .

.. et le théoréme !




Chapitre VII

Fonctions et courbes algébriques

On a vu au chap. V que si X est une surface de Riemann compacte, et f, g € M(X),
il y a une relation algébrique P(f,g) = 0. Par exemple si w est une série (de
Puiseux) avec X, compacte, alors w est une fonction algébrique : Plz,w(z)) =0
pour tout prolongement de w analytique en z,

On va voir que réciproquement, si w est algébrique, alors X,; est compacte. On
donne pour cela une deuxiéme construction de X,,, ne dépendant que du polynéme
P, c’est-a-dire de la courbe algébrique qu’il définit.

§1 La surface de Riemann associée & une courbe algébrique
plane

Théoréme 7.1 - Soit P € Clz,w] un polynéme irréductible ; il définit une courbe
plane

Cp={(z,w) € C?* ; P(z,w)=0}.

On peut lui associer naturellement une surface de Riemann compacte Xp, égale
a4 Cp hors d’un nombre fini de points. Les projections z et w définissent deux
fonctions méromorphes f,g sur Xp telles que P(f,g) =0 et

M(Xp) = C(f,9) o Frac(C[X, Y]/(P))

Preuve - Notons P = ao(2)w" + --- + an(z), et A(z) = disc,(P); soit U
Pouvert de C ol ag(z)A(z) # 0. Au-dessus d'un point z € U, il y a n racines

wi,..., Wy et d’aprés le théoréme des fonctions implicites (qui s’applique car

A # 0 = P/ # 0) on obtient ainsi localement n fonctions analytiques
2

wy(z),...,wnp(2). Ainsi la projection = : (“CU) f induit un revétement

m:Y +—— U d’un ouvert Y de Cp sur U, & n feuillets (donc propre car
n < 00). On va prolonger ce revétement au-dessus de P!(C) O U, ce qulon
fait localement : on est donc ramené i prolonger un revétement V — D*
du disque épointé, & n feuillets. Si z tourne autour de O, le prolongement
analytique permute les w;(2) (le tour en sens inverse donnant la permutation
inverse). La décomposition de cette permutation en produit de cycles cor-
respond a la décomposition de V en composantes connexes (ou encore 3 la
décomposition irréductible de P dans C{{z}}[w]). Soit V; —— D* une com-
posante connexe de V ; c’est un revétement, disons & k feuillets. Il est donc

- -
isomorphe au revétement DC _ ZD= ¢k (car c’est un facteur du revétement
universel
W
A

_— *
H e2:'1'r'r
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et Autp«H = Z donc un sous-groupe est soit {zd}, auquel cas V; — D* a
une infinité de feuillets, soit kZ auquel cas c’est z — 2F). On a donc un
diagramme

w = D* (
| Lol
i 5 D* ¢k
oll ¢ est un isomorphisme. On ajoute un point P, & V}, on prolonge ¢ en

une bijection et on met sur V3 U {P;} la structure analytique donnée par ¢.
On prolonge également m, qui devient un revétement ramifié Vi U{P,} — D.

Viu{P} _3_» D ¢
I Ll
u{P} = D (*

En faisant cela pour chaque composante de V, puis de méme au-dessus de tous
les points de P1(C)\ U (en nombre fini), on obtient un revétement ramifié

Xp N P1(C) qui est encore propre (on n’a rajouté qu’un nombre fini de
points) donc Xp est compact. Cette projection f déduite de (z,w) — 2z
est donc une fonction méromorphe (Xp a une structure de surface de Rie-
mann, 3 cela prés qu’on ne sait pas encore qu’elle est connexe). La deuxiéme
projection (z,w) —— w définit également une fonction méromorphe : c’est
clair au-dessus d’un point de U car les w;(z) sont analytiques ; plagons-nous
au-dessus d’un point de P1(C)\U. On a vu plus haut qu’on a localement un
revétement .

i = D* ¢

ll Lol

w = D* ¢k
correspondant au cycle wy; — wg — -+ — W — w1 quand on tourne autour
de 0. Ces w; (i = 1,...,k) définissent donc bien une fonction a.na.lythue g
sur Vi, donc elle a, via ¢>, un développement en série

9067 () =) anl™

Puisque cette fonction croit au plus comme une fonction rationnelle en 0
(estimer les racines de P(z, W) si ag(z) tend vers 0), elle se prolonge en une
fonction méromorphe sur D :

go¢™(() = an("
-N
ou bien, en terme de f = z = (¥,

oo
gom~l(2) = Eanz"/"‘.
~N
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Donc les w; définissent bien globalement une fonction méromorphe g sur Xp,
telle que P(f,g) = 0 (les w; sont des racines).

Il reste a voir que Xp est connexe, et M(Xp) = C(f,g). Soit X' une com-
posante connexe de Xp. La fonction f fait de X' un revétement ramifié de
P!, dont le degré (nombre de feuillets) est (voir chap. V)

[M(X'): C(f)] 2 [C(f,9): C(f)] =n

puisque P est irréductible. Une fibre de f: Xp — P1(C) ne pouvant avoir
plus de n points (donnés par les n racines de P), on en déduit que Xp = X'
et que M(X") = C(f,g). .
Remarque - Si w est une série vérifiant une relation algébrique P(z,w(z)) =0
sur un ouvert (on peut supposer P irréductible), alors Xp est isomorphe & X, et
en particulier X, est compacte.

Preuve - D’aprés le th. 6.3, les fonctions f et g définies comme plus
haut sur Xp induisent un morphisme de surfaces de Riemann ¢ : Xp — -X,,.
Puisque Xp est compacte et que pour tout z (sauf un nombre fini) les w;(z)
~— qui sont les valeurs de g dans la fibre f~1(z) — sont distincts, ¢ est

bijective d’aprés le lemme 1 du chap. VI a

§2 Surfaces compactes, corps de fonctions, courbes planes

Théoréme’fﬁ.2 - Soit F le foncteur qui & toute surface de Riemann compacte
X associe son corps de fonctions F(X) = M(X), et & tout morphisme ¢ : X —
Y associe F(¢) : M(Yz _ ;:éx)‘ Alors F est une (anti-)équivalence entre la
catégorie des surfaces de Riemann compactes (avec morphismes non constants) et
celle des corps de fonctions d’une variable sur C (avec morphismes de C-algébres).

Preuve - (Référence pour les catégories : Pareigis - Categories and func-
tors, Acad. Press, p. 55). Dire que F est une équivalence de catégories
revient & dire que

Fest fidele (i.e. F(¢) = F(¢') = ¢ = ¢').
F est plein (i.e. tout morphisme M(Y) - M(X) est un F(¢)).
Tout corps de fonctions d’une variable est isomorphe & un M(X) (néces-
sairement unique).
Montrons ces trois points :
Car un corps de fonctions d’une variable K peut s’écrire C(f, g) ot f et
g sont liés algébriquement : P(f,g) =0, donc

K = Frac(C[X,Y]/(P)) = M(Xp).
Si ¢ #£ ¢, soit P € X tel que ¢(P) # ¢'(P). Soit f € M(Y) séparant
#(P) et ¢'(P) (existe par Riemann-Roch), donc f o'¢ # fo @', d'oti F(4) #
F(¢').
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Soit F : M(Y) —» M(X) un morphisme. On cherche un morphisme
é:X =Y tel que F(g) = go¢. Soit z € X ; pour définir ¢(x), on remarque
que z induit une valuation ord, sur M(X) c’est-a-dire un homomorphisme
surjectif M(X)* —» Z tel que v(f + g) > min(v(f),v(g)) ; en particulier
v(c) = 0si c € C* car Vn v(c) = nv(c'/™) € nZ; le fait que ord, soit surjectif
vient de Riemann-Roch : il existe une fonction f avec zéro simple en z. Par
composition avec F, on obtient une valuation sur M(Y') : v(h) = % ord, F(h)
olt on choisit n de sorte que I'image de v soit exactement Z. On utilise alors
le résultat suivant :

Lemme - Toute valuation v sur M(Y') est de la forme h +— ordy h pour
un unique y € Y.

Preuve -~ Unicité : car il existe f € M(Y) avec unique podle en y.
Existence : Soit f € M(Y) telle que v(f) = 1. Pour ¢ € C, on
av(f—~c)=0 < c# 0 (car v(c) = 0), et donc si r € C(T)
alors v(r o f) = ordor. Soit n le degré de f (comme revétement de
PY), y1,...,yn les zéros de f. Montrons que si une fonction g dans
M(Y) n’a ni zéro ni pdle aux y;, alors v(g) = 0. En effet, sinon on
peut supposer que v(g) < 0 (quitte & inverser g). Or, on sait que
gt +r10fg" 4 ... +rpo0f =0otr; € C(T) (voir chap. V) donc
nv(g) > v(3 7 rio fg™?) et donc I'un des ordg ri = v(r;o f) est négatif,
donc r; a un pdle en 0, ce qui est absurde car r;(0) est une fonction
symétrique élémentaire en les valeurs de g aux y;.

Soit k € M(Y) telle que les k(y;) soient distincts, # 0,00 (donc
v(k) = 0) et telle que dk(y;) # 0 (k existe, voir exercice chap.V,
§4). Si h € M(Y), on applique ce qui précéde a la fonction g =
R/ TL;(k — k(y;))°™dvi | de sorte que v(h) = ¥, (ordy, h)v(k — k(y;)).
En particulier, si A = f,on a 1 = 3 (ordy; f)v(k— k(y;)) ; puisque tous
les termes sont positifs (car v(k) > 0), tous les v(k — k(y;)) sont nuls
sauf un qui vaut 1, par exemple v(k — k(y1)) = 1. Pour une fonction h

générale, on a donc v(h) = ord,, h. .

Fin de preuve du théoréme. Si z € X, on note y = ¢(z) 'unique point
de Y tel que 2 ord; F(h) = ordy h pour h € M(Y). Alors Vg,F(g) =go ¢
(car F(g)(z) =X <= F(g~ A nulenz <= ord; F(g — ) >0 <
ordy(g — A) > 0 <= god¢d(z) = A). Il reste & voir que I'application
¢: X — Y est un morphisme :

a) continuité : si z, — =z et ¢(z,) -+~ ¢(z), alors par compacité on
peut supposer (en prenant une sous-suite) que #(z,) a une limite y' # ¢(z).
Soit g € M(Y) séparant y' et ¢(z) ; alors g o ¢(x5) tend vers g(y'), mais
go ¢(zrn) = F(g)(z,) tend vers F(g)(z) = g(¢(z)) ce qui est absurde.

b) analyticité : soit z € X, et g € M(Y") ayant un zéro simple en y = ¢(z)
(existe par Riemann-Roch) : c’est donc une carte en y. Or, g o ¢ = F(g) est
holomorphe en « (car ord, F(g) = nord, g > 0) donc ¢ est holomorphe en
z (car par-définition- il suffit de le vérifier: pour-la-composée avec une-carte

locale). .
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Remarque - La démonstration fournit un foncteur inverse de 7 : & un corps de
fonctions K on associe I’ensemble X des valuatlons de K et & un morphisme

¥ : K — H on associe X% _ vX;; (renormalisé par ; pour que I'image soit Z.)

Pour cet aspect algébrique définissant une surface de Riemann & partir d’un corps
de fonctions, voir [L] et [C] .

Lien avec les courbes planes

On définit une courbe affine plane comme l’ensemble Cp des zéros dans C2
d’un polyndme irréductible P € C[X,Y]. Le corps des fonctions rationnelles sur
Cp est le quotient K(Cp). <~ Frac(C[X,Y]/(P)). Une application rationnelle
f de Cp dans Cpr, notée’f : Cp--- — Cpr est la donnée de deux fonctions
rationnelles R;,R; € K(Cp) telles que la composée P'(Ri, Rz) soit nulle ; f
définit ainsi une application Cp \ {nombre fini de points} — Cp:. Puisque la
surface de Riemann Xp difféere de Cp par un nombre fini de points, on voit que
f définit une application holomorphe Xp \ {nombre fini de points} — Xp/ si f
n’est pas constante (c’est holomorphe car donné par des fonctions rationnelles).
La croissance au plus “polynomiale” prés des points restants montre qu’elle se

prolonge en un morphisme de surfaces de Riemann Xp 2 o x pr grace & la
compacité de Xp/. On a alors :

Corollaire - Le foncteur G : (Cp +— Xp,f +— ¢) est une équivalence de
catégories entre courbes affines planes (+ applications rationnelles non constantes)
et surfaces de Riemann compactes (+ morphismes non constants). On dit que Xp
est la normalisée de Cp.

Preuve - § est fidéle : des fonctions méromorphes distinctes prennent
des valeurs distinctes sur un ouvert de X p, donc sur des points de Cp.

g est plein : si ¢ : Xp — Xp est un morphisme donné, alors z' o0 ¢ et w' 0
(ol #' et w' sont les fonctions construites sur Xpr dans le th.7.1) sont dans
M(Xp) = Frac(C{X,Y] /(P)), donc sont des fonctions rationnelles, telles
que P'(z',w') = 0.

G est “surjectif sur les objets” : si X est une surface de Riemann
compacte, alors M(X) = Fra,c(C[z W] /(P)) o P est 1rreduct1ble, donc
M(X) = M(Xp), ot G(Cp) = Xp — X.

§3 Courbes algébriques

On donne dans ce paragraphe quelques précisions sur 1’équivalence de categorles
entre surfaces de Riemann compactes et courbes projectives non singulieres. On
rappelle brievement les notions de géométrie algébrique nécessaires. Toutes les
démonstrations seront omises (Réf. [H] chap. I).

Les variétés algébriques sont des ensembles de zéros de polyndmes (dans espace
projectif P*(C).il. faudra.prendre des polynomes homogenes & cause de:la relation
d’équivalence sur C™*1).
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Définition - Soit T un ensemble de polynémes de C[X;,...,X,] (resp. polynémes
homogeénes de C|Xy,...,X,]). Leurs zéros communs forment un sous-ensemble
algébrique de C™ (resp. P"(C)). On note aussi C* = A™(C) quand on tient
compte de cette structure algébrique.

Fait - Les sous-ensembles algébriques sont les fermés d’une topologie sur A™(C)
(resp. P*(C)), dite topologie de Zariski.

Définition - Une variété affine (resp. projective) est un sous-ensemble algé-
brique V' de A"(C) (resp. P"(C)) irréductible comme espace topologique (i.e.
n’est pas réunion de 2 fermés propres de V). Un ouvert W de V s’appelle variété
quasi-affine (resp. quasi-projective). La dimension de W est la longueur n
d’une chaine maximale Vy C --- C V,, de fermés distincts irréductibles dans W.
Ainsi une variété définie dans A™(C) ou P™(C) par k polynémes est de dimension
n —k en général (toujours > n—k). On dit que W est une courbe si sa dimension
est 1.

Une fonction f: W — C est dite réguliére en P € W si P a un voisinage U sur
lequel f = g/h o1 g, h sont des polynémes (resp. polynémes homogénes de mémes
degrés) et h ne s’annule pas sur U.

Fait - 5i W est une variété affine, une fonction f est régulidre sur W (c’est-a-dire
en tout point) si et seulement si f est la restriction & W d’un polynéme : c’est
donc une condition globale.

Définition - Soient X et Y deux variétés (q.-affines ou q.-projectives).

Un morphisme ¢ : X — Y est une application continue telle que si f : V —

C est réguliére sur V =ouvert de Y, alors f o ¢ : ¢~1(V) — C est aussi réguliére.

Une fonction rationnelle sur X est une classe de couples (U, f) ot U est
ouvert £ § de X, f:U — C est réguliére, et (U, f) ~ (V,g) si f = g sur UNV. On
montre que ces fonctions forment un corps K(X) de type fini sur C, et de degré
de transcendance égal & dim X. '

si P € X, on définit ’anneau local Op des germes de fonctions réguliéres
en P comme en mais ot U est ici un voisinage de P.

Une application rationnelle X ... — Y est une classe de couples (U, ¢) ot
U est ouvert # 0 de X, et ¢ : U — Y un morphisme.

Enfin on doit définir une courbe non singuliére. Si X est une variété et P € X,
on dit que P est régulier (ou non singulier) si ’anneau local Op est régulier
(le. dimeg M/M? = dim Op ot M est I'idéal maximal de Op et dim Op est la
longueur maximale d’une chaine de premiers). Cela peut s’écrire en terme des
équations de X : le point P a un voisinage affine, qu’on peut décrire dans A™(C)
par

{z€A™MC) 5 flz) == fi(z) =0},

et P est régulier: si et seulement si rg(-gff) ='n.—~dimX en P.(c’est le critére
Jacobien).
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Exemple - Sur une courbe affine plane d’équation P(z,y) = 0, un point est
régulier si et seulement si 'une des dérivées partielles P, et P, au moins est non
nulle en ce point.

On dira qu’une variété est non singuliére (ou lisse) si tous ses points sont non
singuliers.

Revenons a nos équivalences de catégories. On a vu qu’il y a une équivalence
X — M(X) entre surfaces de Riemann compactes et corps de fonctions d’une
variable. Soit C' une courbe quasi-projective (toutes celles définies plus haut le
sont) ; alors K(C') est un corps de fonctions d’une variable car dimC = 1 (voir le
de la définition précédente). De plus, une application rationnelle non constante
C, -+ — C; donne par composition un morphisme K(C;) — K(C}). On a donc
un foncteur C — K(C') entre courbes quasi-projectives et corps de fonctions d’une
variable. On montre facilement que c’est une équivalence de catégories (cf. [H]
p.26). Par exemple, pour voir que tout corps de fonctions d’une variable s’écrit
K(C), on lécrit C(f,g) ot f et g vérifient une équation P(f,g) = 0, et alors
C = Cp convient. On obtient ainsi un foncteur inverse.

On peut montrer, et c’est important, qu’on peut peut choisir pour C une courbe
projective lisse (mais en général non plane). Voici la description de 3 procédés
permettant d’associer, & un corps de fonctions d’une variable K, une courbe pro-
jective lisse C avec K(Ck) ~ K.

Premitre méthode : on construit d’abord une surface de Riemann compacte
Xk telle que M(X) ~ K (par exemple en écrivant K = Frac(C[X,Y]/(P)) et
en appliquant le th.7.1, ou bien en mettant une structure analytique sur I’ensemble
des valuations de K, comme dans [L]). On montre alors (voir chap. IX) qu’il existe
un plongement Xy —— P"(C) comme sous-variété analytique, puis on utilise le
théoréme de Chow (voir [Sha]) : toute sous-variété analytique compacte de
P"(C) est algébrique, et les fonctions méromorphes correspondent aux fonctions
rationnelles.

On obtient ainsi une courbe algébrique projective Cg. De plus, X i est une variété
analytique donc en tout point, rg(Jucobien) = n—dim X (théoréme des fonctions
implicites} ce qui revient encore & dire que Ck est non singuliére (critere jacobien,
voir plus haut).

Deuxigéme méthode : on met directement une structure algébrique sur I’ensem-
ble V(K) des valuations de K. On obtient une courbe algébrique abstraite (i.e.
non quasi-projective a priori ; on l'obtient par recollement de variétés affines). On
peut alors montrer que V(I) est isomorphe, au sens des variétés abstraites, & une
courbe projective lisse. En particulier, elle a méme corps de fonctions rationnelles.

(Réf [H), p.45).

Troisitme méthode : on part d’une courbe algébrique (abstraite) C telle que
K(C) = K (par exemple Cp si K ~ Frac(C[X,Y]/(P)), ou bien V(K) avec
structure algébrique), et on en fait une courbe projective lisse : du point de vue
variété abstraite, C est définie comme recollement de variété affines, qui ont des
anneaux de fonctions réguliéres. En recollant les clétures intégrales de ces anneaux,
on obtient une courbe normale €, donc lisse (on utilise ici dimC' = 1), avec
toujours le méme corps K (C’) = K. Alors € est ouvert d’une courbe projective
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lisse C' (si € = |JU; ot U; affine ~ A™, on prend 'adhérence dans [I1P™, et on

normalise & nouveau pour obtenir C').

Dans le cas ot C est affine plane, il suf- w
fit de la compléter (prendre ’adhérence
dans P?) puis de normaliser, ce qui se l

fait assez concrétement par éclatement
comme ci-contre {voir [Fu]).

C

Il y a donc aussi équivalence de catégories entre corps de fonctions d’une variable
et courbes projectives lisses (dans cette derniére catégorie, les morphismes sont
les applications rationnelles non constantes, mais on montre que toute applica-
tion rationnelle entre 2 courbes projectives lisses est réguliére, c’est-a-dire est un
morphisme de variétés).

§4 Formule du genre d’une courbe plane

Soit P € C[X,Y] irréductible de degré n, Cp la courbe plane qu’il définit. On
cherche a calculer son genre, qui est par définition le genre de sa normalisée Xp
(en fait de n’importe quelle courbe projective lisse ayant Frac{(C[X,Y]/(P)) pour
corps de fonctions rationnelles ; en effet deux telles courbes sont isomorphes comme
variétés algébriques, d’aprés ce qui précede, c’est-a-dire aussi comme surfaces de
Riemann.) Voici deux méthodes pour calculer le genre g, la premieére pour les
courbes lisses, 'autre plus générale mais d’autant plus compliquée que la courbe
est plus singuliere.

a) Différentielles holomorphes sur une courbe lisse

On suppose ici que ’adhérence Cp de Cp dans P?(C) est lisse, donc ensembliste-

ment Cp = Xp.

Proposition 7.1 - Les différentielles wy s = ;ﬁ’—(%dz (r,s>0; r+s<n-3)
¥ ’ e

forment une base des différentielles holomorphes sur Cp = Xp. En particulier,

_ (n—1)(n-2)

= 2
Preuve - Le corps des fonctions sur Xp est engendré par z et y. Puisque
le quotient de deux différentielles est une fonction, et que ﬁﬁ est une
¥ 3
différentielle, toute différentielle w sur Xp s’écrit w = h(x,y)ﬁ‘(iT”;)- , oll
¥ b

h € C(X,Y). Cherchons les conditions sur le polynéme h pour que w soit
holomorphe sur Cp, et pour commencer sur Cp.
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En un point Q ou la tangente n’est pas verticale (ie. ol Pj(z,y) # 0),
la fonction z est une carte locale (voir la construction du th.7.1), et ainsi
ordg dz = 0, et ordg P,(z,y) = 0, donc w est holomorphe en Q si et seule-
ment si & est holomorphe en Q.

Par ailleurs, %z = —%’f (dériver P(z,y) = 0) donc w = —h(x,y)—‘i};."f et donc
en un point @ ol Pl(z,y) # 0 on a aussi w holomorphe si et seulement si h
holomorphe. Puisque par hypothése Cp est lisse, tout point vérifie P! £ 0 ou
P;, # 0. Donc w est holomorphe sur Cp si et seulement si h I’est, c’est-a-dire
si h est réguliere sur Cp. Mais une fonction réguliére sur une courbe affine est
un polynéme (voir §3). Par suite, w est holomorphe sur C'p si et seulement si
h € C[{X,Y]. Il reste & voir I’holomorphie & P’infini. Puisqu’on a supposé Cp
lisse, 1 ou % est une carte locale ; supposons que % I'est. Alors dz = —22d(1)
est d’ordre —2, et Py a un pdle d’ordre n—1, et k a un péle d’ordre deg i donc
w est holomorphe & l'infini si et seulement si —degh + (n —1) — 2 > 0 soit

degh < n — 3. Les différentielles holomorphes sont donc les h(z,y)?,—‘(i;—w
2 (2,

ol h est un polyndéme de degré < n — 3. L’espace de ces polyndmes est

engendré par les 22122 mongmes 2my® (r,s 20; r+s<n-3)qui

sont linéairement indépendants modulo P (car de degré < deg P). .

Remarque - Si on connait le genre a priori (par exemple par la méthode qui suit),
il n’y a pas a utiliser le fait que “A réguliere sur Cp = h polynéme”, car si on
exhibe les g formes w, , linéairement indépendantes, elles forment nécessairement
une base.

b) Projections de Cp sur P!(C)

On applique la formule de Riemann-Hurwitz & une projection convenable de Cp,
par exemple la fonction f : (z,y) +—— =z en prenant des coordonnées assez
générales pour que deg P = deg, P. Ainsi f est un revétement de P'(C) de
degré n = deg P, donc 2g — 2 = —2n + 3 5y, (eq — 1). 1l reste a calculer
R = 3 oexp(eQ — 1), degré du diviseur de ramification (la somme est sur Xp
" car pour appliquer Riemann-Hurwitz il faut considérer f comme fonction sur la
surface de Riemann X p). Ce calcul est souvent simple dans un cas concret ; nous
esquissons ici la méthode générale.
En un point ot Py # 0 il n’y a pas ramification donc on va comparer R au

“nombre” C - C' de points d’intersection de C = Cp et

C' = complété de la courbe d’équation {P, = 0}
(avec des coordonnées assez générales, C' et C' ne se coupent pas & l'infini).
Pour cela on définit d’abord C - C’ ; en un point @ € Cp, on définit le degré
d’intersection local (C - C')g ainsi : si Q1 € Xp est au-dessus de f(Q) et si

¢ +— (2(¢),y(C)) est la paramétrisation locale de Xp en @y, on note (C.C")g, =
ordre en (¢ = 0) de la fonction Py(z(¢),y(¢)), puis on pose

(C:C)q = Y, (C:Cq.

Qi€Xp
au-—dessus de f(Q)
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(1l est vrai mais non évident que (C - C")g = (C" - C)g pour @ € CUC").
On définit alors C'- C' = 3 5.c(C - C')q, qui peut se calculer grice au

Théoréme 7.3 (Bezout) - Si C' et C' sont deux courbes projectives planes de
degrés n et n', alors C' - C' = nn'.

Esquisse de preuve ~ On vérifie d’abord facilement que si L est une
droite, alors L - C' = n'. On choisit alors n droites Ly,...,L,, et on note
H = [] L; (en notant encore L; 1’équation de la droite). Alors ¢ = P/H
(ot P est ’équation de C) est une fonction sur C’ (car deg P = deg H). Le
diviseur des zéros est de degré C - C' et le diviseur des poles est de degré

H.C'=3Y7L;-C'=nn'; comme ¢ est une fonction, on a deg(4) =0.

1l ne reste plus qu’ comparer localement R et C'-C’, c’est-a-dire eg —1 et (C-C')g
pour Q € Xp.

Les points ott P; = 0 sont soit des points
A tangente verticale, soit des points sin-
guliers sur Cp.

En un point @ A tangente verticale
(quitte & prendre des coordonnées as-
sez générales, on peut supposer qu’un tel
point n’est pas singulier, ni d’inflexion),
on a alors eg — 1 = 1 (une fibre voi-
sine admet deux points pres de @) et
(C-C")g =1 (car le point est régulier).
Donc eg —1 = (C - C')g. Dans le cas ol la courbe Cp est lisse, on obtient donc

R=C-C'=n(n-1) do g = =1An=2)

En un point double ordinaire (loca.len?lent on a P(z,y) = zy-+degré supérieur) il y
a2 points Q1 et @2 de X p au-dessus de @ et pas de ramification en ces points (faire
le calcul ou tegarder la figure précédente sans oublier que sur Xp les 2 branches
prés du point singulier sont séparées), donc (eg, — 1) + (eg, ~ 1) = 0. Cependa.nt
(C-C")q = 2, donc localement Rg — (C - C')q = —2.

En un point de rebroussement ordinaire (i.e. localement P = y2 — z®+ degré >4)
il y a un seul point correspondant sur Xp (car y? = z® irréd. dans C{z}}{y}),
avec eg — 1 = 1 (car y? = z3 : 2 valeurs de y pour une valeur de z proche de 0).
Par ailleurs (C'- C")g = 3 car la. paramétrisation de Xp est y = ¢, z = (Zxunité,
donc

Py(z,y) =2y -+ =20>+
Donc ici encore Rg — (C' - C')g = —2. D’oft pour commencer sur Cp.

Corollaire - Si Cp ar points doubles ordinaires, k rebroussements ordinaires et
pas d’autre singularité, alors

g= (n—l)z(n—2)_T_k.

Et on peut continuer ainsi pour les singularités plus compliquées.
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Remarque - On verra (chap. IX) que toute surface de Riemann compacte admet
un plongement dans P3(C). Il est donc naturel de chercher s’il y a un lien entre le
degré d et le genre g d’une courbe lisse C' de P3(C). Gruson et Peskine ont montré
que les possibilités sont les suivantes (Réf. : Hartshorne, Séminaire Bourbaki,
1982) :

a) Si C est plane, g = 3(d — 1)(d — 2), et pour tout d il existe une telle courbe.
b) Si C est contenue dans une quadrique, il existe deux entiers a, b tels que d = a+b
et g = (a—1)(b—1) ; et pour tous a,b > 0 il existe une telle courbe.

¢) Si C n’est pas dans un plan ou une quadrique, alors 0 < g < +d(d—3)+1, et
tous les tels couples (g,d) sont possibles.







Chapitre VIII

Cohomologie des faisceaux

Il s’agit ici d’une introduction & la cohomologie des faisceaux, qui sera utilisée
au chapitre suivant pour une démonstration de Riemann-Roch, indépendante du
théoréme d’existence du chapitre ITI. En conséquence, la théorie est traitée avec un
minimum de généralité (sauf quelques remarques au début du §2 destinées 2 pou-
voir se raccrocher avec la littérature sur le sujet), et certaines démonstrations sont
omises pour ne pas cacher les principes essentiels de la théorie. On trouvera un peu
plus de détails (trés acessibles) dans [Fo], un exposé plus général dans [H] ou [G-H],
et tout ce que vous avez voulu savoir ... dans Godement (topologie algébrique et
théorie des faisceaux ; Hermann) et Dieudonné-Grothendieck (E.G.A. ; Springer
Verlag et Pub. math. THES).

§1 Faisceaux

X désigne ici une surface de Riemann (mais presque tout reste vrai sur un espace
topologique quelconque). Les faisceaux sur X servent & étudier des problemes
globaux sur X, dont la résolution locale est connue ; le cas typique est le probleme
de Mittag-Leffler ou celui de Riemann-Roch : étudier les fonctions ou différentielles
méromorphes sur X ayant des comportements locaux donnés (singularités, parties
principales,...).

Deux choses sont donc importantes dans un faisceau (prenons pour exemple le
faisceau Ox des fonctions holomorphes) :

Le point de vue global est représenté par I’ensemble des sections globales ;
pour notre exemple, c’est Ox(X) = {fonctions holomorphes sur X}.

Le point de vue local, représenté par les fibres aux points P € X. Par exem-
ple, la fibre Ox p pour notre exemple est ’ensemble des germes de fonctions
holomorphes en P ; elle s’identifie & C{{z}} (séries convergentes) ol z est une
carte en P.

Pour relier les deux, on étudie les sections sur des ouverts qui varient ; dans notre
exemple, on étudie Ox(U) = {fonctions holomorphes sur U} olt U est un ouvert
de X.

Comment retrouver un germe de fonctions & partir de fonctions définies sur des
ouverts ? Un germe (de fonction holomorphe) en P € X est la donnée d'une
fonction holomorphe sur un voisinage non précisé de P, c’est-a-dire qu’on identifie
deux telles fonctions si elles coincident sur un voisinage de P. Autrement dit la
fibre Ox,p est la limite inductive des ensembles Ox (U) pour les applications de
restriction naturelles, quand U parcourt les voisinages de P.

On-formalise maintenant ces notions pour les étendre & d’autres classés de fonc-
tions :
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Définition - Un préfaisceau F de groupes sur X est la donnée de groupes F(U)
pour tout ouvert U de X, et de morphismes (dits de “restriction”) p¥ : F(U) —
F(V)siV CU vérifiant "

[roy={0y []f=id [8]o =oV onp.

(Ces conditions seront toujours triviales & vérifier en pratique).
On dit que le préfaisceau F est un faisceau si de plus

SiU =, Uy et sa € F(Us) vérifient

UanUp UnNUp
pue P sa=py Csp

alors il existe un unique s € F(U) tel que Yo pY*s = sq. Autrement dit, la con-

dition pour étre dans F(U) est locale (cette condition devra étre parfois soigneuse-

ment vérifiée sous peine de canulars).

Un s € F(U) s’appelle une section de F sur U.

Un s € F(X) s'appelle une section globale de F.

Si P € X, la fibre de F en P est Fp = lim F(U) (les “germes” de sections
UapP

de F au voisinage de P). Il y a alors des morphismes naturels ph F(U) = Fp

(pour P € U) ot p} associe & chaque section son germe en P (par exemple 4 une

fonction holomorphe on associe son développement de Taylor au point considéré).

Exemples - (Pour fixer les notations). Si X est une surface de Riemann
fixée, on note O le faisceau des fonctions holomorphes :

O(U) = {fonctions holomorphes sur U}.

£ = £%° le faisceau des fonctions C*, et plus généralement:

Em* le faisceau des différentielles C*° de type (r, s), c’est-a-dire s’écrivant locale-
ment f(z) (dz)" A (d%)® avec f € C™.

E' = {1 — formes C®}, &%= €M = {2 —formes C*°}.

(O* = fonctions holomorphes sans zéro : c’est le faisceau de groupes (multlphcatlfs)
défini par O*(U) = {fonctions holomorphes sur U, sans zéro sur U}.

1 = différentielles holomorphes.

Soit D = Y np.(P) un diviseur sur X (S.R. compacte). On note Op le

faisceau des fonctions méromorphes de diviseur > —D, soit

Op(U)={fe M) ; (f)+Dlvz0}.

Les sections globales de Op forment bien entendu l’espace vectoriel £(D) (voir
chap. V). Cherchons la fibre en P : on fixe une carte locale z ; une fonction
f est représentée dans la fibre par son développement de Laurent en P et la
condition locale en P pour que f € Op(U) est que ordp f > —np. Ainsi la fibre
est Op p ~ z~"?.C{{z}} (comme module sur C{{z}} ~ Op).

On définit de méme le faisceatu ¥y des différentielles  méromorphes de-diviseur
> -D.
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Faisceau gratte-ciel en P € X,
f(U):{C siPelU et pg___{zd 51P€V.

0 sinon 0 sinon

Cela définit bien un faisceau (exercice!), noté Cp (ne pas confondre avec la fibre
en P du faisceau constant C défini plus loin). On peut remplacer C par n’importe
quel groupe. Cherchons les fibres de ce faisceau : en Q # P, tout voisinage
assez petit de ) ne contient pas P, donc une section y est toujours nulle, d’ott
Fq = {0}. Par contre tout voisinage de P contient P et la restriction pY; pour
deux tels voisinages est l'identité, donc Fp = C. Donc F a une seule fibre non
nulle, égale &4 C, au point P.

Faisceau constant. Soit G un groupe abélien. Si on associe G 3 chaque
ouvert non vide U (avec I'identité pour restrictions), on obtient un préfaisceau qui
n’est pas un faisceau : c’est le préfaisceau des fonctions constantes 3 valeur dans G,
et la propriété d’étre constante n’est pas locale (& cause des ouverts non connexes).
Par contre, la donnée de G(U) = {fonctions localement constantes U/ — G} avec
les restrictions naturelles, définit un faisceau noté G (ou abusivement G), appelé
faisceau constant de groupe G. Toutes ses fibres sont isomorphes a G.

Définition - Un morphisme de faisceaux ¢ : F — G est la donnée de morphismes
v : F(U) — G(U) commutant aux restrictions de F et G. On obtient ainsi la
catégorie des faisceaux. Un morphisme ¢ : F — G est dit injectif (resp. surjectif)
si tous les morphismes ¢p : Fp — Gp induits sur les fibres sont injectifs (resp.
surjectifs).

Attention - Cette derni¢re définition est locale ; c'est sans importance pour
Iinjectivité, mais essentiel pour la surjectivité (de 1a découlera toute la coho-
mologie). Autrement dit :

Les sous-groupes ker ¢y7, avec les restrictions de F, forment un faisceau ker @,
et on montre que ¢ est injectif si et seulement si kerg = 0 (<> VU, ¢y est
injective).

Par contre, les Im ¢y avec les restrictions de G forment un préfaisceau T qui
n’est pas un faisceau en général (exercice : montrer que c’en est un si ¢ est
injectif). A tout préfaisceau on sait associer canoniquement un faisceau qui a les
mémes fibres (si on part déja d’un faisceau, on ne change rien). Le faisceau associé
4 7 se note Im ¢, et on montre alors que ¢ est surjectif si et seulement si Im d=~G:
cela ne veut pas dire que @y est surjectif pour tout U (voir les exemples plus bas).
Par définition des limites inductives, ¢ est surjectif si et seulement si pour tout
U et tout g € G(U), il y a un recouvrement U = |JV, et des fo € F(Va) avec
dv, (for) = pl‘J/ag-

Par exemple, il suffit que ¢v soit surjectif pour V dans une base d’ouverts.

Définition - On dit qu’une suite F R g 2, M est exacte si elle Pest sur les fibres :

pour-tout P, la suite Fp 2e, Gp 2z, ‘Hpest-exacte, (<= kerv = Tri¢ avec
la définition précédente de Im ¢ ).
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Puisque (Im ¢)(U) = Im($(U)) si ¢ est injectif (exercice plus haut), on a

Proposition 8.1 - Si la suite

0-F5g5H-0
est exacte, alors pour tout ouvert U,
0 FU) 25 gy B HW)
est exacte (mais 1y n’est pas surjective en général).

Exemple 1 : ’exponentielle. On définit le morphisme ¢ = exp : Ox — O%
par ¢y (f) = exp(2inf) pour f € Ox(U).

Sur un disque conforme épointé U = D*, la fonction 2z (carte locale) ne s’annule
pas mais n’a pas de logarithme uniforme, donc ¢y n’est pas surjective. Mais ¢
est surjectif car sur un ouvert simplement connexe toute fonction holomorphe sans
zéro a un logarithme, et ces ouverts forment une base : un germe en P de fonction
holomorphe non nulle a un représentant f non nul sur un voisinage simplement
connexe de P, donc ce f a un logarithme et le germe de (log f)/2im a pour image
par ¢ le germe de départ. ‘
Le noyau de ¢ est le faisceau constant Z car une fonction holomorphe dans le
noyau de ¢y est & valeurs dans Z, et donc localement constante. On a ainsi une
suite exacte

0 — 2Z — O0x =B 0%y —0.

Exemple 2 : Le 8, théoréme de Dolbeault. Si f € Ex(U), alors %J;dz
définit une forme différentielle de type (0,1) sur U, qu'on note df. On obtient
ainsi un morphisme £x N 3(’1. On sait qu’une fonction C™ est holomorphe si

et seulement si 0f/0z = 0, d’olt une suite exacte 0 — Ox — &x N 82(’1. La

surjectivité de @ est donnée par le théoréme de Dolbeault :

Théoréme 8.1 - Soit 0 < ry < 19 < 400 et Dy, Dy, les disques de centre 0
et rayons r, 19 dans C. Si g € £c(Dr,), il existe f € Ec(Dy,) telle que 8f/0z =g
sur Dy, .

En particulier, la suite 0 — Ox — &x 2, 8())(’1 — 0 est exacte,

Preuve - (Détails dans [Fo]) Quitte & multiplier g par une fonction
plateau C*°, on peut supposer g nulle hors du compact

K = {|z] < (r1 +r2)/2}-

On définit

d¢ N dE

1) = 5= [[[ otz + 0%
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En écrivant I'intégrale en coordonnées polaires, on voit que f est C*. De
plus,

5;:: C e—0 52;

of _ 1 [[Og(z+Q)dAdl . 1
~ %n // Oz = lim /ngedw

ol w=—g(z+¢ )%’i On applique Stokes en remarquant que

1
lim —— =
el—I>I(1) 2r |¢]=¢ w g(z)

dou[1] .
Siun germe u € Eg(”lp, il s’écrit g dz ol g est C* sur un disque conforme
autour de P. Sur un disque plus petit, on a g dz = Jf ol f est C® (par ),
donc O(germe de f) = u.

Remarque - L’application w ~— dw induit un morphisme £1:9 4, €%, dont
le noyau est  (puisque d(fdz) = %J;dz dz), et le du théoréme montre que

00— &L 4, £2 0 est exacte.

Corollaire_ -Le du théoréme reste vrai avec ry = rq (donc si U est un disque
conforme, 9y : E(U) — E%1(U) est surjectif).

Preuve — Soit (D(n)) une suite strictement croissante de disques (centrés
en 0) de réunion D,,. Pour tout n, il y a une fonction fa, de classe C* sur
D(n) telle que 8f,/dz = g sur D(n). Alors fp — fn_1 est holomorphe sur
D(n — 1) (car sans d). Quitte & modifier f,, par un polynéme (ce qui ne
change pas son 8), on peut supposer fo = fam1] < 27" sur D(n — 2) (car
C’est relativement compact dans D(n — 1) et les polyndmes sont denses). On
pose alors f = fr + 3 00 (fat+1 — fa) sur D(m), ce qui définit bien une
fonction f sur D telle que 8f/dz = g puisque la somme est holomorphe.

§2 Cohomologie

On se donne une suite exacte
[ ¥
0 —F ¢ 5 H —0
de faisceaux sur X, et on regarde la suite
0 — F(X) 5 gx) ¥ H(X)

des-sections-globales ; on-sait que 1x n’est pas toujours surjective (voir I’exponen-
tielle) et on cherche son conoyau : on cherche donc 2 prolonger notre suite vers
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la droite en une suite exacte. C’est ce probleme que résolvent les groupes de
cohomologie.

Ces groupes ont plusieurs définitions. Voici d’abord quelques définitons et résultats
généraux (valables sur tout espace topologique X) sans démonstration (voir [H]
pour plus de détails), destinés & situer par rapport aux exposés de la littérature
les résultats qui suivront sur la cohomologie de Cech.

a) Principes généraux

En utilisant les foncteurs dérivés (voir [H] ou les E.G.A.) ou la résolution
canonique de Godement (voir le livie de Godement), on définit des foncteurs
H?(X,.) de la catégorie des faisceaux de groupes abéliens (sur X) dans celle des
groupes abéliens, tels que H°(X,F) = F(X) (les sections globales) et toute suite

exacte 0 —» F 4, g N M —— 0 donne lieu naturellement & une suite
exacte longue

0 — F(X) — G(X) — HX) 5 HY(X,F) — HY(X,0) —
— HY(X,H) 2% HY(X,F) — -

Des théorémes d’annulation assurent que certains groupes HP(X,F) sont
nuls (par exemple si p > dim X ou X est noethérien, ou bien si F vérifie certaines
propriétés — voir plus loin les exemples de faisceaux “acycliques”) ; cela permet
d’avoir une suite longue finie.

Les groupes H?(X,F) (définis abstraitement) peuvent souvent étre calculés
par la recette suivante :
Soit

0oFoLB 802

une résolution de F (c’est-a-dire une suite exacte commengant par 0 — F — --*)
en faisceaux £* acycliques (cf. plus bas). Alors

HP(X,F) =5 ker (dp : LP(X) = LPYY(X)) [dyp1(£271(X)).

Un faisceau £ est dit acyclique si Vi > 0, H* (X, £) = {0}.

Exemples de faisceaux acycliques

[a] Si les restrictions p% de F sont surjectives, F est dit flasque (par exemple un
faisceau gratte-ciel). On peut montrer qu’un faisceau flasque est acyclique. (C’est
ainsi qu’on montre que les H? définis par foncteurs dérivés sont les mémes que par
la résolution de Godement, car c’est une résolution flasque).

IE Pour que F soit acyclique, il suffit qu’il soit fin, c’est-a-dire que pour tout
recouvrement localement fini (Uy), il y ait une “partition de I'unité” associée, i.e.
des no : F — F & support C Uy avec ¥, nq(f) = f pour tout germe f € Fp.
Par exemple les faisceaux '£™° sut ‘une surface de Riemann“sont fins*(n, est-la
multiplication par une fonction 14, C*, nulle hors de Uy, telle que > 1, =1).
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La “résolution de Cech” est acyclique. Cela permet de montrer que les groupes

de cohomologie de Cech, que I'on va définir maintenant, sont les mémes que les
autres.

b) Cohomologie de Cech

C’est une théorie assez explicite, et on donnera une bonne partie des démonstra-
tions, indépendantes du a) qui précede. Pour plus de détails, voir [Fo]. On se
place sur une surface de Riemann X, et on définira (et utilisera) seulement H° et
H?, ce qui simplifie ’écriture.

Soit U = (U;) un recouvrement ouvert de X, et F un faisceau sur X. On définit
les groupes des 0- , 1- et 2-cochaines par

o'W, F) =] Fw)

', F) =[[rw:nuy)
i
C*U,F) = [[ FW:inU; nU)
3,4,k

et les opérateurs de cobord (notés abusivement de la méme fagon) :

CO — Cl

N P

et
¢t — C?
fiidii = (fix = fix + fii)ige’
L’image B* = BY(U,F) de § : C° — C" est le groupe des 1-cobords.
Le noyau Z' = ZY(U,F) de 6 : C* — C? est le groupe des 1-cocycles.

6:(

Exercice - Si (fi;) est un cocycle, alors fi; = 0, et méme fij = = fii.
On a visiblement § 0 § = 0, donc B! C Z, et on pose

HY(U,F) = z"(U,F)/B\(U, F).
On va supprimer la dépendance en U par raffinements : soit V = (V;) un recouvre-
ment plus fin que U (ce qu’on note U < V), cest--dire qu'il existe 7: j — ()
telle que pour tout j, V; C Uy(;). L’application de raffinement 7 et les restrictions
de F définissent naturellement une application Z!(U, F) — Z'(V,F) qui conserve
les cobords, d’ou une application t§ : H(U, F) — H(V, F).

Lemme - tY est indépendante de r, injective, et tlvjv = tgv oty siW <V <U.

Preuve - Laissée au lecteur (ou voir [Fo] p.98).
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Définition - On pose H'(X,F) = lim H!(U,F) o1t on prend la limite inductive
sur le systéme de tous les recouvrements ouverts de X, avec les applications t9

pour V < U. Clest le premier groupe de cohomologie de Cech de X a
valeurs dans F.

Remarque - Puisque les t¥ sont injectives, on a des injections
HYU,F)— HY(X,F).

En particulier, H}(X,F) = 0 < VU, H'(U,F) = 0.

Si F est un faisceau de C-espaces vectoriels (i.e. les F(U) sont des espaces

vectoriels et les pY; sont C-lindaires) alors H(X,F) est un C-espace vectoriel. On
s’intéressera souvent & sa dimension.

Définition - 0n note B*(U,F) = {0} et Z(U,F) = ker(6 : C° — C*) (les 0-
cobords et 0-cocycles). Soit H°(U,F) = Z°/B® ~ Z°(U, F). Si (f;) € Z°(U, F),
les f; coincident sur les intersections U; N U;, donc puisque F est un faisceau ils
proviennent d’une relation globale. Ainsi Z°(U,F) =~ F(X) est indépendant de U,
et il est naturel de poser H°(X,F) = F(X) (on n’a pas & prendre de limite).

Soit ¢ : F — G un morphisme de faisceaux. On sait qu’il induit
¢° = ¢x : H'(X,F) = F(X) —» H'(X,9) = 6(X).

Par ailleurs, si U est un recouvrement de X et (fi;) € C*(U,X), on lui asso-
cie (qSU‘nUJ. (fi;)) € CHU,QG) ; cela conserve les cocylces et cobords, d’oli un
morphisme ¢V : HY(U,F) — H'(U,G) qui donne & la limite un morphisme
& HY(X,F) - HY(X,9).

Soit maintenant 0 — F 2, g 2, H — 0 une suite exacte de
faisceaux. On construit un homomorphisme 6* : H'(X,H) — H'(X,F) de la
facon suivante : soit A € HY(X,H) = H(X). Puisque % est surjectif (sur les
fibres), il y a un recouvrement U = (U;) et une cochaine (g;) € C°(U,§) telle que
Yu,(g:) = h sur U;. Alors sur U; NUj, gi — g; est dans ker Yy,ay; = Im dy;ay;
d’olt une cochaine (fi; € C1(U,F) telle que ¢(fi;) = g; — gi sur U; NU;. On a
alors ¢(fjx — fix + fij) = 0, et comme ¢ est injective, (fi;) est un cocycle dans
ZY(U,F). Sa classe dans H(X,F) ne dépend que de k, on la note 6*(h).

Théoréme 8.2 - La suite
0= F(X) S o) B Hx) S Hx, 7)) S H(X,0) S HI(X,H)
est exacte. 7
Preuve - On a déja vu I'exactitude en F(X) et G(X). Il reste les 3 autres

égalités 3 montrer, soit 6 inclusions. Montrons en une des 6 (les autres, du
méme type, sont laissées au lecteur, voir [Fo] p.123) :

ker 6* C Im®|: si 6*h = 0, (fi;) est un cobord, ie. fi; = f; — fi ol
(fi) € C°(U,F). On pose g; = gi — ¢°(fi). Alors g} = ¢ sur U; N U; (car
g9; — 9i = ¢(fij)) donc gt = gly; ot g € G(X); et alors $°(g) = ¢%(gi =
#°(f:)) = ¥°(gi) = h sur U; pour tout . .
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Corollaire - Si de plus H'(X,G) = 0, alors H(X, F) ~ H(X)/4°(G(X)).
(Enoncé & rapprocher du calcul des H? par résolution acyclique, voir §2a).
Voici quelques exemples de calcul de H? :

Proposition 8.2 - H1(X,£) = 0, et de méme pour £™°

(Enoncé & rapprocher de “faisceau fin” = “faisceau acyclique”, §2a)

Preuve - Soit U = (U;) un recouvrement ouvert de X. Puisque X a une
base dénombrable, il y a une partition C* de I’unité associée, i.e. des fonc-
tions t; de classe C™, avec Supp 1; C U;, chaque point de X ne rencontrant
qu’un nombre fini de Supp s, et 3 t; = 1. Alors si (fi;) € Z'(U,£), on
étend fi;4; & tout U; par 0 hors de Uj;, donc on le considére dans E(U;). Soit
9i = 3_¥;f;i (somme localement finie), donc g; € E(U;). Alors

gi—gx =Y %i(fii — fix) = D $ifei = fui,
j j

donc (f;;) est un cobord. .

Corollaire 1-[1] H'(X,0) ~ £%(X)/JE(X) et HY(X, Q) » £2(X)/dEV0(X).

En particulier, si D est un disque dans C (éventuellement égal & C) alors
HY(D,0) =0.

Preuve - résulte de la suite exacte de Dolbeault
0000 E-E% 50

(ainsi que 0 — Q — £%! — £%2 — 0) et du cor. au th. 8.2.

résulte alors du corollaire au th. 8.1 (version forte de Dolbeault).

Corollaire 2 - Si X est simplement connexe, alors
HY(X,C)=0
HY(X,Z) =0.

Preuve - Si (cij) € ZY(U, C), c’est une cochaine C, c’est-a-dire dans
B'(U,&) d’aprés la prop 8.2, donc c;; = fi — f; ot (fi) € C°(U, £). Mais c;;
est une constante, donc d f; = d f; sur U; N U;, donc les df; se recollent en
une différentielle globale w. Alors dw = d%f; = 0 donc w est fermée et par
suite exacte (car localement, c’est comme dans C, toute forme fermée est
exacte ; et cela reste vrai globalement car X est simplement connexe). Donc
w=df. Soit ¢; = fi — fly,. Alors d¢; = 0 donc ¢; est localement constant,
soit (c;) € C°(U, C), et ¢ij = ¢; — c;.

Méme preuve en remplagant £ par C, et les constantes (noyau de d) par
les entiers (noyau de “exp”). -
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Proposition 8.3 - Soit Cp le faisceau gratte-ciel de fibre C en P. Alors
HY(X,Cp) =0.

Preuve - Tout recouvrement U a un raffinement V tel que P € un seul
V;. Alors ZY(V,Cp) = 0, d’ott H(U,Cp) =0. .
Le calcul direct d’un H?! est difficile & cause de la limite inductive. Mais dans
certains cas, on peut se limiter & un recouvrement fixé :

Théoréme 8.3 (Leray) - Soit F un faisceau sur X, et U = (U;) un recouvrement
de X tel que H'(U;, F) = 0 pour tout i. Alors HY(X,F) = H'(U,F). (On dit
dans ce cas que U est un recouvrement de Leray.)

Preuve - SiV est plus fin que U (i.e. Vo, Vo C Ur(q)), montrons que
Pinjection t§ : H'(U,F) — H(V,F) est surjective. Soit (fop) € Z'(V,F).
Puisque H!(U; NV, F) =0 (out U; NV est la trace sur U; du recouvrement
V), il existe gio € F(U; N Vy) avec fag = gia — gip sur U; N Ve N V.
Donc gia — gjo = gig — gjs et comme F est un faisceau, ga se recolle :
E!F,'j [S f(U, n UJ) tel que F,‘j = fia — Jja SUT u,nu;n Vo. Alors Fij vérifie
la relation de cocyle, et Fr(a)r(g) — fas = 9r(8)8 = 9r(a)a sur Vo NV, donc
c’est un cobord, d’olt t¥((F};)) = (Fr(ayr(g)) = (fap) dans H'. -

Exemples

[2] HY(C*,C)=C (et de méme H'(C*,Z) = Z)
Preuve - Les ouverts U; = C\ Ry et Uy = C\ R_ recouvrent C* et
sont simplement connexes, donc H!(U;,C) = 0 (cor. 2 plus haut). Pour
ce recouvrement U = (Up,Uz), un cocycle (c;j) est déterminé par ¢z (par
antisymétrie) donc Z!(U, C) = C(U1NU;) = C? (car U1NU; a 2 composantes
connexes). De plus C°(U, C) = C(U;) x C(U,) = C?, et le cobord 6 est alors
donné par (¢;,¢2) — (ez —c1,¢p — 1) d’ott H(U,C) = C, et on conclut

par Leray. -

[b] E'(P'(C),0)=0.
Preuve - On recouvre par P!\ {0} = C et P!\ {co} ® C : c’est un

recouvrement de Leray (d’apres cor. 1 plus haut). Pour ce recouvrement
U, un cocycle (fi;) est déterminé par fy, = fonction holomorphe dans C*,

soit fi2 = Y oo cn2®, ce qui s'écrit fiz = fr — fo, o0t fr = E(_)_oo cnz™ et
f2 = — 3°7° caz™ sont holomorphes respectivement sur P*\ {0} et P!\ {oc},

donc fi2 est un cobord. .

Si U = (U;) est un recouvrement de X par des disques conformes, alors

HY(X,0) = H'(U,0)

(d’apres le cor. 1 plus haut).



Chapitre IX

Finitude et Riemann-Roch

On donne ici une démonstration du théoréme de Riemann-Roch indépendante du
théoréme d’existence de fonctions méromorphes (th. 3.2 & 3.4). Dans la suite du
chapitre, X désigne une surface de Riemann compacte (sauf mention du contraire),
O le faisceau des fonctions holomorphes sur X. Si F est un faisceau de C-espaces
vectoriels sur X, on note (X, F) = dimg Hi(X, F).

§1 Théoréme de finitude
Théoréme 9.1 - 5i X est une surface de Riemann compacte, h'(X,0) < co.

Preuve — Voici d’abord le principe : on met une norme L? sur les fonc-
tions, donc sur les cochaines associées & un recouvrement . On montre alors
(lemme 2) qu’un cocycle ¢ de norme = M (relativement & {) se décompose
en un cobord (donc nul dans H!) et un cocycle ¢ de norme < M relative-
ment & un recouvrement ¥ moins fin que Y. Or, & un espace de dimension
finie prés on peut supposer que ¢ est formé de fonctions ayant beaucoup de
zéros, et le ”lemme de Schwarz” (lemme 1) prouve qu’alors la norme L? de
¢ relativement & U est beaucoup plus petite que M. Il ne reste plus qu’a
recommencer jusqu’a faire évanouir cette norme.

Commengons par définir les normes L? : on choisit un recouvrement I = )
fini, olt U; est un disque conforme {|z;| < 2} centré en P;. On utilisera 3
raflinements de U/ : on note U] le disque {|z;| < 1/n} C U;, et on suppose
que U, U?,U* recouvrent encore X (chacun est relativement compact dans
le précédent). On introduit une norme L? sur les cochaines holomorphes :

sin=(f;) €C’(U,O), on pose
Il =3 [[ 1057 Pdsay

si €= (fi;) €C*Y,0), on pose
2 i -1 2d d
lelEe= 3 [, Uisos"Fasdy

d’oti des espaces de Hilbert Cf,(i,O) des g-cochaines de norme finie. Les

l-cocycles forment un sous-espace vectoriel fermé Z},(U, ©). Le lemme 1
montre que la norme dépend fortement du recouvrement :
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Lemme 1 (“lemme de Schwarz”) - Soit A, le sous-espace vectoriel
(fermé) de Z1,(U,O) des cocycles (fi,;) tels que fi; s’annule en P; (cen-
tre de U; ) 4 Pordre au moins n ; Ay est de codimension finie, car on impose
au plus n conditions sur chaque f; ;. Alors si £ € Ap,

Kl < 2n = 1€l
ot ¢; = ¢1(Y) est une constante ne dépendant que de Y.

Preuve — Les recouvrements sont finis, donc on se rameéne a étudier
une seule fonction f; ; définie sur le disque unité D(0,1) de C. Sa série
de Taylor n’a que des termes en z? (p > n), et un calcul direct montre
que

1lIb0) < 1l

Lemme 2 - Si & € Z'(U?, O) est de norme ||o||y2 < M, alors on peut

décomposer & en & = 6ng + (o ot § est 'application cobord, n9 € coUd,0),
CO € Zl(g.17 O) et

[Imolles + il < coM

otr ¢y = co(U) est une constante ne dépendant que de Y.

Preuve — Ecrivons & = (fi ;). Puisque HI(X £) = 0 (d’apres Dol-
beault, voir chap. VIII), on a fi,; = g;—gi olt g est une fonction C*° su

U?2. Mais &, est holomorphe donc 69, = 89, : ces données se recollent en
une différentielle C* globale w telle que w = 8g; sur U}. Par Dolbeault,
on a w = Oh; sur Y; tout entier (ol h; est C* sur U;) et donc la farmlle
(hj — hi);,j définit un cocycle ¢ € Z} 1,(4", 0) (holomorphe car son 9 est
nul, et dans Z}, car U! est relativement compact dans ). De méme,
n=(hi—g:) € C°U%,0) C C:(U>,0), et & = 6n+(. On a ainsi trouvé
une solution, sauf peut-&tre pour I'inégalité sur les normes. Mais con-
sidérons alors dans ’espace de Hilbert Z},( Z3, (U?) xC%U°) (on
omet le O) le sous espace fermé F = {L(( £,n ; E=6n+ C} On

vient de montrer que la pro jection

F — Z (UZ)
T(GEm) — €

(qui est linéaire et continue) est surjective. Elle est donc ouverte d’aprés
le théoreme de Banach (voir Bourbaki, EVT, I§3). Donc si

V={zeF ; |z]l<1}
alors m2(V) contient une boule ||€][,2 < ¢; et par homothétie
1
w2 (llzll < =lléoll2)

contient &y, donc c; = 1/¢ convient. .
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Fin de preuve du théoréme - D’apreés le théoréme de Leray (cf. exemple
3, chap. VIII), H'(X, 0) = H'(Y', 0). Soit donc & € Z1(U!, ©). Comme Y*
est “relativement compact” dans U onafy € Z},(U?, 0).Soit M = J1€ollze2.
On fixe un entier n tel que 2* > 20102 et on note S, un supplémentaire
orthogonal de A, (cf. lemme 1) dans Z1,(Y',0). Il est de dimension finie.
D’apres le lemme 2, on peut décomposer & = 3 + (o ol [I70|lys < caM et
”COHw < caM. On décompose alors (g = &) + 59 o1 €3 € Ay, et s¢ € Sh, et
donc ¢ d’aprés le lemme 1,

0102M _]_\_4-_
2 .

lerlle < 2225 <

On recommence : & = ém + (4 a.vec ”771”113 < 02-]‘21 et {3 = & + 51 ol
51 € Sn et & € Ay, avec ||€a]lye <M =, ete...

Finalement, o = 6(no +m +---)+ (so+ 81+ -++) ot 3 s; € S et S €
Al (7a0) (la. somme converge car les normes tendent géométriquement vers

0). Donc & = ¥ s; dans H'(Y®, ©), donc aussi dans HY(U*, 0) car tg‘: est

injective. Ainsi H'(UY*,©) C S,/cobords, donc est de dimension finie. .

Comme application directe, montrons que M(X) sépare les points de X :

Théoréme 9.2 - 5i P € X, il existe une fonction f € M(X) avec un unique péle
en P.

Preuve - Soit z une carte en P, sur un voisinage U1, et Uy = X \ {P}.
Les 277 pour j = 1,...,h! (X,0) + 1 sont holomorphes dans 2y Ny donc
représentent des cocycles dans Z'(Y,O) (par antisymétrie), linéairement
dépendants dans H' donc Y cjz7 = fi — f, sur Uy N U, ot f; € OWU).
Il suffit de définir f par f = fo sur Uy et f = fi — 3 cjz™9 sur Uj.

Remarque - Lorsque X n’est pas supposée compacte, mais que U, U, U2, U3
sont des familles finies d’ouverts tels que U} CC U2 CC U} cC U; et U; disque
conforme de X, la preuve du théoréme 9.1 montre encore que 'image H 1(213 (’)) \
dans H' (Y, ) est de dimension finie ; par le théoréme de Leray, on obtient ainsi :
s1 X est une surface de Riemann quelconque, et Y7 CC Y2 C X sont des ouverts,
'image de la restriction H'(Y;,0) — H'(Y;,0) est de dimension finie (en effet
on peut trouver les U} avec ¥, c YU cc YU} c 1r).

Le théoréme 9.2 s’étend également : pour tout point P de ¥, CC X, il y a une
fonction méromorphe sur Y7 avec unique pédle en P.

Cette remarque nous sera utile au chap. XIIL.
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§2 Riemann-Roch

Soit D = Y ng(Q) un diviseur sur X, et P € X. Soient Op le faisceau associé a
D (cf. chap. VIII §1) et Cp le faisceau gratte-ciel en P. On choisit une carte z en
P. On définit alors un morphisme §: Op — Cp ainsi : si P €U alors By =0 et
siPelUet f=3 7, caz™ € Op(l), alors Bu(f) = c_np. Alors B est clairement
surjectif. Le noyau est formé des fonctions qui sont en P d’ordre > —np + 1, et
qui sont dans Op, d’oll une suite exacte

(*) 0—-0p_(py—=0Op—Cp—0

Théoréme 9.3 (Riemann-Roch) - On définit Pentier g = h(X,0) (on verra

au §4 que c’est le genre défini au chap. II). Alors h%(X,0p) = £(D) < oo, et
R*(X,0p) — h*(X,0p) = deg D + 1 —g.

Preuve - C’est vrai pour D = 0, donc par récurrence on peut supposer
que c’est vral pour D — (P) ou D et le montrer pour l'autre. Or, la suite
longue associée & () est

0 — H(Op_(py) = H*(Op) » C - H'(Op_(p)) = H(Op) = 0
(le H' d’un gratte-ciel est nul, cf. prop 8.3), d’ott
h°(Op) — k' (Op) = h*(Op—(p)) — k' (Op—(p)) +1

(car par récurrence et le théoréme 9.1, tous les termes sauf peut-&tre un sont
finis), et
deg D = deg(D — (P)) + 1.

Pour obtenir la forme de Riemann-Roch démontrée au chap. V, il reste 4 identifier
RY(X,0p) & 4(K — D) ot K = (w) pour une différentielle meromorphe wH#0;
remarquons que K dépend de w, mais {(K — D) = h%(X, Ok D) n’en dépend pas
car f — fw fournit un 1sorn01phlsme de faisceaux Og.p — §.p, ol Q_p
est le faisceau des différentielles de diviseur > D. (L’existence d’une différentielle
w # 0 résulte du théoréme 9.2 en prenant w = df). Il s’agit donc d’identifier
RY(X,0p) & h%(X,Q_p) ce qui est l’ob_]et du théoréme de dualité du paragraphe
suivant.

§3 Théoréme de dualité de Serre

Il s’agit ici d’exhiber un isomorphisme naturel
ip: H(Q.p) — H'(Op)".

Pour commencer on remarque que la multiplication des différentielles par les fonc-
tions induit une application bilinéaire
H°(Q_p) x H'(Op) — HY(Q)
(W, (fi)i) +— (wfi)i’
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a) Définition du résidu Res: H!(Q) —» C

Soit MW le faisceau des différentielles méromorphes. Soit ¢ = (;) un recouvre-
ment ouvert de X, et p = (w;) € CO(U, M) tel que le cobord 8 = (w; — w;) soit
holomorphe, c’est-a-dire dans Z!(Y, () : cela veut dire que les parties principales’
de w; et w; coincident sur U; N U;, donc on peut définir respp = respw; pour
P € U; ; si [bp] est la classe de §p dans H'(Q), on pose

Res[bp] = Z resp yi
PeXx

(c’est bien défini car si y € C°(Y, ) alors VP,resp u = 0). On cherche & pro-
longer cette application Res & H!(Q) tout entier. Ecrivons pour cela H! Q) =
E*(X)/dEM®(X) (voir corollaire 1 & la proposition 8.2).

Proposition 9.1 - Si 7 € £2(X) est un représentant de ¢ = [6y] € HY(Q), alors

1
Resf='2T7F//XT.

Preuve - Explicitons comment on trouve un 7 tel que §*r = £, ol
6* 1 E4(X) —» H' () est I'homomorphisme associé & la suite

050V 5250,

On a ¢ € ZY() C BY(EY0) (car £1° est “fin”, voir proposition 8.2), donc
on peut écrire w; —w; = 0; — 05 ol o; € ELO(U;). Les w; étant méromorphes,
on a do; — doj = d(w; — w;) = 0 donc les do; se recollent en 7 € EYX) tel
que 7 = do; sur U;. On va utiliser cette écriture explicite de 7. Soient (ax)
les poles de p ; sur X' = X \ [J{ax}, les formes o; — w; se recollent en une
forme { € EM0(X'), et d{ = 7 sur X' (car dw; = 0). Soit f; une fonction
C® sur X, égale & 1 au voisinage de ag, et & 0 hors d’un voisinage un peu
plus grand. On pose f = }_ fi et g = 1 — f, de sorte que 7 = d(f¢) + d(g¢).
Alors prés de ag, g¢ = 0 donc g¢ se prolonge & X entier, et ffx d(g¢) =0
par Stokes. De méme si on choisit i = i(k) tel que ay € U;, alors pres de ay,
on a d(f{) = d{ = d(o; — w;) = do;, donc la 2-forme d(f¢) se prolonge & X
entier : d(f{) € £2(X), et

//x = //x ; d(froixy) —d(frwicry) = _zk://lz—akbs d(frwigry)

ff:o par Stokes

=+Z/ wi(k)=2i7rZre5p,u
& lz—arl=e X
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Cette proposition permet donc d’étendre la notion de résidu & H!(Q) entier : si
¢ € HY(N), on définit Resé = 7= [f,, 7 ot 7 € £2(X) est un représentant de

2w

£ € EXX)/dEVO(X). (Clest bien défini car si w € EV0(X), [fyx dw = 0 d’apres
Stokes).

b) L’isomorphise de dualité )

D’apres ce qui précede, il y a une application bilinéaire

HY(Q_p) x H'(0p) — H'(Q) 23 C

qui induit une application
iD : HO(Q_D) —_— HI(OD)*.

Théoréme 9.4 - L’application ip : H*(Q_p) — H'(Op)* est un isomor-
phisme.

Preuve — Pour plus de détails, voir [Fo]).

a) Injectivité. Soit w € Q_p(X) et P un point oll w et D n’ont “ni zéro
ni pdle”. On peut écrire w = f(2)dz sur un voisinage U; de P. On pose
g1 = 1/(2 —-f(z)) sur Ui, g2 = 0 sur Uy = X \ {P}, ce qui définit un cocycle
n tel que

ip(w)(6n) = Res{bwn] = resP(é:l) =1

b) Surjectivité. Soit A € H!(Op)*, A # 0. On va montrer que pour n
assez grand, quitte & multiplier X par un élément ¥ de H%(On(py) = L(n(P))
(P fixé), il tombe dans l'image, c’est-a-dire $)A = ip, (w) ot D, = D —n(P)
et w € Q_p_(X). Cela sera suflisant car on montre facilement qu’alors ilb"‘" €
Q_p(X)et A= iD(?lb'w).

La suite exacte

0 — Op, x4, Op — gratte-ciel — 0

ot ¥ € H*(O,(p), non nul) fournit une surjection H*(Op,) — H'(Op
(P) >
(car un gratte-ciel n’a pas de H') d’ot1 une injection

HY(Op)* «— HY(Op,)"
A — A )

Autrement dit, si A # 0, 'application

wr: HOnm) —  HY(Op-n(r))®
’ P — P

est injective, donc son image est de dimension > n+constante (si n — o)
d’aprés le théoreme 9.3. L’image de ip, est aussi de dimension > n+
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constante car ip, est injectif et que Q_p, est isomorphe & Ox_p, pour
K =diviseur d’une forme différentielle w (Iisomorphisme est f — fw de
Ok -p, dans Q_p ), et que Ox-p, est de dimension > n+4constante par le
théoréme 9.3. ‘

Donc ces deux images ont une intersection non vide puisque H'(Op_)* a
pour dimension

k' (Op,) =n—degD+g—1=n + constante

(d’apres le théoréme 9.3 et le fait que h°(Op, ) = 0 puisque deg D, < 0 pour
n grand). .
Remarques - Si on admet le théoréme de Riemann-Roch démontré au chap.
V et si on sait que le genre topologique est aussi h!(X, ©), le théoréme 9.3 montre
alors que ' (Op) = h°(Ox_p) et donc la surjectivité de i p découle de l'injectivité.
Sinon, les théorémes 9.3 et 9.4 redonnent le théoréme de Riemann-Roch sous

la forme
UD)—4K-D)=degD+1—g

mais ofl cette fois g = R (X, O).

Exercice - Comparer les deux démonstrations de Riemann-Roch :

o Existence de fonctions (pas ‘de la premieére preuve) versus théoréme de
finitude.

e Etude de £(D + (P)) — ¢(D) (et aussi avec K — D ; pas et ) versus la

suite longue associée 3

0—-0Op_(p) = Op—Cp—0.
e Application & D et & K — D d’une inégalité (pas ) versus théoréme de dualité.
Corollaire du th. 9.4 - H®(Op) ~ H(Qp)*.

Preuve — La multiplication par une forme différentielle w de diviseur K

donne des isomorphismes O_p — Q_g_pet Qp = Ogip. .

c) Une autre vue de I'isomorphisme de dualité (esquisse)

Le cas D = 0. On écrit cette fois H1(X, 0) = £%!(X)/9E(X) par Dolbeault
(cf. chap. VIII), et on cherche i : H*(X,0) - HYX,0)* Siw € Q(X), elle
définit par intégration une distribution (forme linéaire continue) 7, sur £%(X).
Comme w est holomorphe, 87T, = 0, c’est-a-dire T,, s’annule sur OE(X), donc
définit une forme linéaire continue #(w) sur le quotient H!(X, ©).

Réciproquement, soit ¢ une forme linéaire sur H'(X, O) (continue par finitude) ;
d’aprés le théoreme de finitude et la continuité de 0, on montre que OE (X) est
fermé dans £%1(X), donc ¢ se reléve en une distribution 7' sur £%1(X), nulle sur
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ES(X) Cest-a-dire telle que 8T = 0. Or, une distribution de 9 nul est donnée par
une vraie fonction (ou plutét une différentielle) holomorphe w (lemme de Weyl ;
voir une version sur C dans [Fo] p.194) et alors ¢ = i(w).

Le cas général. Le raisonnement est le méme ; on commence par tensoriser
la suite exacte de Dolbeault par Op (on peut définir le produit tensoriel, et la suite
reste exacte car @p est “localement libre”), ce qui permet d’écrire H' (X, Op) sous
forme d’un quotient comme dans le cas D = 0.

§4 Applications de Riemann-Roch

Remarque sur le diviseur K - Dans le théoréme de Riemann-Roch apparait le
diviseur & d’une forme différentielle w, mais le résultat est indépendant de w, ce
qui peut s’expliquer ainsi : si f est une fonction méromorphe et D un diviseur,

on a un isomorphisme Op x4, Op_(s) ; on dira que deux diviseurs D et D'
sont linéairement équivalents (on note D ~ D') si D — D' est le diviseur d’une
fonction, et on a alors Op ~ Op. Ainsi Op ne dépend a isomorphisme prés que
de la classe du diviseur D (donc £(D) aussi). Puisque deux différentielles w; et
woy sont toujours linéairement dépendantes sur M(X), leurs diviseurs K; et K
sont linéairement équivalents ; donc la classe de diviseurs K est bien définie ; on
’appelle la classe canonique. Les termes £(D) et £(]X — D) dans Riemann-Roch
peuvent alors étre vus comme dépendant des classes de D et K — D qui sont bien
définies.

a) Le genre topologique est égal a h!'(X,0).

Preuve — Notons toujours g = h! (X, ). Il est clair que £(0) = 1 (principe
du maximum) donc £(K) = g d’aprés Riemann-Roch avec D = 0 et par
suite deg I{ = 2g — 2 d’apres Riemann-Roch avec D = K. On déduit de lala
formule de Riemann-Hurwitz : si f : X — Y est un morphisme, alors

2gx — 1 =n(2gy —2) + Y _(ez(f) = 1)

X

ot n est le degré de f et e.(f) la ramification en z. En effet, si w est une
forme différentielle sur Y, et = f*w (définie dans des cartes z et t par
n=g(t)et* " di siw=g(z)dz et zo f =1°) on a 2gx — 2 = degn que l'on
calcule en fonction de degw = 2gy — 2 (ordy; 7 = e — 1 + eord ¢y w) ce qui
donne la formule.

Ainsi la formule de Riemann-Hurwitz est valable avec les deux définitions du
genre (voir théoréme 5.2) En appliquant & un morphisme f : X — Pleten
utilisant le fait que g(P!) = 0 pour les deux définitions (cf.-chap. VIII) on

en déduit “gx = gx”. -
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b) Fonctions méromorphes

Proposition 9.2 - §i P € X, il existe f € M(X) non constante ayant un unique
péle en P, d’ordre < g + 1. En particulier X est revétement de P! & au plusg+1
feuillets (on peut en fait montrer que [”%] feuillets suffisent, et c’est optimal, voir

[G-H)).
Preuve — 2°((9+1)(P)) 2 (9+1)+1—g=2 donc H((g+1)(P)) # C.

Corollaire - Si g = 0, alors X ~ P! (on I’a déja vu en utilisant le théoréme
d’uniformisation).

Preuve - Un revétement & 1 feuillet est une bijection donc un isomor-
phisme. [

Remarque - Si n > 2, on ne sait pas s’il n’existe qu’une seule structure analytique
sur l'espace topologique P"(C) (c’est vrai si on impose une structure kihlerienne et
que n est impair). Pour n = 2, Yau a montré 'unicité de la structure analytique sur
P2%(C). (Voir Sundararaman : moduli, deformations and classifications of complex
manifolds ; Pitman).

¢) Résidus de formes différentielles

On sait que la somme des résidus d'une forme différentielle méromorphe sur X
est nulle. Montrons que c’est la seule relation générale imposée & ses parties
principales :

Proposition 9.3 - Soient Py,...,P; € X, 2; une carte en P;, et
ai,—l ai,—n;'
Hi = % + + - Z?.E-‘

une partie principale en P;. Si ELI a;,—1 = 0 il existe une forme différentielle w
méromorphe sur X, holomorphe hors des P;, et telle que w— y; dz; soit holomorphe
en P; pour tout 1.

Preuve - Soit D =) n;(P;). Toute forme w € Qp(z) s’écrit localement

0 .
w = Z bi,jzfdz;
j=-n;
au voisinage de P;. On a alors un morphisme
OQp(X) — C=n

w o (bij)ico
L’image est contenue dans ’hyperplan H ~ CE"~1 d’équation 3oibi1=0.
Le noyau est Q(X), d’oli une suite exacte 0 — Q(X) — Qp(X) — H. La
derniere fleche est donc surjective puisque dim Q(X) = g, dim H = S n; -1,
et

dim Qp(X) = dimO_p(X) +degD+g—-1=0+ ni+g~1.



100 FINITUDE ET RIEMANN-ROCH [IX,$4]

Corollaire - Soient P, P, € X et n > 2. Il existe une différentielle w avec unique
pdle en Py, d’ordre exact n. 1l existe une différentielle w' avec pdles simples en Py
et Py, résidus —1 et +1, et holomorphe ailleurs.

d) Plongements projectifs.

Définition - Un plongement (holomorphe) de X dans PY(C) est une application
holomorphe injective dont I’application tangente ne s’annule jamais (i.e. est de
rang maximal = dim X = 1) ; autrement dit c’est donné sur un ouvert U de X
par P +— (¢o(P),... ,#N(P)) oti les ¢; sont des fonctions holomorphes U — C,

telles que VP, (¢i(P))i #0 et (dd’i(P))i # 0.

Théoréme 9.5 - Soit D un diviseur sur X de degré > 2g+1, et (f5,..., fn) une
base de L(D) = H°(X,Op) (on a N = deg D~g d’aprés R.R.). Alors I'application
¢: P —> (fo(P),...,fn(P)) € PN(C), bien définie hors des zéros et pdles des
fi, se prolonge en un plongement ¢ : X — P¥(C).

Preuve - Pour P € X, soit zp une carte en P, et g;,p = zf,"f; ol kp =
min; ordp f;. Alors au voisinage de P on a évidemment

#(Q) = (90,p(Q),- - -, 9n,p(Q))

pour () # P ; et par définition de kp les g; p ne s’annulent pas simultanément
en P donc on peut encore définir

¢(P) = (g0,p(P),...,gn,p(P))

et on a bien une application holomorphe X — P¥(C). Il reste & voir P’injecti-
vité, et que ¢ est une immersion (i.e. d¢ n’est jamais nulle). Notons pour
commencer le fait suivant :

(%) si A est un diviseur de degré > 2g et Q € X, alors 3f € L(A)\L(A-(Q))
En effet deg(IX —A) et deg (K —A+(P)) sont < 0 donc £(A) = deg A+1—g =
1+2(A - (Q)).

En appliquant (*) 8 A = D = > np(P) et @ = P, on voit que kp = —np
car min;ordp f; = min{ordp f ; fe L(D)}.

Injectivité : Si P, # P, soit f € L(D — (B))\ £(D — (P1) ~ (P2)) (on
utilise (*)) de sorte que ordp, (f) = —np, et ordp,(f}) > ~np,. Ecrivons
f= E(I)V A;fi. Alors

O Nigip)(Pr) = (25 £)(P1) # 0,

donc ¢(Py) n’appartient pas & I’hyperplan > )X = 0, alors que

O Ngip)(P2) = (252 ) (Py) = 0,

donc ¢(P) est dans cet hyperplan d’olt ¢(Py) # ¢(F2).
Immersion : soit P € X et f € L(D — (P))\ £(D —2(P)) (par (x)), donc
ordp(f) = —np+1; sion écrit f =3 X fionadoncordp(d Nigip) =1

et ainsi I'une au moins des dg; p est non nulle en P. -



[IX,84] Applications de Riemann-Roch 101

Remarques - Ce résultat est particulier & la dimension 1. La surface de
Hopf, quotient de C? \ {0} par I’automorphisme z +~— 2z est une surface (de
dimension complexe 2) compacte qui n’admet aucun plongement projectif.

L’application ¢ dépend de la base (fos---, fn). De maniere intrinséque, on a
un plongement X « P(£(D))".

Certains plongements projectifs de X sont plus jolis que d’autres. Nous allons
en étudier deux : un plongement dans P3, obtenu par projection 3 partir d’un
plongement dans PV et le plongement canonique (qui n’en est pas toujours un !)
obtenu & partir de L(K) ~ Q(X) : '

Corollaire - Toute surface de Riemann compacte X admet un plongement dans
P3?(C), ainsi qu’une immersion dans P2(C) comme courbe & points doubles ordi-
naires (i.e. ¢ : X — P?(C) avec d¢ partout # 0, et ¢ injective sauf en un nombre
fini de points ot la fibre a 2 éléments, et les tangentes en ces points doubles sont
distinctes).

Esquisse de preuve ~ On part d’un plongement X — PN (donné par le
théoréme) et on montre qu’une projection “assez générale” = : PN — PN~1
donne encore un plongement de X si N > 3 et une immersion 3 points

doubles ordinaires si N = 2.
Soit p le centre de la projection. Si

p nest pas dans 1’ensemble B des
bisécantes & X, alors x est injec- i
tive. Or, B est une “variété de di- ™ Py
mension < 3”(2 parameétres P; sur !

la courbe X, et un sur la droite : /
P, P,). Donc on peut trouver un ;
tel psi N > 3. Si p & {tangentes},
alors la différentielle dr ne s’annule
pas sur X ; or, les tangentes for-
ment une variété de dimension < 2
(1 pour le point de contact et 1
pour déterminer un point sur la
tangente), donc un tel p existe si
N > 2, doti le plongement dans P3,

Enfin si N > 2 on peut encore supposer que p ¢ {trisécantes} (qui est
une variété de dimension < 2 ; c’est ici le point délicat de la preuve, cf.
(H] p.311) donc les points multiples sont doubles, et on peut aussi sup-
poser p & {bisécantes dont les points d’intersection avec X sont 3 tangentes
coplanaires} et donc les tangentes aux points doubles sont distinctes. .
Remarque - Ce résultat montre I'intérét de la formule du genre pour les courbes
planes & points doubles ordinaires, et de 1’étude des courbes lisses de P3 (voir

chap. VII,§4 et chap. IX,§4d)

Etudions maintenant 1’application canonique. On suppose que X est de genre
g=21
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Lemme - Les différentielles holomorphes n’ont pas de zéro commun.

Preuve - Si toutes s’annulaient en P, on aurait Q(X) = Q_p(X), donc
L(P)=h" (Q(X)) +deg(P) +1—g = 2 d’olt une fonction non constante avec
un unique pole simple en P, c’est-a-dire un revétement de degré 1 de P!,
donc X =~ P! ce qu’on a exclu. .
Certaines courbes vont jouer un rdle particulier vis-a-vis de l’application cano-
nique :

Définition - Une surface de Riemann compacte X est dite hyperelliptique s’il
y a sur X une fonction ayant deux péles (en comptant la multiplicité), c’est-a-dire
si X est un revétement de P' & deux feuillets (on verra que c’est trés contraignant
sig>2)

Théoréme 9.6 - Soit (wi,...,w,) une base de I'espace Q(X) des différentielles
holomorphes sur X. L’application

brc : X — PIC)
K2p v (i(P),...,wy(P))

(bien définie si g > 1) est un plongement si et seulement si X n’est pas hyperel-

liptique.

Remarque - Le sens & donner & (w;(P),...,wy(P)) est le suivant : on choisit
en P une carte z et on écrit localement w; = fi(2)dz. Alors (f1(0),..., f4(0)) est
un point de P971(C) (d’aprés le lemme), qui est indépendant de la carte choisie
(un changement de carte multiplie toutes les coordonnées par un méme nombre).
C’est ce point que l’on note (w1 (P),...,wy(P)).

Une autre facon de le voir est de choisir une différentielle méromorphe w et de
poser f; = w;/w (c’est une fonction). Si K = (w) la condition w; holomorphe
équivaut a f; € L(K). Alors ¢ est application ¢ du théoréme 9.5 associée au
diviseur K. Mais ce théoréme ne s’applique pas car deg K = 29 — 2.

Preuve du théoréme — Dire que ¢x est injective revient & dire que pour
P#Q@ilyaunew € Q(X) nulle en P et non en @, et de méme ¢x est une
immersion si et seulement si pour tout P il y a une w d’ordre exact 1 en P.
Donc ¢k est un plongement si et seulement si pour P, @ € X (éventuellement
égaux), h° (Q_(p)_(Q)) < A0 (Q_,(p)), qui équivaut par Riemann-Roch &
£((P) +(Q)) <1+ £((P)) =2, i.e. X n’est pas hyperelliptique. -

Remarques - ¢x s’appelle I’application canonique associée a X. Pour
&tre vraiment canonique (indépendante de la base wy,...,wy), il faut regarder
I’application
X — POX)"
ox P +— (wrw(P)’

L’image ¢x(X) ést une courbe lisse de degré 2¢ — 2, non dégénérée dans
P971(C) (i.e. non contenue dans un hyperplan (avec multiplicité).
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Preuve - ¢ est non dégénérée car les w; sont C-linéairement indé-
pendantes. Le nombre de points d’intersection de ¢y (X) avec I’hyperplan
> a:X; = 0 est le nombre de zéros de w = 3" a;w;. Puisque w n’a pas de

pole, ce nombre de zéros est deg(w) = 2g — 2. .






Chapitre X

Exemples

§1 Courbes elliptiques

Définition - Une courbe elliptique (sur C) est une surface de Riemann com-
pacte X de genre 1, avec le choix d’un point P € X.

Remarque - On sait que les tores C/A sont des courbes elliptiques. On verra que
toute courbe elliptique X est isomorphe 3 un tore : le choix de P est le choix de
I'image de 0 € C/A par un tel isomorphisme, c’est-a-dire de I’élément neutre de
X pour la structure de groupe induite par C/A.

a) Plongement projectif comme cubique plane.

On va préciser le plongement projectif donné par une base de £(3(P)) (plongement
car deg(3(P)) = 3 > 2g + 1, voir chap. précédent). D’aprés Riemann-Roch,
£(n(P)) = n dés que n > 0 (car deg(K — n(P)) = —n < 0). 1l existe donc des
fonctions z € L(2(P)) \ L((P)) et y € L(3(P)) \ £L(2(P)). Comme revétement
ramifié de P!, z est de degré 2 (unique pdle double), donc [M(X) : C(z)] = 2 et
puisque y ¢ C(z) (pole d’ordre impair), M(X) = C(z,y).

Pour trouver 1’équation liant = et y, on remarque que 1, z, y, 22, zy, 2%, ¥ sont
dans £(6(P)) de dimension 6, d’ol une relation linéaire (z® et y? apparaissent
effectivement car les ordres en P sont distincts sauf pour z® et y?). En changeant
y en y + az + b, on enléve les termes en zy et y, puis celui en z% en changeant «
en z + ¢, et par homothétie sur z et y on peut finalement supposer notre relation
sous la forme

Yy =42 —gpz—9g3 gi€C.

Ainsi X est réalisée comme cubique de P2(C). Cette cubique est non singuliére
(car ,C(3(P)) donne un plongement d’apres le chap. IX ; on peut aussi voir que s’il
¥ a un point singulier, par exemple & distance finie, alors y? = 4(z — &)%(z — f)
et alors y/(z — a) a un unique pdle simple en P donc est revétement de P! de
degré 1, c’est-a-dire un isomorphisme X ~ P! ce qui est absurde). On en déduit
A =g} —27g3 #0.

On a donc un plongement de X comme cubique plane lisse :

X < P}C)
P e=s1(0,1,0) .
Q — (2(@)¥(@)1)
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Réciproquement, la formule du genre (prop. 7.1) montre que toute cubique plane
lisse est de genre 1.

b) Structure de groupe.

Une courbe elliptique admet une structure de groupe naturelle : c’est en fait celle
de sa jacobienne (cf. chap. XII) que ’'on peut construire soit a partir des diviseurs
sur X, soit & partir des périodes de différentielles (on verra — th. 12.1 — que c’est
équivalent). On étudie ici les diviseurs :

Notations - Div(X) est le groupe des diviseurs sur X.

Divg(X) est le groupe des diviseurs de degré 0 sur X.

On dit que deux diviseurs D, D' sont linéairement équivalents si la différence
D — D' est un diviseur principal, c’est-d-dire le diviseur d'une fonction méro-
morphe sur X. On note alors D ~ D',

Pic(X) = Div(X)/ ~ est le groupe de Picard de X.

Puisqu’une fonction a un diviseur de degré nul, on peut encore définir Picy(X) =

Divg(X)/ ~ .

L’application
b X — Pic(X)
Q. — (@)-(P)

permet alors de relever & X la structure de groupe de Pico(X) :

Proposition 10.1 - Si P,,P; € X, il existe un unique point P; € X tel que
(P1)+ (P2)+ (P3) — 3(P) soit principal. On note alors P = 0 et P, -+ P, + P; =0,
ce qui définit une structure de groupe sur X, telle que

¢.X —  Pice(X)
Q — (@) (P)

soit un morphisme. Le point P, + P; est 'unique point tel que (P + P;) ~
(P1) + (P2) — (P). Dans le plongement X — P!(C) donné au §1a), on a

) P1+P2+P3=0<=>P1,P2,P3 sontalignés.

Preuve - Unicité : si (f) = (P1) + (P2) + (P3) — 3(P) et (g9) = (P,) +
(P2) + (Ps) — 3(P), alors (f/g) = (Ps)— (Py): si P3 # Py, f/g est donc un
isomorphismie de X sur P! (car rev. ramifié de degré 1), ce qui est absurde.
Existence : soient z, y les fonctions donnant le plongement de X dans
P%(C) par @ — (z(Q),y(Q),1). Soit alU + bV + cW = 0 la droite de
P? passant par P; et P, € X C P?(C) (la tangente & X si P, = P,), et
f = ax + by + c. Alors f s’annule en P, et P;. Supposons b # 0. Alors f
est de degré 3 (unique pdle, triple, en P) donc f a un troisiéme zéro P, sur
la droite PP, qui convient. On raisonne de méme si b = 0 : f n’a plus
que les deux zéros Py et Py; et on-prend Ps="P-qui-est-bien-sur-la-droite
aU + cW = 0. Le reste des assertions est immédiat.
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Exerc1ce Si g2, g3 € R, vérifier que les points réels de la cubique X d’équation
y? = 42 — g,z — g3 ont l’allure ci-contre.
Choisir pour P le point & Pinfini (les
droites passant par P sont les verticales).
Pour @ donné, construire les points —Q),
2@, 3Q. Vérifier que @ est un point

ou

d’inflexion si et seulement si 3Q = 0. N\
g

Dans le cas de la courbe y% = 3 + 1,
choisir @ = (2,3) et montrer graphique-
ment que 6Q = 0. Vérifier en calculant
les coordonnées de 6@ ; pour cela on
montrera que sur une courbe elliptique
X : y? = 42% — goz — g3 avec P A l'infini,
si

Py =(z1,41), Pa=(22,%), S=(z,y)=P+ P,

alors
1 -2 \° - -
w=_$1_$2+_(y1 yz) o y= 2= w) oy oy
: 4 ] — Ty To — T3

c) Jacobienne

On va voir ici que X est isomorplie & un tore C/L. Puisque dim (X) = g = 1,
il y a une différentielle holomorphe w # 0 (unique & C* pres), et sans zéro (car
deg(w) = 29 — 2 = 0). Du point de vue courbe algébrique, si on voit X comme
cubique lisse de P% d’équation y? = 423 — gox — g3, on a déja vu que w = ‘” est
une base des différentielles (prop. 7.1).

On note toujours P le point choisi sur X. Si v est un chemin de P & Q sur X, on
définit I(y) = f w € C. Changer v par un cycle transforme I(7) par un élément du

_groupe des périodes L = {fvw ; YEH (X)) = } , donc on a une application

bien définie
X — C / L

Q“—’fp

C’est analytique au sens suivant : si g est un chemin fixé de P & Qo, et U un
‘voisinage simplement connexe de @y, alors

I:

U -— C 0
Q — f%w—}—fQow

“est bien définie et analytique (le chemin de Qg & @ restant dans U).

Lemme - L est un réseau de C.
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Preuve - L est engendré par les 2 périodes w; = f%’ w ou vy, vy est
une base de H;(X). Supposons par I'absurde qu’elles sont R-linéairement
dépendantes. Quitte & faire une homothétie sur w, on peut supposer wy,wsy €

tR. Alors Re ( i) 1? w) est une fonction X — R bien définie, et harmonique (car

I est analytique), donc constante. Donc sur un ouvert simplement connexe,
I(Q) est analytique de partie réelle constante, donc est constante, d’oli w = 0

ce qui est absurde. .

Définition - Le quotient C/L est donc un tore, appelé jacobienne de X. C’est
encore une surface de Riemann de genre 1.

Proposition 10.2 - L’application

X—»C/L
Q'—‘*IP

est un isomorphisme de surfaces de Riemann.

I:

Preuve - C’est visiblement un morphisme de surfaces de Riemann, non
constant (car w # 0) donc surjectif. L’injectivité est un résultat général sur
les courbes (théoréme d’Abel, voir chap. XII) mais que ’on peut montrer ici
directement :

I est un revétement étale de C/L (car application tangente dI = w ne
s’annule pas, ou bien grice & la formule de Hurwitz qui s’écrit ici 0 = 0+
> (ez—1) ). Par suite on peut voir X, & isomorphisme prés, comme quotient
de C (le revétement universel de C/L) par un sous-groupe L' de L :

I. X = C - C

lv*—*ﬂv)l l

~

X — Cc/L' — C/L

On veut montrer que L C L' ; or, si w = f w € L o v est un cycle, on peut
Pécrire 4 = 41 — 2 avec v; et y2 deux chemins de P au méme point Q € X,
done I(7y;) et I(~y,) sont au-dessus du méme point ¢ de C/L', c’est- a~d1re
w=I(y)—I(y) € L',do0 L C L' .
L’isomorphisme précédent induit donc une structure de groupe sur C/L. On verra
(chap. XII) que c’est la méme que celle donnée par la prop. 10.1. On en déduit par
exemple qu’une cubique plane non singuliére admet neuf points d’inflexion (car sur
le modéle C/L, il y a visiblement 9 points de 3-torsion, et d’aprés l’exercice du
§1b) ces points sont les points d’inflexion).

d) Tores complexes
Lorsqu’on part d’une courbe elliptique vue comme tore C/L, on peut recons-

truire la cubique plus explicitement qu’au a) car on peut expliciter les fonctions
méromorphes ; par définition, ce sont les fonctions méromorphes sur C qui sont
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L-périodiques. Un exemple explicife est donné par la fonction p de Weirestrass et
ses dérivées :

1 1 1 oy —2
p(z)—"z“z“‘f‘ Z {m";{} ’ P(Z)_EL:(Z+W)3'

L—-{0}

Exercice - Vérifier que ces séries convergent normalement sur tout compact dis-
joint de L en montrant que Y |w|™® converge.

Ainsi p et go" sont méromorphes ; ' est visiblement périodique, donc
p(z + w) = p(z) + constante

et la constante est nulle par parité de p (choisir z = w/2 ot w € L\ 2L). Donc g et
p' sont méromorphes sur X = C/L, avec un unique pdle double (resp. triple) en
0. On en déduit comme au a) que M(X) = C(p, p'). On peut trouver ’équation
liant p et p' :

Proposition 10.3 - Si on définit ¢ = 60G4(L) et g3 = 140Ge(L) onx
Gr(L) =31_(0) w™F, alors

9 (2) = 49%(2) — 02p(2) — g3

Preuve - On calcule les développements de Laurent de p et p' en 0 (c’est
explicite en fonction des Gx(L) ). On s’apercoit alors que gp'% — 43 +g20+93
n’a pas de partie polaire (les termes en 278, 275,..., 27 se détruisent) ni de
terme constant. C’est donc une fonction holomorphe sur X (donc constante

par principe du maximum), nulle en 0, donc partout. .

§2 Surfaces de Riemann (ou courbes) hyperelliptiques

Une surface de Riemann compacte X est dite hyperelliptique si elle admet une
fonction méromorphe f ayant 2 pdles, en comptant la multiplicité. Cela équivaut
a dire qu’il existe un diviseur D effectif de degré 2 tel que £(D) > 2.
Preuve —~ == Si D = (f)co est le diviseur des péles de f, alors 1, f € £L(D).
<= Soit f € L(D)\ C ; elle a au plus deux pdles. Si elle n’en a qu’un, alors
f? convient. .

Remarque - La fonction f : X — P! étant un revétement double de P!, les degrés
de ramification ne peuvent valoir que 1 (point non ramifié) ou 2 (point ramifié).
La formule de Hurwitz montre alors que le nombre de points de ramification de f

est > (e; —1) =2g+2.

Exemple - Toute surface de Riemann de genre < 2 est hyperelliptique.
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Preuve - Sig =0 (resp. 1) on peut prendre f = 22 (resp. f = p). Si
g = 2, soit K le diviseur d’une différentielle holomorphe ; il est > 0, de degré

29—-2=2,et {(K) =g =2. .

Remarque - Dans le cas ¢ = 2 on peut un peu expliciter f : si (w1,w;) est une
base de (X)), alors f = w; /w, a un diviseur > ~(w;) = —(P)—(Q) donc convient.

Equation plane des courbes hyperelliptiques

Théoréme 10.1 - Soit f : X — P1(C) un revétement ramifié de degré 2, et

Zlyeeey 2 les points de ramification (vus sur P1). Alors X est la surface de
1y 32242 p
Riemann associée & la courbe plane d’équation

2942

v=[]Ge-=)
1
(seulement 2g+1 termes si un z; vaut o0). Réciproquement, la surface de Riemann
associée & une courbe d’équation y* = [](z — 2;) (2; € C distincts) est hyper-
elliptique de genre [E;—l] En particulier, il existe des courbes hyperelliptiques de
chaque genre.

Remarque - Si ¢ > 3 on montre qu’il y a des surfaces de Riemann non hyperel-
liptiques de genre ¢ ; il y en a méme plus que des hyperelliptiques. L’idée intuitive
de preuve est la suivante : les surfaces de Riemann de genre g sont paramétrées
par un espace de dimension 3g —3 ; or une surface de Riemann hyperelliptique est
déterminée par seulement 29 — 1 parameétres (les 2¢g + 2 nombres 2;, parmi lesquels
on peut fixer trois par homographie).

Preuve du théoréme - Soit h € M(X)\ C(f). Puisque [M(X): C(f)] =
2, on a M(X) = C(f,h). Une équation de X est donnée par un polynéme
liant f et h (cf. chap. VII). Il y a naturellement une équation du type a( f)h2+
b(f)h + c(f) = 0 ; en remplacant k par a(f).h (ce qui rameéne & a(f) = 1)
puis par 35(f) + h (qui raméne & b(f) = 0) on peut ainsi supposer h? =
H;;l (f —t;), t; € C distincts (on rentre les facteurs carrés dans k). Les
nombres t; sont les valeurs de f correspondant & une seule valeur de & (i.e.
un seul point @ € X tel que f(@) = ¢; puisque M(X) sépare-les points de
X) : ce sont donc les points de ramification de f (au moins hors de co).

Réciproquement, sur la courbe y? = [J(z — 2:) la fonction z est de degré 2,
ramifiée aux z; et peut-étre & I'infini. La formule de Hurwitz entraine que le
nombre de points de ramification est pair, ce qui permet de savoir si c’est ou

non ramifié & I'infini. Cette formule donne aussi le genre g = [-’—‘?—1-] .

Corollaire 1 - Si X est hyperelliptique de genre g > 2, I’application canonique
éx 1 X — P91 est de degré 2 sur son image, qui est la courbe rationnelle normale
de degré g — 1 : on a la factorisation

X — P9l (1,¢,...,8970)
e
Pl > (1,%)

ott = est une fonction de degré 2.
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Preuve - On regarde X comme courbe plane y? = [J(z — 2;). Pour qu’une
différentielle h(z, y)éf, avec h € C(z,y), soit holomorphe sur X sauf 4 I'infini,
il faut et il suffit que k € Clz,y] (cf. chap. VIL, car X est lisse hors de 00).
A T’infini, h est encore holomorphe pourvu que deg,h=0et deg, h < g1,
d’oli une base de (X) :

dz dz _1dz
— 2T
Y Y Y
et 'application canonique @y est donc donnée par (1,:1:,:1:2,...,:1:9“1) €

pa-1, -
Corollaire 2 - Le morphisme f : X — P! de degré 2 est unique & automorphisme
de P! prés si g > 2. En particulier, ses points de ramification (sur X) sont bien
définis (on en verra une signification intrinséque au chap. XI).

Preuve - L’application ¢y est bien définie & partir d’une base de Q(X),
donc ne dépend que de X & automorphisme de P9~! prés. Si on a deux
fonctions f et f', on a alors 2 factorisations :

dx
e N
X _.f;_) P] (lymxty.—l) Pg-—-l
- l
X _-fi_, p! 1,.5.,t7 1) po-1
AN /

!
K
Ce diagramme commute, donc 'automorphisme de P91 se remonte en un

automorphisme de P. .

Théoréme 10.2 - Une surface de Riemann X est hyperelliptique si et seulement
s’il existe une involution conforme J sur X (automorphisme d’ordre 2) fixant 2g 2
points exactement.

Preuve - = Sur la courbe y? = [[(x — 2;), l'involution J : (z,y)
(z, —y) convient. On peut encore encore la définir sans équation : on choisit
f:X — P! de degré 2, et J est I’échange de feuillets (qui & un point @ non
ramifié associe ’autre point de la fibre) ; en un point non ramifié, c’est un
isomorphisme local (il s’écrit f~1 o f), et en P ramifié, c’est 2 —— —z en
termes de la carte locale z = \/f — f(P).

<= Soit J I'involution donnée, et m la projection X = X/(J). On met sur le
quotient X/(J) une structure de surface de Riemann : si 7= (P) = {Qy, @2}
non ramifiés, alors 7 est un homéomorphisme d’un voisinage de Q, sur un
voisinage de P : une carte en P est définie par z o7~ ol # est une carte en
@1 Si P est fixe (@1 = Q2) on choisit une carte z en Q (= @, = Q;) telle
que laction de J soit donnée par z —— —z, et 22 o 7~ définit une carte en
P sur X/{J).

Avec cette structure, 7 définit un morphisme de degré 2, avec 2¢g + 2 points
de ramification (les points fixes). Donc si § = genre(X/(J)), la formule de
Hurwitz donne 2g—2 = 2(2§-2)+2¢g+2, d’olt§ = 0-donc x est un morphisme

X — P! de degré 2. -
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Définition - L’involution J s’appelle involution hyperelliptique.

Remarque - Si g > 2, le cor.2 plus haut entraine que I’involution hyperelliptique
est unique (voir cor.2 & la prop.11.4) ; on 'appelle encore I’échange de feuillets.
Mais il peut y avoir d’autres involutions sur X (qui ont alors au plus 4 points fixes,
cf. chap. XI). De méme, il peut y avoir des involutions (avec moins de 2g+2 points
fixes) sans que la courbe soit hyperelliptique. Par exemple pour N > 2, la courbe
modulaire Xo(N) (voir §3) admet une involution wy dite d’Atkin-Lehner, mais en
général Xo(N) n’est pas hyperelliptique. Pour N = 37, X(37) est hyperelliptique
mais war n’est pas 'involution hyperelliptique : le quotient Xo(37)/(ws7) est de
genre 1 et non 0. ‘

§3 Courbes modulaires

On étudie ici les quotient I'\’H o@1 T est un sous-groupe discret de SLa(R) = AutH.
Une motivation est 1’étude de SLy(Z)\’H qui est I’espace des modules des courbes
elliptiques (voir chap. IV). Une autre est le fait que toute surface de Riemann (sauf
P!, C,C* et les tores C/A) s’écrit I'\H ol T’ agit discretement sans point fixe
sur ‘H. Malheureusement (ou heureusement ?7) beaucoup de sous-groupes discrets
explicites de SLy(R) agissent avec des points fixes. Pour des détails, voir [Sh].

Exemples - On s’intéressera surtout & des sous-groupes de SL2(Z), en particulier,
pour N € N* :
I[(N) = {y=idmod N} C SLy(Z)

I(N) = {75((1) 1‘>modN} C SLy(Z)

Ty(N) = {75(3 :>modN} c SLy(Z)

Les ordres de certaines algebres de quaternions fournissent aussi des sous-groupes
discrets intéressants de SLy(R) (on construit ainsi les courbes dé-Shimura).

Comme SL3(Z), les groupes I'y(N) et I'y(N) sont liés aux courbes elliptiques :
les quotients correspondants de H parameétrent les courbes elliptiques munies d’un
sous-groupe d’ordre N (resp. d'un point d’ordre N). Le groupe I'(V) renseigne
aussi sur la torsion des courbes elliptiques, et a I’avantage d’étre distingué dans
SLy(Z) (d’olt de bonnes propriétés galoisiennes pour le corps de fonctions corres-
pondant).

A tout sous-groupe discret I' de SLs(R), on associe une surface de Riemann
X(T) = T'\'H* ; voici en bref sa construction (détails dans [Sh]) et I’explication de
cette notation.

Lemme - I'\'H est séparé.

Preuve - Siz # y (modl'), soient X,Y des voisinages compacts de z,y.
Alors F' = {'y el ; 4XNY # (0} est discret et compact donc fini (la
compacité, pas tout & fait immédiate, provient de la continuité de vy +—
v.z). Orsiy € F, on peut rétrécir X et Y pour que Y NyX =0 (car
y # vyz), donc F = @ aprés un nombre fini de pas. .



[X, §3] Coﬁrbes modulaires 113

Les ennuis dans la suite de la construction viennent des points fixes :

Définition - Un nombre z € CU{o0} est une pointe (resp. un point elliptique)
pour I' si c’est I'unique point fixe dans R U {co} (resp. dans M) d’un v € T.

On montre facilement que s’l y a des pointes, I'\H n’est pas compact (car il y
a une suite z, convergeant vers une pointe z, sans point limite dans I'\'H). Or,
beaucoup de groupes intéressants ont des pointes (les T';(N)) et il est utile d’avoir
la compacité (pour obtenir des courbes algébriques), donc on ajoute les pointes :
On note H* = H U {pointes}. Remarquons que H* dépend de T' (voir cependant
la proposition 10.4).

On définit une topologie sur H* en prenant la topologie usuelle sur ‘H, et en prenant
les “demi-plans” {co} U {Smz > n} (n € N) comme base de voisinages de co si
o0 € H, et les “disques” {s} U {|z —s — £| < L} (n € N*,i = v/=1) comme base
de voisinages d’une pointe s € R.

M

7

S

Notation - Si G est un sous-groupe de SLy(R), on notera G son image dans
PSLy;(R) = SLy(R)/ £ 1, qui a 'avantage d’agir fidelement.

Remarque - Si oo est une pointe pour T, son fixateur I'o, apparaitra souvent
dans la suite. Montrons que

f.Z:{((l) "lh> ; nGZ} ol heR.

En effet, si v admet l'infini pour unique point fixe, alors ¥(z) = 2+ b, et les
b possibles sont deux & deux commensurables donc sont les multiples d’un réel
h >0 (car ' est discret). Siy' € I, alors v'(2) = Az + p (avec A > 1 quitte &
inverser 4'). Alors 'y'_l'y'y'(z) =z+h/A dod A=1,et h]p.

Théoréme 10.3 - P\H* est séparé.
Si z € H*, il existe un voisinage U, de z tel que

{vrer ; WU NU, #0} =T,

(le fixateur de z).

On peut mettre sur T\'H* une structure naturelle de surface de Riemann,
prolongeant la structure du quotient T'\'H,
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Preuve - D’aprés le lemme, il suffit de séparer une pointe sy du reste.

Par conjugaison de T dans SL(R), on suppose sg = co. Séparer oo d’un
point z revient & majorer uniformément (en ) les Sm~V oli v €T, et V est
un voisinage fixé de z. Or, si v = (g;) avecc#£ 0,o0n a

Smz Smz

< =% -1,
lez +dI* = (Sm(cz + d))* ¢ 9mle)

Imy(z) =

Dans le cas ¢ = 0, on a nécessairement v = :}:(l nh) (voir remarque) d’oit
Smy(z) = Sm=z dans ce cas. On cherche donc & minorer les ¢ # 0. Lorsque
I' € SLy(Z) (c’est le cas qui nous intéressera plus loin) alors |¢| > 1 dés que
¢ # 0. Dans le cas général, on montre que ¢ = ¢(7) ne dépend que de I'esYT'o
et qu’il n’y a qu’un nombre fini de telles classes avec |e(y)| < M donné, d’olt
un plus petit cp > 0 tel que Vy € '\ T'wo, |c(¥)| 2 cr. Ainsi :
(%) Si z € H et si K est un voisinage compact de z, alors Sm~y(K) est
uniformément borné (trivial si ¥ € T'o) donc y(K) est disjoint d’un
voisinage fixe de oo.

1l reste & séparer oo d’une autre pointe s. On écrit

ﬁ:={<(1) ”lh) ; nGZ}.

Soit U = {Smz > M} un voisinage de oo, et
I(:{%z:MetUS?Resz}

(c’est un compact). Soit V- un voisinage de s tel que V’y, KN~V = 0 (il existe
d’aprés (*) quitte & amener s sur oo par conjugaison). On peut choisir pour

V un “disque” {s} U {]z —s—£| < i}.

Alors Yy,Ud N4V = 0 : sinon ils se \\
coupent sur Smz = M (par con-

nexité de V, voir figure) donc sur

un translaté v I{ de K, oli 71 € o
(car par définiton de K, ces trans- /
latés couvrent la droite Sm z = M) gl

d’ott .
. Si z € H c’est la démonstration du lemme precedent (pu1sque cette
fois = y on arrive seulement & réduire F' jusqu'd T'; et pas jusqu’a ).
Si z est une pointe (qu’on suppose égale & co par conjugaison), on prend
U, ={Smz> cl':l}.
. T'.\U, est un voisinage de z dans I'\* d’apreés |2 . Alors

a) Si # € H on montre que T, est cyclique fini (par conjugaison on suppose

z = 1 donc I'; SOz(R) NT est discret dans SO5(R) ~ S') d’olt un
isomorphisme X : H — D = D(0,1) envoyant z sur 0 et induisant un

isomorphisme T',\H 2, (e2**/™\ D. On choisit alors comme carte sur
T\, la composée

I“,\Uz ERns (eZiw/n)\D Ly O

t "
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b) Si z est une pointe, on peut supposer que z = oo (par conjugaison) et
que Toy = { (1) nlh ; m€Z,, et on prend alors z —— g2inz
comme carte & 'infini. '

On vérifie qu’on obtient bien ainsi une structure de surface de Riemann sur
T\H*. -
Définition - On dit que T est un groupe fuchsien de premiére espéce si la
surface de Riemann X (T') = T'\'H* est compacte.

On notera X(N), Xo(N), X;(N) la surface de Riemann X(T) lorsque T' vaut

[(N), To(N), T1(N). En particulier, SLy(Z)\H* = X(1) = Xo(1) = X1(1).

Proposition 10.4 - SiT et I sont commensurables (c’est-a-dire TNT” est d’indice
fini dans chacun), alors ils ont les mémes pointes (H*' = H*), et T\'H* est compact
si et seulement si T'\'H* Pest.

Preuve - On peut évidemment supposer IV C T' (et donc H*' C H*).
Si s est une pointe pour T, point fixe de o, alors ¢ € ' si e = (T': T,
et s est le seul point fixe de o¢, donc s € H*, d'ott H* = H*. Si XM
est compacte, X (I') aussi car la projection I'\H* —— T\H* est continue.
Réciproquement, si z € H*, soit V, C H* un voisinage compact de z : il
existe trivialement si z € H ; et si z = oo, on prend

{o}(J{OSRe¢ <|B| et Sm¢>1)

1 Zhn
0 1
recouvrement fini X(T') = [J{ ¢(V.,) ot ¢ : H* — T\H*. Puisqu’on peut
écrire I' = [ JiT"v;, on a X(I') = Ui ¢ (13Vs) ot ¢' : H* — D\ H*;

c’est donc un compact.

olt k est défini par T, = . Alors si X(T') est compacte, on a un

Remarque - si X(T') est compacte, il n’y a qu’un nombre fini de points elliptiques
et de pointes : d’aprés le du théoréme, X(T') est recouverte par un nombre
fini d’ouverts ne contenant qu’un point fixe au plus chacun.

Probléme - Calculer le genre de X(T). C’est difficile en général, mais si T ¢ T'
d’indice fini et si on connait le genre de X (T'), on peut calculer celui de X (T") par
la formule de Hurwitz appliquée au morphisme non constant f : T’ \H* — T\H*
(exercice : f est bien analytique) :

Proposition 10.5 - Soit I' un groupe fuchsien de premiére espéce, I' C T' d’indice
fini, et f: X(I') — X(I') Ia projection. Alors

deg f = (FF), et e, (f)=(T,:T,)

(degré de ramification au point ¢'(z) = z (modT")).
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Preuve -~ On a le diagramme commutatif suivant :
H*
¢’ 4
v s N
M'\Rr* r'\r*

Si z € H*, la fibre de f au-dessus de ¢(z) est
“(2)) ={4'(vz) ; veT}.

Or, ¢'(m2) = ¢'(122) < Iy €T tel que 11 € ["%T,. En partlcuher, si
z n’est pas un point fixe (i.e. T; = 1), alors #f~? ¢(z) (— F ) (car T
agit fidelement), d’ou le degré.

Un voisinage de z € H* dans X(T) (resp. X(I'"')) est T,\U. (resp. i"’,\u, ol
U, est donné au théoréme 10.3 . Le degré de ramification en ¢'(2) est le
nombre de points dans ﬂ\U, au-dessus d’un point (# ¢(z)) de T\U, donc
vaut (—f, T‘_,z) , -

On appliquera ce résultat au cas ot I' = SLy(2Z), qu’on étudie maintenant.

Théoréme 10.4 - F = {|Rez| <}, |z| > 1} est un domaine fondamental
pour I' = SL;(Z) (i.e. c’est un ouvert ne contenant pas deux éléments conjugués,
et H* = [, ~F). Les pointes sont Q U {x}, toutes équivalentes. Les points

elliptiques sont, & conjugaison prés, i et p = e'™/3 respectivement d’ordre 2 et 3

(ie. #T; =2, #T,=3).

Preuve - Soient o —-( Yo)etT= (33) (0(2) = =1/z, 7(2) ==z+1).
Siz € H,soity= (c ) € T avec |cz + d| minimal (il existe car les cz+d sont
des points non nuls du réseau (1,z)) c’est-a-dire Sm y(z) maximal. Quitte
a changer v en 7™y, on peut supposer |Rey(z)| < 1/2. Alors Smoy(z) =

S“Tm;(_‘i%_lzl donc |y(z)| > 1 par maximalité, donc ¥(z) € F.

Cherchons les pointes : oo est 'unique point fixe de 7, et (‘c's)oo = £ donc
QU {oo} C {pointes}. Réciproquement, une pointe finie s est 'unique racine
d’une équation :—:_'Ei = s, donc est racine double rationnelle.

Ainsi toute pointe est conjuguée de 0o € F, d’ot1 finalement H* = |J 77’- Sup-
posons par ’absurde que F' contienne deux pomts equlvalents z et 2 = ~(z).
On peut (par symétrie) supposer Smz < Smz' = m;, donc ¢ Bmz £
lcz +d| < 1. Sic=0alors y = £r" (car dety = 1), soit 2' = 2+ n (n € Z),
ce qui contredit le fait que F est de largeur 1. Donc ¢ =1 (car Smz > 32é
dans F), d’oti [z £ d| <1, donc d =0 et |2| <1 d’ot la contradiction.

1l reste & trouver les points elliptiques: ~Notors F'le-domaine-fondamental
“semi-ouvert” (voir figure), de sorte que H* = (JvF".
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-1 0 1 2

Siyz =z ot z € F', alors vF"' rencontre F', donc (voir figure)

v € :I:{id, 7,0, Ta,aT—l,aT_la}.

Or, 7 fixe 00, o fixei, 7o et or~! fixent p, et or=1
F"). Par suite, i et p sont les seuls points elliptiques, et

o ne fixe rien (dans

T: = {1,6}, T,= {1,70,(r0)?}.

Corollaire - X(1) est de genre 0. En particulier, SLy(Z)\'H ~ C comme surface
de Riemann.

Preuve — Sur oF,on voit que X s’obtient en recollant les c6tés du polygone
ci-contre dans le sens indiqué, donc

est homéomorphe & $?. Par suite,

9(X) =0, donc X ~ P*(C) comme

surface de Riemann et en enlevant

la pointe il reste SL,(Z)\'H ~ C.

Remarque - On construira plus loin explicitement un isomorphisme
j:X(1) = PYC).

On peut maintenant appliquer la formule de Hurwitz & un sous-groupe d’indice

fini de SLy(Z) :

Théoréme 10.5 - Soit T' C SL(Z) d’indice fini, et g le genre de X(T"). Alors la
projection naturelle f : X(T') — X (1) n’est ramifiée (au plus) qu’au-dessus des
3 points i, p, 00 de X(1), et

ott p = [PSLy(Z) : T), veo est le nombre de pointes pour T, et vy (resp. v3)
est-le nombre de points-elliptiques d’ordre 2 (resp. 3) pour T', qui sont encore les
points elliptiques au-dessus de 1 € X(1) (resp. p).
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Preuve - Comme L, est un sous-groupe de —IT(T)_Z , les points elliptiques
pour T' ne peuvent avoir pour image que des points elliptiques pour I'(1),
c’est-a-dire ¢ ou p, et un tel point z est d’ordre 2 (resp. 3) si et seulement si
#T, = 2 (resp. 3), ou encore z est au-dessus de 7 (resp. p) et e, =1l ol e,
est le degré de ramification de f en z (prop. 10.5).

Par la formule de Hurwitz et la proposition 10.5, on a

29 —2=-2u+) (e:—1)

avec e, = [F(—l_)-z :f,]. Pour z € X (1), on sait que 3 ()=, €z = 4 ; ainsi si
z=14¢€ X(1),ily a 1, points z avec e, = 1 (par définition de v;) et £522
pour lesquels e, = 2 (en effet e, = 1 ou 2 car #I'(1); = 2). Donc e, —1 vaut
v, fois 0,"et £5%* fois 1.

De méme, pour les z au-dessus de p, e, = 1 ou 3 suivant que z est point
elliptique ou non, donc e, — 1 vaut v; fois 0 et £5*2 fois 2. Les seuls autres

points de ramification possibles (i.e. tels que I'(1), # {id}) sont les pointes,

et .
Z (e, ~1) = (Ze,) —Zl”—‘,ﬂ—l’oo-
f(z)=0c0
La formule de Hurwitz donne donc
29 -2 = —2y+ﬁ:—ﬁ+2ﬁ—g—z§-+#—um.

Remarques - . On peut montrer (th. de Bely) que les courbes algébriques
X(T) ou T est d’indice fini dans SL;(Z) sont définies sur Q (i.e. admettent un
plongement projectif avec des équations a coefficients algébriques), et qu’on obtient
ainsi toutes les courbes définies sur Q.

Schéma de preuve — a) pour I donné, f : X(T') — X(1) ~ P! est un
revétement de P! ramifié en trois points de P!. Par conjugaison, on obtient
un revétement du méme degré, ramifié aux mémes points : il n’y en a qu’un
nombre fini, donc X(T') est définie sur Q.

b) Si X est une courbe /Q, on choisit un revétement f : X — P! “défini sur
Q”, A ramifications C § C P1(Q). On compose par ¢ : P! — P? envoyant
S sur 0,1, 0o, lisse hors de 0,1, 00, d’oll un revétement étale

pof:X\($0f)71{0,1,00} — P\ {0,1,00}

qui est donc un quotient du revétement universel H — P!\ {0, 1, oo} par
un sous-groupe I' de 71 (P! \ {0, 1,00}). On retrouve X entier en ajoutant
les pointes. -
Ce théoréme est 3 relier & une conjecture de Weil disant que toute courbe
elliptique E définie sur Q est de la forme X(T") pour un I contenant un T'(V) avec
indice fini (la conjecture précise méme quel est le NV attendu : c’est le conducteur
de E), c'est-a-dire E est quotient-de X (V). Certains cas de la conjecture sont
connus (par exemple si E a “multiplication complexe”).
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Exemple 1 : la courbe X(N) associée a T = T(N). - On vérifie facilement
que la suite
0 — T(N) — SLy(Z) — SLy(Z/NZ) — 0

est exacte, et que

1
1SL2(Z/NZ)| = [] ISL2(2/p"2)| = N* [[(1 - =) = N§(N)p(N)
N av P
ol ¢(N) = NleN(l - %) est la fonction d’Euler, et $(N) = NHpIN(l + ;1;)
Donc le degré de la projection f : X(N) — X(1) est

u(N) = [[(T) : T(W)] = #PSLy(2Z/NZ),

soit
_JANG(N)H(N) si N >2 (car —id ¢ T(N
”(N)‘{s e siN=2(car—ing‘E2)g)'

De plus, si N > 1, T(N) n’a pas de point elliptique, et oo = u(N)/N.

Preuve - Si z est fixé par un v € T'(N), un conjugé v, de v dans
SL,(Z) doit fixer ¢ ou p, donc 7, € :J:{id, o, T,TO, a'r‘l,a'r“la}. Mais 1, €
I'(N) car T(N) est normal dans SL;(Z) (c’est le noyau de SLy(Z) — SLy(Z/NZ)

or aucun des éléments précédents, sauf +id, n’est dans T'(N).
Puisque I'(V) est normal, les degrés de ramification en toutes les pointes
sont égaux, donc ve, = L8 oy ¢ H* — I'(N)\H*. Or,

o () (3 D) ((6 D))=

On déduit donc de ce qui précéde que

E2un) =14+ =8y

g(X(N)) =1+
- 81 N > 2. Par exemple :

N =23456789 10111213141516 17 18 19 20
g(X(N)) =000013510 13 26 25 50 49 73 81 133 109 196 169

Exemple 2 : la courbe Xo(N) associé & v = T'o(N) - Le calcul du nombre de
pointes et points elliptiques est plus compliqué que pour T'(NV). On obtient cette
fois le résultat suivant (voir [Sh]) :

Le degré de f : Xo(1) — X (1) est p = (V).

0 si4|N (resp. 9| N) ousi N a un facteur
premier = —1(mod4) (resp. —1(mod3))
sinon, ot n = nombre de facteurs premiers
distincts = 1 mod 4 (resp. mod3)

vy (resp. v3) = gn

dIN
d»0
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Attention - Une erreur s’est glissée & plusieurs endroits dans la littérature sur
la représentation des pointes (mais pas sur le nombre) ; on peut prendre comme
systéme de représentants des pointes pour Xo(N) les nombres by/d ou d | N
(d > 0) et by parcourt un systéme de représentants premiers & d des ¢(e) classes
de (Z/eZ)*, ot1 e = pged(d, N/d) (mais on n’a pas le droit de réduire les by modulo

e).

Les formules précédentes donnent, avec le théoréme 10.5, le genre de Xy (V). Par
exemple voici les valeurs de N pour lesquelles ¢ <2 :

g=0 pour 2<N<10 et N =1213,16,18,25.

g=1 pour N =11,14,15,17,19,20,21,24,27,32,36,49.

g=2 pour N =22,23,26,28,29,31,37,50.

g=3 pour-.N =30,33,34,35,39,40,41,43, 45,48, 64.

g=4 pour N =38,44,47,53,54,61,81.

g=>5 pour N =42,46,51,52,55,56,57,59,63,65,67,72,73,75.

g=6 pour N =58,71,79,121.

On peut calculer explicitement le corps des fonctions de Xo(N) et X(N) (par
exemple trouver un générateur de M(X (1)) =~ C(2)) :

Définition - Soit T' un groupe fuchsien de premiére espéce. Une forme auto-
morphe de poids 2k (k € N) pour T est une fonction f méromorphe sur H,
telle que fovy(7) = (e + d)“f( ) pour v = (¢ d) € I', et méromorphe aux pointes
au sens suivant : par conjugaison dans SLy(R), on suppose que co est une pointe,
donc f(r+h) = f(r) ot To = ((1) h1Z) d’ott un développement de Fourier
f(r) = ®(q) (q = e2"7/%) et on dit que f est méromorphe & Pinfini si ® est
méromorphe en 0.

Une forme automorphe pour I'(N) s’appelle forme modulaire de niveau N. Une
forme automorphe de poids 0 s’appelle fonction automorphe : c’est encore une
fonction méromorphe sur X (T'). Les formes automorphes de poids 2k correspon-
dent aux “différentielles de degré k” sur X (T') par I’application f ~— f(z)(dz)*.
Par exemple, les formes de poids 2 holomorphes sur H* et nulles aux pointes (on
les appelle paraboliques ou cuspidales) correspondent aux différentielles holo-
morphes sur X (T'), donc forment un C-espace vectoriel de dimension g(X(T)).

Exemples (o1 I’on voit le lien avec les courbes elliptiques) - Pour 7 € H,
soit Ly le réseau Z + 7Z, et Gax(T) = X1, _{0) w=2* pour k > 2. En dérivant la
relation classique

1
Z(T +n)"! = weot(nr) = . s
n€Z ¢—1
olt ¢ = %™ on en déduit
(2im L
Gar(7) = 2C(2k) + 2k __)1 :Z"?k 1

ot 75(n) = Yy .
Puisque SL;(Z) agit sur les bases de:L,;on obtient-finalement :: Gy est-une forme
modulaire holomorphe (y compris aux pointes) de poids 2k pour SLy(Z).
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On pose alors

3
92 =60Gs, ¢g3=140Gs, A =g5 272, j= 123%.

Ce sont des formes modulaires de poids 4, 6, 12, 0 respectlvement ainsi j est une
fonction sur X(l) De plus, A ne s’annule pas sur H (sinon ;L a un unique pdle

simple sur B : y? = 42% — go2 — g5 ; cf. chap. X§1a) et d)) donc j est holomorphe
sur H, et le g—développement des G montre que j = ¢~? a+x cngq™) ol ¢, € Z
(exerc1ce montrer que ¢, est bien entier en utilisant 5d° +7d? = 0 mod 12). Ainsi
J a un unique pdle simple sur X (1), donc est un isomorphisme de X (1) sur P! (C),
d’'ott M(X (1)) = C(j).

On déduit de 13 assez facilement que
M(Xo(N)) = C(j(r),5(NT))
Plus généralement, si T' = SLy(Z) N a~1SLy(Z)e ol & € GLF(Q), alors
M(X(T)) = C(j,5 0 ).

(Référence : [Sh], p. 34. Le cas I'y(N) est donné par o = (%“; ).
En travaillant un peu plus, on obtient les fonctions de X(N) :

MEan) = o (i), 2080, £, )

ol p(z;7) est la fonction p de Weierstrass associée & L.

(a,b)€Z2 /NZ?

Pour finir, voici queques raisons d’intérét des courbes modulaires (autres que le
théoréme de Bely cité plus haut). Les courbes X(N), Xo(N), X;(N) forment des
familles infinies de courbes algébriques assez explictes, ce qui permet de tester
certaines conjectures ; par exemple la conjecture de Mordell (voir chap. I) avait été
montrée par Mazur pour les X (V), avant la preuve générale de Faltings. Rohrlich
a étudié la répartition des points de Weierstrass sur les courbes Xo(N)...

Mais surtout ces courbes contiennent de trés nombreux renseignements arithmé-
tiques ; citons en quelques-uns :

a) Elles permettent de construire explicitement des extensions abéliennes de corps
quadratiques (surtout imaginaires), via la fonction j(r).

b) Elles sont utilisées pour décrire P'action de Galois sur la p—partie du groupe
des classes de Q(u,) (Herbrand-Ribet) ou de Q(uyn) (Mazur-Wiles).

c) Le lien avec les courbes elliptiques (un point y € X;(IN)(Q) correspond & une
courbe elliptique E avec un point Py d’ordre N définis sur Q) a été utilisé par
Mazur pour borner la torsion des courbes elliptiques : si E est une courbe elliptique
définie sur Q, alors #E(Q)1ors < 16.

d) Citons enfin les résultats de Gross et Zagier sur les points de Heegner : si E est
une courbe elliptique de Weil, c’est-a-dire avec un morphisme Xo(N) 5 E, et
si L(E,s) est la fonction L attachée & E, alors la dérivée L'(E, 1) peut s'exprimer
en fonction de la hauteur d’un point de Heegner sur E (image par m d’un point
trés particulier de Xo(V)). Ce résultat permet de résoudre de maniére effective le
probléme. du.nombre de classes-pour les corps.quadratiques-imaginaires :- minorer
hy en fonction du discriminant dy de K ; voir [Oe].







Chapitre XI

Points de Weierstrass, automorphismes

§1 Semi-groupes et points de Weierstrass

On note X une surface de Riemann compacte de genre g. On a vu quesi P € X
et n > 2, il existe une différentielle w ayant un péle d’ordre n en P et holomorphe
ailleurs. Y-a-t-il un analogue pour les fonctions ?

Sin = 1, on voit qu’on cherche f: X — P! avec un unique péle simple, c’est donc
un revétement de degré 1, et donc ce n’est possible que si X ~ P1, '
On suppose maintenant que X est de genre g > 1.

Sin = 2, on veut f: X — P! avec unique péle, double, et par suite X est
hyperelliptique (ce qui est une contrainte sur X si g > 3).

On veut étudier ce qui se passe en général.

Définition - Si P € X on appelle semi-groupe associé & P ’ensemble
I'p={neN*; 3f € L(n(P)) \ £L((n - 1)(P))}

des ordres du péle en P de fonctions holomorphes hors de P. C’est un semi-groupe
(i.e. stable par addition, car ordp(fg) = ordp f + ordp g).

Proposition 11.1 - Il y a équivalence entre

n e Fp
Un(P)) = £((n - 1)(P)) +1

Il n’existe pas de différentielle holomorphe sur X d’ordre exact n —1 en P.
Preuve - La suite longue associée 3 la suite
0= Owm-1)(P) = On(p) = Cp =0
montre d’une part que
0 < £n(P)) - £((n — 1)(P)) < 1
(d’ot = } et d’autre part que

€(n(P)) = £((n = 1)(P)) =1 = h°(Q_(n_1y(p)) — £ (Q_n(p))

(car h*(Op) = h°(Q_p) par dualité), d'ou — . .
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Définition - Les éléments de N* \ T'p s’appellent les trous ou lacunes de Weier-
strass au point P.

Proposition 11.2 - I y a exactement g trous en P, soit ny,...,n, ; ils vérifient
l=n3<ng<--<nyg<29~1.

Preuve — En effet, £(0) = £((P)) =1 (donc ny = 1) et £(n(P)) =n+1-g
dés que n > 2g—1 (d’aprés Riemann-Roch puisqu’alors deg(K —n(P)) < 0).
En particulier, £((2g — 1)(P)) = g ; puisque la suite £(n(P)) croit de 0 ou 1

a chaque pas, il y a bien g trous entre 0 et 2g — 1. .

Définition - On dit que P est un point de Weierstrass si n; # ¢ pour au moins
uni € {1,...,9}, autrement dit si 1, ..., g ne sont pas tous des trous, ou encore s’il
existe une fonction f avec un unique péle en P, d’ordre < g. D’aprés la prop. 11.1,
cela revient a dire qu’il existe une différentielle holomorphe d’ordre ny —1 > g en
P,

On appelle poids d’un point P € X le nombre w(P) = Y !_ (n;—i), otiny,...,n,
sont les trous au point P. Il est clair que w(P) > 0, et que les points de Weierstrass
sont les points de poids w(P) > 0.

Exemples - On dit que P est un point de Weierstrass normal si
N*\I‘P = {172,'-".‘]— L,g+ 1}’

c’est-d-dire si w(P) = 1. On peut montrer que sur une surface de Riemann
“générale” (au sens des modules) tous les points de Weierstrass sont normaux
(cf. [G-H] p.277, et Harris-Eisenbud dans Invent. Math 1983).

On dit que P est un point de Weierstrass hyperelliptique (on note hpe) si
2 € I'p. Dans ce cas, N*\T'p = {1,3,5,...,2¢9 — 1} (car les trous sont g entiers
impairs compris entre 1 et 2g), et par suite

w(P) =Y (2—1—1i)=g(g—1)/2.

Cette égalité caractérise le cas hyperelliptique d’apres le corollaire & la proposition
11.3 ; pour la terminologie, voir le début de ce paragraphe et la prop. 11.4.

On va étudier le nombre de points de Weierstrass sur X en utilisant quelques
propriétés élémentaires des semi-groupes. On fixe provisoirement P et on note

29-2
Lemme - w(P) = Y, £, — -"-(-q?)- +1.
n=1
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Preuve - En effet,

29—2 29-2 29-2

ZZ,,: Z(n+1)— Z (nb de trous < n).

1 1

Dans la derniére somme, le i-iéme trou intervient 29 — 1 — n; fois, donc

2g9—2 29-2 g g
Z L, = ‘Z(n-l- 1)—2(25] - 1)-|- Zn;.
n=1 n=1 i=1 i=1

Proposition 11.3 - £, <1+ [n/2] pour n < 2¢ (avec égalité si P est hyperellip-
tique).

Preuve — Soit n un entier tel que £, > 1+ [%]. Il suffit de voir que tous les
trous sont < n, car on aura alors n+1=g+ £, > g+ 1+ [5] doli n > 2¢.
Or, si m = n + 1 est un trou, alors pour i < [%], ou bien 4 ou bien m — ¢
est un trou (car m = ¢ + (m — 1)), donc il y a au moins [Z] trous < m ~1,
d’on £, < [-’21] + 1, absurde. Donc n+ 1 n’est pas un trou et £,4; = £, +1 >
1+ [2H] ; en continuant cette récurrence, on voit qu'il n’y a plus de trou

au-deld de n + 1. .

Exercice - Si P n’est pas hyperelliptique, on a méme £33 < kpour1 <k < g-2.
Corollaire - Si P n’est pas hyperelliptique, alors w(P) < 1(-9,;—11

Preuve - Puisque P n’est pas hyperelliptique, £, = 1 donc une des
inégalités de la proposition est stricte. D’aprés le lemme on en déduit donc

w(P) < w(point hpe) = 2_(_9_5__1_)_

(voir exemple plus haut). -

Voici maintenant le résultat fondamental sur les points de Weierstrass.

Théoréme 11.1 - Les différents poids sont liés par la relation

> w(P)=g(s* - 1).

PeX

En particulier, le nombre N de points de Weierstrass est fini et vérifie
29 +2< N <g(g* —1)

(d’aprés le corollaire précédent) si X n’est pas hyperelliptique.

Exercice - En-utilisant I’exercice précédent, montrer V> 2¢g + 6 si X n’est pas
hyperelliptique.
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Preuve du théoréme — On va interpréter 5 w(P) comme le nombre de
zéros d’une “forme différentielle de degré supérieur”. Si ¢ > 1, on définit une
forme différentielle holomorphe 7 de degré ¢ comme la donnée d’expressions
locales f(z)(dz)? ou z est une carte et les fonctions holomorphes f se trans-
forment par (dz/dt)? par changement de carte z — t (par exemple, 1 = w? oi1
w € Q(X)). Sin s 0, on peut définir Pordre ordp n = ordp f sin = f(z)(dz)?
au voisinage de P, et le diviseur () = X pe x ordp(n)-(P) € Div(X). Le degré
de ce diviseur vaut ¢{2g —2) : c’est clairsi = w? o w € Q(X), et en général
on remarque que 7/w? est une fonction donc deg(n) = deg(w?)+deg(n/w?) =
(29 - 2).

Pour démontrer le théoréme, il suffit donc de construire une forme différen-
tielle W de degré ¢ = g(g + 1)/2 et de diviseur égal & 3, w(P) - (P).

Pour P € X, notons n; p les trous en P, et soit w; p € O(X) d'ordre exact
nip — 1 en P (existent par prop. 11.1). Fixons une carte z ; on peut écrire
w; p = fi(2)dz. On considére alors le wronskien

We(f)(z) = det (£7(2)) 1515
0<i <
ot f = (f1,..-,f,). Etudions son comportement par changement de carte
z = t: on écrit w; p = h;(t)dt on hi(t) = f; 0 2(t) 2'(t). D’aprés Leibniz,
hgj)(t) = (fi 0 2)D(t) 2(t)+ termes en (f; 0 2)) (oh k < j) & coefficients
indépendants de .
Le déterminant étant une forme alternée, on en déduit
Wp(h) = det ((f; 0 2)2')
(on tue les autres termes en ajoutant une combinaison linéaire des lignes
supérieures). De méme
(fi 0 2)0) = fi(]) o z 274 termes en fi(k) oz {(avec k < j) & coeflicients
indépendants de ¢, d’ot
Wp(h) = det(f(2) 2/7) = 2'" W (f)

avec ¢ = g(g+1)/2. Donc Wp( f)(z) définit bien une forme Wp de degré ¢ (qui
est non nulle car les n; p étant distincts, les fonctions f; sont C-linéairement

indépendantes donc le wronskien est non nul). Il reste & calculer le diviseur
de Wp et & montrer que ordg Wp = w(@Q).

Ordre en P|: on peut écrire (3 une constante pres)

filz) = 2™~ 4 termes de plus haut degré n; =n;p
g )

1

donc
Wp(f)(2) = det ((z"""‘l)(j)) + termes supérieurs
= E CaHz""“"(‘) 4o
o€S, i

- Cc zzi("i;i) + ..
oll ¢ est une constante, non nulle car les 2™ ! sont linéairement indépendants
donc leur wronskien est non nul. Ainsi ordp Wp = 3 (n; — i) = w(P).
Ordre en Q # P l : La fonction (wi,...,wy) +— W(wi,...,wy) sur YX)?
construite comine Wp est alternée; donc-sefactorise par A% Q{X) ~ C-;ainsi
Wp et Wg sont C-colinéaires, d’olt ordg Wp = ordg Wg = w(Q).
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Etudions maintenant les points de Weierstrass sur une courbe hyperelliptique.

Proposition 11.4 - Si f : X — P! est de degré 2, et X de genre g > 2, les points
de Weierstrass sur X sont les 2g 4+ 2 points de ramification de f (ce sont encore
les points de ramification de 'application canonique ¢, voir cor.l au th.10.1) ;
ils sont tous hyperelliptiques.

Preuve — On sait qu’il y a une fonction & telle que A2 = fg+2 (f —f(P,'))
oli les P; sont les points de ramification. En P;, h est une carte locale (voir
construction du th. 7.1) donc 1/(f — f(P;)) a un unique pdle double en P;.
Les P; sont donc 2¢+ 2 points de Weierstrass hyperelliptiques, donc de poids

total (2¢ + 2)*“7—(-‘1_—ll =g(¢g* —1) : il n’y en a pas d’autre.

2 a

Ce résultat permet de retrouver “l’unicité” de f (voir cor.2 au th.10.1) :

Corollaire 1 - Si X est hyperelliptique de genre > 2, le morphisme f : X — P!
de degré 2 est unique & Aut(P?') prés.

Preuve - Soit P un point de Weierstrass (donc de ramification pour deux
tels morphismes f, f'). Alors 1/(f ~ f(P)) (qui vaut f par convention si
f(P) = o0) ainsi que 1/(f" — f'(P)) et 1 sont dans £(2(P)), qui est de

dim< 2, donc f' est transformée de f par homographie. -

Corollaire 2 - Sur une surface de Riemann hyperelliptique de genre > 2, il y
a un unique automorphisme ¢ # id fixant au moins § points : c’est Iinvolution
hyperelliptique (qui est donc unique).

Preuve - Soit f : X — P! de degré 2 donc f o ¢ aussi et par suite
fo¢d = Ao f ol A est une homographie. Donc A fixe les f(P;), les P; étant
les points fixes de ¢, en nombre > 5/deg f > 2 donc A = id, et fo¢d = f.
Par suite, ¢ ne peut étre que I’échange de feuillets associé & f (c’est vrai
en au moins un point non ramifié car ¢ # id, donc aussi au voisinage par

continuité, et partout par prolongement analytique). -

Remarque - Ce corollaire permet de trouver des courbes non hyperelliptiques.
Par exemple sur la courbe modulaire Xo(V), il y a une involution wy induite par
la transformation 2 +~— —1/Nz dans H. 51 NV est sans facteur carré alors le
genre g vérifie 2g + 2 > N (la constante impliquée est absolue). Or le nombre de
points fixes de wy est & peu prés A(—4N) (nombre de classes de Q(v/—4N)) qui

est lui-méme de 'ordre de /N log N (Siegel). Donc pour N assez grand,
4 < nombre de points fixes < 2g + 2
et donc Xo(NN) n’est pas hyperelliptique. (Réf [Lar]).

On étudie au paragraphe suivant les automorphismes des surfaces de Riemann
compactes de genre > 2 générales.
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§2 Automorphismes

Dans ce paragraphe, X est de genre > 2.

Proposition 11.5 - Un automorphisme ¢ de X différent de l'identité a au plus
2¢g + 2 points fixes.

Preuve ~ Soit P non fixé par ¢, et f € L((g + 1)(P)) \ C (existe d’apres
Riemann-Roch ; voir prop. 9.2). Comme le diviseur des pSles de h = f— fo¢
est (B)oo = (9 +1) {(P) + (¢7*(P))}, la fonction h a 2g + 2 zéros ; or tout
point fixe de ¢ est zéro de h. .

Théoréme 11.2-- Aut(X) est fini (Schwarz), de cardinal < 84(g — 1) (Hurwitz).
Remarque - On peut montrer réciproquement que tout groupe fini est un Aut(X).

Preuve du théoréme -~ Schwarz : Un automorphisme conserve les ordres
des pbles, donc agit sur les points de Weierstrass, d’ott un morphisme

Aut(X) — Sw

ol Sw est le groupe des permutations des points de Weierstrass.

Si X n’est pas hyperelliptique, le noyau est formé d’automorphismes fixant
au moins 2¢ + 3 points (d’aprés le théoréme 11.1) donc est réduit & I'identité
vu la proposition précédente.

Si X est hyperelliptique, le noyau est formé d’automorphismes fixant au
moins 2g + 2 > 6 points (proposition 11.4) donc est réduit & {id, J} d’aprés
le corollaire 2 ci-dessus.

Dans les deux cas, le noyau est fini (d’ordre < 2) donc Aut(X) est aussi fini
(et d’ordre < 2(g(g? — 1))!).

Hurwitz - ler pas : structure de surface de Riemann sur X/G ot
G = Aut (X) .

La topologie quotient est séparée (car G est fini). Montrons que si P € X,
son fixateur G'p est cyclique : en effet, via une carte en P on peut supposer
Gp = {#1,...,6:} ol les ¢; sont des fonctions holomorphes inversibles au
voisinage de 0, donc ¢; transforme un disque suffisamment petit D, en un
convexe C; (exercice !). Alors C = NC; est convexe donc simplement connexe
donc isomorphe au disque unité D ; par ailleurs, si ¢ € Gp alors

$(C) =) b0 i(De) =[] $x(Dc) = C
k=1

i=1

(car Gp est un groupe), donc on peut supposer que G p laisse stable D et
fixe 0 : c’est un groupe de rotations donc il est cyclique.

Soit alors z : f — C une carte en P transformant G'p en les rotations
{z — e2k7/ny . k¢ Z}. On choisit alors 2™ comme carte en w(P), ol
m est la projection X —-X/G: On obtient ainsi-une-structure-de surface-de
Riemann compacte sur X/G. On note « son genre.
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Hurwitz - 2éme pas : Application de la formule de Hurwitz a
7: X = X/G

La formule s’écrit

2 —2= N(2v - 2) + Z(ep(w) -1).
X

Le degré N est I’ordre |G| de G ; le degré de ramification ep(r) est ’ordre
|Gp| du fixateur de P. Les points de la fibre m—1 (m(P)) sont les ¢(P) on
¢ € G ; puisque Gypy = poGpo ¢! =~ Gp, on voit qu’il y a donc |Gl/|Gp|.
points dans la fibre, d’oti
k
N

3 (ep(m) =1) = X0 (i —1)

X i=1
ol on somme sur les fibres ayant de la ramification, et v; = |G'p,|. On obtient
finalement : '

2g — 1) = | Aut(X)). {27 24 2(1 - -1—)} .

L4

Hurwitz - 3éme pas : Si des entiers v > 1 et v; vérifient

t=27—2+i(1-—;1—_)>0,
- :

alors ¢t > 7113.

En effet, si v > 1 alors ou bien k = 0 (qui entraine ¢ > 2) ou bien k > 1 (qui
entraine ¢ > 1).

On suppose maintenant v = 0.

Sik_>_5a.lorst2~2+%>;}§.

Sik=14et (Vi)i _ { (2727272) alors t = 0

autre alors t > ——2-{—3.-%— + % > ;113.
Sik=3et
(v:) = (2,2,14) alors ¢t < 0.
t<0sivy <6.
(v) = (2,3,v3) alors{ t=—2+%+%+§-=zl5si1/3=7.
t> L sivy>T.
(vi) =(2,4,4) alors ¢ = 0.
Mm>2vp 24,325 alorst>-2+34+3 4451
Sik<2alorst<0. .

Exemples : courbes modulaires X(N) - Puisque I'(V) est distingué dans
SLy(Z), SLo(Z) agit sur I(N)\H : si v € SLy(Z) et v € T(N), alors
1-(7'2) = (vy'v vz

On obtient ainsi des automorphismes de X (V), en nombre u(N) = |PSLy(Z/NZ)|
et puisque ¢ =1+ %’—'I\?u(N), on en déduit

12N

¥ _eWw-1-

En particulier pour N =7 on obtient |Aut(X(7))] = 84(¢ — 1) : la borne du
théoreme est atteinte (ici g = 3 et | Aut(X(7))] = 168).

[Aut(X (N))| 2
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Remarque - Indiquons briévement comment la géométrie hyperbolique per-
met aussi de prouver le théoréme de Hurwitz (voir [Si] vol.2, et [Ma]). On a vu
(chap. IV) que X est isomorphe au quotient de D par I' = Autx D. L’identification
deT & 7, (X) permet (chap. II) de voir qu'un domaine fondamental F pour ’action
de T sur D est un polygone (hyperbolique) & 4g c6tés, d’angles 27 /4g puisque les
sommets sont identifiés sur X (nous n’avons traité que le point de vue topologique
au chap. II, mais le théoréme 2.3 a aussi un sens analytique). Or l’aire hyperbolique
d’un k-gone est (k—2)r— 3 angles, soit ici 4w(g—1). La représentation X = D/T
montre que Aut X = N(T)/T ol N(T') est le normalisateur de I' dans Aut D. Donc
|Aut X| = Aire(D/T)/Aire(D/N(T)). Par ailleurs, N(T') admet pour domaine
fondamental F' la réunion d’un polygone et de son symétrique, polygone d’angles
m/k; (k; € N*) ; son aire Aire(F') = 2((n —2)7 — 3 &) est donc > 77 (méme
calcul qu’au 3&me pas plus haut), et donc | Aut X| < 84(g—1). L’égalité se produit
si et seulement si le polygone est un triangle d’angles #/2,7/3,7/7.

Figure 1

La figure 1 montre un tel domaine fondamental constitué d'un triangle blanc et
un noir, et ses 168 translatés qui forment un domaine fondamental pour un I' de
genre 3 (il est bien d’aire 87 = 4m(g — 1), mais ce n’est pas le 4g-gone F décrit
plus haut). Le quotient N(T')/T est le groupe PSL2(Z/7Z). Comme on I'a vu,
c’est encore le quotient de SL4(Z) par I'(7). Un domaine fondamental associé &
T'(7), partagé en 168 translatés du domaine fondamental associé & SL3(Z), est
représenté sur la figure 2.
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Remarque - On peut expliciter tous les groupes Aut X pour X de genre 3, et
montrer qu’il y a une seule surface de Riemann X telle que g = 3 et | Aut X | =168
(c’est donc X (7) ). Voici une esquisse de la preuve (voir Kuribayaski-Komiya, LN
732) :

Soit H un sous-groupe cyclique maximal dans G = Aut X, et m = |H|. En appli-
quant Riemann-Hurwitz & la projection X — X/H (de genres g et §) on trouve
m < 20 si g = 3, et § = 0 dans presque tous les cas. Oublions les cas § > 0, et
supposons donc qu’on a un revétement cyclique X — P! de degré m, d’oll une
équation de la forme y™ = (z — a;)™ ... (z — a,.)™ (1 < n; < m, et r est borné
car le genre g = 3 est fixé). D’ol un nombre fini d’équations. Pour m = 7, on en
trouve quatre, avec

(n17n2an3)= (1,175)a (1,274)7 (1a3,3)) (2a2’3)

Etudions en particulier le deuxi¢me cas (1,2,4). On peut mettre ’équation sous

la forme 4" = 2%(x ~ 1). On montre alors que les différentielles 42, —zdz _zds

yB ? yﬁ ’ ye
forment une base de Q(X). On obtient donc le plongement canonique de X :
(1,52,58) € PX(C). Onpose U= 3£, V=t doio=-U%/V?, y=U/V

et ’équation y” = 2%(z—1) devient U+V3+U3V = 0, d’olt une équation projective
du plongement canonique :

(1) UW3+V3W + U3V = 0.
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Les équations précédentes font déja apparaitre naturellement des automorphismes :

(z,y) — (=, Jhrﬁy) d’ordre 7
(U, V,W) —s (V,W,U) d’ordre 3.

Comment obtenir tous les automorphismes ? on remarque que dans le plongement
canonique, tout automorphisme de X est induit par un automorphisme de P? Tl
P2, Cest-A-dire une matrice (a;;) € M3(C). On peut alors écrire les conditions
sur (a;;) pour qu’elle conserve I’équation canonique (1). Dans le cas de quelques
courbes y™ = (z — ;)™ ...(z — a,)™ cela est suffisant pour trouver toutes les
solutions (a;;). Dans le cas qui nous intéresse, on utilise aussi les contraintes venant
du fait que (a;;) doit permuter les points de Weierstrass. Ces points sont les points
d’inflexion du modéle canonique, et on trouve ici les 24 points :

A; = (0,0,1), Az = (0,1,0), Az =(1,0,0) et Py = (zij,vij, 1)

o s g = (33T
111—47 Wiy,  Yij = 6q wit 1
i

avec (7 = €2™/7 et les w; sont les racines réelles de
(@) +289(w")* = 5Tw" —1=0.

Par suite : a) si.o € Aut X fixe le A;, alors

G 00
=0 ¢ 0
0 0 1

et pour chaque i, ¢ permute circulairement les F;;, d’olt un groupe cyclique H =
(o) d’ordre 7. ‘
b) Si 7 € Aut X permute circulairement les A4;, alors

3
i
)

1
0
0

O = O

donc les P;; sont fixes et |{7)| = 3.
c) Si A € Aut X envoie A3 sur Py, alors

w1 Y11 1
A=lyn 1 wr
1 w1 yu

est une involution.
On voit facilement que

G=H+Hr+Hr*+> H);

i<s
ig7
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oll \;; envoie Ag sur P;j, donc

|G| = 7.(3 + 21) = 168.
Remarque - On verra (chap. XII) que toute surface de Riemann compacte
X de genre 2> 1 se plonge dans une variété analytique J(X ) (sa jacobienne) qui a

une structure de groupe. La multiplica-
tion par n sur J(X) induit un revétement

étale de degré n2f de X. Puisquil" X, — J(X)
n’y a pas de ramification, la formule de
Riemann-Hurwitz entraine l lxn

9(Xn) =1 =n*(g-1). X — J(X)

De plus les automorphismes de X et les translations dans J(X ) par un point
d’ordre n de J(X) fournissent des automorphismes de X,.Il y a n29 tels points
d’ordre n, d’ott

[ Aut(X,)| > n?9] Aut(X)).

En particulier, si | Aut X| = 84(g — 1), alors
[Aut(Xn)| > 84n®?(g — 1) = 84(g(Xa) — 1)

donc la borne pour le nombre d’automorphismes est atteinte pour une infinité de
valeurs de g (par exemple pour g = 2n® + 1 ot n € N*).

Remarque - A Dinverse, on peut pontrer que | Aut X| < 8(¢g + 1) pour une
infinité de valeurs de g. Par ailleurs, pour tout genre g > 3, presque toute surface
de Riemann de genre g (au sens de I’espace des modules) n’a aucun antomorphisme
différent de I’identité.






Chapitre XII

Jacobienne d’une courbe algébrique

§1 Théoréme d’Abel-Jacobi

De méme que pour les courbes elliptiques, une surface de Riemann compacte
permet de définir un groupe de deux maniéres : soit & partir des diviseurs, soit
par intégration de formes différentielles. Le théoréme d’Abel-Jacobi montre qu’il
¥y a isomorphisme entre ces groupes définis I'un algébriquement et I’autre par voie

transcendante. .
On fixe une surface de Riemann com- a;

pacte X de genre g. Rappelons que X
s’obtient topologiquement en recollant les
cotés d'un polygone P (voir chap. II).

Proposition 12.1 - Soit w une différentielle méromorphe sur X, et P une représen-
]
tation polygonale de X dont le bord évite les péles. Soit O €P (intérieur de P).

Pour ¢ € Q(X), soit f(P) = fOP¢ (bien défini et holomorphe dans 'ﬁ qui est
simplement connexe). Alors

2g
2 Z resp(fw) = — Zw,‘ﬁi ot w; = / w , Bi= [ ¢
i=1 ai bi

Pex

Preuve - On prend un polygone P’ proche de P (voir figure), contenant
les pdles de w, de c6tés a}, af, ,c}, di. Pour i = 1,...,2¢, soit U; un voisinage

simplement connexe de a; \ {Po} ~]0,1] dans X, et soient 01,02 € U; de
part et d’autre du c6té a;.

o
Pour P e Uj, soit f;1(P) = 001 ¢+foli ¢ (les chemins sont pris dans P et U;
respectivement, donc c’est bien défini), et de méme f; 2(P) en utilisant O,.
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Alors

fin(P) = fia(P) = / o= [ 4=

PO,00,P b;

(chemins homologues). Par ailleurs,

2w Z res(fw) = / fw
ap

(car en triangulant on se raméne dans C ol c’est une propriété classique).
On fait tendre P’ vers P :

2
2i7r2res(fw)=ling/ fw+/ fw

. 2g = 29
-3 / (fin = fip)w == Biwi
j==1 V@i 1

Remarque - On appliquera ce résultat & toute une base ¢1,...,¢, de Q(X) ; il
est commode d’introduire une notation vectorielle :

®=(¢1,..-,09) F=/OP<I>=(/OP¢;¢)

A,~=/<I>ng , B; = ® e CY.
ag bi

k

(les A; et By, pour i = 1,...,2g, sont les mémes & permutation et au signe prés),
et la proposition dit alors

29
2w Zres Fo = — ZwiBi e C9.
X 1

Définition - On note
Pico(X) = {diviseurs de degré 0}/{diviseurs de fonctions}.

C’est un groupe abélien. La base ¢1,...,¢, de Q(X) étant fixée, on note A le
groupe de leurs périodes :

A:{(L¢1,...,L¢g); 7eH1(X,Z)} cc;

il est engendré par les A;, i = 1,...,2g, et de méme par les B;. Le groupe quotient
J(X) = C9/A s’appelle Ia jacobienne de X.

Remarque - La définition précédente dépend du choix d’une base ¢3,...,¢;. On
peut aussi définir J(X) intrinséquement comme Q*(X)/H1(X,Z) ol on considére

1 I
0c HBR(X) et {H1(X,Z) = Hp(X)

Y (wi——vf7w)'
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Le résultat suivant permet d’identifier Pico(X) (objet algébrique) & J(X) (défini
par intégration).

Théoréme 12.1 (Abel-Jacobi) - L’application
P
u:D= an(P) — anF(P) = an/ ¢k>
o k=1,...,9

induit un isomorphisme u : Pico(X) —5 J(X), indépendant du choix de O € X.
De plus, A est un réseau de C? donc J(X) est isomorphe au tore T9 = (§1)%9 .

Preuve - lu est bien définie, indépendante de Ol :
Si D = Y np(P) = (f) est principal, soit w = %-cﬁ. D’apreés la prop. 12.1, on a

1 & df
anF(P) = Zrest = _Z;;B"/M -f—.- € ZB,-Z =A

(en effet fa'_ %ﬁ € 2inZ car log f est bien définie mod 2iw, et localement
}? ifﬁ = log f(Q) —log f(P) ). Donc u est bien définie. Si on change O en

0', cela revient & ajouter (3 np) fgl #x a la k-iéme composante de u(D).

Puisque Y np = 0, u est indépendante de O.

lA],...,Agg engendrent CY sur C (de méme pour By,..., By,) [:

Si X = (zx) € CY posonsw = X.® =Y, zdr € Q(X). Alorssi X.4; =0 V;,

onal =73z fa; ¢r donc w n’a pas de période ; par suite, f(fw est une

fonction holomorphe sur X, donc constante et w = 0, soit X = 0 (car les ¢y

sont linéairement indépendantes).

Si (2;) € C%, alors 329 2;B; =0 «= 3B € CI avec z; = B.4; Vi l :

<= 8iz; = B.A; ot B = (by,...,by), alors w = Y_ bx¢r est holomorphe
donc (prop. 12.1) Y w;B;=0 ou w;= fu‘ w= B.A; = x;.
= L’application

C Cs
(zi) +— Y aB;

est surjective par ; son noyau contient les vecteurs de la forme (B.4;)
(d’aprés <==) qui forment un C-espace vectoriel de dimension g (car la preuve

de montre que c; - (gi:‘) est injective). Donc le noyau est exactement
cet espace.

LInjectivité de u (théoréme d’Abel) ’ :

Soit D = ) np(P) € Divo(X) tel que u(D) = 0. On cherche & montrer que
D = (f) pour une fonction f. Soit w une différentielle méromorphe n’ayant
que des pdles simples, et de résidu np en P (voir prop. 9.3). Si fﬂi w € 7

pour tout 7, alors f(P) = exp fg w est bien définie, holomorphe hors des
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pdles de w, & croissance polynomiale prés des pdles donc est méromorphe-sur
X, et 'ordre en P est le résidu de w soit np. Il reste donc & se ramener au
cas oll f“i w € 2iwZ. D’aprés la prop.12.1, on a

%ZWJ'BJ' = Zl‘eSFw = ZTLPF(P) = u(D) €A

donc on peut I'écrire ) m;B; ot m; € Z. Par suite w; +2imm; = B.A; pour
un B € CY9 d’apres . Alors ¢ = w — B.® a les mé&mes pdles et résidus que
w, et f‘li % =w; — B.A; € 2inZ.

iSurjectivité de u (théoréme de Jacobi) l:

Le probléme est local : si X € CY, il suffit de montrer que -'I;X est dans I'image
de u pour n assez grand (car u est un morphisme de groupes). Fixons alors
(provisoirement) Mj,..., M, € X. Si P; est dans un voisinage V; de M;, on
peut considérer u(D) ot D = Y I(P;) — (M;) : on voit ainsi que u définit
une application

ILv: — ¢

u: P;

(Pl) — u(D) = (Ez fM‘. ¢k)k=l,...,g
Si on écrit localement ¢p = fix(t;)dt; ol ¢; est une carte en M;, le jacobien
de cette application u est D = det(fix(0)). Par le théoreme des fonctions

implicites, il suffit donc de voir que D # 0 pour voir que u est (localement)
surjective. Il s’agit donc de montrer que ’application

C. Q — o
' ¢= f,' dt, _— (fl(O),...,fg(O))

est un isomorphisme (injective suffit par dimension). Le noyau est
ker£L={¢ € Q; ¢ nulleen M;,...,M,;}.

On a encore le choix des M;, et je prétends qu’on peut les choisir de sorte
que ker £ = 0. En effet soit w, € et M; non zéro de w;, puis w; nulle en
M; (si elle n’existe pas, on prend Mp,..., M, quelconques) et M, non zéro
de ws, etc... Alors les w; sont linéairement indépendantes donc forment une
base, et si ¢ = > A\;w; s’annule en M alors A; = 0 ; et si elle s’annule encore
en M, alors Ay =0, ... d’oli ker £ = 0.

IEI lAl, ..., Azy sont R-lin. indép., donc A est un réseau de C9 | :

Sinon on aurait A Chyperplan réel ~ R29~1 donc C9/A ~ R x (R271/A)
ne serait pas compact. Or, u induit une application

X9 — Pico(X) = Co/A

(P) — T{P)-(0)} — Xilo'2
qui est continue donc d’image compacte. Or, u est surjective et application
X9 — Pico(X) aussi car si A € Divo(X), alors par Riemann-Roch £(g (O) +
A) > g+1—g = 1 doncil y a une fonction f telle que (f) = > (P;)—g (0)—A,
ie. A = {(P;)~ (0)} dans: Pico(X). Ainsi v-est surjective donc.C9 /A est
compact.

v
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Corollaire - Pour O € X fixé, u définit une injection P +— u((P) — (0)) de X
dans sa jacobienne si ¢ > 1.

Preuve - Siu((P1)—(0)) = u((Pz) — (0)), alors u((P1) — (P,)) = 0, donc
il existe une fonction f telle que (f) = (P,)—(P;) : f est donc un revétement
de degré 1 de P! si P; # P2 ce qui est absurde lorsque g > 1. -
Remarques - Le choix d’un point O € X permet de ramener tout diviseur
a un diviseur de degré 0, par D = ) ,np(P) +— D — (deg D)(0) = 3 np{(P) —
(O)} donc u définit une application Div(X) — J(X) qu’on notera encore u ainsi
que ses restrictions a des parties de Div(X).

En particulier, on remarquera qu’on a prouvé au pas @du théoréme que
Papplication u restreinte aux diviseurs effectifs de degré g est encore surjective, ce
dont on se servira dans la suite encore sous le nom de théoréme de Jacobi.

Discussion de ’analyticité de u.

Puisque A est un réseau, la jacobienne J(X) a une structure naturelle de variété
analytique. L’application v : P +—— ( fOP Pk)k=1,.,9 € C? (localement bien
définie) est analytique ainsi que la projection C9 — C9/A. Par suite I’injection
©: X — J(X) est analytique. C’est méme un plongement (i.e. l’application
linéaire tangente u, est partout non nulle). En effet les ¢, n’ont pas de zéro
commun (voir lemme, chap.IX, §4d) donc u«(P) = (¢1(P),...,¢4(P)) # 0 (o

(¢i(P));: envoie la dérivation & sur %(P) oy, , PouT une carte z en P).

On retrouve ainsi I’application canonique ¢ comme composée du plongement de
X dans sa jacobienne par I’application de Gauss 7, associée :

X J(X) 2 pot

(voir [G-H] p.360 pour la définition de I’application de Gauss associée & un plonge-
ment M — N).

Corollaire - Si g = 1, u est un isomorphisme X =~ J(X) (c’est clair).

Pour donner un sens & l’analyticité de u : Pice(X) — J(X), on remarque que
Div(X) a presque une structure de variété analytique ; on se restreint aux diviseurs
effectifs de degré donné :

Définition - Si d > 1, on note X9 la d-iéme puissance symétrique de X :

X@ = X4/Sy= {(P)+---+(Py) ; Pi€ X}
= {diviseurs effectifs de degré d}.

On peut-alors remarquer que la projection X% — X (4)-induit-une structure ana-
lytique naturelle sur X9 : en dehors de la “diagonale” A (ot deux des P; sont
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égaux) on a un revétement étale de degré d! : si z; est une carte sur X en P;; on
prendra Y (@) + (21(Q1),...,24(Qq)) comme carte sur X (¥ au voisinage de
D=Y(P)eX@D\A,

Si D = 2(P) € A (on suppose d = 2 pour simplifier) et z est une carte sur X en
P, alors on prend

(Q1) +(Q2) — (z(Q1)+z(Qz),z(Q1)2(Qz))

comme carte sur X ®) au voisinage de D. Enfin dans le cas général D = ¥ ni(P;),
on utilise les paquets de n; fonctions symétriques élémentaires de la méme facon.
On obtient ainsi une structure de variété analytique sur X (9., Avec cette structu,re,
on a

Proposition 12.2 - L’application u : Dive(X) — J(X) est holomorphe au sens
suivant : pour tout d > 1, la composée

x4 Divo(X) = J(X)
LR — X)) -(0)
est analytique.
Ou encore, si I'on veut éviter le point de référence O, la composée
X@xx@ Dive(X) — J(X)
(D1, D) +—— Dy —D,

est analytique.

Preuve — On suppose d = 2 pour simplifier écriture. L’image de (@) +
(@2) a pour composantes 5" ¢x + [ ¢x (¢& € base de ). Orsi P € X,

alors fo ¢1 est holomorphe dans un voisinage simplement connexe de P

donc s’écrit 2°(Q) pour une carte z en P. Donc au voisinage de (P;) + (),
¢ + [ ér = 21*(Q1) + 252(Q2) : cest analytique en 21(@1) et 22(Q2)

donc notre application est bien analytique au voisinage de (P) + (P) ¢ A,

car (Zl(Ql),Zz(Qz)) est une carte.

Au voisinage de 2(P), on obtient 2%(Q;) + 2°(Q2) qui est encore analythue

en z(Q1) + 2(Q2) et 2(Q1)z(Q2). m

Quelques précisions sur P’application u : X(¥ — J(X).

Etudions la fibre u~?! (u(D)) pour D € X9, D’aprés le théoreme d’Abel, cette
fibre est
~!(u(D)) = {D' effectif linéairement équivalent & D}
={D+(f) ou f€L(D)~P(L(D))}

(car f est déterminée & C* prés par son diviseur). Chaque fibre est donc un espace
projectif.

Par exemple si d = g, on a vu (Jacobi) que u : X9 — J(X) est surjectif. Par
des considérations de dimension topologique, on peut en déduire que les fibres
générales sont finies (’application a un degré < oo). Comme ce sont des espaces
projectifs, on voit que ces fibres sont réduites & un point. Ainsiu : X9 — J(X) est
surjective et génériquement injective (mais il peut y avoir des fibres plus grosses).
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Exemple - Le cas d = g = 2. Ici, X est une courbe hyperelliptique a 6 points de
ramification de f : X — P?. Calculons la

fibre en D = (Py)+ (P2). C’est un espace P

projectif dont la dimension est.dimension ' X
E((Pl) +(P,)) — 1. On sait que dans tous
les cas, 1 < E((Pl) + (P2)) £ 2. Dire que lf

ca vaut 2 revient a dire qu’il existe une

1
fonction g (non constante) ayant P; et P P

pour seuls pdles (simples) : c’est donc un

autre revétement X — P! de degré 2. Par unicité (voir chap.X et XI) f est
fonction homographique de g, donc f(Py) = f(Pz). Réciproquement si f(P,) =
f(Pz), alors ’}Z'}I'(FJ € L((P1) + (P2)). Par suite la fibre u=!(u(D)) est

{ un point = {D} si f(P1) # f(P2)
~ P! si f(P1) = f(P2)

Autrement dit, tous les diviseurs “verticaux” (image réciproque par f d’un diviseur
de P!) forment une fibre, et u est injective ailleurs.

L’application tangente u, & u : X — J(X) est donnée (comme dans le cas
d = 1) par la matrice u.(D) = (%(Pﬂ) im1,..g S1 D =2(P)).

i=1,..,d
En particulier,

rgus(D) =14+ dim {¢x(P;) , j=1,...,9 ,danng_l}.

Comme on sait que la courbe canonique ¢x(X) est non dégénérée (i.e. non con-
tenue dans un P¢9~2), on peut montrer que pour un diviseur D = 3 (P;) générique
sur X @ les points ¢ (P;) engendrent un espace de dimension aussi grosse que
possible (= d —1) dans P?~! (si d < g), donc u«(D) est de rang égal i d en un tel
point.

Ainsi Pimage Wy = u(X(?) ¢ J(X) est de dimension dsi 1 < d < g. Par exemple,
Wy = J(X) (par Jacobi), et W,_; est de codimension 1 : c’est un diviseur sur
J(X). 1l jouera un réle important au paragraphe 3.

§2 Relations bilinéaires de périodes

On montre ici que les éléments du réseau A qui définit la jacobienne J(X) = C9/A
vérifient certaines relations (on peut montrer que ces relations assurent que le
tore J(X) = C9/A admet un plongement projectif c’est-a-dire est une variété
abélienne).

Théoréme 12.2 - Soient ¢, ¢' deux différentielles holomorphes sur X, avec ¢ # 0,
etaj = fai é, Bi= fb,- ¢ (5 =1,...,9) les périodes de §, et o;, B} celles de ¢'.
Alors

g
| > (@B ajf;) = 0.

=1
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i

J

(a;B; —a;B;) > 0.

g
=1

Preuve - On applique la prop. 12.1 avec w = ¢’ qui est holomorphe :

il n’y a donc pas de résidus, d’ot1 0 = ~— Z§i1 o} B;; il reste & remarquer que
ajzbj__,, et bj=a.;_lg si g+1<j5<2g.

On applique la preuve de la prop. 12.1 avec w = ¢ : tout reste valable
sauf la formule des résidus (¢ n’est pas méromorphe), et on a donc

g _ 29 _
i;(ajﬂj —~@;B;) = ~—i;ajﬂ,~ = i/cw fé

avec f = fop ¢ (ot [,p est en fait pl’imp Jops). D’aprés Stokes, c’est encore
égaldi [, d(f4). Or,

d(fP) = ¢d+ fdp = ¢¢
car ¢ est holomorphe. Si ¢ = g(2)dz, on a donc
z/d(fa) = z/ lg(2)[*dz dz = 2 / l9(2)|%dz dy > 0.

Corollaire - On peut choisir les A-périodes a; (i = 1,...,9) de ¢ € Q(X), qui
est alors bien déterminée. De méme pour les parties imaginaires Sm a; et Sm §;
(i=1,...,9) de toutes les périodes.

Preuve ~ Dansle du théoréme, la somme est nulle dés que les «; sont
nuls (resp. les a; et B; réels). Par suite ’application g _ (Cz::r‘:);ﬂ,...;g

( Q — RZ

€SP, 4 (Smas,9m ﬂs):gg) est injective et donc surjective car dimg (2 = g¢.

Ecriture matricielle.

On fixe le choix du polygone P, c’est-a-dire d’une base (a;, bi)i=1,...,y de H1(X,Z)

avec matrice d’intersection
0 Id,
—Id; 0 )°

Si (¢1,...,0,) est une base de Q(X), il lul correspond donc une matrice de
périodes M = (A|B) ou A = (ai(¢;)) et B = (Bi(¢;)). En particulier, le corol-
laire précédent entraine qu’il existe une unique base (¢4, ..., ¢,) des différentielles

holomorphes telle que la matrice des- périodes-soit-de la forme M =-(Idy|Z) ol
Z € My(C). '
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Les relations du th. 12.2 peuvent s’écrire matriciellement en fonction des matrices

A et B des périodes d’une base ¢y, ..., ¢, : en appliquant Ap=¢;etd = ¢,
on obtient

9
> ai($)Bi($r) — i($i)Bi($5) = 0,
i=1
c’est-a-dire
A'B-B'A=0.

De méme, en appliquant a¢ =731, td: (t: € C, non tous nuls) :

0 <zzak STE) - TBBS) = ZP.Jt &,

k=1

Py=iy (ar(90)Bu(35) — an(3)Bu(45))
k
c’est-a-dire

La matrice hermitienne P = i(A'B — B'4) est définie positive.

En particulier, pour la base (¢) telle que M = (Id,, Z), ces relations entrainent
que 'Z =2Z et P=2%mZ > 0. D’ot1 une application

{ surfaces de Riemann de genre g

+base symplectique de Hy(X,Z)

}—>Hg= {ZEMg(C); Zsymetnqueet}

Sm Zdéfinie > 0

L’ensemble H, est parfois appelé le demi-espace de Siegel (de dimension g). Le
théoréme de Torelli (voir paragraphe 3) dit que cette application est injective.

Remarque - Soit A un réseau de V' = C¥. On montre (cf. [L], ou Swinnerton-
Dyer : analytic theory of abelian varieties) qu’une condition nécessaire et suffi-
sante pour que le tore complexe CY/A admette un plongement projectif (donc
une structure algébrique de variété abélienne) est qu’il existe une forme alternée
E:V xV — R, a valeurs entitres sur A X A, telle que (z,y) —— E(iz,y) soit
symétrique définie positive : une telle forme E permet en effet de construire des
“fonctions theta” sur CY, qui sont presque des fonctions méromorphes sur C9/A
(voir paragraphe 3). Une telle fonction a un diviseur D sur C9/A, et on montre
que ’espace £(3D) (défini comme dans le cas des surfaces de Riemann) contient
beaucoup de fonctions theta, donc suffisamment de fonctions méromorphes sur
C9/A pour induire un plongement projectif.

Le théoréme 12.2 entraine donc que la jacobienne d’une courbe algébrique, c’est-
a-dire d’une surface de Riemann compacte, est une variété abélienne.
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§3 Apercu sur Riemann et Torelli

On fixe le polygone P (c’est-d-dire les a; et b;) et la base (¢x) de Q(X) telle
que la matrice des périodes soit M = (Idy|Z) ot Z = (z;;) € H,. On note
€ly..+1€g,21,-..,2g les colonnes de M. Les g premiéres forment la base canonique
de C9 et ey, ..., 7z, forment une Z-base de A.

Probléme (Torelli) - Retrouver X 4 partir de la matrice Z.

Ce probleme sera résolu ainsi : Z détermine une fonction theta (sur C9), dont le
diviseur induit un diviseur © sur CI/A = J(X). Le théoréme de Riemann dira
que O n’est autre, (& translation prés dans J(X) ) que I'image W,_, de X(9-1)
par application u (voir paragraphe 1). Enfin le théoréme de Torelli assure qu’on
peut retrouver la courbe X connaissant W,_; (par exemple si g = 3, les paires de
points sur X déterminent X).

Définition - A la matrice Z, on associe la fonction theta suivante, sur C9 :

G(U) - Z eiw(Z(n,u)-{-(n,Zu))'
nezs

Proposition 12.3 - La série converge uniformément sur tout compact, donc
0 est entiére dans CY.

0 est paire.

O(u + e;) = 6(u) (7 =1,...,9) : ainsi 8 est périodique par rapport & Z9,
c’est-a-dire la “moitié” du réseau A.

O(u + 2;) = e~ iU +2i)g(y) (G=1,...,9) siu= (u1,...,uy). Ainsi, §
est quasi-périodique par rapport & l'autre “moitié” de A.

. . I -— 2
Preuve - La série est dominée par 3 e~ctlrl*+ezllnll sur un compact,
olt ¢; > 0 (car 3m Z est définie positive), d’ol1 le résultat.

et [3] sont évidents.
La formule
O(u+z;) = Zexp{iw(2(n,u) +2(n, z;) + {n, Zn))}
=Y exp{2(n+ej,u) + (n+ej, Z(n +¢5))
- 2@*—?(”, z;) = (n, iej) = (ej, Zn) ~ (ej, Zej) }

=uj =0 =zj;

donne le résultat en indexant par n + e; € Z9, -

Puisque I’exponentielle ne s’annule pas, on voit que les zéros de § sont invariants
par A d’apres et , d’ott un “diviseur” sur C9/A :

Définition - Soit M une variété analytique (ici M = J(X) ). Un diviseur effectif
sur M est la donnée de couples (Uy, fa), ot les Uy forment un recouvrement ouvert
de M, fo est holomorphe sur Uy, et foffg € O*Us(\Up) (ive: fa-et-fa-ont-les

mémes zéros sur Uy, (Up).
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Ainsi la fonction 6 définit un diviseur © (pair) sur J(X) = C9/A.

Notation - Pour v € J(X), on note ©, = © + v le translaté de © par v : cest
encore le diviseur défini par u — {u < v).

Proposition 12.4 - On fixe O € X, d’ott un plongement u : X — J(X) (on
identifiera X avec son image). Si X ¢ 0,, soit X.0, = u*(0,) la trace de ©, sur
X (i.e. la donnée des (u™'(Uy), fa © u) si les (Ua, fo) déterminent ©,) ; on peut
encore I'écrire 3y np - (P) ot np = ordp (u(P) — v). Alors

deg X.0, =g.

Preuve - Ce degré est le nombre de zéros de 6(u(P) —v) dans le polygone
P associé & X, ou encore la somme des résidus de d log §(u(P) — v) clest-
a-dire - Jopd log 8(u(P) — v). On va intégrer en regoupant les paires de
cbtés correspondants : [, = 331, ([, + fa‘:-l) + (fy, + fbi—l)-

P, = P, sur X, d’ol
u(Pp) = u(Py) + fb,- O =u(P)+z

et de méme

P{ = Pj sur X, d’ont
u(Pé) = u(Pl') — €4,

Mais d’aprés I"équation fonctionnelle de 4, on aj

dlogf(u + e;) — d logf(u) =0
d log8(u + 2;) — d log 6(u) = —2iwdu; = —2irg;

Par suite, fb; + f-1 =0et E?I‘F(fa; +[-1)= fai #; =1 (car la base ¢y, a une

i éri 'malisé .
matrice de périodes normalisée). Donc 3= [, = g. -

On note Jo(X) = {ve J(X); X ¢ ©,}. On peut montrer que c’est un ouvert
dense de J(X). On a ainsi une application

v v — X.0,°

Proposition 12.5 = La composée uoi + Jo(X) =t X@ %5 J(X) est une
translation v — v — &k ot x € J(X).
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Preuve - Ecrivons X.0, = Y 5_,(Px(v)) od Pr(v) € X, de sorte que
. P

u(XG),,) = ( ‘?\=1 uj(P’\(v)))j=l,...,y ou u](P) = fO (}5]'.

Par définition, les points Py (v) sont les zéros de 6(u(P) ~v), donc la j-iéme

composante de u(X.0,) vaut encore

3" rese (u;(Q) d log 8(u(Q) ~ v)) = 2-:; /BP u;(P)d log 6(u(P) —v).

PeP

On calcule cette intégrale comme & la proposition précédente, ce qui donne :

[ uitP) d1ogb(u(P) — o) + [ ui(Po) dlogd(u(Pr) ~ )

=/ 1z,~jdlog@(u(Pz)—v)~—2i7r/ui_1 uj(P2)d;

2
Le deuxiéme terme est indépendant de v, et le premier est dans 2iwz;;Z car
le long de a;!, u(P;) passe d’une valeur up & ug + fui.l ® = uo — e;, donc
6(u — v) prend les mémes valeurs aux bouts, et log varie. de 2im fois un
entier. Puisque la somme de ces deux intégales doit &tre analytique en v, elle
est constante.
De méme,

/'.+/.__1 = /b; “i(lj) dlog8(u(Pr) —v)

+ /._1 (‘U.](Pg) - 5ij) d log G(U(Pz) - U)
b

i

= bj; /b‘ d log 0(u(P2) — v).

On note v = (vy,...,v,). Le long de b;, u(P,) passe de u(Py) a u(Po)-+2;, donc
6 est multipliée par exp {—2im (ui(Po) — vi) — imz;; } , donc log § augmente de
2imv; + constante 4+ 2i7 X entier, et comme c’est analytique en v, l’entier est
constant, d’olt

/ +/ = 2iwb;;jv; + constante,
. =1
et finalement
/ = 2imv; + constante,
. aP
donc u(X.0,) = v + constante. -

On peut maintenant montrer le théoréme de Riemann qui permet de retrouver le
diviseur Wy_; = u(X(y“l)) C J(X) si l’on connait © (qui est défini par Z).

Théoréme 12.3 (Riemann) - W,_; = 0., od & € J(X) est une cons-
tante (celle de la prop. 12.5).
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Preuve (esquissée) - W,e1 CO_,

Soit D = 3 {(P;) un point générique de X9 (de sorte que u est “injective
au point D”, voir les remarques suivant la prop. 12.2) et D' = Zf”l(P;)
(qu’on supposera encore générique sur X(¢~1) ), On note

v=u(D)+ = Zu(Pg)+n‘
1

“Alors u(X.0,) = v — k = u(D) (d’aprés prop. 12.5), donc X.0, = D (car u
est injective en D). Par suite 6(u — v) s’annule en u = u(Py),...,u(P,). En
particulier, 0 = 6(u(Py) — v) = §(w(D') + «) par parité de 6, donc 8(u + K)
s’annule presque partout sur W,_; (car u(D') y est générique) donc partout.

W1 D O, : il faut voir que Wy_; est assez gros.

a) On regarde son intersection avec X (identifié & u(X) ) : pour définir
Pintersection, on choisit v € J(X) tel que W,_; — v ne contienne pas —X
(symétrique de X dans J(X) ). On écrit v sous la forme u(P; +-- -+ P,) par
Jacobi. A cause des dimensions, I'intersection de Wy_1 — v et —X est finie ;
elle contient les g points

—u(P)=u(d (P)-v (=1...,9),

i

donc deg(~X.(W,_1 ~v)) > g.

Or la translation u +—— u — v et la symétrie u —— —u ne changent pas
I’homologie des cycles, donc deg(X.W,_;) > g.

b) Puisque deg X.0_, = g (prop. 12.4), on déduit donc de et a) que
O = Wy1 + 0O, ol O est un diviseur effectif tel que X.0' = 0. Cette
derniére égalité reste vraie si on translate ©' (car une translation ne change
pas les degrés d’intersection), donc,

(%) sive J(X), oubien X CO,, oubien XNO,=04.

Supposons par 1'absurde que ©' soit non nul. Soit alors P € ©' C J(X).
D’apres Jacobi, on peut écrire P = 3] u(P;), P; € X. Alors G)'__u(pl)_..._u(pg_l;
contient u(Py) donc contient u(X) entier d’aprés (x), c’est-a-dire O’ con-
tient u(Py) + -+ + w(Pyo1) + u(Py) VP € X. En faisant alors de méme
par récurrence avec les autres P;, on voit que ©' contient u(Pj) + .-+ +
w(Py) VPf,...,P; € X, donc ©’ contient u(X9) = J(X) ce qui est ab-
surde ; donc ©' =0, et O_,, = W,_;. .

Application & Torelli

Théoréme 12.4 (Torelli) - La surface de Riemann compacte X, avec base (a;, b;)
symplectique de ’homologie, est déterminée & isomorphisme prés par la matrice
Z de ses B-périodes (i.e.” par la jacobienne J(X) = "CY¥/{Z9,ZZ3) et la forme
hermitienne sur C9 induite par Z, encore appelée polarisation de J ).



148

JACOBIENNE D’UNE COURBE ALGEBRIQUE [X11,83]

Discussion de la démonstration -
Si g = 1, c’est trivial car X ~ J(X).

Sig=2, X =~ uX) = W, est déterminé par Z d’aprés le théoréme
précédent.

. Si g = 3, d’aprés Riemann, Z détermine ©_, = W3 qui s’identifie &
X+X={P+QeJ(X); P,Qe X} (car u: XU9~1) — J(X) est injective
si ¢ = 3 ; c’est vrai seulement génériquement si ¢ > 3). L’application de
Gauss v : X® — (PZ)* attachée & u associe & P + ) ’espace tangent
Tp4+q(©) & © au point u(P + @), ramené par translation en 0 € J(X) (c’est
un hyperplan de C* donc une droite de P?),

Dans C3, Tpyq(0) est engendré ér(X)

par les droites Tp(X) et To(X).

Si X n’est pas hyperelliptique, le

lieu de ramification de v est donc Q
P’ensemble des droites de P? qui

sont tangentes & la courbe canon-

ique C = ¢x(X) (car une droite

générique coupe X en 4 points

qui déterminent donc 6 paires de Tpyo(0) =

points, alors qu’une tangente ne

coupe plus qu’en 3 points, d’on

3 paires de points). Donc W,

détermine la duale C*. Par bidualité (C** ~ C), W; détermine C qui est
isomorphe & X par le plongement canonique.

Si X n’est pas hyperelliptique, le lieu de ramification de 7 est formé a la fois
des tangentes & C et des points de ramification de I'application canonique¢ :
X — C. Or, (th. 10.1) les points de ramification d’une courbe hyperelliptique
suffisent & la déterminer.

Si g est quelconque, le principe est le méme. Cependant le diviseur
© n’est plus lisse (donc Tp, +...4p,_;(O) n’a de sens que génériquement) et

: Xo-) W,-1 n’est plus partout injective (précisément aux points
smguhers de ©). Mais on montre encore que, dans le cas non hyperelhpthue,
le lieu de ramification de ’application de Gauss © — (P-" 1) associée & u
(donc déterminée par Z) est ’ensemble C* des hyperplans tangents a C,
qui déterminent encore C' (on se ramene & une courbe plane par projection
générique) et donc aussi X. Enfin dans le cas hyperelliptique, on ajoute encore

les points de ramification de I’application canonique, qui déterminent X.



Chapitre XIII

Les surfaces de Riemann ouvertes

La particularité essentielle des surfaces de Riemann ouvertes (c’est-a-dire non com-
pactes) est d’avoir beaucoup de fonctions méromorphes. En particulier, on peut
prescrire, de méme que dans C, les parties principales d*une fonction méromorphe
(théoreme de Mittag-Leffler), ou bien son diviseur (théoréme de Weierstrass). Cela
revient a dire que toute surface de Riemann ouverte est une variété de Stein (voir
plus loin), ‘

L’obstruction & résoudre les problemes de Mittag-Leffler et Weierstrass est con-
centrée dans le groupe H(X, ). Le principal résultat de ce chapitre consiste
donc & montrer que ce groupe est nul, en utilisant le théoréme de Dolbeault, le
théoréme de finitude, et le théoréme d’approximation de Runge. C’est l'objet
du paragraphe 1 ; nous utilisons sans preuve les théoremes de Banach et Hahn-
Banach, ainsi que le lemme de Weyl assurant qu’une distribution holomorphe est
une fonction holomorphe. Au paragraphe 2, nous déduisons les théorémes de
Mittag-Leffler et Weierstrass de la nullité du H!.

§1 Nullité de H!(X,0).

A cause de la suite exacte
0—>(9—>82>50’1—>0,

dire que H(X, O) est nul revient & dire que toute forme différentielle w € E£01(X)
est de la forme Of ou f € £(X). Dans le cas ot X est le disque unité D, c’est le
corollaire du théoréme 8.1. Rappelons les étapes de la preuve :

a) w est de la forme Jf sur tout disque plus petit (théoréme de Dolbeault).

b) On peut écrire D comme réunion croissante de disques plus petits D,, d’ou
w=2a fn sur Dy,

¢) On peut supposer que les f, convergent, car les fonctions holomorphes sur D,
qui ne changent pas le 8, sont denses dans les fonctions holomorphes sur D,, (méme
les polynémes suffisent).

C’est ce schéma qu’on reprend en général, chaque étape étant non triviale : le
pas a) correspond au théoréme 13.1 ; il montre que w = f a une solution sur
tout ouvert Y relativement compact dans X (par le théoréme de Dolbeault et
celui de finitude). Le pas c) correspond au théoréme d’approximation de Runge
13.3 : dans le cas d’un “ouvert de Runge” Y, les fonctions holomorphes sur X
sont denses parmi celles sur Y. Enfin le pas b) correspond au théoréme 13.2 qui
assure l'existence d’une suite croissante d’ouverts de Runge recouvrant X. Ces

résultats ne sont pas indépendants : on utilisera les théorémes 1 et 2 pour montrer
le théoreme 3.
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Théoréme 13.1 - Soit X une surface de Riemann ouverte, Y un ouvert relative-
ment compact dans X. Alors toute différentielle w € £9'(X) est de la forme 8fsur
Y, ois f € E(Y).

Preuve — C’est vrai localement grice au théoréme de Dolbeault (th. 8.1) :
ily a un recouvrement ouvert X = |JU; et des f; € E(U;) avec w = f; sur U;.
Donc ¢ = (fi—f;) est un cocycle de Z' (U, ©). Soit € X\Y et f une fonction
méromorphe sur un ouvert connexe Y; de X contenant z et Y, telle que f
ait un unique péle en = (elle existe : voir la remarque suivant le théoréme
de finitude). La multiplication par f induit un endomorphisme de 'image
E de la restriction H*(X, 0) — H'(Y,0) ; son polynéme caractéristique P
est donc tel que F = P(f) annule E. Puisque F n’est pas constante (a cause
du péle 1), ses zéros sont isolés, donc quitte a raffiner le recouvrement, on
peut supposer F inversible sur les 24; N ;. Donc (f; — f;)/F est un cocycle
représentant un £ € H'(X, O) tel que { = FE. Par suite ¢ est nul dans E (on
a méme montré que E = 0) et donc ( est un cobord sur Y, soit fi—f; = gi—g;
ol g; est holomorphe sur Y. Alors f; — g; définit une fonction f qui convient.

Les fonctions holomorphes sur X permettent d’approcher les fonctions holomor-
phes sur certains ouverts que nous étudions maintenant.

Définition - Pour toute partie Y de X, on note Y la réunion de Y et des com-
posantes connexes de X \'Y qui sont relativement compactes On dit que Y est
de Runge s’il n’y a pas de telle composante, c’est-a-dire si Y =Y.

Lemme - Y =Y etY — Y est croissante.

Y +— Y conserve la fermeture et la compacité.

Preuve - est immédiat. Si Y est fermée, toute composante
connexe de X \ Y est ouverte donc X \ ¥ est ouverte et YV est fermée. Si
Y est compacte, soit I/ un ouvert relativement compact contenant Y. Une
composante connexe C' de X \'Y n’est jamais fermée (par connex1te) donc
T rencontre Y et C rencontre U. Ainsi ¥ est dans la réunion de U et des
composantes de X \' Y rencontrant 84 (en nombre fini), donc est fermé dans

un ouvert relativement compact et par suite est compact. -

Définition - Une suite (E,) de parties de X est exhaustive (dans X) si pour
o
tout n, E,_; CE, et si X = |J En.

Théoréme 13.2 - Toute surface de Riemann ouverte X a une suite exhaustive
d’ouverts de Runge relativement compacts : Yo CC Y; CC ...

Preuve — Par dénombrabilité de la topologle ily a une suite Hy C H,
de compacts recouvrant X Notons K¢ = Hy et par récurrence K,y = 11 ol

o
K est un compact tel que K, UH, CK . Ainsi (I,.) est une suite exhaustive
de compacts de Runge. Il suffit donc de trouver pour chaque n un ouvert




[XIIL§1] Nullité de H(X, 0). 151

de Runge Y, tel que K, C ¥, CC X. Soit P un compact tel que K, C1°° .
En enlevant & P un nombre fini de petits disques recouvrant &P, on obtient
un ouvert Y, tel que K, C Y, C 13 Enfin chaque composante connexe de
X \ Y, contient une composante de X \ P donc est non compacte ; ainsi Y
est de Runge. .

L’intérét des ouverts de Runge vient du résultat suivant :

Théoréme 13.3 - Soit Y un ouvert de Runge sur une surface de Riemann ouverte
X. On munit les fonctions holomorphes de la topologie de la convergence uniforme
sur tout compact. Alors

» SiY' est un ouvert tel que Y CY' CC X, quad O(Y") est dense dans o).

O(X) est dense dans O(Y') : toute fonction holomorphe sur Y est limite
uniforme sur tout compact de fonctions holomorphes sur X.

Preuve - D’apres la topologie, on peut supposer Y relativement compact.
Montrons d’abord = . Boit f une fonction dans O(Y) ; on fixe un
compact K C Y et un réel € > 0. Soit K C Y =Y, CcC Yi... une suite
exhaustive (dans X) d’ouverts de Runge (th. 13.2). Notons fo = f. D’aprés
y il y a-sur Y;, une fonction f,, holomorphe telle que |f, — f,,_1|-17“_2 <
/2", donc la suite (fn)n>m+2 converge uniformément sur Y,,. La limite g
est donc holomorphe sur X, et approche f & & prés.

Il reste a montrer . On recouvre X par une suite (K, ) de compacts inclus
dans des disques conformes ; toute fonction f € £(X) admet localement des
dérivées, et leur maximum sur I, définissent sur £(X) une suite de semi-
normes qui en font un espace de Fréchet (et de méme pour chaque £74(X) ).
La topologie induite sur O(X) est celle de la convergence uniforme sur tout
compact. On fait de méme avec tout ouvert Y de X.

Pour montrer que O(Y") est dense dans O(Y') il suffit (Hahn-Banach) de voir
que toute forme linéaire continue T' : £(Y) — C nulle sur O(Y") est nulle
sur O(Y). Soit T une telle forme. On définit une fonctionnelle S sur £91(X)
par S(w) = T(g) ot g est une solution de wly: = dg, g € E(Y") (elle existe
par le théoréme 13.1). S est bien définie car T est nulle sur O(Y"). De plus
S est continue : en effet, si V est le sous-espace de £%1(X) x £(Y") formé
des couples (w, g) vérifiant w|y: = Jg, on a le diagramme

1% o g(y)

| |

orx) = ¢
La projection pr;, étant continue et surjective, est ouverte (théoréme de
Banach), donc s est continue. Puisque T~ ({|z] < 1}) est un ouvert de £(Y),
il y a par définition de la topologie de £(Y) un nombre fini des compacts K,
de Y tels que si g est nulle sur leur réunion I, alors |T(g)] < 1. Par linéairité,
on a aussi |AT(g)| = |T(Ag)| < 1 pour tout A € R, donc T(g9) = 0. Il y a
de méme un compact L de X tel que si-w € £%1(X) est nulle sur L, alors

S(w) = 0.
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Montrons qu’on peut méme supposer L = K. En effet, si ¢ € £(X) est &
support relativement compact dans Z = X \ K, alors §(8g) = T(g) = 0 ;
ainsi, S est une distribution holomorphe sur Z, donc (lemme de Weyl) est
l'intégration contre une fonction holomorphe ¢ € Q(Z) : pour w & support
dans Z, S(w) = [, 0 Aw. Par définition de L, o est nulle sur Z \ L, donc
aussi sur X \ K par prolongement analytique (une composante de X \IA{ doit
rencontrer Z \ L puisqu’elle n’est pas relativement compacte). Cela prouve
que L = K convient encore.

Si f est alors une fonction holomorphe sur Y, soit 2 € £(X) égale & f sur K
et nulle hors de Y. Alors T(h — f) = 0 donc T(f) = T'(h) = S(8h). Puisque
Oh = 8f = 0 sur K, on a S(Bh) = 0, et finalement T(f) = 0 et T est nulle
sur O(Y).

On arrive ainsi au résultat principal de ce chapitre :

Théoréme 13.4 - Si X est une surface de Riemann ouverte, toute forme w dans

E91(X) est de la forme Of ot f € £(X). Autrement dit, H'(X,0) = 0.

Preuve — L’équivalence des énoncés vient de la suite exacte de Dolbeault

0 O0x - Ex DEY =0

(théoreme 8.1). Soit Yo CC Y3 CC ... une suite exhaustive dans X d’ouverts
de Runge relativement compacts. D’aprés le théoréme 1, w est de la forme
Ofn sur Yy, donc fny1— fr est holomorphe sur Y;, et peut ainsi &tre approchée
par une fonction g, holomorphe sur X :

| fat1 — fa—gnlly,_, <e/2™

Donc quitte & remplacer f,41 par frp+1 — gn, qui a le méme 3, on peut
supposer ||fot1 — fally,_, < €/2™ ; la suite (f,) converge alors vers une

solution f € £(X) de 9f = w.

§2 Fonctions méromorphes

La nullité de H'(X,O) permet aussitét d’obtenir la solution du probleme de
Mittag-Leffler (ler probléme de Cousin en une variable) :

Théoréme 13.5 - Sur une surface de Riemann ouverte X, on peut imposer les
parties principales d’une fonction méromorphe : pour tout famille de fonctions
méromorphes f; sur des ouverts U; de X, vérifiant f; — f; € O(U; NU;), il existe
une fonction f méromorphe sur X telle que f — fi soit holomorphe sur U;.

Preuve - Les f; — f; forment un cocycle € Z'(U,0), qui est donc un |
cobord (g; —g;) oli-g; € O(U;): Ainsi les-f; — g;-se-recollent-en une-une =

fonction f qui convient. .
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La deuxiéme application est la solution du probléme de Weierstrass (2&¢me pro-
bléeme de Cousin en une variable). Un diviseur sur une surface de Riemann

ouverte est une somme formelle Z n p(P) & support discret.
- PeX

Théoréme 13.6 - Tout diviseur D d’une surface de Riemann ouverte X est le
(;Iiviseur d’une fonction méromorphe.

Preuve — Localement c’est évident : il y a des ouverts f; recouvrant X
et des fonctions f; € M(U;) avec (fi) = D|y;. Pour prouver le théoreme,
montrons d’abord qu'il suffit de trouver f € £(X) de “diviseur D” au sens
suivant : si z est une carte en z € X, on a f = $2z™ au voisinage de =,
oll ¢ est C* sans zéro et n est la multiplicité de D en z. En effet on aura
alors f = e% f; sur U, oit §; est C*, avec e%i—%i holomorphe inversible sur
U;NU; ; donc ¢; — ¢; est un cocycle holomorphe, donc un cobord g; — g; ol
gi € OU;). Les €% f; se recollent en une fonction qui convient.

1l reste & trouver f. Soit (K,) une suite exhautive dans X de compacts de
Runge, et D, = D|g,,,\k,- Il suffit de trouver une fonction %, de “diviseur
D" sur K4y \ Ky, égale & 1 sur K| puis de prendre le produit de ces 1,,. On
peut supposer que D, est réduit & un point z € K, \ K,,. La composante
connexe U de X \ K, contenant z n’est pas relativement compacte donc
sort de K41 : il y a un chemin ¢ dans ¢/ de z & un point z; ¢ Kpp1. Si
¢ est une fonction C* sur C, nulle sur |z| > 3 et égale & 1 sur |z| < 2,
. la fonction z +— ]’;lf‘i’(") est C°° sur C*, égale & 1 sur |z] > 3, et de
“diviseur” (1) —(0). Quitte & découper c en morceaux et  utiliser des cartes,
on obtient de méme une fonction gn1 € £(X \ {21}) de diviseur (z) — (z1),
égale & 1 sur K,. On trouve de méme un point 2 ¢ K,y2 et une fonction
gn2 € E(X \ {z2}) de diviseur (z1) — (22), égale & 1 sur K, et ainsi de
suite. Le produit [[; g»,: converge vers une fonction ¢, de diviseur (z), égale
a 1 sur I, qui est la fonction cherchée.

Corollaire - Toute fonction méromorphe f sur une surface de Riemann ouverte
est quotient de fonctions holomorphes.

Preuve ~ Ily a une fonction méromorphe h dont le diviseur est le diviseur
(f)oo des péles de f. Ce diviseur est positif donc h est holomorphe, et g = Af a
pour diviseur (f)+(f)oo = (f)o qui est encore positif, donc g est holomorphe.

Ces “théorémes de Mittag-Lefller et de Weierstrass” sont les propriétés principales
des variétés de Stein :

Définition - Une variété analytique X est de Stein si O(X) sépare les points et
si pour toute suite discréte (z;) sur X, il y a une fonction holomorphe sur X non
bornée sur (z;).

Théoréme 13.7 - Toute surface de Riemann ouverte X est une variété de Stein.
Plus précisément, si(x;) est une suite discréte sur X et (c;) une suite de complexes,
il existe une fonction f holomorphe sur X telle que pour chaque i, f(z;) = c;.
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Preuve -~ D’aprés le théoreme de Weierstrass, il y a une fonction A holo-

morphe, de diviseur Y (z;). La fonction g; = ei/h a sur Ui = X\, ; 2» un

unique pdle en z;, donc g; — g; est holomorphe sur &f; N ;. Le théoréme de

Mittag-Leffler fournit une fonction méromorphe g telle que g — g; soit holo-

morphe sur ;, donc g est holomorphe hors des z;, et f = hg = ¢;+(g—g:i)h

convient. .
Remarque - On définit parfois une variété de Stein en terme de convexité holo-
morphe : si M est une partie d’une variété X, I’enveloppe convexe holomorphe
de M est I’ensemble

h(M):{zGX ; |f(z)lss;4p|f1 pour toute feO(X)}.

On dit que X est holomorphiquement convexe si I’enveloppe convexe holomorphe
de toute partie relativement compacte M est compacte. Alors X est une variété de
Stein si et seulement si X est holomorphiquement convexe et qu’en chaque point
existe une coordonnée locale holomorphe sur X entiére. (Réf. [Ra]).




Probléme d’examen

Ce texte reproduit le texte du sujet d’examen qui suivait le cours semestriel dont
ce livre est issu.

Premiére partie (30mn)

Justifier trés briévement vos réponses aux questions suivantes :

La surface de Riemann associée 4 la fonction multiforme f(z) = exp(z/log z)
est-elle compacte ?

Existe-t-il une courbe algébrique dans P?(C) de degré 5 et genre 8 ?

Quels est le revétement universel des surfaces de Riemann suivantes :
a) Xy = C\ {5 points }
b) X3 = la surface de Riemann de la fonction f(z) =logz ?

Existe-t-il une fonction harmonique non constante sur la sphére P(C) privée
des deux disques |z| < let |z~ 3| <17

Soient Py et P; deux points distincts d’une surface de Riemann compacte X ;
soient f; et f; deux fonctions méromorphes sur X. On suppose que f; a un unique
zéro, triple, en Py, et que f; a un pole simple en Py, un péle triple en P, et est
holomorphe ailleurs. Calculer le degré [M(X) : C(f1, f2)].

@ Quels sont les genres possibles d’une cubique de P?(C) ? Donner un exemple
pour chaque cas.

Quel est le genre de la surface de Rie-
mann ci-contre ? (N.D.L.R. Le cours
(en particulier les figures du chap.Il) n’a
été rédigé qu’aprés ezamen).

Soient Py, P, deux points distincts d’une surface de Riemann X compacte de
genre 3. Existe-t-il une fonction méromorphe f sur X telle que

ordp, f=5 et ordp, f = —1 ?

@ Le groupe fondamental d’une surface de Riemann compacte de genre 4 est-il

abélien ?

Soient Py, P, P; trois points distincts d’une surface de Riemann compacte X,

w une différentielle méromorphe sur X. On suppose qu’il existe des cartes 21, z,

z3 en Py, Py, P telles que w = dfl’- au voisinage de P, w = -d;’,z au voisinage de
2

Posw= (23 + 'z'l;) dzy-an-voisinage de- Py Est-il-possible que w- ait exactement

a) 3 poles 7 b) 4 pdles 7 c) 5 poles ?
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Deuxidme partie (2h30)

I/ On considere la courbe algébrique projective F;, d’équation X* 4+ Y™ 4+ Z" =0
dans P2(C) (pour n > 3). On définit les fonctions méromorphes sur F}, suivantes :

z:(X,Y,2) — X/Z et y:(X,Y,Z2) — Y/Z.

Calculer, en fonction du point P = (Xo,Yp, Zo) sur Fy, le nombre de points
de la fibre 27! (z(P)) en P. En déduire le genre de Fy,.

On rappelle que 1'espace §2(X) des différentielles holomorphes sur une courbe
non singuliére C' de P?(C) d’équation P(X,Y,Z) = 0 (P polynéme homogene de
degré n) admet pour base les différentielles
z"y'dz
RERRY

Retrouver ainsi le genre de F,,. Montrer que les différentielles

0<Lrs;r+s<n-3) ot z=X/Z, y=Y/2.

b dz

yn-—l

wap =3 (y — &™) 0<ab;a+b<n—3)

forment une base de Q(Fy).

Pour k = 1,...,n on note Py, = (0, e(2k=1)in/n 1). Quel est 'ordre de w, 3 au point
P, 7 au point Py (k=2,...,n) 7 '

Quel est le diviseur de wq p et le degré de ce diviseur ?

On note T le semi-groupe de N, associé au point P, sur Fy,, défini par

= {m eN* ; 3feL(m(P))\L(m~ 1)(P1))}.
Rappeler comment on peut peut définir I' en terme de zéros de différentielles

holomorphes. En déduire que P; est un point de Weierstrass, de poids

n—1)(n—2)(n—3)(n+4) .
24

w(Py) = &

EI On notera Py, ..., Ps, les points de Weierstrass de F,, obtenus par permutation
des coordonnées de P, ..., P,. Montrer que si n = 4, ces points sont les seuls points
de Weierstrass sur F,,, mais qu’il y en a d’autres dés que n > 5.

II/ Soit X une surface de Riemann compacte de genre g > 2. Soient h un auto-
morphisme de X d’ordre premier p (c’est-a-dire h? = id), et @ un point fixe de k.
On note ¢ le nombre total de points fixes de h.

Soit X = X/(h) la surface de Riemann quotient de X par le groupe cyclique
engendré par h, § le genre de X,et 7: X —» X la projection naturelle. Quels
sont les points de ramification de 7 ? les degrés de ramification 7 En déduire § en
fonction de ¢, p, g¢.
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Montrer qu’il existe une carte z en @ telle que z o h = €2z ol € est une racine
primitive p-iéme de l’unité (e? = 1,e # 1).
9(X) — Q(X)

F(2)ds +— flezyeds SUT les différentielles.

Ainsi h induit un endomorphisme H :

On suppose que @ n’est pas un point de Weierstrass. Montrer qu’il existe
¢ une base (wi)i=o,...g—1 de Q(X) telle que w; = (z + z-"fi(z))dz au voisinage de
@, ol f; est holomorphe au voisinage de 0. En déduire que les valeurs propres de
H sont ¢, €%,..., ¢ et trouver le nombre de différentielles holomorphes sur X
(c’est-a-dire de différentielles sur X invariantes par H) en fonction de g et p.

En comparant et , conclure que si un automorphisme de X différent
de l'identité a au moins 5 points fixes, alors tous ses points fixes sont des points
de Weierstrass.

@ Appiquer ce résultat aux courbes F;, du I et aux automorphismes

(X,Y,2)

(X,Y,2) — ¢ (2,Y,X)

Y, X,2Z)
Exhiber ainsi 3n? nouveaux points de Weierstrass Q,,. .., Qan2. Montrer que pour
n =5, les points Py,..., Pan,@1,...,Qan2 sont les seuls points de Weiestrass sur

Fa.
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