
Géométrie complexe, feuille 3

Soit L → M un fibré en droite holomorphe de base compacte. On note
E = H0(M,L) l’espace des sections holomorphes. Pour tout x ∈ M , nous
avons une application linéaire λx : E → Lx donnée par

λx(s) = s(x), ∀ s ∈ E. (1)

En identifiant Lx avec C, λx devient une forme linéaire de E bien définie
multiplication par un scalaire non nul près. Le lieu de base de L est la partie
B(L) de M formée des points x tels que λx = 0. On verifiera que B(L) est
fermé. Soit ϕL l’application de M \B(L) to P(E∗) qui envoie x sur [λx]. Le
fibré L est dit très ample si B(L) = ∅ et ϕL est un plongement.

Exercice 1. (Plongement de Kodaira)

1. On se donne une base (s0, . . . , sN ) de E de sorte à identifier E∗ avec
CN . Soit σ : U → L un repère holomorphe. Montrer que

ϕL(x) = [f0(x) : . . . : fN (x)], ∀x ∈ U

où pour tout i, si = fiσ sur U . En déduire que ϕL est holomorphe.

2. Montrer que pour tout x, y ∈M \B(L), ϕL(x) 6= ϕL(y) si et seulement
si il existe s ∈ E, tel que s(x) 6= 0 et s(y) = 0.

3. Soit s une section de L s’annulant en x et σ un repère holomorphe en
x. Montrer que dxs := dx(s/σ)⊗ σ(x) ∈ T ∗

xM ⊗Lx ne dépend pas du
choix de σ.

4. Montrer que ϕL est une immersion en x ∈M \B(L) si et seulement si
la famille des dxs, où s décrit les sections holomorphes de L s’annulant
en x, engendre (T 1,0

x M)∗ ⊗ Lx.

Exercice 2. (Plongement de Segre)
On rappelle que H0(Pn,O(k)) ' Ck[z0, . . . , zn].

1. Pour tout i = 0, . . . , n, on note Ui l’ouvert {[z] ∈ Pn/zi 6= 0} et σi ∈
O(Ui,O(−1)) le repère local défini par σi([z]) = (z0/zi, . . . , zn/zi).
Pour tout P ∈ Ck[z0, . . . , zn], exprimer la section correspondante dans
le repère σ−k

i .

1



2. Expliciter en coordonnées homogènes l’application ϕL : Pn → PN pour
L = O(k) avec k ∈ N∗. Vérifier que c’est un plongement.

Exercice 3. (fibrés très amples)

1. Montrer que si L → M est très ample, alors Lk est très ample pour
tout k ∈ N∗.

2. Montrer que si L→M est très ample et N est une sous-variété com-
plexe de M , alors L|N est très ample.

Exercice 4. (Plongement de Plücker)
Soit k, n deux entiers tels que 1 6 k < n. Soit Gk,n l’ensemble des sous-

espaces de dimension k de Cn. Soit ξ l’application de Gk,n dans P(∧kCn)
qui envoie U sur e1 ∧ . . .∧ ek où (ei) est une base de U . Le but de l’exercice
est de munir Gk,n d’une structure de variété complexe et de montrer que ξ
est un plongement.

Notons M(n, k) l’espace des matrices à coefficients complexes avec n
lignes et k colonnes, O le sous-ensemble de M(n, k) formé des matrices de
rang k. Si A ∈ M(n, k) et I est une partie de {1, . . . , n}, on note AI la
matrice extraite de A formée des lignes indicées par les éléments de I, VI le
sous-espace vectoriel de Cn engendré par les vecteurs de la base canonique
indicés par I.

1. Montrer que O est un ouvert de M(n, k). Montrer que l’application qui
envoie A ∈ O sur son image induit une bijection de O/Gl(k) sur Gk,n.
Dans la suite on identifie Gk,n et O/Gl(k) et on note π la projection
de O sur Gk,n.

2. On munit Gk,n de la topologie quotient. Montrer que Gk,n est connexe,
compact.

3. Soit I ⊂ {1, . . . , n} avec k éléments et J son complémentaire. Soit
OI = {A ∈ O/det(AI) 6= 0}. Soit ϕI l’application de OI dans M(n−
k, k) qui envoie A sur

(
AA−1

I

)
J
. Montrer que ϕI se factorise en une

application ΦI de π(OI) dans M(n− k, k). Montrer que la famille des
(π(OI),ΦI)I est un atlas holomorphe de Gk,n.

4. Montrer que π(OI) s’identifie à l’ensemble des sous-espaces U en somme
directe avec VJ . Montrer que l’application réciproque de ΦI envoie
f ∈ M(n− k, k) = L(VI , VJ) sur son graphe.

5. Montrer que l’application ξ est bien définie et injective.

6. Montrer que ξ est un plongement.
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