Q SCIENCES
b SORBONNE

UNIVERSITE Corrigé de 'examen du 8 janvier 2019 1MO001

SORBONNE UNIVERSITE — 1M001 — Analyse et algebre pour les sciences
Examen du 8 janvier 2019 — Durée : 2 heures
Aucun document n’est autorisé. L’utilisation de tout appareil électronique (tel que calculatrices, télé-

phones portables, montres connectées, etc.) est interdite. Ceux-ci doivent étre rangés dans les sacs et mis
en position éteinte.

Toutes les réponses doivent étre justifiées, soit en indiquant qu’il s’agit d’un résultat du cours, soit par un raisonnement
ou un calcul. Les correcteurs tiendront compte de la qualité de la rédaction et de la précision des raisonnements.

Cet énoncé comporte 5 exercices indépendants.

Exercice 1. — Question de cours

1.1. Enoncer le théoréeme des accroissements finis.

| Solution : Soit f(z) une fonction & valeurs réelles, définie et continue sur un intervalle fermé borné d’intérieur non |

‘Vide [a,b] de R et dérivable sur I'intervalle ouvert |a, b[. Il existe ¢ € ]a, b[ tel que f'(c) = W‘ |
Application :

1.2. Soit (a,b) € R? tel que a < b. Montrer que |sin(b) — sin(a) | < [b—a].
| Solution : D’aprés le théoreme des accroissements finis, il existe ¢ € ]a, b tel que sin’(c) = w ; or sin’(z) = |

sin(b)—sin(a)
b—a

‘COS(I) donc = | cos(c)| < 1, d’ou le résultat. |

1.3. Soit (a,b) € [0,7]” tel que a < b. Montrer que | sin(b) — sin(a) | < |b—a.

sin(b)—sin(a) ‘
b—a

< 1 d’ou le résultat. ‘

‘Solution : Comme ci-dessus, on a

= | cos(c) | avec de plus 0 < a < ¢ < b < m; on a donc ¢ € ]0, 7|

| d’ot | cos(c)

Exercice 2. On considere 1’équation différentielle (E) 3’ — 2y = sin(3x)e?* et 1’équation différentielle homogene
associée (Ey) v — 2y =0.

2.1. Déterminer I’ensemble des solutions de (Fy) définies sur R.

‘ Solution : D’apres le cours, 'ensemble des solutions de (Ep) est Pensemble {ke?*; k € R}.

2.2. Déterminer une solution particuliere de (E) définie sur R.

‘ Solution : On procede en suivant la méthode de variation de la constante, en cherchant une solution de (E) de la‘
forme y(z) = k(z)e?®. On a alors ¥/ (z) = k' (2)e*® + 2k(z)e*® = k' (z)e?** +2y(x). La fonction y(z) est donc solution
de (E) si et seulement si k'(2)e?® = sin(3z)e?* c’est-a-dire k’'(z) = sin(3x). La fonction k(z) = —% convient

cos(3z) 2x
—3 &

‘donc la fonction — est une solution particuliere de (E). |

2.3. Déterminer alors l'ensemble des solutions de (E) définies sur R.

‘ Solution : D’apres le cours, les solutions de (E) sont toutes obtenues comme somme d’une solution particuliere et ‘
‘d’une solution de (Ep). L’ensemble des solutions de (E) est donc I'ensemble {(k - %)e%; ke R}. |

2.4. Déterminer quelles sont les fonctions f(x) solutions de (E) définies sur R et telles que f(F)= 0.

< COS 31 ‘
Solution : Soit f(x) = (k — w>e% une solution de (E). On a f(%)= 0 si et seulement si k — (34 ) =0

()

c’est-a-dire k = 5 = —% . Il y a donc une seule fonction vérifiant la condition demandée. C’est la fonction

‘f(i) = (*% — @)62@
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Exercice 3.
Soit w = -8 € C.
3.1. Déterminer les racines carrées de w sous forme cartésienne a + ib. (On exprimera a et b a 1'aide de nombres
entiers, de racines carrées de nombres entiers et de fractions.)

‘Solution:Soitz:a+ibtelque 22 =-8i.0Onaz?=(a?-b%)+2iabdou: (1)a®>—-b*=0 et (2 )2ab——8 |
On ade plus: (3) a2 +b*> = |z|> =8. En combinant les relations (1) et (3) on en déduit que a® = b? = 4 d’on
a = £2 et b = £2. Mais d’apres la relation (2) on a ab = —4 d’ou (a,b) = (2,—2) ou (a,b) = (—2,2). Les deux
‘racines carrées de —8¢ sont donc 2 — 2¢ et —2 4 2. ‘

3.2. Déterminer les racines carrées de w sous forme polaire re??.

Solution : On a : —8i = 8¢~ "/2, Les deux racines carrées de —8i sont donc v/8e /4 et \/Re(—im/+im — | /gedin/4,

Soit P = X? — (24 44)X + (=3 + 6i) € C[X].

3.3. Déterminer les racines complexes de P.

| Solution : Le discriminant de P est A = (2444)2—4(—3+6i) = (22—42)+2x2x4i—4(—3+6i) = —12+16i+12—24i = |
—8i. C’est le nombre w introduit précédemment. On a A = (2 — 24)2. Les racines de P sont donc les nombres
(2H4)+(2=20) _ o | ; o 244D)-(2-20) _ g;

2 2 :

3.4. Exprimer P comme produit de deux polynémes de degré 1 a coefficients complexes.

Solution : D’aprés ce qui précede, on a P = (X — (2+14))(X — 3i).

Exercice 4.
4.1. Soit a € R. Donner le développement limité de (1 4+ )% en x = 0 & Pordre 2.

Solution : D’apres le cours on a (1 +x)% =1+ az + H(a D2 4 o(22).

4.2. Donner le développement limité de f(z) = /1 +x —e®/? en x = 0 & lordre 2.

‘Solution : On a, d'une part, VI+z = (14+2)"/2 =142 — %2 + o(z?) (d’apres la question précédente). On a,‘
2

o(z
‘d’autre part, e =1+ u+ ”72 +o(u?) dote®? =1+ 2 + Z- + 0(2?). On en déduit que f(z) = 7% + o(x?).

4.3. Déterminer les limites : hm f(z) pour 1 = 0,1,2. En déduire les limites lim flx) o 1 f(x)
—0 x" r—0+ 3;3 20— SL‘?’
‘M : On a directement :  f(z) = —% + o(2?) d’on lin%f(ac) —0, f(xx) — _2 4+ ofa) doi lin% % o
t L = —1 4 0(1) d'ot nn})@ — *i-
On remarque alors que f(T) f(j) X =, or hm f( ) %» lim L =4o00et lim * = —oc0, dott lim @) —
z—0+ T z—0— * z—0+ &

et lim % = 4-00.
z—0—

Exercice 5.
On considere la fonction f définie sur intervalle I = | =%, Z[ par f(z) = In(cos z).

5.1. La fonction f est-elle continue sur I ? dérivable sur I ? paire ? impaire ? (Justifier toutes les réponses.)

‘ Solution : La fonction cosinus est continue et dérivable sur I, et pour tout 2 € I on a cos(z) > 0. De plus la fonction ‘
logarithme népérien est continue et dérivable sur R™*. Par théoréme sur la composition des fonctions, on en déduit
‘que f est continue et dérivable sur I. Enfin, la fonction cosinus est paire donc la fonction f est paire.
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5.2. Déterminer la dérivée f’ de f et tracer le graphe de f’. (On ne demande pas de faire une étude de f’. Se référer
au cours sera suffisant.)

| Solution : D’apres la formule sur la dérivée des fonctions composées, on a f'(z) = cos'(z)In’(cosx) = —32L =
—tanz. Le graphe de la fonction tangente est connu. On en déduit le graphe de f’.
Y
s
2
T ’ L
2
y=f'(z) =—tanx

5.3. Déterminer les limites : lim f(z) et lim f(z).

T— 2 1‘*)5
|Solution : On a  lim cos(z) = lim cos(z) = 0% et lim In(z) = —oco d’ol, par composition des limites,‘
:r—>—g+ Ty g—0%
lur}T+ fz) = hr7rr17 f(z) = —o0.

‘:c—>—§ Ty ‘

5.4. Déterminer le développement limité de f(z) en = = 0 a 'ordre 4.

z? 2t u? 2?2t
Solution : On a cos(z) = 1 — — + =~ +o(z*) et In(1+u) = u— — +o(u?). En substituant u par —— + =~ +o(z*)

2 24 2 2 24
2?2 2t
dans le développement de In(1 4+ u) on obtient f(x) = ( + > —

z? N a4\ ? N x? N 24\ ?
s ol (2o 4+ =
2 24 2 24 2 24
2 4\ 2 2 4 4 2 4
1
‘mais 0 ((_:102 + ;) ) = o(z) dott f(z) = (—962 + 92C4> ~3 <x4> +o(z*) = —% - % + o(z).

5.5. Dresser le tableau des variations de la fonction f sur lequel on précisera les valeurs de f/(0) et de f(0) ainsi
que les limites lirI}r . f(z) et lim f (x) calculées ci-dessus. Tracer ensuite le graphe de la fonction f.

N =

T—r 2 x—>§
| Solution y ‘
s[5 0 3 5 1 3
; x
f'(x) + 0 -
0
f(x) S ¢
—00 —00
y=f(z)

5.6. Déterminer I'image J = f(I) de lintervalle I par la fonction f. La fonction f admet-elle une fonction
réciproque définie sur J 7

‘Solution : D’apres de tableau des variations de f, J = f(I) = ]|—00,0]. De plus, comme [ est continue, le tableau‘
des variations montre également que pour tout y € |—o0,0[, il existe 21 € |=F,0[ et 22 € |0, [ tels que f(x;) =
f(z2) = y. (Comme [ est paire on a x1 = —wxs.) La fonction f n’est donc pas injective et n’admet de fonction

| réciproque qui serait définie sur J. ‘

On considere la fonction g obtenue par restriction de f a l'intervalle I; = [O, 5 [

5.7. Montrer que la fonction g admet une fonction réciproque g—' dont on précisera le domaine de définition J;.

‘Solution : La fonction g est continue et strictement décroissante sur I; et on a J; = f(I;) = |]—o0,0]. Elle admet‘
‘donc une fonction réciproque ¢~' définie sur J;. ‘
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5.8. Tracer, sur le méme graphique, les graphes des fonctions g et g~!. On justifiera de quelle maniere ces graphes
sont obtenus.

‘Sohltion : Le graphe de la fonction g se déduit de celui de f par restriction a l'intervalle [(), 5 [ Le graphe de la‘

fonction ¢! se déduit du graphe de g par symétrie par rapport a la droite d’équation y = .
Y
y=x
X
y=9 ') |, 7
1z,
4 s
o 2 ”
7/
/
7
Ve
Ve
Vd
A y=g(x)

1

5.9. Montrer que la fonction g~ est dérivable sur l'intervalle |—o0, 0].

| Solution : La fonction g est dérivable sur I'intervalle |0, 5[ et pour tout # € ]0,%[ on a ¢’(z) = —tanz # 0. Lal
| fonction g~ est donc dérivable sur g(]0, % [) =]—o0,0]. |

5.10. Déterminer la valeur de (¢71)'(—In2).

Solution : On a —In2 =In(3) =In(cos(3)) = g(5). D'on (gfl),(—ln2) = /1 = Lo 1 |

g(5) (3 VB |

5.11. Déterminer g~ *(y) pour tout y € |—oo, 0] puis (g_l)l(y) pour tout y € |—oo, 0[. Vérifier & I’aide de la formule
obtenue le résultat de la question précédente.

-1

| Solution : Pour tout = € [0,Z[, on a y = g(x) = In(cos z) d’ott, pour tout y € ]—00,0] : & = g~*(y) = arccos(eY). |

1 ey
On en déduit que, pour tout y € |—00,0[, on a: (¢! "PV=e¥ x — =
que, p y€E] [ (7)) oy Viw
In(1/2) 1
On a alors (971) (= 1n2) = (g7!)'(In (3)) = ———= -2 - _ 1 __1
| R N A O N et B




