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Polynômes

1

Effectuer la division euclidienne de Xm − am par Xp − ap et établir une condition sur m et p pour
que le reste soit nul.

2

Soit K le corps commutatif Z/pZ : K = {0, α1, . . . , αp−1}.

2.1. Montrer qu’un polynôme de K[X] de degré d ayant d + 1 racines est nul.

2.2. Est-il vrai qu’un polynôme P dont la fonction polynomiale associée (K → K, x 7→ P (x)) est
nulle est nul ?

2.3. Montrer que dans K[X],

p−1∏
i=1

(X − αi) = Xp−1 − 1.

2.4. Montrer que pour tout nombre premier strictement positif p, (p− 1)! + 1 est divisible par p.

3

Soit P ∈ Z[X], n ∈ Z et m = P (n). Montrer que pour tout k ∈ Z, P (n + km) est divisible par m.
En déduire qu’il n’existe pas de polynôme non constant P dans Z[X] tel que pour tout n ∈ Z, P (n)
est premier.

4

Déterminer la base duale de la base canonique de Rn[X].

5

Soient xi, i ∈ {0, . . . , n} une suite de n + 1 réels tous distincts. On considère la famille de formes
linéaires sur Rn[X] définies par φi(P ) = P (xi). Montrer qu’elle forme une base de Rn[X]∗. Déterminer
la base duale.

6

On considère la famille de polynômes

(
X

n

)
=

n∏
k=1

X − k + 1

k
, n ∈ R.

6.1. Montrer qu’il forment une base de R[X]. Déterminer la base duale (indication : considérer la
forme linéaire qui à un polynôme P associe P (1)− P (0).)

6.2. Soit P un polynôme prenant des valeurs entières sur tous les entiers. Montrer que P est une

combinaison linéaire à coefficients entiers des polynômes

(
X

n

)
.


