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Fractions rationnelles

1

Décomposer en éléments simples dans R(X) les fractions rationnelles
1

(X − 1)3
,

X

X2 − 1
,

n!

X(X + 1) · · · (X + n)
,

1

(X2 + X + 1)3
,

X3

(X2 + X + 1)3
,

1

X2n − 1
.

2

Décomposer en éléments simples dans R(X) les fractions rationnelles
X2

(X + 1)3(X − 1)2
,

Xn

(X + 1)3(X − 1)2
,

X4 − 1

(X − 1)4(X2 + 1)2
,

Xn − 1

(X − 1)4(X2 + 1)2
,

1

(x − a)n(x − b)n
.
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UNIVERSITÉ PIERRE ET MARIE CURIE
LM250 – 2004-2005

Feuille d’exercice 4 : intégration

1. Calculer les primitives des fonctions rationelles :

(a)
6 + 4x + x2

(1 + x)3
(b)

3x2 − 1

x4 − 2x2 + 1
(c)

x3 + x2 + x + 1

(1− x)(1 + x)3

(d)
x

x2 + 2x + 10
(e)

1

x4 − 1
(f)

1

x6 − 1

2. Calculer les intégrales et les primitives suivantes à l’aide des changements de variable
indiqués :

(a)

∫ 8

3

dx

x
√

1 + x
t =

√
1 + x (b)

∫ ln(3)
2

0

dx

chx
t = exp x

(c)

∫
dx

chx sh x
t = exp x (d)

∫
sin 2x

cos 3x
dx t = cos x

(e)

∫
dx

cos x sin3 x
t = sin x

3. Soit f(x) =
1

1 + x
, n ∈ N∗ et gn : [1, 2] → R telle que gn(2) = f(2) et

∀i ∈ {1, . . . , n} : ∀x ∈
[
1 +

i− 1

n
, 1 +

i

n

[
: gn(x) = f

(
1 +

i

n

)
.

(a) Tracer f et gn sur un même graphe.

(b) Montrer que

∫ 2

1

gn(x) dx =
2n∑

k=n+1

1

k
.

(c) Montrer que lim
n→+∞

∫ 2

1

gn(x) dx =

∫ 2

1

f(x) dx.

(d) Montrer que
2n∑

k=n+1

1

k
=

2n∑

j=1

(−1)j−1

j
.

(Indication : on remarquera que si n + 1 ≤ k ≤ 2n et si k = 2e! avec ! impair et

e ≥ 1 alors
1

k
=

1

!
− 1

2!
− 1

22!
− · · ·− 1

2e!
.)

(e) En déduire la convergence de la série
∑

j≥1

(−1)j−1

j
et sa somme.

4. Les intégrales impropres suivantes sont-elles convergentes ?

(a)

∫ +∞

0

dx√
ex − 1

(b)

∫ +∞

0

x3 + sin x

(2x2 + x + 1)2
dx (c)

∫ +∞

1

x− 1

x ln x
dx

(d)

∫ 1

0

(ln x)2 dx (e)

∫ +∞

2

dx

(ln x)3
(f)

∫ +∞

0

sin(1/x)√
x

dx

1


