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On rappelle la propriété universelle de la somme directe de deux modules :

Soient M1 et M2 deux A-modules. Il existe un module noté M1⊕M2 et un couple d’applica-
tions linéaire (α1, α2) ∈ Hom(M1,M1 ⊕M2) × Hom(M2,M1 ⊕M2) tels que pour tout module
N et tout couple d’applications linéaires (ϕ1, ϕ2) ∈ Hom(M1, N) × Hom(M2, N) il existe une
unique application linéaire ϕ ∈ Hom(M1 ⊕M2, N) telle que ϕ1 = ϕ ◦ α1 et ϕ2 = ϕ ◦ α2, ce qui
est visualisé par le diagramme commutatif suivant :

M1

α1

²²

ϕ1

$$IIIIIIIIII

M1 ⊕M2
∃!ϕ // N

M2

α2

OO

ϕ2

::uuuuuuuuuu

On notera ϕ sous forme matricielle : ϕ =
(
ϕ1 ϕ2

)
.

Traiter le problème suivant à l’aide de cette propriété universelle, et sans manipuler d’élément.

1. Montrer qu’il existe deux applications linéaires uniques β1 ∈ Hom(M1 ⊕M2,M1) et β2 ∈
Hom(M2 ⊕M2,M2) telles que β1 ◦ α1 = IdM1 , β1 ◦ α2 = 0, β2 ◦ α1 = 0 et β2 ◦ α2 = IdM2 .

2. Montrer que α1 ◦ β1 + α2 ◦ β2 = IdM1⊕M2 .

3. Soient Q un A-modules et θi ∈ Hom(Mi, Q) (i ∈ {1, 2}) et ρi ∈ Hom(Q,Mi) (i ∈ {1, 2})
quatre applications linéaires telles que ρ1◦θ1 = IdM1 , ρ1◦θ2 = 0, ρ2◦θ1 = 0, ρ2◦θ2 = IdM2

et θ1 ◦ ρ1 + θ2 ◦ ρ2 = IdQ.

Décrire un isomorphisme naturel M1 ⊕M2 −→ Q.

4. Soient P un A-module et (ψ1, ψ2) ∈ Hom(P,M1)×Hom(P,M2). Montrer qu’il existe une
unique application linéaire ψ ∈ Hom(P,M1⊕M2) telle que ψ1 = β1 ◦ψ et ψ2 = β2 ◦ψ, ce
qui est visualisé par le diagramme commutatif :

M1

P
∃!ψ//

ψ1

::uuuuuuuuuu

ψ2 $$IIIIIIIIII M1 ⊕M2

β1

OO

β2

²²
M2

1

On notera ψ sous forme matricielle : ψ =

(
ψ1

ψ2

)
.

(Ce résultat montre que M1 ⊕M2 est isomorphe au produit M1 ×M2.)

5. Montrer que ϕ ◦ ψ =
(
ϕ1 ϕ2

) ◦
(
ψ1

ψ2

)
= ϕ1 ◦ ψ1 + ϕ2 ◦ ψ2.

6. Soient N1, N2 deux A-modules. On note γj ∈ Hom(Nj, N1⊕N2) et δj ∈ Hom(N1⊕N2, Nj)
(j ∈ {1, 2}) les applications canoniques associées à la somme directe N1 ⊕N2.

Soient ϕji ∈ Hom(Mi, Nj) quatre applications linéaires (i, j ∈ {1, 2}). Montrer qu’il existe
une unique application linéaire ϕ ∈ Hom(M1 ⊕M2, N1 ⊕ N2) telle que δj ◦ ϕ ◦ αi = ϕji
(i, j ∈ {1, 2}), ce qui est visualisé par le diagramme commutatif :

M1

α1

²²

ϕ11 //
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N1

M1 ⊕M2
∃!ϕ // N1 ⊕N2

δ1

OO

δ2
²²

M2

α2

OO

ϕ22

//

wwwwwwwwwww

ϕ12
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N2

On notera ϕ sous forme matricielle : ϕ =

(
ϕ11 ϕ12

ϕ21 ϕ22

)
.

7. Montrer que

(
IdM1 0

0 IdM2

)
= IdM1⊕M2 .

8. Soient P1, P2 deux A-modules. et ψik ∈ Hom(Pk,Mi) quatre applications linéaires (i, k ∈
{1, 2}).
Montrer que :

(
ϕ11 ϕ12

ϕ21 ϕ22

)
◦

(
ψ11 ψ12

ψ21 ψ22

)
=

(
ϕ11 ◦ ψ11 + ϕ12 ◦ ψ21 ϕ11 ◦ ψ12 + ϕ12 ◦ ψ22

ϕ21 ◦ ψ11 + ϕ22 ◦ ψ21 ϕ21 ◦ ψ12 + ϕ22 ◦ ψ22

)

(ce qui justifie définitivement l’écriture matricielle).
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