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Les quatre premières questions n’ont pas d’autre intérêt que de rendre compréhensible la suite
de l’énoncé. Leur rédaction est donc facultative. Du reste ce sont les questions suivantes qui
constituent le cœur du problème. . .

Soit A un anneau intègre.

1. Soit s ∈ A \ {0} ; on note As =
{ a

sn
, a ∈ A, n ∈ N

}/
∼ , où

a

sn
∼ b

sm
⇐⇒ asm = bsn.

Vérifier rapidement que As et un anneau et que l’application A
ϕA,s // As définie par

ϕA,s(a) =
a

1
est un morphisme injectif d’anneaux.

2. Soit s ∈ A \ {0} et soit I un idéal de A. on note Is =
{ a

sn
, a ∈ I, n ∈ N

}/
∼ , où

a

sn
∼ b

sm
⇐⇒ asm = bsn.

Vérifier rapidement que Is et un idéal de As.

3. Soit s ∈ A \ {0} et soit M un A-module. on note Ms =
{ x

sn
, x ∈ M, n ∈ N

}/
∼ , où

x

sn
∼ y

sm
⇐⇒ xsm = ysn.

Vérifier rapidement que Ms et un As-module et que l’application M
ϕM,s // Ms définie par

ϕM,s(x) =
x

1
est un morphisme injectif de A-modules.

4. Soit s ∈ A \ {0} et soit M
f // N un morphisme de A-modules.

Vérifier rapidement que l’application Ms
fs // Ns définie par fs

( x

sn

)
=

f(x)

sn
est un

morphisme de As-module et que le diagramme suivant de morphismes de A-modules est
commutatif :

M
f //

Ä _

ϕM,s

²²

NÄ _

ϕN,s

²²
Ms fs

// Ns

Dans la suite du problème on considère un A-module E de type fini et des éléments s1, . . . , sk ∈
A \ {0} tels que :

– pour tout i, Esi
est un Asi

-module projectif,
– l’idéal engendré par s1, . . . , sk est égal à l’anneau A.

On veut montrer que E est projectif.

(On rappelle que E est projectif si et seulement si pour tout morphisme surjectif M
π // // E il

existe un morphisme M E
σoo tel que π◦σ = IdE. Le morphisme σ s’appelle une section de π.)

Soit M
π // // E un morphisme surjectifs de A-module.

1

5. Montrer qu’il existe pour tout i un morphisme de Asi
-modules Msi

Esi

σsioo tels que
πsi

◦ σsi
= IdEsi

.

6. Montrer qu’il existe pour tout i un morphisme de A-modules M E
cσsioo et Ni ∈ N tel

que le diagramme suivant soit commutatif :

MÄ _

ϕM,si

²²

E
cσsioo

Ä _

ϕE,si

²²
Msi

Esi
s
Ni
i σsi

oo

(Indication : E est de type fini.)

7. Montrer que π ◦ σ̂si
= sNi

i IdE.

8. Montrer qu’il existe des éléments a1, . . . , ak ∈ A tels que
k∑

i=1

ais
Ni
i = 1.

9. Conclure.

Exemple 1 :

Soit A = Z[i
√

5] = {a + ib
√

5, (a, b) ∈ Z2} ⊂ C et I l’idéal de A engendré par 2 et 1 + i
√

5.

10. Montrer que I n’est pas principal.
(Indication : montrer que si I = zA alors |z| = 1 ou |z| = 2 et conclure.)

11. Montrer que I2 et I3 sont des idéaux principaux de A2 et A3 respectivement.
(On pourra utiliser la relation 2× 3 = (1 + i

√
5)(1− i

√
5).)

12. Montrer que I est un A-module projectif non libre.

13. Décrire explicitement une section A2 I
σoo du morphisme surjectif A2 π // // I défini

par π(z1, z2) = −2z1 + (1 + i
√

5)z2.

14. Décrire explicitement une application A2
ρ // A dont le noyau est im σ.

15. Soit J = im ρ. Décrire explicitement une section A2 J
τoo du morphisme surjectif

A2
ρ // // J et un isomorphisme A2 ' I ⊕ J .

16. Montrer que J est un A-module projectif non libre.

Exemple 2 :

Soit A = R[X, Y ]/
(
Y 2 − X2(X + 1)

)
. On note x la classe de X dans A et y la classe de Y .

Soit I l’idéal engendré par x2 et y. (On admettra que A est intègre. On pourra si nécessaire
considérer le corps K des fractions de A.)

17. Montrer que tout p ∈ A s’écrit de façon unique sous la forme p = p0(x) + p1(x)y.

18. Montrer que I n’est pas principal.

19. Montrer que Ix et Ix+1 sont des idéaux principaux de Ax et Ax+1 respectivement.

20. Montrer que I est un A-module projectif non libre.

21. Décrire explicitement une section A2 I
σoo du morphisme surjectif A2 π // // I défini

par π(p, q) = px2 − qy.

22. Décrire explicitement une application A2
ρ // A dont le noyau est im σ.

23. Soit J = im ρ. Décrire explicitement une section A2 J
τoo du morphisme surjectif

A2
ρ // J et un isomorphisme A2 ' I ⊕ J .

24. Montrer que J est un A-module projectif non libre.
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