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Exercice 21. Soit U = I × J un ouvert non vide de R2, produit de deux intervalles ouverts
I et J de R. On note C∞(U) l’ensemble des fonction de U dans R de classe C∞ sur U et
pour k ∈ {1, 2}, C∞,k(U) l’ensemble des k-formes différentielles extérieures à coefficients dans
C∞(U). Soit DR(U) le complexe de De Rham à coefficients dans C∞(U) :

0 −→ C∞(U)
d0

−→C∞,1(U)
d1

−→C∞,2(U) −→ 0

où d0(f) =
∂f

∂x
dx+

∂f

∂y
dy et d1(gdx+ hdy) =

(
∂h

∂x
− ∂g

∂y

)
dx ∧ dy

(1) Montrer que DR(U) est un complexe de Koszul K•(M,ϕ) pour un module M et des en-
domorphismes ϕ = (ϕ1, ϕ2) que l’on précisera.

(2) Montrer que la suite (ϕ1, ϕ2) est corégulière, et en déduire la cohomologie de DR(U).

On note C∞c (U) l’ensemble des fonctions de U dans R de classe C∞ sur U à support compact et
pour k ∈ {1, 2}, C∞,k

c (U) l’ensemble des k-formes différentielles extérieures à coefficients dans
C∞c (U). Soit DRc(U) le complexe de De Rham à coefficients dans C∞c (U) :

0 −→ C∞c (U)
d0

c−→C∞,1
c (U)

d1
c−→C∞,2

c (U) −→ 0

où d0
c(f) =

∂f

∂x
dcx+

∂f

∂y
dcy et d1

c(gdcx+ hdcy) =

(
∂h

∂x
− ∂g

∂y

)
dcx ∧ dcy

(3) Montrer que DRc(U) est un complexe de Koszul K•(N,ψ) pour un module N et des
endomorphismes ϕc = (ψ1, ψ2) que l’on précisera.

(4) Montrer que la suite (ψ1, ψ2) est régulière, et en déduire la cohomologie de DRc(U).

Solution : On note U = ]a, b[ × ]c, d[. Si M est un A-module et ϕ = (ϕ1, ϕ2) des endomor-
phismes qui commutent, le complexe de Koszul associé à M et ϕ est :

0 −→M
d0−→M ⊗ A2 d1−→M ⊗

2∧
A2 −→ 0

avec d0(x) = ϕ1(x)e1 + ϕ2(x)e2 et d1(ye1 + ze2) = ϕ2(y)e2 ∧ e1 + ϕ1(z)e1 ∧ e2 où (e1, e2) est la
base canonique de A2. À l’aide des isomorphismes M ⊗A2 'M2 et M ⊗∧2A2 'M ⊗A 'M
on peut réécrire cette suite suos la forme

0 −→M
d0−→M2 d1−→M −→ 0

avec d0(x) =
(
ϕ1(x), ϕ2(x)

)
et d1(y, z) = ϕ1(z)−ϕ2(y). Cette mise au point permet de répondre

à la première question :

(1) Prendre M = C∞(U) (espace vectoriel dur R), ϕ1(f) =
∂f

∂x
et ϕ2(f) =

∂f

∂y
.

(2) Dire que la suite (ϕ1, ϕ2) est corégulière signifie que les morphismes ϕ1 : C∞(U) → C∞(U)
et ϕ2 : kerϕ1 → kerϕ1 sont surjectifs. Cela se vérifie aisément :

— si g ∈ C∞(U) alors f(x, y) =

∫ x

α

g(t, y)dt (où α ∈ ]a, b[) est un antécédent de g par ϕ1 ;

— si h ∈ kerϕ1 alors h(x, y) = h(y) ne dépend pas de x, et h admet une primitive en y,
c’est à dire un antécédant par ϕ2, comme on l’a déjà vu dans l’exercice 20.

On en déduit, par théorème, que H1(DR(U)) = 0 et H2(DR(U)) = 0. On a par ailleur :
H0(DR(U)) = (kerϕ1) ∩ (kerϕ2), ce qui est l’ensemble des fonctions constantes sur U ,
d’où H0(DR(U)) ' R.



(3) Comme en (1), prendre M = C∞c (U) (espace vectoriel dur R), ψ1(f) =
∂f

∂x
et ψ2(f) =

∂f

∂y
.

(4) Dire que la suite (ψ1, ψ2) est régulière signifie que les morphismes ψ1 : C∞c (U) → C∞c (U)
et ψ2 : cokerψ1 → cokerψ1 sont injectifs. Cela se vérifie aisément :

— si f ∈ C∞c (U) est à support compact K ⊂ [α, β] × [γ, δ] ( ]a, b[ × ]c, d[ et
∂f

∂x
= 0

alors f(x, y) = f(y) ne dépend pas de x ; mais si x ∈]a, α] alors f(x, y) = 0 donc f = 0.
— Soit g ∈ imψ1 ; il existe f ∈ C∞c (U), à support compact K ⊂ [α, β] × [γ, δ] (

]a, b[ × ]c, d[ tel que g(x, y) =

∫ x

α

f(t, y)dt ; mais alors pour que g soit à support com-

pact, il faut que

∫ b

a

f(t, y)dt = 0 pour tout y ∈ ]c, d[ ; ceci induit un isomorphisme

cokerψ1 = C∞c (U)/ imψ1 ' C∞c
(
]c, d[

)
par l’application ḡ 7→

∫ b

a

g(t, y)dt. (C’est la

même construction que dans l’exercice 20, sauf qu’ici le résultat est une fonction en y.)
On a déjà vu que ψ2 : C∞c

(
]c, d[

)
→ C∞c

(
]c, d[

)
est injective, ce qui montre l’injectivité de

ψ2 : cokerψ1 → cokerψ1.

On en déduit, par théorème, que H0(DRc(U)) = 0 et H1(DRc(U)) = 0. On a par
ailleurs : H2(DRc(U)) ' C∞c (U)/(imψ1 +imψ2) ' coker(ψ2 : cokerψ1 → cokerψ1). Cette
dernière écriture permettra au lecteur de se convaincre (en s’aidant des raisonnements fait

précédemment) que H2(DRc(U)) ' R défini par ḡ 7→
∫ b

a

∫ d

c

g(x, y)dydx.


