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Exercice 22. Soient A un anneau, 0−→M ′ f−→M
g−→M ′′−→ 0 une suite exacte de A-modules

et E• et E ′• des résolutions projectives (ou libres) de M et M ′. (c’est à dire des complexes
vérifiant ∀i > 0 : Ei = 0, H0(E•) = M et ∀i < 0 : H i(E•) = 0, et de même pour E ′). On note
π et π′ les applications surjectives naturelles E0−→M et E ′0−→M ′.

(1) Montrer qu’il existe des morphismes E ′i αi

−→Ei tels que π ◦α0 = f ◦π′ et pour tout i ≤ 0 :
di

E ◦ αi = αi+1 ◦ di
E′.

(2) Pour tout i on pose E ′′i = E ′i+1 ⊕ Ei et di
E′′ =

(
−di+1

E′ 0
αi+1 di

E

)
. Montrer que E ′′• est une

résolution projective (ou libre) de M ′′. (Ce complexe est noté M(α).)

(3) Énoncer et démontrer un résultat analogue pour des résolutions injectives.

Solution :

(1) Le raisonnement est illustré par le diagramme commutatif suivant, dans lequel les lignes
horizontales — qui sont exactes — et la dernière ligne verticale sont les données de départ :
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On considère les morphismes : E ′0

f◦π′ !!

E0

π
����

M

; comme π est surjectif et E ′0 projectif, il

existe un morphisme α0 : E ′0 → E0 tel que π ◦ α0 = f ◦ π′. On considère à présent

les morphismes : E ′−1

α0◦d−1
E′ ##

E−1

d−1
E

��
E0

; comme π ◦ α0 ◦ d−1
E′ = f ◦ π′ ◦ d−1

E′ on en déduit

que im(α0 ◦ d−1
E′ ) ⊂ ker π = im d−1

E . On peut donc réécrire les morphismes qui précèdent

comme ceci : E ′−1

α0◦d−1
E′ ##

E−1

d−1
E����

im d−1
E

; comme E ′−1
est projectif, on en déduit l’existence de

α−1 : E ′−1 → E−1 tel que d−1
E ◦ α−1 = α0 ◦ d−1

E′ . De proche en proche on obtient des

morphismes αi : E ′i → Ei tels que pour tout i on ait di
E ◦ αi = αi−1 ◦ di

E′ .



(2) On veut montrer que la suite :
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est exacte. On vérifie d’abord que c’est un complexe :

— g ◦ π ◦
(
α0 −d−1

E

)
=

(
g ◦ π ◦ α0 −g ◦ π ◦ d−1

E

)
=
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(
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E ◦ αi di
E ◦ di−1
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=
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)
On montre enfin :

— g ◦ π est surjectif car g et π le sont ;

— Soit x ∈ ker(g ◦ π) ; alors π(x) ∈ ker g = im f donc il existe y ∈ M ′ tel que
π(x) = f(y) ; mais π′ est surjectif donc il existe z ∈ E ′0 tel que y = π′(z) ; on a
donc π(x) = f ◦ π′(z) = π ◦ α0(z) d’où x − α0(z) ∈ ker π = im d−1

E ; ce qui montre
que ker(g ◦ π) = im α0 + im d−1

E = im
(
α0 −d−1

E

)
.

– Soit (x, y) ∈ ker
(
α0 −d−1

E

)
ce qui signifie que α0(x) = d−1

E (y) ; on a f ◦ π′(x) =

π ◦ α0(x) = π ◦ d−1
E (y) = 0 donc π′(x) = 0 car f est injectif et donc x ∈ ker π′ =

im d−1
E′ ; il existe donc z ∈ E ′−1

tel que x = d−1
E′ (z). On a alors d−1

E (y) = α0◦d−1
E′ (z) =

d−1
E ◦ α−1(z) donc y − α−1(z) ∈ ker d−1

E = im d−2
E ; il existe donc t ∈ E−2 tel que

y = −d−2
E (t) + α−1(z). On a donc bien (x, y) ∈ im

(
d−1

E′ 0
α−1 −d−2

E

)
.

— Soit (x, y) ∈ ker

(
di+1

E′ 0
αi+1 −di

E

)
ce qui signifie que di+1

E′ (x) = 0 et αi+1(x) = di
E(y) ;

on a alors comme dans le cas précédent, x = di
E′(z) et y − αi(z) = −di−1

E (t) d’où

(x, y) ∈ im

(
di

E′ 0
αi −di−1

E

)
.

(3) Une résolution injective de M est un complexe E• tel que ∀i < 0 : Ei = 0, H0(E•) = M
et ∀i > 0 : H i(E•) = 0. Si M et M ′′ ont des résolutions injectives, on note i et i′′ les
applications naturelles M −→ E0 et M ′′ −→ E ′′0 et on montre qu’il existe que morphismes

Ei βi

−→E ′′i tels que β0 ◦ i = i′′ ◦ g et pour tout i ≥ 0 : βi+1 ◦ di
E = di

E′′ ◦ βi.
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On montre alors que le complexe M(β) (défini exactement comme M(α) dans la ques-
tion 2) est une résolution injective de M ′, c’est à dire que la suite suivante est exacte :
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