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Exercice 35. Soit X un espace topologique et X = UXi un recouvrement de X par des
i€J

ouverts. Nous noterons X;; = X; N X, et X, = X; N X; N Xy,

On considére pour chaque i € J un faisceau F; sur X; et pour chaque couple (i,j) € 3% un

isomorphisme @;; Fjlxij _>Fi\xij' Pour tout ouvert U de X on définit :

oy [[F(XnU) — [ Fi(X;n0)
i€ (i,)€72
(1)iea > (Sitx,;o0 — i (Si1x,y00)) (1 e
et on pose F(U) = ker @y .
(1) Montrer que F est un faisceau.
On suppose désormais que pour tout i € J on a @ = Idg, et que pour tout (i,4,k) € 3° on a
Pijlx,; © Piklx, = Piklx,, -

®i
(2) Montrer pour tout i € J l'existence d’un unique isomorphisme de faisceau F; —— Fy, tel

que pour tout (i,j) € 3 on ait : Pilx,, © Pij = Pilx,,

(8) Soit G est un faisceau sur X ; on suppose que pour tout i € J il existe un isomorphisme
i
F,— G|, et que pour tout (i,5) € 3% on a wﬂxij = Wlx“- o i ; montrer qu’il existe un

unique isomorphisme F LG tel que pour toult 1 € T on ait Y; = Y|, © @;.
(On dit que F est le recollement des faisceaur F; a 'aide des isomorphismes ;;.)
Solution :

(1) Soit V' C U deux ouverts de X ; le diagramme suivant, dans lequel les fleches verticales
sont données par les morphismes de restriction des faisceaux Fj, est commutatif :
[TEx no) == []F(x;n0)
icd (4.9)€32 OVU((Si)ies) = (3i|Ximv)ieﬂ
VU VU TVU((‘Sij)(i,j)EJQ) = <5ij|xijmv>i€32
[[Exinv) 2= T]F (X, N V)
€7 (3,5)€7?

En effet (on rappelle que ¢;; commute avec les morphismes de restriction car c’est un
morphisme de faisceau.) :

vy 0 Py ((si)ies) = TVU<(3i|XZ.ij - SDij(Sj|Xiij))(i7j)€32> —
(5i|xijnv — Pij (Sj|Xiij)>(i’j)€j2 = (I)V(<Si|v)i€3) =®yo UVU((Si)iej)

On définit alors le morphisme de restriction : F(U) 2% F(V') en complétant ce diagramme
de la maniere suivante :

0—F(U) — [[EXnU) 2% [[F(x;n0)
' i€ (i,5)€7?
PVU: ovuU VU
Y

0—=F(V)—[[EX:nv) "= T[FEX,; 0 V)

€T (4,5)€7?



De plus si W C V' C U sont trois ouverts de X on vérifie que pwy = pwy o pyy grace
au diagramme commutatif suivant, dans lequel on remarque que owy = owy o oyy (on
notera en conséquence s, = pyy(s)) :

PO TR AD)

oo i€d
s [
/ pvuU | Ivu
/ 't
(e}
pw FV)—>[[EX:nV) jows
\ ! i€
AN PWV : owv
N [
N Y

FW)—=J[F(x:nw)
i€
En effet ayw o pwy o pyy = owy o ay o pyy = owv 0 oyy © ay = owy © ay = aw © pwu
or ayy est injective donc pwy o pyy = pwu-

Soit (Uk)kes une famille d’ouvert de X ; on note Uy, = UpNU; ; on considere le diagramme
commutatif suivant, dans lequel les lignes sont des suites exactes données par la définition
de F', el les deux colonnes de droite des suites exactes car les F; sont des faisceaux :

0 0 0
!
!
!

OHF(U Uk> —>HE<XZ~H UUk> HHFi<Xijﬂ UUk)

kes i€J kegr (i,5)€7?
\

[
v

ke | 122% (1,5)€3?
kER
¥
0—[[F(U) [ nUw) [[F(x;nU)
(k,1)er? €7 (i,5)€3?
(k1) (k,1)eR?

On en déduit 'exactitude de la suite :

04>F<U Uk) — HF<U’“)4> HF(Ukl)

ker kER (k,)eR2?
S——> <S|Uk )kGﬁ

(sk)kes— (Sklu,, — Stlu,,) (kDes?

donc F' est un faisceau.
(2) SiU C X;, et si(s)ies € F(U) (avec s; € Fj(X;NU)) alors, d’apres la définition de F(U),
on a pour tout i € T : S = Piio(Siglx. . ) ;08 U C Xy done X;;0 NU =X, NU
1,4 i,ig
d'ott sijy v = Silxar = Si €6 Siglx. . v = Siglx.nv € donc pour tout ¢ € T on a :
1,0 i 1,40 7

Si = Piyio (S’i0|XimU)'



Réciproquement, on suppose que pour tout ¢ € J on ait s; = @, (S| XmU). On a alors :
Dy ((80)iea) = (Si‘XijﬁU _Qpij(sﬂxijw))(iJ)Eﬁ - (%vio(sio‘xijﬁ‘f) _%jOSpj’io(Si0|Xij”U>)(i,j)€32
or U C X, donc X;; NU = X ;;, NU et comme ©ij|,  ©Pjilx = Qijio|x. .. On en

%,7,%0 ©,7,%0
déduit (I)U(<8i)i€j) = 0.

44,10

~

On a donc pour tout ouvert U C X;, un isomorphisme F; (U)— F(U) défini par :
S+ (¢i7i0(s|x_nU))iej d’ott I'isomorphisme de faisceaux F|, ~ Fj .
i 20

1l suffit d’appliquer I'exercice 34 avec les morphismes v; 0 ;' : F|, — G| . Pour tout

(i,)) € 3% on a @/Jﬂxij = ¢i|xij oW = ¢i|xij 090;‘)1(1_]_ 0Pjlx,; donc (@ZJjO‘P]'_l)IxU = (%w?l)\xij ;

il existe donc un unique morphisme ¢ : F — G tel que pour tout ¢« € T on ait

1/]|Xi = 'le © 901_1



