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Exercice 36. Soit K un corps et X un espace topologique connexe et localement connexe et F
un faisceau de K-espaces vectoriels localement constant sur X tel que F (X) 6= (0) et tel que
pour tout x ∈ X on ait Fx ' K. Montrer que F est constant.

On rappelle que X est localement connexe si et seulement si l’une des conditions équivalentes
suivantes est vérifiée :

(a) pour tout x ∈ X, tout voisinage de x contient un voisinage connexe de x,

(b) les composantes connexes d’un ouvert de X sont des ouverts.

Solution : On montre d’abord l’équivalence des conditions (a) et (b) :

(a) ⇒ (b) Soit U un ouvert de X et (Ui)i∈I ses composantes connexes ; on considère pour
tout i un point xi ∈ Ui et Vxi

un voisinage connexe de xi ; nécessairement Vi ⊂ Ui car Vi
est connexe, donc Ui est un voisinage de xi ; ceci montre que Ui est un ouvert puisqu’il
est voisinage de tous ses points.

(b) ⇒ (a) Soit x ∈ X, V un vosinage de x, U l’intérieur de V et (Ui)i∈I les composantes
connexes de U ; x ∈ U car V est un voisinage de x, donc il existe i0 ∈ I tel que x ∈ Ui0
et comme Ui0 est ouvert, c’est un voisinage de x ; de plus il est connexe et inclus dans U .

Soit (Xi)i∈I un recouvrement de X tel que pour tout i ∈ I, F|Xi

ϕi
∼−→KXi

; quitte à remplacer
cette famille par la famille de toutes les composantes connexes des Xi, on peut supposer que
pour tout i ∈ I, Xi est connexe. On note ϕij = ϕi|Xi∩Xj

◦ ϕ−1
j|Xi∩Xj

: KXi∩Xj

∼−→KXi∩Xj
.

On va montrer que si U est un ouvert de X alors l’application de restriction F (X) → F (U) est
injective.
On note Ui = U ∩Xi ; soit σ ∈ F (X) tel que σ 6= 0, fi = ϕi(σ|Xi

), τ = σ|U et pour tout i ∈ I :
gi = ϕi(τ|Ui

) = fi|Ui
:

F (X) � � //

��

∏
i∈I

KXi
(Xi)

��

σ � //
_

��

(fi)i∈I_

��
τ � // (gi)i∈I

F (U) � � //
∏
i∈I

KXi
(Ui)

Pour montrer que τ 6= 0 il suffit de montrer qu’il existe i ∈ I tel que gi 6= 0 car l’application

F (U) →
∏
i∈I

F (Ui) '
∏
i∈I

KXi
(Ui) est injective (car F est un faisceau).

On pose J = {j ∈ I, Uj = ∅ et fj 6= 0} et K = {k ∈ I, Uk 6= ∅ ou fk = 0} et V =
⋃
j∈J

Uj et

W =
⋃
k∈K

Uk.

On a K 6= ∅ sinon I = J et alors U = ∅ car pour tout j ∈ J : Uj = ∅. On a donc aussi W 6= ∅.
On remarque que si Ui 6= ∅ et gi = 0 alors fi = 0 car fi est une fonction localement constante
sur Xi qui est connexe, donc fi est une fonction constante, or elle est nulle sur Ui, donc elle est
nulle partout.

On raisonne maintenant par l’absurde : si pour tout i ∈ I on a gi = 0 alors J 6= ∅ sinon I = K

et alors σ = 0 car pour tout k ∈ K : fk = 0 d’après la remarque précédente. On a donc aussi
V 6= ∅. Comme X = V ∪W est connexe, on a V ∩W 6= ∅ donc il existe j0 ∈ J et k0 ∈ K

tel que Xj0 ∩ Xk0 6= ∅ mais alors fk0|Xj0
∩Xk0

= 0 car fk0 = 0 et fj0|Xj0
∩Xk0

6= 0 car fj0 est

une fonction localement constante non nulle sur Xj0 qui est connexe, et Xj0 ∩ Xk0 6= ∅, Or
fj0|Xj0

∩Xk0
= ϕj0k0

(
fk0|Xj0

∩Xk0

)
d’où la contradiction.



De ce qui précède on déduit que :

— F (X) ' K car 0 6= F (X) ↪→ F (Xi) ' K (ce dernier isomorphisme vient de ce que Xi est
connexe et F|Xi

' KXi
).

— Pour tout ouvert connexe non vide U on a F (U) 6= 0 et donc il existe un isomorphisme
ψU : F (U)

∼−→K (Il suffit d’appliquer ce qu’on vient de prouver pour X à l’ouvert U).

— Pour tout couple d’ouverts connexes non vides V ⊂ U le morphisme de restriction

ρUV : F (U) → F (V )

est un isomorphisme, car il est injectif et F (U) et F (V ) dont tout deux isomorphes à K.

Pour chaque ouvert connexe non vide U on note aU = ψ(U) ◦ ρUX ◦ ψ−1
X (1) ∈ K∗ si bien que

pour tout couple d’ouverts connexes non vides U ⊂ V on a un diagramme commutatif :

F (X)
ψX //

ρV X

��
ρUX

��

K ×1
//

×aV

��

×aU

��

K

×1

��

×1

��

KX(X)

��

��

F (V )
ψV //

ρUV

��

K
× 1

aV //

× aU
aV

��

K

×1

��

KX(V )

��
F (U)

ψU // K
× 1

aU // K KX(U)

ce qui montre l’isomorphisme F ' KX .


