
Master 1 — Mathématiques — 2006 Algèbre et topologie — Laurent Koelblen

Exercice 49. Soient n > p ≥ 0 deux entiers, X1 = {(x0, . . . , xn) ∈ Rn+1, x2
0 + · · · + x2

n = 1},
X2 = {(x0, . . . , xn) ∈ Rn+1, x2

0 + · · ·+ x2
p + 2(x2

p+1 + · · ·+ x2
n) = 1} et X = X1 ∪X2.

(1) Soit k un corps commutatif ; calculer Hj(X, kX) pour j ≥ 0.

(2) Calculer Hj(X, ZX) pour j ≥ 0.

Solution : Les question (1) et (2) se traitent de la même façon. On se contentera de traiter ici
la question (1). Le résultat de la question (2) se trouve en substituant simplement k par Z.

On a X12 = X1 ∩X2 = {(x0, . . . , xn) ∈ Rn+1, x2
0 + · · ·+ x2

p = 1 et xp+1 = · · · = xn = 0} = Sp.

On en déduit que Hj(X, kX,X12) ' Hj(Sp, kSp)

De plus X1 = Sn, X2 est homéomorphe à Sn d’où Hj(X, kX,X1) ' Hj(X, kX,X2) ' Hj(Sn, kSn).

On remarque enfin que comme X1 ∩ X2 est non vide, X est connexe donc H0(X, kX) =
Γ(X, kX) = k.

Considérons la suite exacte :

0 // kX
// kX,X1 ⊕ kX,X2

// kX,X12
// 0

• Si n > p + 1 et p > 0 la suite exacte longue de cohomologie associée est :

0 // k
( 1

1 )
// k2

(−1 1 )// k EDBC
GF@A

// H1(X, kX) //

...

0 //

...

0 ......

...

...... // Hp−1(X, kX) // 0 // 0 EDBC
GF@A

// Hp(X, kX) // 0 // k EDBC
GF@A

// Hp+1(X, kX) //

...

0 //

...

0 ......

...

...... // Hn−1(X, kX) // 0 // 0 EDBC
GF@A

// Hn(X, kX) // k2 // 0 EDBC
GF@A

// Hn+1(X, kX) // 0 // 0 ......

D’où : Hp+1(X, kX) ' k, Hn(X, kX) ' k2 et Hj(X, kX) = 0 pour j 6= 0, p + 1, n



• Si n > p + 1 et p = 0 la suite exacte longue de cohomologie associée est :

0 // k
( 1

1 )
// k2

“−1 1
−1 1

”
// k2 EDBC

GF@A
// H1(X, kX) //

...

0 //

...

0 ......

...

...... // Hn−1(X, kX) // 0 // 0 EDBC
GF@A

// Hn(X, kX) // k2 // 0 EDBC
GF@A

// Hn+1(X, kX) // 0 // 0 ......

D’où : H1(X, kX) ' k, Hn(X, kX) ' k2 et Hj(X, kX) = 0 pour j 6= 0, 1, n

• Si n = p + 1 et p > 0 la suite exacte longue de cohomologie associée est :

0 // k
( 1

1 )
// k2

(−1 1 )// k EDBC
GF@A

// H1(X, kX) //

...

0 //

...

0 ......

...

...... // Hp−1(X, kX) // 0 // 0 EDBC
GF@A

// Hp(X, kX) // 0 // k EDBC
GF@A

// Hn(X, kX) // k2 // 0 EDBC
GF@A

// Hn+1(X, kX) // 0 // 0 ......

D’où : Hn(X, kX) ' k3, et Hj(X, kX) = 0 pour j 6= 0, n

• Si n = 1 et p = 0 la suite exacte longue de cohomologie associée est :

0 // k
( 1

1 )
// k2

“−1 1
−1 1

”
// k2 EDBC

GF@A
// H1(X, kX) // k2 // 0 EDBC

GF@A
// H2(X, kX) // 0 // 0 ......

D’où : H1(X, kX) ' k3, et Hj(X, kX) = 0 pour j 6= 0, 1


