
Master 1 — Mathématiques — 2006
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Exercice 29. Soient A un anneau et I et J deux idéaux de A.

(1) Montrer que TorA
1 (A,A/J) = 0.

(2) Montrer que I ⊗ (A/J) ' I/IJ .

(3) Montrer que TorA
1 (A/I, A/J) ' I ∩ J

IJ
.

Exercice 30. Soit A un anneau, M un A-module et x ∈ A non diviseur de zéro.

(1) Calculer Ext1
A(A/(x), M).

(2) En particulier calculer Ext1
Z(Z/nZ,Z/mZ).

(3) Montrer qu’un groupe abelien de type fini G est libre si et seulement si Ext1
Z(G,Z) = 0.

Exercice 31. Soit A un anneau et I un idéal. Montrer que Ext1
A(A/I, A/I) ' HomA(I/I2, A/I).

Exercice 32. Soit A = k[x1, x2]. On considère les A-modules M ′ = A/(x1A + x2A), M =
A/(x2

1A + x1x2A) et M ′′ = A/(x1A).

(1) Montrer que 0 −→ M ′ ×x1−→M −→M ′′ −→ 0 est une suite exacte non scindée.

(2) Construire des résolutions libres de M ′ et M ′′ et en déduire les modules Exti
A(M ′, A),

Exti
A(M ′′, A), Exti

A(M,A) pour tout i.

Exercice 33. Soit M un A-module et ϕ = (ϕ1. . . . , ϕn) n endomorphismes de M qui commut-
tent deux à deux. Calculer la cohomologie du complexe de Koszul K•(M, ϕ) sous l’hypothèse
que ϕ′ = (ϕ1. . . . , ϕp) est une suite régulière et ϕ′′ = (ϕp+1. . . . , ϕn) est une suite corégulière.
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