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DISCOURS PRELIMINATIRE
a la Théorie analytique de la chaleur, 1822.
(Extrait)

“L’étude approfondie de la nature est la source la plus féconde des découvertes mathémati-
ques. Non-seulement cette étude, en offrant aux recherches un but déterminé, a l’avantage
d’exclure les questions vagues et les calculs sans issue; elle est encore un moyen assuré
de former Uanalyse elle-méme, et d’en découvrir les éléments qu’il nous importe le plus
de connaitre, et que cette science doit toujours conserver : ces €léments fondamentauz
sont ceux qui se reproduisent dans tous les effets naturels.

On wvoit, par exemple, qu’une méme expression, dont les géométres avaient considéré
les propriétés abstraites, et qui sous ce rapport appartient [’analyse générale, représente
aussi le mouvement de la lumiére dans l'atmospheére, qu’elle détermine les lois de la
diffusion de la chaleur dans la matiére solide, et qu’elle entre dans toutes les questions
principales de la théorie des probabilités.

Les équations analytiques, ignorées des anciens géomeétres, que Descartes a intro-
duites le premier dans l’étude des courbes et des surfaces, ne sont pas restreintes auz pro-
priétés des figures, et celles qui sont l'objet de la mécanique rationnelle ; elles s’étendent
tous les phénomeénes générauz. Il ne peut y avoir de langage plus universel et plus simple,
plus exempt d’erreurs et d’obscurités, c’est-a-dire plus digne d’exprimer les rapports in-
variables des étres naturels.

Considérée sous ce point de vue, l'analyse mathématique est aussi étendue que la
nature elle-méme ; elle définit tous les rapports sensibles, mesure les temps, les espaces, les
forces, les températures ; cette science difficile se forme avec lenteur, mais elle conserve
tous les principes qu’elle a une fois acquis; elle s’accroit et s’affermit sans cesse au milieu
de tant de variations et d’erreurs de [’esprit humain.

Son attribut principal est la clarté; elle n’a point de signes pour exprimer les notions
confuses. Elle rapproche les phénoménes les plus divers, et découvre les analogies secrétes
qui les unissent. Si la matiere nous échappe comme celle de l'air et de la lumiére par son
extréme ténuité, si les corps sont placés loin de nous, dans l’'immensité de [’espace, si
l’homme wveut connatre le spectacle des cieuxr pour des époques successives que sépare
un grand nombre de siécles, si les actions de la gravité et de la chaleur s’exercent dans
Uintérieur du globe solide des profondeurs qui seront toujours inaccessibles, l’analyse
mathématique peut encore saisir les lois de ces phénomeénes. Elle nous les rend présents
et mesurables, et semble étre une faculté de la raison humaine destinée a suppléer a la
bricveté de la vie et a limperfection des sens; et ce qui est plus remarquable encore,
elle suit la méme marche dans ’étude de tous les phénomeénes ; elle les interprete par le
meéme langage, comme pour attester ['unité et la simplicité du plan de ['univers, et rendre
encore plus manifeste cet ordre immuable qui préside o toutes les cause naturelles.

Les questions de la théorie de la chaleur offrent autant d’exemples de ces dispositions
simples et constantes qui naissent des lois générales de la nature ; et si l’ordre qui s’établit
dans ces phénomenes pouvait étre saisi par nos sens, ils nous causeraient une impression

comparables a celles des résonances harmoniques.(...)”

in Joseph Fourier, Oeuvres, vol. 1, Gauthier-Villars, Paris, 1888-1890.



Chapitre 1

Séries de Fourier

1.1 Introduction

Les séries trigonométriques sont des séries de fonctions particulieres. On va
voir qu’a toute fonction périodique raisonnable, peut étre associée. une telle série,
sa série de Fourier. Il est alors naturel de se demander sous quelles hypotheses
une série de Fourier converge et si sa limite est égale a la fonction d’origine.

Commencons par un exemple concret. On considére une barre de métal de
longueur L dont les extrémités sont maintenues a une température constante 7j.
On suppose que le métal est parfaitement isolé en sorte que la chaleur n’est sus-
ceptible de diffuser que par conduction le long de la barre. On souhaite connaitre
Pévolution de la fonction de répartition de la température U(s,t) en chaque point
0 < s < L et a chaque instant, a partir de la donnée initiale Up(z) = U(x,0).
Sous ’hypothese que le flux de chaleur en tout point de la barre est proportionnel
au gradient de température %—g (loi de Newton), Fourier a établi 1’équation dite

de la chaleur.
oU o*U

ot~ T os2
ou k est une constante fonction de la chaleur spécifique linéaire et de la conduc-
tivité calorifique de la barre. Il ne s’agit pas de discuter ici de la validité de ce
modele mais d’examiner ses conséquences mathématiques. Avec les changements
de variables

x:=st/L, t*:=tr(n/L)?, w:=U/Ty—1et f:=Uy/Tp— 1,

I’équation de la chaleur se réduit a I’écriture suivante.

ou  0%u
o~ ox (1)
avec pour conditions aux limites
u(z,0) = f(z) vz € [0, ] (1.2)
u(0,t*) = u(m, t*) =0 Vt* > 0. )
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2 CHAPITRE 1. SERIES DE FOURIER

Dans la suite, pour alléger les notations, on identifiera ¢ et t*. La proposition
suivante montre que 1’équation (1.1) a au plus une solution.

Proposition 1.1.1 (Unicité) Il existe au plus une unique fonction u : [0, 7] X
[0,4+00) — R qui satisfait les conditions suivantes.

1. Pour tout x € [0, 7], la fonction t — u(x,t) est dérivable sur (0,+00), de
L PSR
dérivée égale par définition a ;.
2. Pour tout t > 0, la fonction x — u(x,t) est deuz fois dérivable sur [0, 7],

%u
0

de dérivée seconde égale par définition a 5.

3. Les fonctions u sur [0, 7] x [0, +00) et % sur [0, ] x (0, +00) sont continues,

4. u vérifie les conditions (1.2) et I’équation (1.1) sur [0, 7] x (0,400).

DEMONSTRATION : Si u; et ug sont deux solutions, alors v := u; — ug est encore
une solution qui vérifie toutes les hypotheses de régularité de la proposition mais
avec f = 0 dans les conditions aux limites. Il s’agit de montrer que v = 0. On
considere la fonction “énergie”.

E(t) := %/W v (x,t) da.

Comme v est continue, la fonction E est continue positive sur [0, 4+00). De plus,
comme v% est continue sur [0, 7] x (0,400), la fonction E est en fait dérivable

en tout ¢t > 0 et
2

E’(t):/ﬁv(x,t)%(x,t) dx:/wv(x,t)%(x,t) do

d’apres (1.1). D’ou aprés une intégration par parties

ov|" T ov\?
E'(t)=|v—]| — / — | dz.
o=l -[ (&)
De plus, le premier terme de cette derniére expression est nul puisque v(0,t) =
v(m,t) = 0 pour tout ¢t > 0 d’apres (1.2). Ainsi, E'(t) est négative pour ¢ > 0 et par

suite E est décroissante sur [0, +00). Or E(0) = 0 donc E s’annulle identiquement
et il en est de méme pour la fonction v? > 0 continue, puis pour v. O

Maintenant que nous sommes assurés de 'unicité de la solution, “il ne reste
plus qu’a” l'exhiber. Par la méthode classique de séparation des variables, on
trouve facilement que les fonctions

(ap cos(pzx) + b, sin(px))e*p%

sont solutions de (1.1) si p, a, et b, sont des constantes réelles. De plus, la
condition aux limites u(0,t) = w(w,t) = 0 entraine que p est entier et a, = 0.
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Toute combinaison linéaire de solutions est encore solution et plus généralement,
on peut chercher la solution sous la forme d’une série

+00 )
Z by sin(pz)e Pt
p=1
En particulier, on doit avoir pour t =0
+o0
fl@) =3 bysin(pa).
p=1

L’objet de ce chapitre est d’expliquer pourquoi cette derniere condition détermine
entierement les coefficients b,. On introduira notamment assez d’éléments pour
démontrer le résultat suivant.

Proposition 1.1.2 (Existence) Soit f : [0,7] — R une fonction de classe C*
telle que f(0) = f(m) = 0. On définit pour p > 1

b, = %/ f(x)sin(pz) dz.

Alors la série ) |by| est convergente et la fonction
+o0
2
u(x,t) = Z by sin(pz)e P
p=1
est solution de l’équation de la chaleur (1.1) avec (1.2) pour conditions aux limites.

1.2 Séries trigonométriques.

Définition 1.2.1 On appelle série trigonométrique toute série de fonctions
de terme général
an cos(nx) + by, sin(nz)

ou a, et b, sont des scalaires réels ou complexes.
Nous allons répondre, partiellement, & la question suivante.

Question 1.2.2 Connaissant certaines propriétés des suites (a,) et (b,), que
peut-on dire de la limite

+oo
f(z) :=ag+ Z (ap cos(nx) + by, sin(nzx)) 7

n=1
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Commencons par donner une seconde définition des séries trigonométriques.
La proposition montre qu’une série trigonométrique est aussi bien caractérisée
par ses coefficients (a,)nen et (by)nen+, que par ses coefficients (¢, )nez.

Proposition 1.2.3 Soient (a,) et (b,) deuz suites de scalaires. On pose pour

n>0

an — tby, an + iby,
Cp = ————,C_p 1= — et cg = ag.

Alors
(i) Pout tout N >0, ag + SN (a, cos(nz) + by sin(nz)) = SN e e,
(ii) Les séries > (lan| + |bn|) €t > (Jc—n| + |cn|) sont de méme nature.

DEMONSTRATION : La premiere assertion découle des formules d’Euler
cos(nz) = (eM* 4+ e ") /2 et sin(nz) = (™ — e7"7) /24,
La seconde se déduit des inégalités évidentes suivantes, pour n > 1
el + lenl < lan] + [bal < 2(ca] + lcal).

Cette seconde inégalité vient de ’observation que a,, = c_,, +c¢, et ib, = ¢, —Cc_p,.
O

Proposition 1.2.4 Soit (¢, )nez une famille de scalaires telle que la série trigo-
nométrique associée converge en tout point vers une fonction f. Alors on a les
propriétés suivantes.

(i) f est 2m-périodique.

(i) Si pour un entier k > 0, la série > n*(|c_,| + |ca|) est convergente, alors
f est de classe C* et pour 1 < j < k, de dérivée d’ordre j

f(x) = Z(in)jcnem“.

ne”L

(111) Si les suites (cn)n>0 €t (c_p)n>1 sont positives décroissantes et convergent
vers zéro, alors la convergence de la série trigonométrique est uniforme sur
tout intervalle de la forme (e 4+ 2wk, 2n(k + 1) —€) avec 0 < € < 7. En
particulier, f est continue sur R\27Z.

DEMONSTRATION : L’assertion (i) est évidente puisque chaque fonction x — €®
est 2m-périodique.

L’assertion (i7) découle du théoréme de dérivation sous le signe somme, vu en
premier cycle. En effet la série

z:((z'n)k’cnemﬂc + (—in)Fe_,e”®)

converge normalement et donc uniformément.
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Enfin, l'assertion (7i7) est une application de la transformation d’Abel. En
effet, posons pour N > 1

N .
_ ine _ Sin(Nz/2) i(N+1)z/2
An() =) o™ = sin(z/2) © '

On remarque que pour z €|2km +¢€,2(k + 1)m — €]
o) < —
NEIT= Sin(e/2)"

En outre, pour 1 < p < gq

q q
cheinx — ch(An — An_l)(l‘)
n=p n=p

q q—1
= Z cnAp(z) — Z Cn+1An(x)
n=p n=p—1
qg—1
= —cpAp1(x) + cgAq(x) + Z(Cn = nt1) An ().
n=p
Et de méme
q ‘ q—1
Z cone " = —cpAp 1(—x) + c_gAg(—x) + Z(Cfn —Cp—1)An(-2).
n=p n=p

D’ou pour = €]2km +€,2(k + 1)m — €]

Z e eint | < 2Cp+c—p
n —= .
sin(e/2)
p<In|<q
- - . . . . v 3
et la série C_pe " 4 ¢, e"") converge unifomément sur 'intervalle susnommé
O

Remarque 1.2.5 On a bien str un énoncé analogue pour la présentation des
séries trigonométriques en termes de sinus et cosinus, fort utile en pratique. On
laisse en exercice qu'il suffit alors, pour (ii), que la série > n*(|a,| + |bn|) soit
convergente et, pour (7ii), que les suites (a,) et (b,) soient positives décroissantes
et convergent vers zéro.
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1.3 Décomposition en série de Fourier

Nous nous intéressont & présent au probleme inverse de la question 1.2.2.
Connaissant la fonction f, on souhaite en déduire des propriétés sur les coefficients
de la série trigonométrique dont f serait la limite.

Question 1.3.1 Si f: R — C est une fonction périodique de période 27, existe-
t-il une famille (¢, )nez telle que f(x) = Z e 7
nez

Ici encore, le probleme est délicat en général. Dans ce paragraphe, nous intro-
duisons un bon candidat pour les coefficients ¢, et nous en donnons quelques
propriétés élémentaires.

Rappelons qu’une fonction f: R — C est dite localement intégrable si les
intégrales fab |f(x)| dx convergent pour tous nombres réels a < b.

Elle est dite de carré localement intégrable si les intégrales f; |f(x)|? dx
convergent pour tous a < b.

Exemple 1.3.2
1. Les fonctions localement bornées et limites simples de fonctions continues,
2. les fonction localement intégrables au sens de Riemann,
3. les fonctions continues par morceaux,

sont toutes des fonctions localement intégrables et de carrés localement intégrables.

Notation 1.3.3 On notera L!(S!) I'espace des fonctions localement intégrables,
périodiques de période 27, et L2(S!) I'espace des fonctions de carrés localement
intégrables, périodiques de période 2.

Définition 1.3.4
1) Pour f,g € L*(S'), on définit le produit et la semi-norme

2

<low=s [ T@ew) e = V<RI

0

27
3) On définit, pour n € Z et x € R, la fonction e, (z) = 7.

1 2m
2) Pour f € LY(S!), notons ||f||, = —/ |f(x)| dx.
0

1 sin=m,

Proposition 1.3.5 Pour (n,m) € Z2, < ey, em >= pm = { )
’ 0 sinon.
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DEMONSTRATION : Le calcul est immédiat.

2
Pour n = m, / 1 dx = 2m.
0

. 2w
2 ez(m—n);r
Pour n # m, / em=m)e o = |2 — = 0.
0
0

m—n

Ainsi, pour un polynéme trigonométrique de la forme

f(l‘) = Z Cn €n(l‘),

In|<N

on retrouve les coefficients ¢,, a partir des valeurs de f sur [0,27]. En effet, on a
par linéarité

<, f>= Z Cm < €n,ep >= Z CmOn,m = Cn-

Im|<N mI<N

Notons plus généralement que si la série > (|c,| + |c—n|) est convergente alors
B . . L e
f(x) = 3 ,cz cnen(x) converge uniformément sur sur R et par le théoreme d’in-
version des signes somme et intégrale, vu en premier cycle, le calcul ci-dessus
reste valide. On a encore ¢, =< e,, f >.

Définition 1.3.6 La série de Fourier d'une fonction f € L'(S!) est la série
de fonctions, convergente ou non,

SF(f) =co+ Z(cnen + Cnefn)a

n>1

avec pour tout n € Z, ¢, :=< ey, [ >.

On notera C(f) la fonction amplitude définie par C(f)(n) =< ey, f >. Les
nombres ¢, := C(f)(n), indexés par Z, sont appelés les coefficients de Fourier
de f.

Il est pratique de connaitre également le développement d’une fonction en série
de cosinus et sinus obetenu par la proposition 1.2.3, qui se présente comme suit.

+o0
SF(f)(z) = ag+ Y _(an cos(nz) + by sin(nz))
n=1
1 2m 1 21
avec ap = ¢ = 5 flz)dx ; ay:= ;/ f(z)cos(nz) dx
0 0
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Ces relations s’obtiennent en utilisant les formules de la proposition 1.2.3 expri-
mant a,, et b, en fonction de ¢, ou s’induisent directement en démontrant les
relations d’orthogonalité pour (n,m) € N2

1 2m 1 2
—/ cos(nx) cos(mzx) dx = —/ sin(nz) sin(mz) dz = 6,m

T T

2m
et / cos(nx) sin(mx) dz = 0.
]

Ce point de vue est particulierement adapté au cas ot f présente des symétries.
On déduit en effet immédiatement des relations ci-dessus la propriété suivante.

Proposition 1.3.7 Soit f € L'(S!).
1. Si f est paire alors tous sa série une série de cosinus : tous les b, sont nuls
et Cp =C_p .
2. Si f est impaire, sa série de Fourier est une série de sinus : tous les coef-
ficients a,, sont nuls et ¢, = —c_,,.

3. Si f est périodique de période 2w /N, alors seuls ses coefficients d’indices
multiples de N sont éventuellement non nuls.

DEMONSTRATION : Nous démontrons seulement la derniere affirmation, qui ne
résulte pas directement de la définition. Si n n’est pas multiple de T, alors
27 T+2m

e = flx4+T)e ™™ do = / f(x)eminztinT go — ¢inTc,
o T

et puisque e £ 1, ¢, = 0. O
Proposition 1.3.8
Si f € LY(SY), alors lim C(f)(n) =0 et meade(f)(n)\ <|fllzr(r)-
n

n—3oo
DEMONSTRATION : L’existence et le calcul de la limite de C(f)(n) découlent

du lemme de Riemann-Lebesgue qui suit. D’autre part, appliquons 'inégalité du
module a f(x)e™*. On a

1

2

27 ) 1 2 ) 27
flx)e ™™ dx| < —/ |f(z)e ™| do <
0

0

< 5 F@)] dw = Ifl],

27 Jo

La borne supérieure de la famille |C(f)(n)| est donc majorée par ||f||,. Comme
cette famille converge vers zéro quand |n| tend vers l'infini. Cette borne est at-
teinte : la borne supérieure est un maximum. O

Lemme 1.3.9 (Riemann-Lebesgue) Soit f une fonction a valeurs réelles ou
complezes intégrable sur un segment [a,b] avec a < b. Alors

b b b
lim f(@)e™ dz = lim [ f(z)cos(\x) dz = lim [ f(z)sin(Az) dz = 0.

[A|—=—+00 Jg A—oo S, A—oo J,
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DEMONSTRATION : Nous démontrons que la premiére limite car les deux derniéres
s’en déduisent immédiatement par les formules d’Euler.
Commencons par supposer que f est constante. Alors pour A # 0

[ e an = Hfm]

tend bien vers zéro quand |A| tend vers l'infini.
Supposons maintenant que f est une fonction intégrable quelconque. Par
définition, f peut étre approchée en moyenne par une fonction en escalier :

Z/a“ — ful dz < €

pour € > 0 arbitrairement petit, pour une subdivisiona = ag < a1 < --- < ay =0b
de l'intervalle [a, b] et des scalaires f, € C bien choisis. On en déduit les inégalités

suivantes.
<e+ Z / fre™ dx

a 3 , . .
et comme chaque terme fa: ) fre"® dx converge vers zéro, il existe une constante

< 2[f[/Al

N ag

Z I ez)ur dr

k=1"Y %-1

e dr| < e+

A telle que
ay )
|/ fre® dx| < /N
ak—1

pour tout |A] > A et pour 1 <k < N. Ainsi on a

b
N[> A= |/ F@)e™ da) < 2¢.
O

Proposition 1.3.10 Si f € L?(S1), alors f € L1(SY) et ||f|l, < ||fll,- De plus,

d_lehmIP <.

neL

DEMONSTRATION : La premiére assertion est un corollaire de 'inégalité de Cauchy-
Schwarz. En effet comme la fonction f et la fonction constante g := 1 sont de
carrés intégrables sur [0, 27], le produit fg = f est intégrable et

1 27 1 2 1/2 2
[ < ([Tea) ([T a)
1

<—([Tver da:>1/2 = [1fll
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La seconde assertion est connue dans la littérature sous le nom d’inégalité de
Bessel. Dans I'espace Hilbertien L2(S%), notons f,, la projection orthogonale de
f dans le sous-espace engendré par les fonctions e pour |k| < n. Explicitement,

on a
n

fao="Y_ C(f)(k) ex.

k=—n

Alors pour —n < k <n,on a

<emf—fo> =CHK) = D <ejf><epe;>

j=-n
=C(f)k) = D <ejf>0k;
j=-n

=C(f)(k)— <ex, f>=0.
D’ou, par linéarité, on a < f,, f — fn >= 0. Ainsi

a2 < Wl + 11f = fall2 = 11F11%

Cette derniere inégalité, conjuguée a 'othogonalité des fonctions e, montre que

n 27
> el <1k = 5= [ 17@F i

k=—n
L’inégalité de Bessel s’en déduit en faisant tendre n vers l'infini. O

Proposition 1.3.11 Soient f € L'(S') et k > 1 un entier. On suppose que f
est C* par morceauz et C*=1. Alors, pour tout n € Z , on a

L@,

[t

C(fM)(n) = (ni)*C(f)n) et |C(f)(n)| <

DEMONSTRATION : Pour k = 1, c’est-a-dire pour f de classe C' par morceaux
et continue, la fonction dérivée f’, définie sur [0,27]\{a, |0 < p < N} pour une
subdivision adaptée 0 = ag < a1 < --- < ay = 27, se prolonge par continuité sur
chacun des intervalles [a,, a,+1] en une fonction CL.

Par une intégration par partie, on a

2 . N-t . a Ap+1 )
feyemtdt = [f(H)e ™| +in / ft)e ™ dt
0 a
p:() P

2m
= f(0) — f(27) +in ; ft)e ™ dt = 2minC(f)(n).

On en déduit que C(f") = inC(f)(n). Puis, a 'aide de I'inégalité de la proposi-
tion 1.3.8, on a

[CHI<ICU)M/Inl < 1], /Inl,
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ce qui démontre la proposition pour k = 1.

Pour k£ > 0 quelconque, supposons la proposition vraie pour toute fonction
de classe C* par morceaux et C¥~1. Alors si f est C**! par morceaux et C*, on
peut appliquer notre hypothese & la fonction dérivée f’. On a

C(fFD)(n) = C(f'W)(n) = (in)*C(f)(n).

D’autre part, k > 1 donc f est de classe C' et C(f")(n) = inC(f)(n). On en
déduit que C(f**+D(n) = (in)*1C(f)(n), puis que

IC(H)] < [CFEDm)|/|nf* < ([ fED, /jnf*,
ce qui démontre par récurence sur k > 1 la proposition pour k quelconque. O

Remarque 1.3.12 Dans notre présentation, toutes les fonctions périodiques con-
sidérées ont pour période 27. Bien str, on peut développer une théorie de Fourier
analogue pour toute fonction périodique dont une période est un réel T > 0
quelconque.

En effet, si f admet T pour période, alors 27 est une période de la fonction
définie par g(x) := f(«T/2m). On peut lui appliquer les résultats de ce chapitre.
On retiendra les formules pour f : R — C localement intégrable, périodique de
période T'.

+oo
_ ominz/T _ @0 2mnx . [ 2
SF(f)(x) = E Cpe™ ™ = > + El <an cos < T > + by sin < T >)

neL
1

T
avec ¢ = f(:z:)e*%mx/T,

0
2 (T 2Tnx 2 (T . 2mnx
an—T/O f(a:)cos( T > dx et bn—T/O f(a:)sm( T ) dz.

1.4 Les théoremes d’inversion : la syntheése spectrale

Du point de vue des mathématiques, il s’agit dans ce paragraphe de répondre
a la question 1.3.1. Pour une fonction localement intégrable périodique de période
27, le seul candidat raisonnable dont nous disposons pour 1’écrire sous la forme
d’une série trigonométrique est sa série de Fourier.

Du point de vue de la physique, la décomposition en série de Fourier peut
s’interpréter comme la donnée d’'une amplitude complexe ¢,,, pour chaque mode
harmonique d’ordre n du signal. C’est ’analyse spectrale du signal, indéxé par le
groupe Z.

Inversement, étant donnée une distribution d’amplitudes ¢, pour tout n € Z,
peut-on trouver un signal dont la suite ¢, est la décomposition? Quand cela
est possible, on dit que 'opération qui permet de reconstruire le signal a partir
de sa décomposition est [’inversion de la décomposition de Fourier ou encore la
synthese spectrale de la distribution des harmoniques.



12 CHAPITRE 1. SERIES DE FOURIER

1. Si la fonction est C°, alors la situation est idéale car sa série de Fourier
converge normalement vers la fonction initiale, ainsi que toutes ses dérivées.

2. Si la fonction est continue et C! par morceaux, sa série de Fourier converge
normalement vers la fonction mais on ne sait rien sur la convergence de la
dérivée.

3. Si la fonction est C! par morceaux, sa série de Fourier converge ponctuelle-
ment vers la fonction initiale en tout point ou cette derniere est continue, et
I’on sait vers quoi converge la série aux points de discontinuité, bien que la
convergence souffre de ne pas étre est uniforme au voisinage de ces derniers
points.

4. Si la fonction est seulement continue, sa série de Fourier converge vers la
fonction initiale en tout point ou la série converge.

Notons enfin que ces réponses n’épuisent pas la question 1.3.1. Par exemple,
il existe des séries trigonométriques convergentes en tout point mais qui ne sont
la série de Fourier d’aucune fonction. Nous ne nous demanderons pas non plus
si, quand elle existe, la décomposition d’'une fonction périodique en série trigo-
nométrique est unique.

Le théoréme de Dirichlet

Ce théoreme donne une condition suffisante pour que la série de Fourier
d’une fonction converge ponctuellement vers celle-ci. On peut examiner dans un
deuxiéme temps si la convergence est uniforme, par exemple en utilisant la pro-
position 1.2.4. On verra au paragraphe suivant une autre condition simple qui
garantit I'uniformité de la convergence.

Notation 1.4.1 Soit f: R — C et z € R. Si f admet une limite en = par valeurs
supérieures, on note

/ . h)— 0
fa+0)= m f0), fite+0)= g HEEHZTEE0

Si f admet une limite en x par valeurs inférieures, on note

fle=0)= lim f(t), fi(z—0):= lim fe=0) = fla=h)

t—az i<z h—0,h>0 h

Théoréme 1.4.2 (Dirichlet) Soient f € L'(S') et z € R. On suppose que les
limites f(x +0), f(x —0), fy(x +0) et fo(x —0) existent.
Alors la série de Fourier de f converge au point x et

SEOE) = Jin, 3 <] >0 = 540+ o 0)
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DEMONSTRATION : Pour n > 0, on consideére la fonction

n 2n+1 site2nZ,
._ _ i 1
b= 3 o= s L
k=—n sin(3)

On définit le produit (appelé produit de convolution)

i(Dn * f)(x) = ! 2ﬂDn(;L“ —t)f(t) dt = % kz_ etk /OZWf(t)eikt dt.

2T %0

Ainsi on reconnait la somme partielle de le série de Fourier de f

1 n
%Dn*f: Z < e, f > ex.

k=—n

D’autre part, avec le changement de variable u = x — t et puisque la fonction
u +— Dy (u)f(x — u) est périodique de période 2,

27r g
D, (x—1t)f(t) dt = / D, (u)f(x —u) du = Dy (u)f(x — u) du.

—T

0

Seule la partie paire de la fonction D, (u)f(z — u) contribue & cette intégrale.

Doef(e) = [ Duw I g [,

—Tr

flz—u)+f(z+u)) du.

En outre [7 D, (u) du = 27. Cela entraine que

o= Dux f(@) = 5 (F+0) + f(z —0) = /O gl sin((n + 2)u) du

fl@+u)— f+0)+ f(z —u) — f(z—0)
2sin(%) ’

g(u) =
Cette fonction, définie a priori sur (0, ], s’étend par continuité en une fonction
intégrable sur [0, 7] et 'on conclut avec le lemme de Riemann-Lebesgue. O
Les fonctions de classe C*

Proposition 1.4.3 Soit k > 1.
1) On suppose que f est une fonction périodique de période 27 de classe C*
par morceauz et C*~1. Alors il existe une constante M telle que

VneZ, |<enf>]|nF<M.

De plus, SF(f) converge normalement vers f sur R.
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2) Inversement, pour une famille de scalaires (¢, )nez €t une constante constante
M > 0, on suppose que

VY €Z, |cn| In|fTt < M,

Alors f(xz) = Z cne™ est de classe CF=1 et ¢, =< ep, [ >.
ne”L

DEMONSTRATION : 1) Si f est de classe au moins C!, le théoréme de Dirichlet
montre que la série de Fourier SF(f) converge en tout point vers f. La pro-
position 1.3.11 montre que |C(f)(n)| < |[f®]],/|n|*. 1 suffit donc de choisir

M :=||f®)]|,. Enfin, on a les inégalités suivantes.
C(f*)(n
S iehml =1emo+ 3 %
neL neZ\{0}
)\ 12 1/2
1
e+ ¥ (W) S (o
neZ\{0} neZ\{0}

+oo
<1C(H )] +2/IfP, (Z %)
n=1

L’égalité de la premiere ligne vient de la proposition 1.3.11. La deuxiéme ligne
découle de 'inégalité de Cauchy-Schwarz. La troisieme ligne vient de I'inégalité
de Bessel de la proposition 1.3.10, appliquée & la fonction f*).

2) Inversement, si |c,||n/¥T! < M, alors pour n # 0, on a

len] < [l el < M/Inf?.

On en déduit la série ¢y + > (cpnt1€nt1 + C—n—1€_p—1) converge normalement
sur R ainsi que les séries de ses dérivées terme a terme, jusqu’a l'ordre k — 1.
La fonction limite f est bien définie et de classe C¥~!. Comme la convergence
de SF(f) est uniforme, il résulte d’un théoreme d’intervention des limites, vu en
premier cycle, que le produit scalaire et le signe somme peuvent étre échangés.

< e, [ >=<e,, g Cpep = E cp <€n,ep>=Cp.
PEZ PEZ

Il s’en suit que SF(f) = f, ce qui termine la démontration de la proposition. O

Corollaire 1.4.4 L’espace des fonctions de classe C*™° périodiques de période 27
est en bijection avec [’espace

{c 7 — C | Yk > 0,3Mj, > 0 tel que |c(n)||n|* < Mk}

par Uapplication A : f — (< epn, f >)nez (l'analyse spectrale) et de réciproque
S:c— f=3%cnc(n)e, (la synthése spectrale).
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Remarque 1.4.5 En fait, lapplication A : f — (< e, f >)nez est définie sur
I’espace des fonction localement intégrable, périodiques, de période 2w. Cette
application étendue est-elle encore injective ?

Certainement pas puisque si I'on modifie la fonction f en lui ajoutant une
constante sur une partie de la forme x4+ 277, ses coefficients de Fourier < e, f >
ne sont pas modifiés.

Elle reste cependant essentiellement injective. En particulier, I’analyse spec-
trale est injective sur l'espace des fonctions continues (voir le théoreme 1.5.7).

Les fonctions continues

Avec des idée similaires a celles contenues dans le théoréeme de Dirichlet, nous
pouvons démontrer le théoreme suivant, qui entraine en particulier qu’en tout
point ou une fonction est continue, la limite, si elle existe, de sa série de Fourier
ne peut étre que la valeur que prend la fonction en ce point.

Théoréme 1.4.6 (Fejer) Soit f : R — C une fonction continue par morceaur,
périodique, de période 2w. Notons

)= S e 5 Salf) = —— > salf),

k=—n k=0

les sommes partielles de sa série de Fourier et les moyennes successives de ces
sommes partielles. Alors, les conditions suivantes sont satisfaites.
(i) Pour toutt € R, on a
|Sp ()] < max|f(u)].

ueR

(ii) Pour toutt € R, on a

tm_S(F)(t) = 5 (F(t+0) + F(t ~0).

n—-+o0o

(i1i) De plus, Sp(f) converge uniformément vers f sur tout intervalle [a,b] C R
ne contenant pas de point discontinuité de la fonction f.

DEMONSTRATION : Avec les notations de la démonstration du théoreme de Diri-
chlet, on a

1

1 n
Sn:%Dn*fa Sn:Fn*f avec Fn:mkzoDk
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Calculons explicitement le “noyau de Fejer” F). On a successivement

n n

sin((k + 1/2)x)
2m(n + 1)F,(z) = ];)Dk(:@ =X )
_ 1 Sm & ei(k—l—l/?)a:)
sin(x/2) — |
S S (2% GZ(nfl)gC)
sin(z/2) 1—e=
_ I eitFe _ omitgte _ntl,
" sin(e/2) "\ ez — o2 ’ >
sin((n + 1)z/2)\
B ( sin(z/2) >

Retenons de ce calcul trois propriétés importantes de Fi,.
a) La fonction F), est positive et paire.

b) Pour tout 0 < € < m, sur [¢, 27 — €], la fonction

1 1

[ (u)] < 2 (n +1) Sin2(€/2)

converge uniformément vers zéro.
n

27 27 n

1 Dk(u) 1

F du = du = 1=1.

C)/O n(u) du n—l—lz 0 o n—l—lZ
k=0 k=0

Le point a) montre en particulier que

2 2
150 (f)(zo)| = [(Fn * f)(z0)| = I/O () f(zo —t) dt| < /0 Fn(t)]f(xo —1)] dt
2m

< e 7(0) |

i F,(t) dt = tEaRX\f(t)l,

ce qui démontre (7).
La suite est calquée sur la démonstration du théoreme de Dirichlet. On a

.00 gton) =2| [ F0) (FFIT IO ) )
" f(@o+1t) + fwo — 1)

< 2/ Fo(t) :

- g(l‘o)‘ dt

2maxiecr |f(t)‘

< max )
- (n + 1) sin?(a/2)

[t|<ex

avec g(z) := 5(g(z +0) 4+ g(z — 0)), et cela pour tout a > 0. Pour € > 0, il existe
un réel a > 0 tel que

N flxo+t)+ flwo—1t)  flwo+0)+ fzo—0)

_ < /2.
N 2 2 ‘ se
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Pour cet « fixé, il existe un entier N tel que pour tout n > N, on a

2maxer | f(¢)]
(n + 1) sin?(a/2)

<e€/2.

On en déduit que pour n > N, on a |S,(f)(z0) — 3 (f(z0+0)+ f(z0—0))| <€, ce
qui démontre (i7). Le point (iiz) découle de la continuité uniforme de g sur tout
intervalle [a, b] sur lequel g est continue et je laisse les détails en exercice. O

Corollaire 1.4.7 Soit f : R — C une fonction continue périodique de période
2. Soit xg € R. Si la série de Fourier
1 21

SF(f)(xo) = Z Cn e avec  Cn = o f(t)e ™t at,
T Jo
nez

converge, alors SF(f)(xg) = f(x0).

DEMONSTRATION : Cest une conséquence immédiate du lemme de Cesaro,

k
si une série sumérique Yy a,, de sommes partielles sy 1= g ap, converge, alors
p=0
1 n
la suite S,, := p— g Sk converge vers la méme limite ;
n

k=0

dont on trouvera une démonstration dans tout bon livre d’analyse de premier
cycle. Voir par exemple [Whittaker|, chapitre 8, paragraphe 8.43. O

1.5 L’identité de Parseval

Commencons par donner une interprétation “concrete” de l'identité de Par-
seval. Si un signal est la superposition d’oscillateurs harmoniques de pulsations
toutes multiples d’une pulsation fondamentale, alors 1’énergie du signal (I'inté-
grale de droite) est égale & la somme des énergies de chacun des oscillateurs
(la somme de gauche). Il n’en faut pas plus pour préter a ces oscillateurs une
“réalité physique”. En fait, il existe dans bien des cas des appareils simples (des
résonnateurs de fréquence donnée) capables en pratique d’isoler chacun de ces
oscillateurs.

Théoréme 1.5.1 (Parseval) Soit f € L?(S'). Alors les séries Y | < e, f > |?
et Y| <e_n, f> | sont convergentes et

1 2
Z| <en, f> |2 = %/0 ‘f(l‘)‘Q dx.

neL

On démontre d’abord le résultat suivant.
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Lemme 1.5.2 Soit f € LY(S!) et soit € > 0.

Alors il existe une fonction continue g : R — C sur R, C' par morceauz et
périodique de période 2 telle que ||f — g||, <e.

Si f € L3(SY), on peut de plus exiger que ||f — gl|, < e.

Enfin, dans les deuz cas, on peut choisir g de sorte que g(x) # 0 pour tout
zeR

DEMONSTRATION : Pour simplifier, nous démontrons ce lemme sous ’hypothese
supplémentaire que f est bornée, c’est-a-dire qu’il existe une constante M >
0 telle que |f(x)] < M sur [0,27]. Quitte & raisonner successivement sur les
parties réelle et imaginaire pure, on peut supposer que la fonction f est réelle.
Par hypothese, f est intégrable et peut donc étre approchée par une fonction en
escalier. Il existe une fonction € en escalier sur [0, 27| telle que

21
/O (@) — 0()] dx <1,

ol 1 > 0 est arbitrairement petit.

On va maintenant approcher 6 par une fonction g avec les propriétés an-
noncées. Soit ag =0 < a1 < --- < ay = 27 une subdivision de l'intervalle [0, 27]
adaptée a 0. Quitte a poser

{ 0*(z) :=n sif(x) =0,
0*(z) := max(—M,min(0(z), M)) sinon,

on peut supposer que 0 < [#(z)] < M pour tout z. On choisit « assez petit de
sorte que
20 < min (arp — ap_1)-
1§k§N( k— Qk—1)

On définit les nombres suivantes.

O =1n; pour0<k<N-—1, ak::9<m>

2

€ — €
1= 0/l0c] € (£1), 5= FLZ% ¢ o

On suppose que 7 est suffisament petit pour que 1 < |0;| pour tout 1 < k < N.
On définit une fonction g, continue et affine par morceaux sur [0,27] par les
conditions suivantes pour tout 0 < k < N — 1.

11—t 1+t .
galag +ta) = <T|9k| + %|9k+1‘> ere™F) pour lt| <1,

ga(x) = O sur [ag + o, ap4+1 — af.

Alors g, ne s’annule pas, |g,| est majorée par M et fo% |0(x)—ga(x)| dx < 4aN M.
On en déduit que

2 21
/ |f(2)=ga(2)| dz < n+4MNa / | (@) =ga(2)[? do < 2M (n+4M Na).
0 0
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Le lemme s’en suit en choisisant convenablement les constantes « et 5, puis en
posant g(z + 2mn) = go(z) pour tout n € Z et x € [0, 27]. O

DEMONSTRATION DE L'IDENTITE DE PARSEVAL : On note f, = %Dn * f les
sommes partielles de la série de Fourier de f. Il s’agit donc de montrer que || ang
converge vers ||f|[2, ou encore que ||f — fn||, converge vers zéro. Soit € > 0.
D’apres le lemme 1.5.2, il existe une fonction ¢ continue, C' par morceaux et 27
périodique telle que ||f — g||, < €. Soit g, = %Dn * g les sommes partielles de sa
série de Fourier. D’apres la proposition 1.4.3, g, converge uniformément vers g. Il
existe donc un rang N au dela duquel ||g — gn||, < €. Enfin, I'inégalité de Bessel
appliquée a f — g donne que ||fn, — gnll, < ||f — 9ll,- On en déduit I'estimation
suivante pour n > N.

Hf_anQ < Hf_gHQ + Hg_gnHQ + Hgn _anQ < 2Hf _QHQ + Hg_gnH2 < 3e.

O

Remarque 1.5.3 La proposition 1.1.2 qui affirme 'existence d’une solution a
Iéquation de la chaleur dés que la température initiale est une fonction C! de
labcisse est maintenant claire. Connaissant f sur [0, 7] avec f(0) = f(w) = 0,
on étend f d’abord sur [—m, 7] en posant f(—z) = —f(x), puis sur tout R en
posant f(x + 2kw) = f(x) pour k € Z. La série de Fourier de f converge bien
normalement vers f d’apres la proposition 1.4.3. Puisque f est impaire, seuls
les coefficients b,, de la série en sinus sont susceptibles de ne pas étre nuls et la
fonction

+o0
2
u(z,t) = Z b, sin(nz)e ™"
n=1
est bien solution du probléme.

Nous allons maintenant déduire plusieurs conséquences remarquables de I’iden-
tité de Parseval.

Corollaire 1.5.4 Si f,g € L?(S'), alors la famille c,(f)cn(g) est sommable et
2

Sl alo) = 3 | T@ot) do

neL

DEMONSTRATION : La série Z én(f)en(g) converge absolument car
neZ

[en(Fen(9)] < 1/2(en(H + len(9)?)-
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Montrons maintenant l'identité de 1’énoncé.

1
Re < fog> =5 (If +9ll; = lIfI; = llgll,)

= gZ (lealF) + cal@)? = len (NP = lenlg)?)

nez
e (zm cn<g>) ,
neZ

ce qui démontre la partie réelle de ’égalité annoncée.
Pour la partie imaginaire pure, on applique I’égalité que nous venons d’établir
aux fonctions if et g. On a en effet
Re <if,g>=Re(—i< f,g>)=Sm < f,g>
et Re(cn(if)en(g)) = Re(icn(fen(g)) = Re(—icn(fen(g)) = Smlca(f)en(9)),

ce qui établit la partie imaginaire pure de 'identité annoncée. O

Corollaire 1.5.5 Soient f,g € L?>(S'). On peut alors définir les deux produits
suwivants, qui sont deux fonction périodiques de période 27.

1. La fonction continue f x g définie par
2

fra@)= g [ 10a -0 ar

2. La fonction fg € L*(S') définie par fg(z) := f(z)g(x).

De plus, on a les estimations suivantes.

max | fx gl < |[f[l, llgll, 5 [[fglly <119l

Enfin, on a

cn(fxg) =cn(f) enlg) 5 cnlfg) = ch(f) Cn—k(9)-

kEZ

DEMONSTRATION : 1) Pour x fixé, les fonctions f et g, : t — g(xz — t) sont de
carrés localement intégrables. L’identité de Parseval montre alors que

e _
o f(t)g(l‘ - t) dt = Z cn(f)cn(gx)a
T Jo
ne”Z
1 (2 , 1 [ . ,
avec Cn(g$) = %/0' g(x_t)e—znt dt = % i g(u)e—ln(ﬂl—u) du = c_n(g)e—znx'

On en déduit que

Frg@) =3 coalDemnl@e ™ =3 el fenlg)e™.

nez nez
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Cette derniére série converge normalement puisque |c,(f)en(9)] < (len(f)? +
lcn(9)]?)/2. On en déduit que f g est continue et 'inégalité de Cauchy-Schwarz
montre que |f x g(x)| < [|fl|,|lg]l,. De plus, puisque la convergence est normale,
on a

<ep, [rg>= Z cm(f)em(9) < enyem >= cu(f)en(g)-
meZ

2) Si f,g € L*(SY), alors fg € L*(SY) et on a ||fgll, < |Ifll,]lgll,- Cela découle
immédiatement de I'inégalité de Cauchy-Schwarz pour les intégrales. Enfin, I’iden-
tité de Parseval et son corollaire montrent que

<€mfg>:<€ng7f>: Z <em,eng> cm(f) = Z <eém-n,g> Cm(f)a
meZ meZ

ce qui établit I'identité annoncée car <epy—p, §> =< €p—m, §>= Cn—m(9). O

Remarque 1.5.6 Si f,g € L'(S') et si g est de plus bornée, alors la formule
qui définit plus haut f * g(x) a encore un sens et définit une fonction continue
et périodique. De plus, l'identité C(f x g) = C(f)C(g) est encore valable et on a
I’estimation suivante.

max | f + g| < [|f]], max]g].

Notons B(S*) I'espace des fonctions bornées localement intégrables, périodiques
de période 2 et C(S') celles qui sont de plus continues. On a les inclusions

C(SY) c B(SY) c L3(SY) c LY(Sh).
On retiendra les résulats sur les produits en écrivant formellement
LA*(SYH«L*(SY) ce(sh) ; LY SYH«B(SY) cc(sh).
Théoréme 1.5.7 (injectivité de la décomposition) Soit f € L'(S'). On sup-

pose que tous les coefficients c,(f),n € Z, sont nuls. Alors

27
| i@l dz=o,
0

En particulier, Si f est continue, elle s’annulle identiquement.

DEMONSTRATION : Supposons d’abord f dans L?(S'). Alors 1’égalité de Parseval
montre que

1112 =" len(H)IP =0.

neL

Comme ||f]|, <||f]l,, il vient que ||f||, = 0, ce qui est la conclusion souhaitée.

Supposons maintenant f € L'(S'). Alors pour tout g € C(S*), le produit fxg
est continu, donc dans L?(S'), et on a C(fxg) = C(f)C(g) = 0. Le cas précédent
montre que ||f *g||, = 0. D’autre part, d’apres le lemme 1.5.2, il existe une suite
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fn de fonctions continues qui ne s’annulent en aucun point et telle que ||f — fnl|,
converge vers zéro. Posons g, (z) := |fu(—2)|/fu(—2). Alors g, € C(S!), on a
max |gn| <1 et

[ gu(O)] < max|(fu = 1) gn(@)] < 11 = full,

converge vers zéro. D’autre part, |f, x g, (0)| = || fn||, converge vers ||f||,, ce qui
montre que ||f]|, = 0. a

1.6 Application aux équations différentielles ordinaires
linéaires périodiques

Nous allons voir que la théorie des séries de Fourier permet de donner les
solutions exactes des équations de la forme suivante.

y ™ () + ary "I (E) + - any(t) = f(D) (1.3)

ol les coefficients a; € C sont des constantes et f : R — C est une fonction
de périodique, de période 27, et dont nous allons préciser la régularité tout
de suite. On sait que I’équation homogene associée (c’est-a-dire avec f = 0
dans (1.3)) a pour ensemble des solutions un espace vectoriel de dimension 7,
qu’une solution est exactement déterminée par ses n — 1 premieres dérivées
y(x0), v (z0), - -,y (x0), ot zg est un réel quelconque fixé, et qu’elle est auto-
matiquement de classe C*°. Il suffit donc de connaitre une solution de (1.3) pour
toutes les connaitre. Nous allons nous limiter au cas ou 'une des solutions est
périodique, de période 27. Au vu de théoreme de Dirichlet, nous supposons aussi
que f est de classe C° par morceaux. Si la fonction f a des points de disconti-
nuité, il faut cependant prendre garde que ’équation (1.3) n’a pas a strictement
parler de solution sur R. En effet on peut montrer que la dérivée d’une fonction
dérivable, qu’elle soit continue ou non, vérifie toujours la propriété des valeurs
intermédiaires ( on dit qu’une fonction g a cette propriété si pour tout a < b,
et pour ¢ € [g(a), g(b)], il existe a < t < b tel que g(t) = ¢). Si y etait solution
de (1.3), le terme de gauche de ’équation devrait donc satisfaire cette propriété,
alors que la fonction f ne la satisfait pas. Cependant, pour les applications, il
est tres pratique de ne pas supposer f partout continue. Il faut donc affaiblir la
notion de solution de I’équation (1.3).

Définition 1.6.1 Soit f : R — C une fonction de classe continue par morceaux.
On dit que y : R — C est solution faible de (1.3) si elle de classe C"~1 et de
classe C" par morceaux, et si elle satisfait I’équation (1.3) sur tout intervalle sur
lequel elle est n fois continiment dérivable.

Supposons qu'une telle solution existe et qu’elle est périodique de période
27. On peut alors calculer ses coefficients de Fourier et 'on sait que ¢, (y*¥)) =
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*cm(y). En calculant les coefficients de Fourier des deux termes de 1’égalité (1.3),

(im)
il vient que
en(y)P(im) = cn(f),  mEL,

avec P(X) = X" + a1 X" ! + ... + a,. En particulier, si P(im) = 0, alors
nécessairement ¢, (f) = 0. Le théoreme suivant montre que cette condition est
aussi suffisante.

Théoréme 1.6.2 Soit f : R — C une fonction périodique, de période 2w, de
classe continue par morceaux. Soient ai,--- ,a, € C des constantes. Pour que
léquation (1.3) admette une solution faible périodique, de période 27, il faut et
il suffit que ¢, (f) = 0 pour tous les entiers m € Z tels que

P(im) := (im)" 4+ a1 (im)* ' 4 --- 4+ a, = 0. (1.4)

De plus, si cette condition est remplie, les solutions faibles périodiques de période
21 sont exactement des fonctions de la forme

y(t) = Z ]ij(f) et 4 Z dpe™,

, (im)
meZ,P(im)#0
avec dn, € C quelconque.

DEMONSTRATION : Il s’agit de montrer que la condition (1.4) est suffisante. Re-
marquons tout d’abord que ’on peut supposer que f est nulle en moyenne, c’est-
a-dire que co(f) = 0. En effet, sinon (1.4) entraine que a, # 0 et 'on se rameéne
au cas ou ¢o(f) = 0 en remplagant f par fi= f—co(f)etypar g :=y—co(f)/an.
Pour lever la difficulté de la non continuité de f. Posons

Ft):=C +/0 f(z) dz,

ot C est une constante choisie en sorte que co(F) = 0. Alors F est de classe C*
par morceaux, continue, et périodique de période 27. De plus, imc,, (F) = ¢ (f)
pour tout m € Z. Posons

cm(f)

~ imP(im)’

dp =0, si. mP(im) # 0,

et choisissons d,,, quelconque pour les entiers m € Z\{0} tels que P(im) = 0.
Notons que P n’a qu’un nombre fini de zéro ; on a donc P(im) # 0 pour |m| > N
avec N assez grand. De plus

STmMdml = > " dm] + Y [m" e ()]
" " P(im)|

meZ |m|<N |m|>N

mn—l
Sl + | Y |

|m|<N |m|>N

[N
N|=

IN

Z ‘Cm(f)‘Q

Im|>N
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est une série convergente. La fonction Y (t) := Z dme™ est de classe C™ et par

meZ
construction, on a

Y () +a Y V() 4+ +anY (t) = Y Plim)dme™ = > cm(F)e™ = F(t).
MmEZ meZ

La derniére égalité ci-dessus découle du théoréme de Dirichlet. Ainsi, la n-iéme
dérivée de Y est continue et on a YW = F—q,; (=1 _..._ 4 Y. La fonction de
droite de cette égalité est de classe C! par morceaux (puique les fonctions y k),
k <n—1, sont C! et que F est C' par morceaux). On en déduit que Y est C"+!
par morceaux. En dérivant I’équation précédente, on a donc, sur tout intervalle
ouY est C"t!, c’est-a-dire ol f est continue,

Y(n+1) + aly(n) 44 anY, = F/ = f

La fonction y := Y” est donc solution de (1.3). De plus, puisque >, 5 [m|*|dy,|
converge, la série qui définie Y est dérivable termes a termes, et la fonction y est

de la forme '
y(t) = Z imdy,e™,
meEZ

ce qui est exactement la forme annoncée. O



Chapitre 2

Transformation de Fourier

Définition 2.0.3 Soit f : R — C une fonction localement intégrable. On dit que
. . 4o 1 700 42 +o0
[ est intégrable ou sommable et l'on écrira f € L' si Uintégrale [~ |f(t)| dt
converge.
On dit que f est de carré intégrable ou de carré sommable et l’on écrira
f € L? si lintégrale fj_;o |f(t)|? dt converge.

Dans la suite de ce cours, on utilisera les notations usuelles suivantes.

+o0 +0o0
1flls = / FOldt Il = / )2 d.

—00 —00

Si J C R est un intervalle (ou plus généralement une partie mesurable de R), on
notera ly(z) = 1 si z € J et Tj(x) = 0 sinon. Alors 1y € L' N L? si et seulement
si J est borné.

Rappelons I'inégalité de Hoder, qui dans ce cas particulier se résume a 'inégalité
de Cauchy-Schwarz : Si f et g sont dans L?, alors le produit fg est dans L! et

Fglle < 1Az lgll 2

Cette inégalité montre en particulier que si f est a support compact, c’est-a-dire,
par définition, si f est nulle (presque partout) en dehors d’un segment de la forme
[a,b], avec —00 < a < b < +o0, alors f est dans L' des qu’elle est dans L?. En
effet, I'inégalité de Cauchy-Schwarz montre que

I[fllpr = Hf]l[a,b]HLl <||fllzz Vb—a < 400,

Enfin, si f est bornée, on notera ||f||o := sup |f(x)|.
z€R

25
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2.1 L’intégrale de Fourier, premieres propriétés
Définition 2.1.1 Soit f € L'. Alors la transformée de Fourier de f est la
fonction f : R — C définie par Uintégrale

+o00 .
fwy = f@)e da.

—0o0
Cette fonction est bien définie puisque cette derniere intégrale est absolument
convergente. Elle est de plus bornée puisque pour tout u € R, |f(u)| < ||f||z,-
Proposition 2.1.2 Soit f € L'. Alors

LA fllo < Ml

2. f est (uniformément) continue.

3. lim f(u)=
|u]—+o00
DEMONSTRATION :

—+00 )
>mufh/’f mm/!mwww=wu

2) Soit € > 0. S01tA>0telquef >4 |f(u)] du < e. Alors

—+00

~ ~ A .
mewﬂm</ e — uw»m<%+[ym“wuwwu
< 2¢ + 2[sin(hA/2)| 1fll1 < 26+ WAl f]]11 < 3e,

pour tout 0 < |h| < « tels que aAl|f||p1 < e.

2) Soit f, € C°(R) une suite de fonctions de classe C*° a support compact

telle que ||f = fullzr — 0. Alors |f(u) = fo(u)| < |If = fallpr, et fo converge
uniformément vers f. Mais une intégration par partie montre que

— 1~
[fal(w) = 1= fr (@)l < [l fullo/lul-
On en déduit que lim ﬁ(u) = 0, puis que
u—=+o0o

lim f( )= lim hm fn( )= lim hm fn( ) =0.
u—=£o00 u—+00 n—+00 n—+400 u—=£o0

O

La proposition suivante résulte immédiatement de la définition de la transformée

de Fourier et des propriétés élémentaires de l'intégrale. Elle est tres utile pour

calculer explicitement des transformées de Fourier en les déduisant d’une liste
connue de transformées.

Pour simplifier I’énoncé, convenons de noter f(ao-+b), pour toute fonction f et

tous réels a, b € R, la fonction définie par 2 — f(ax+b). Le signe “o” indique donc
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“ 2

la place virtuelle de la variable . Au brouiilon, on pourra aventageusement
remplacer la notation “f(a o +b)” par “f(ax + b)’, mais en gardant a l'esprit que
cette notation désigne une fonction, et non un nombre réel, valeur de la fonction
évaluée au point z. Cette distinction est particulierement importante quand la
fonction dépend de parametres.

Proposition 2.1.3 (Propriétés élémentaires) Soient f,g € L'. Soient \, i €
C et 7 € R*. Alors on a les propriétés suivantes.

(Linéarité) \f + pg = M + ug.
(Transposition) ]T—?) = f(—o).
(Conjugaison) f: f(—o).
(Changement d’échelle) m = %fA( )

(Translation) f(f—\T) - e*l’f@f.
(Modulation) efiT?f - f‘(o +7).

Exercice 2.1.4 Pour f € L', on note f(u) = f(—u) Vérifier les propriétés
sutvantes.

1. (feLl', feLY)= f
2. (feL', felL') = (Va
9 fell=(f=Ffetf=

=

~f
eR, flota)=flo+)).
f).

En particulier, il découle immédiatement de 'axiome de conjugaison que la trans-
formation de Fourier préserve la parité.

Proposition 2.1.5 La transformée de Fourier d’une fonction paire est une fonc-
tion paire. La transformée d’une fonction impaire est une fonction impaire.

Nous pouvons préciser ce dernier résultat. Comme dans le cas des séries de Fou-
rier, la transformation de fourier admet aussi une formulation en termes des
fonctions circulaires.

Définition 2.1.6 Pour f : R — C dans L', On définit les transformées de
Fourier de f en cosinus et sinus

+oo +oo
felu) = f(x) cos(zxu)du = 2/ f1(x) cos(zu) du

“+oo

+oo
fs(u) = f(x)sin(zu)du = 2/ f—(z)sin(zu) du

ot f+(z) = 3(f(2) + f(—=z)) est la partie paire de f et f_(z) = L(f(z) — f(—=x))

est sa partie impaire.
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Proposition 2.1.7 La fonction fc est paire, la fonction ]?S est impaire et
f = f c— Zf s
On retrouve les mémes propriétés de symétries que pour les séries de Fourier.

Corollaire 2.1.8

1. La transformée de Fourier d’une fonction paire et réelle est une fonction
paire et réelle.

2. La transformée de Fourier d’une fonction paire et imaginaire pure est une
fonction paire et imaginaire pure.

3. La transformée de Fourier d’une fonction impaire et réelle est une fonction
mmpaire et 1maginaire pure.

4. La transformée de Fourier d’une fonction impaire et imaginaire est une
fonction impaire et réelle.

Enfin, en prévision de la formule de réciprocité de Fourier que nous établirons
9
plus loin, terminons ce paragraphe par une jolie formule.

Proposition 2.1.9 §5i f et f sont dans L', alors

L[ f(u)ei““ du = 1 /O+OO fc(u) cos(zu) du + % /OJFOO ]?s(u) sin(zu) du.

2 J_ m

DEMONSTRATION :

N . +oo
% fjoooo flu)e™™ du = / f(u)(cos(zu) + isin(zxu) du

+oo —~

= / (fe(u) —ifs(u)(cos(zu) + isin(zu)) du
+too ~

= /_ (f(u) cos(xu) + fs(u)sin(zu)) du

+oo N
—I—i/ (fe(u)sin(zu) — fs(u) cos(zu)) du.
—o0
Mais la fonction u — ﬁ(u) sin(zu) — fs(u) cos(zu) est impaire. La derniére inté-
grale est donc nulle. O

Remarque 2.1.10 D’autre conventions sont possibles pour définir I'intégrale de
Fourier. On aurait tout aussi bien pu choisir les intégrales

+o0 )
J% / f(@)e ™ du,

+oo )
/ f(a:)edmm du.

—00

ou bien encore

Ces trois conventions ont chacunes leurs avantages et leurs inconvéniants, et sont
malheureusement toutes trois largement répandues dans la littérature.
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2.2 Calculs de transformées de Fourier

Ces exemples sont a connaitre par coeur.

sinu
< R
1) Sif(z)= 1 pour|z| <1 alors f(u) = 2sinc(u) = 2 o pour u # 0,
0 pour |z| >1 ). bour 1 — 0.

2) Si f(z) :{ bl pouriah S L fu) = <M>2

pour |z| > 1, u/2

5 n! I'n+1)
f(’LL) = i \n+1 = i \n+17
(1 + iu) (1 +iu)
+o0o
avec I'(z) = / e tt* 1 dt.
0
La premiere expression est valable pour tout n € N, la seconde pour tout nombre com-

plexe tel que Re(n) > 0.

. z"e " our x > 0,
3) Sif(z)= { 0 iour 2 <0 alors

2
1+u?

5) Si f(z)=e"", alors f(u) = /me /4

Cette fonction joue un role important dans la théorie des probabilités : elle intervient
dans la définitions des lois dites gaussiennes. Nous allons démontrer soigneusement ce
résultat. La fonction z — —ize™® e~ est normalement intégrable. Le théoreme de

dérivation montre que f est dérivable et

4) Si f(z) = e 12l alors f(u) =

+ oo

y .+oo I o p too L
f(u):—z/ xTe Ie zwuduz ie 93/26 zxu:| —U,/Z/ e a:e iru dU,,

— 00 — 00

par une mtegratlon par parties. Ainsi f est solution de I’ equatlon différentielle ordinaire
linéaire 3y’ = xy/2. La fonction f est donc de la forme Ae~“ /410 reste a calculer

A = f(0). Nous allons pour cela considérer la fonction auxiliere
L o—a®(148%)
F(x) = / — dt.
., 1+1t2
Par le théoreme de dérivation sous le signe intégrale puis le changement de variable v = xt

F'(z) =-2z fol o=t (%) gt — _9pe—a? j‘ol e—?t? dt
= 2¢~@ f: e du = —2 G'(z)G(x)

avec G(z) = [ e du. Ainsi la fonction F+ G2 est constante et vaut F(0) = 01 % =
/4. D’autre part

e [t odt 2
F(CK)S@ H—tQ:7T/46

converge vers zéro quand x tend vers +o0o. On en déduit que G?(x) tend vers 7/4 quand
z tend vers +oo. Puisque G est positive, il vient que

+o0
/ e du=2 hm Glz) = 2v/7/4 = /7.

’I'—> oo
— 00
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2.3 La classe des fonctions a décroissance rapide

Comme nous le verrons, parmi d’autres applications la transformée de Fou-
rier est un outil performant pour résoudre des équations aux dérivées partielles
linéaires. Nous allons étudier dans cette partie le lien entre la transformation de
Fourier et 'opération de dérivation. Il se présente ici une difficulté. La trans-
formée de Fourier d’une fonction, méme de classe C°, n’est pas nécessairement
partout dérivable.

Par exemple, la fonction définie par g(z) = 2/ sinc?(x) a pour transformée
de Fourier la fonction §(u) = 2 — |u| sur [—2,2] et g(u) = 0 pour |u| > 2, qui n’est
pas dérivable aux points 0, —2 et 2.

Nous allons introduire un espace de fonctions, stable par dérivation et par
transformation de Fourier, a rapprocher de I’espace des suites de coefficients de
Fourier des fonctions C* périodiques de période 2m. Cet espace nous servira de
trait d’union entre I'intégrale de Fourier et la théorie des séries de Fourier. Nous
verrons en effet comment un lemme du type des sommes de Riemann nous permet
de réduire les résultats de ce chapitre a des énoncé sur les séries.

Définition 2.3.1 On dit qu’une fonction f sur R a valeurs réelles ou complexes
est a décroissance rapide si elle est de classe C* et si pour tous entiers k,n €
N, il existe une constante My, > 0 telle que |z|*|f"™ ()| < My,. L’ensemble
des fonctions qui ont cette propriété forme un espace vectoriel que l’on note S.

Exemples : les fonctions u(z) = exp(—z?), v(0) = 0 et v(z) = exp (—(z — 1/2)?)
pour z # 0, w(z) = exp(—e”) €7, la fonction définie par f(z) = exp (—(1 — z?)7!)
pour |z| < 1 et nulle ailleurs, et plus généralement les fonctions C*> nulle en dehors
d’un intervalle borné (c’est-a-dire & support compact) sont dans S. Notons aussi
que le produit de deux fonctions de S, et aussi le produit d’une fonction de S et
d’une fonction dont toutes les dérivées sont bornées (par exemple cos(oza:)e*ﬁ”2
avec > 0 et a € R), est dans la classe S.

Notation 2.3.2 Dans la suite, pour f € S, on notera

My (f) = sup |2 f0) ().
z€R

Nous allons étudier plusieurs opérations naturelles 7' : S — S. Une telle opération

sera dite continue si pour toute suite f, s, f,ona T(fn)in.

Définition 2.3.3 On dit qu’une suite de fonctions f, € S converge vers f € S

et l'on note fnif si pour tout k,p >0 on a

lim Mk,p(fn - f)=0.

n—-+00

Notons que la transformation de Fourier d’une fonction f € S existe toujours, en
vertu de la propriété suivante.
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Proposition 2.3.4 On o S ¢ L' N L2. De plus, si fnif, alors || fn, — fllr1 et
[|fr. — fllL2 convergent vers zéro.

DEMONSTRATION : On a

Moo(f) + Mao(f)
|f(x)] < 1T 22

Il s’en suit que || f||p1 < w(Moo(f)+ Mao(f)). Toute fonction de S est donc bien
intégrable et la continuité de I'inclusion S C L' découle de l'estimation ci-dessus.
Le résultat analogue pour I'inclusion S C L? se rameéne au précédent parce que
I'application L? — L' qui & f associe f? est continue. O

Lemme 2.3.5 (d’approximation, admis) Soient ¢ > 0 et f : R — C. Alors
on a les trois propriétés suivantes.

(i) Si f € LY, alors il existe g € S telle que ||f — gl|11 < e.
(ii) Si f € L2, alors il existe g € S telle que ||f — g||12 < e.
(iii) Si f € L'NL2, alors il existe g € S telle que ||f —g||p < e et||f—gll2 <e.

Exercice 2.3.6

1. Montrer que la fonction f définie par f(z) = exp (—ﬁ) pour |z| <1 et

par f(x) =0 pour |x| > 1 est de classe C*°.

2. Montrer qu’il existe une fonction g : R — [0, 1] telle que g(xz) = 0 pour
x < —1let g(x) =1 pour x > 0 (on pourra la construire a partir de la
fonction définie par F(xz) := [; f(t) dt).

3. Pour R > 0, on définit une fonction xr : R — [0,1] en posant ygr(x) =
g(x+R)six < Ret xr(x) = g(R—x) si z > —R. Montrer que xp est bien
définie, que xg = 1 sur [—R, R], que xgr(x) =0 pour |z| > R+ 1.

4. En déduire que pour tout f € S, il existe une suite f,, € CZ° de fonctions

C®° a support compact telle que fni f (Considérer la suite x,, f).

Exercice 2.3.7 Soient f,g € S. On pose g.(z) := g(ex) pour € € R.
1. Montrer que pour tout n € N, (g.)™ (u) = g™ (eu) et que

n

(fg)™ =>" ( f > £ (g0,

=0
2. Em déduire que pour 0 < e <1, on a

Mi(F g = 9(0) < M/ =90 +¢ 3 (1} ) Moro) Moo,
/=1
3. Montrer que M/rg,o(f(”)(g6 —9(0)) < eMpi10(f)Mo,1(g). En déduire que
9> £9(0) quand € — 0,
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Proposition 2.3.8 On note D(f) := f' et L(f) : © — iz f(z).

1. feS=D(f) € S et (Df) = L(§).
2. feS=L(f) €S et D) = —L(f).
3. feS=feS.

De plus, les opérations f+— D(f), f+— L(f) et f — f sont continues sur S.

DEMONSTRATION : Soit f € S

e On a My, (f') = Mins1(f) s Min(L(f)) < Miy1,0(f) + nMgpn-1(f). L'égalié
est évidente, I'inégalité vient de la relation

(wf (@)™ =nf"D (@) + f ().

On en déduit immédiatement que f' et L(f) sont des fonctions & décroissance
rapide et que les opérations L et D sont continues.

e L’identité D(f) = —L(f). vient du théoréme de dérivation puisque

/+OO 0 (f (w)e %) dy = /+OO —duf(u)e” ™ du

oo Oz oo

converge normalement (car |uf(u)| < (Myo(f) + Mso(f))/(1 + u?)).

~

e L’identité (Df) = L(f) s’obtient par intégration par parties :

/ ive” "™ f(u) du = [—e"™" f ()] I3 + (f)(x) = (f) ()
—00

puisque |f(z)| < M o/|z| converge vers zéro quand |x| — +o0.

e Que f soit a décroissance rapide découle immédiatement de ’estimation

dn

o < 7Moo + Mao)(((—iz)? £)™)

(i) FO ()| = ‘( @)pf))(a:)

et de ce que ((—iz)Pf)™ = (=1)PD"LP(f). La continuité de la transformation
de Fourier découle alors de la continuité de D et L.

O

Nous allons maintenant démontrer le résultat fondamental qui nous permet de
déduire de la théorie des séries de Fourier les théorémes principaux sur 'intégrale
de Fourier.
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Lemme 2.3.9 (Sommes de Riemann) Soit f € S et a > 0. Alors la série
+oo

Zf (na)a converge et hm Zf (na)a = / f@t) dt.

neL %

DEMONSTRATION : Pour A > 0 fixé, la théorie d’intégration de Riemann montre
que les sommes de Riemann de f sur [—A, A] convergent vers l'intégrale ff‘ 4 f(x) dz
quand le pas de la subdivision converge vers zéro. On a donc

Jim S af(ka) / 110

alk|<A

’ Mao(f) Moo ()
D’autre part, on a |f(ka)| < k202 < |E|(|k] — 1)a?

. On en déduit que

S afha)| < 2Mbo(f) Y

k|a>A ka>A

( 1 1> _ 2Moo(f) _ 2Mao(f)
k

k-1 &k alAfa)] = A—a ’

ou [A/a] est la partie entiere de A/a, unique entier p tel que p < A/a < p + 1.
On a donc, pour ag > 0 fixé et pour tout 0 < a < ag,

AEIJIrloo Z af(ka) Zf (na)
alk|<A nez

De plus la convergence de cette limite est uniforme pour a € (0,ap). On peut
donc échanger les limites.

li = li li ka) = li li k
Jim, 2 S = i i 3 ofthe) = lim fip 3 af(ka)
nez alk|<A alk|<A
+o0
= lim / f(t) dt = / f(t) dt. O

A—4o00

Théoréme 2.3.10 (Formule de réciprocité) Soit f € S. Alors
1 [T

2

Vo € R, flx) = fu) e du.

DEMONSTRATION : Supposons d’abord que f est & support compact, c’est-a-dire
que f s’annule en dehors d’un intervalle de la forme [—R, R], avec R > 0. Alors
appliquons le théoreme de Dirichlet pour les séries a la fonction g périodique, de
période 2R, et qui coincide avec f sur [-R, R]. On a pour |z| < R

flx) = chexp (zk};r:c) avec ¢ 1= / f(t)exp < zk:7rt> dt = ﬁf (Z) .

keZ

k k 2
Dou f(z :%Zf( W) exp <Z ;x) %H%f(_l’)

keZ
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quand R — +o0o d’apres le lemme des sommes de Riemann.
Si f € S n’est pas & support compact, il existe une suite de fonctions f, € C*

a support compact telle que fni f. Alors 27 f,, = fn D’ou la formule annoncée
en passant a la limite, puisque la transformation de Fourier est continue sur S.
O

Exercice 2.3.11 On sait que si f(z) = e~ alors f(u) = ae */* avec o > 0.

1. Déduire de 'axiome de changement d’échelle que f = 2a°f.

2. Retrouver a l'aide de la formule de réciprocité que a = /7.

Théoréme 2.3.12 (Parseval-Plancherel) Si f € S, alors

1 ~
1£11Z2 = 5[ F1IZ:

DEMONSTRATION : e Supposons d’abord que f est C* & support compact, c¢’est-
a-dire qu’il existe un réel R > 0 tel que f(t) = 0 pour [¢| < R. Alors soit f : R — C
la fonction périodique de période 2R qui coincide avec f sur [—R, R]. Le théoréme
de Parseval pour les séries de Fourier montre que

1 R 2 2 1 R —inm/R L z/nm
ﬁ/_RU‘(t)\ dt =" lea?,  avec c, ._ﬁ/_Rf(t)e dt_ﬁf(f).

neL

On en déduit avec le lemme des sommes de Riemann que

400 R 1 T
2 _ 2 — E _

15 = 5 [ i du

e Si f est a décroissance rapide, il existe une suite f, de fonctions a support com-

—00

pact telle que fnif. On a 2r| fn|[32 = H}‘;\ 2, d’apres I'étude du cas précédent.
Mais f, et fn convergent dans L? vers f et fn respectivement. D’ou L’identité
annoncée en passant a la limite. O

Théoréme 2.3.13 (Echange) Pour f,g€ S, on a

+oo

+o0
f(z)g(w) dov = f(2)g(x) da.

DEMONSTRATION : Le théoréme de réciprocité montre que la transformée de
Fourier réalise une bijection de S sur lui-méme. On peut donc supposer que

f= ﬁ, avec h € §. On applique alors le théoreme de Plancherel a h et g.
1 —+00 +oo

+00_—
3 @i do= o [ h@i) do= [ h)gla) do

2m —00 —00

Mais l'axiome de conjugaison montre que f = h = h = 2wh, ce qui montre
I’identité annoncée. O
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2.4 Transformation de Fourier dans L'

Le but de cette partie est d’étendre aux fonctions L' les résultats de I'intégrale
de Fourier démontrées dans S.

Lemme 2.4.1 (Intégration par parties) Soit f € L' et —co < a < b < +o0.
On note X[qp)(t) =1 sia <t < b et x[qp)(t) = 0 sinon. Alors

w(u) = [I(f)efmu]l; + X[;,]I\(f)(u), avec I(f / flu

DEMONSTRATION : La formule est celle de 'intégration par partie classique si
fec®nLl Sife Ll il existe une suite de fonctions f,, € C°(R) & support
compact telle que ||f — fullp1 — 0. Alors I(f,) converge uniformément sur R
vers I(f). On en déduit que X[q4I(fn) converge en norme L' vers x(quI(f),

puis que X[q1(fn) converge unifomément vers x(,4/(f) sur R. D’autre part,
X(a,b]fn converge en norme L' vers Xa,b]f donc an converge uniformément

vers X|qpf. L’identité s’obtient donc en passant a la limite. O

Proposition 2.4.2 (Primitive) Soit f € L' et I(f)(x) = [*_ f(u) du. Si

+o00 - —
I(f) € L' alors flz)de =0 et f(u) =1iu I(f)(u).
DEMONSTRATION : Si f € L, alors f+ ) dx = lim,_ 4o I(f)(z) existe.

Cette limite ne peut étre que nulle si I(f) € Ll. L’identité de I’énoncé s’obtient
alors en faisant une intégration par parties, puis en passant a la limite quand
a — —o0 et b — 4o00. O

Proposition 2.4.3 (Derlvatlon) Soit f e L. On définit L(f)(z) := iz f(z).
Si L(f) € L, alors f est dérivable et D(f) = —L(f)

DEMONSTRATION : c’est une application directe du théoréme de dérivation sous
le signe intégrale. O
+oo +oo
Théoréme 2.4.4 (Echange) Vf, g e L', / f(x)g(x) doe = f(2)g(z) dz
o _
DEMONSTRATION : Il existe deux suites de fonctions f, € S et g, € S telles que
fn — f et g, — g dans L. En particulier ||f,||;1 converge vers ||f||z:. De plus
on a les inégalités suivantes.

fngn = Fallr < [ fngn — fodller + [1fng — fllL1,
< |lgn = gllo [[fallLr + lgllo [[fn = fllLr,
<l llgn =gl ler + Mgl [ fa = fllzr-

On en déduit que fngn converge vers fg dans L'. Mais par symétrie fngn converge
de méme vers f g dans L'. D’ou le résultat en passant & la limite dans I'identité
correspondante pour f, et g,. O
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Théoréme 2.4.5 (Formule de réciprocité) Si f € L' et si f € L', alors
pour tout x € R ot f est continue,on a

+oo )
f(z) = — / f(u) e du,

2r J_

DEMONSTRATION : En posant f,(t) :== f(t+x),on a fx(u) = f(u) exp(izu). On se
ramene ainsi au cas ot x = 0. Quitte & remplacer f par z — f(z)— f(0)exp(—z?),
on peut aussi supposer que f(0) = 0. Pour a > 0, on a alors successivement

L e g = 2 7 pu) (e o) () d
o) @ v o= on ) S du

+00 —u?/2a
- E/_oo =75
+oo

. —u?/2
) f(Wau)e du.

Puisque f € L', le théoréme de convergence dominée montre que le terme de

gauche converge vers % f(0) quand « tend vers zéro. Examinons mainteant le
terme de droite en le découpant en deux morceaux.

1
= oo
/ Y7 el dz < sup |f()] / 2 gy 0
- 2l <@ o

1 1
fla@)le ™/ da < || fll ~ exp (——) 0.
« 2«

La premiere limite se calcule en effet en notant que f est continue en zéro. Le

terme de droite converge donc bien vers zéro et on en déduit que f(0) = 2 f(0).
O

Le résultat qui suit, a rapprocher du théoreme de Dirichlet pour les séries,
montre que pour pouvoir inverser la formule de Fourier en point x donné, il
suffit de connaitre le comportement de f au voisinage : si 'on modifie f dans le
complémentaire d’un intervalle ouvert centré en x, 'objet global fsera modifié
en tout point, mais pas la valeur de la limite donnée par le théoréme.

Théoréme 2.4.6 (Principe de localisation) Soit f € L'. Soit x € R. On

suppose que les limites a droite et a gauche f(x 4+ 0) et f(x — 0) existent, et que
les dérivées a droite et a gauche fj(x) et fy(x) ewistent. Alors

R—>+oo 271/ flu)e™™ du__(f($+0)+f(x_0))-



2.5. TRANSFORMATION DE FOURIER DANS L2. 37

DEMONSTRATION : En posant f,(t) = f(t + x), on a J/”;(u) = ¢ f. On peut
donc supposer que z = 0. De plus, le théoreme 2.3.10 montre que la formule
4 démontrer vaut pour la fonction exp(—x?). Ainsi, quitte & remplacer f par
x— f(z) — (f(0+) + f(0—)) exp(—z?)/2, on peut supposer en toute généralité
que f(0+) + f(0—) = 0. Appliquons le théoréme de I’échange.

Lﬁywm:[§4%ﬂwm:[rﬁmwwﬁ:2_ﬂfmmua

avec x = l_y, 1) Les hypotheses sur f montrent que la fonction ¢ — f()/t est
intégrable, avec fy(t) = (f(t) + f(—t))/2. On a alors

LR e smmw LR R0
—W/Rf(u)dU—ﬂ £(t) dt—ﬂ/oo O in(rr) ar = L ()

En tant que transformée de Fourier, le terme de droite tend vers zéro quand R
tend vers l'infini. O

2.5 Transformation de Fourier dans LZ2.

La transformée d'une fonction L! n’est pas nécessairement L' (considérer
la transformée de 1_;j). Cet espace fonctionnel n’est donc pas parfaitement
adapté a la transformation de Fourier. Nous allons voir qu’il vaut mieux, quand
c’est possible, travailler dans L?.

Proposition 2.5.1 Si L' N L?, alors f e L?>NCO et

+0o0
/ If (1) dt = —/ (u)|? du.

DEMONSTRATION : Le lemme d’approximation montre qu’il existe une suite de
fonctions de f, € S qui converge vers f en norme L' et L2 De plus || fn

0 <I|fn— 1 et ainsi f, converge uniformément sur R vers f. D’autre part,
/ H I L g p
nllr2 — o < || fn — > converge vers zéro. Donc || fn||2» converge vers
L L L L

||f][32. Mais on a dans S Videntité 2| fn |3, = anH%g Ainsi, on a

R +o0
R |7 . =~ . —
[Efop de = tm [ F@Pa< i [ C(F0F d
n—-4o0o R n—-400 oo
+oo +oo
— 9 lim ()2 dt = 27r/ FOP dt.
n—+oo J_ —00
Et cela pour tout R > 0. On a donc f € L2 et de plus, HfH%Q < 27| f||32. Mais
cette inégalité, appliquée & f,— f, montre que la suite || f,,| |%2 converge vers || f| \%2
Ainsi, en passant une nouvelle fois & la limite dans identité || f,|[2. = 27| fn|[32,

on obtient que H]?H%? = 27| f]|72, ce qui est bien I'identité annoncée. O
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Cette proposition invite a étendre la définition de la transformation de Fourier
a L? tout entier, considéré comme espace de Hilbert. Pour tout h € L?, on note

+oo _

(1)) = (Hg)sz = [ hiwg(o) d.
—0o0
Alors le théoréme de Riesz affirme que la transformation b : L? +— (L?)* : h s b(h)
est une bijection isométrique. Pour f € L? et g € S, posons T¢(g) := (f|9)2-
Alors [Tt(g)| < |Ifllz2llallz: = V27| f||r2]lg]|p2- Aussi Ty se prolonge en une
unique forme linéaire continue Ty : L? — C sur C avec |[T}|| < v27]|f||z2. On
définit alors

Fo(f) = h~lo Ty.

Notons que si f € L' N L?, alors la proposition 2.5.1 montre que T¢(g) = (f|9)
au sens de la théorie dans L', pour tout g € S. Aussi Fo(f) = f dans ce cas.

Définition 2.5.2 Pour tout f € L?, il existe une unique fonction h € L? telle
que

+oo +oo

ves, [ h@le) do= [ @) do

—0o0 —0o0
La fonction h s’appelle la transformée de Fourier dans L? de la fonction f.
Si f € L' N L2, cette définition coincide avec la transformation dans L'. Aussi
continuera-t-on de noter f la transformée de Fourier.

Théoréme 2.5.3 La transformation L?> — L? : f s f/\/27r est isométrique et
bijective. De plus, pour tout f € L?, on a f(—u) = 27 f(u) pour presque tout u.

DEMONSTRATION : ® La transformation est isométrique.
On a HEHLQ = ||Tn|| < v/27||h||2 pour tout h € L2, ce qui démontre la continuité
de la transformation de Fourier dans L2.

Soit f € L2. 1l existe alors une suite de fonctions f,, € S telle que ||f— fu||z2 —
0. En partlcuher lim [ fn|| = |[f]|- De plus, la continuité de la transformation de
Fourier dans L? montre que lim I/l = ||f]]. Or le théoréme de Parseval dans S
montre que 27| f|| = anH On en déduit que v27||f|| = HfH en passant a la
limite.
e La transformation est bijective. X 5
Le théoréme d’inversion dans S montre que f, = fn = 27 f,. Cette identité
est valable ponctuellement en tout point de R, mais aussi globalement pour fn
considérée en tant que fonction L2. Pour f € L?, on pose f(u) = f (—u). O
obtient ainsi une fonction définie presque partout représentant une fonction de
L?. Comme les opérations [ f et f — f sont continue dans L2, on en déduit

en passant & la limite que f = f = 27 f dans L?, ce qui établit la bijectivité de
la transformation de Fourier dans L?.

. Enﬁn,Asi f = 27f dans L?, alors ces deux fonctions coincident presque partout

et ainsi f(—u) = 27 f(u) pour presque tout w. O
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Corollaire 2.5.4 (Parseval-Plancherel) Si f,g € L?, alors J/”\,Zy\ € L? et

+o0 _ 1 +oo —
) oft) dr = 5= [ Flw) giw)
_ s
En particulier
+oo Y +oo
[ i de=on [ i@ da

pour tout f € L?. En physique, le terme de droite peut s’interpréter comme une
énergie. Le terme de gauche est la décomposition en fréquences de cette énergie.

Attention : Bien noter que les transformations de Fourier dans L' et dans L? ne
sont pas définies de la méme fagon. Si f € L alors f est une fonction continue
sur R. Si f € L2\ L, la fonction f est dans L? et f ( ) est défini a priori seulement
presque partout. En particuler f n’a pas en général de représentant continu et ne
converge pas nécessairement vers zéro a l'infini.

Proposition 2.5.5 (méthode pratique de calcul) Soit f € L?. On note
A .
:/ f(x)e ™" dax.
—A
Alors

1. ||f = pallz2 — 0 quand A — +oc.

2. Inversement, on suppose qu’il existe une suite A, — +0o et une fonction
g : R — C mesurable telle que la suite pa,(u) converge vers g(u) pour
presque tout u. Alors g € L? et g = f

DEMONSTRATION : 1) Notons xa(t) = 1 si [t] < A et xa(t) = 0 sinon. Alors
la fonction xaf est L? et & support dans [—A, A]. Donc xaf € L' N L2 En
particulier fx4 € L'. La formule de la transformée de Fourier dans L' montre
alors que fxa = @a. De plus, ||fxa — fllzz — 0 quand A — +oo d’apres le
théoreme de convergence dominée. Le théoreme de Plancherel montre alors que

[1Fxa = fllze = varl|fxa — fllze — 0.

2) On vient de voir que || f XA, — f H 72 — 0. On | peut donc extraire une sous-

suite fxa »(n) qui converge presque partout vers f Mais d’autre part fxa 5(n)
converge vers g presque partout. Donc a un ensemble de mesure nulle pres, on a
g= f et ¢ représente bien un élément de L2. O

Exercice 2.5.6 Soit f € L?. Montrer que pour toute suite A,, — 400, il existe
une sous suite A, telle que

1 A, )
f(z) = lim Py / f(u)e™ du  presque partout.
n'—+4o0 2T _An’
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Exemples

1) Calculons la transformée de Fourier de la fonction sinc : u — sin(u)/u. Notons
que cette fonction est L?. De plus sinc = £¥ avec x(t) = 1 si [t| < 1 et x(t) =0
si [t| > 1. Comme la fonction y est de classe C! par morceaux et L!, le principe
de localisation montre que

1 A sne . 0 silul>1,
LJm o —e "du=< 1/4 siul=1,
BRI 1/2 siful < 1.
On en déduit que sinc = mx presque partout. En particulier la formule de

Parseval-Plancherel donne

+001.42 2 1
sin® u .19 1 9 m
| du sl = gl = 3 [ di=n

—00 —

Remarquons qu’il n’existe pas de fonction continue qui coincide presque partout
avec la fonction my. On retrouve ainsi que la fonction sinc ne peut étre L.

2) Calculons la transformée de Fourier dans L? de la fonction f(z) := x/(z?+1).
On commence par décomposer cette fraction en éléments simples sur C.

e _1(1 1
224+1 2\z+i x—i)’

1 7 —

D’autre part, on a x i"z L—ix

Tr—1 1+ x

D’ou
flz) =i/2(H(u)e™ — H(~u)e)(z) = i/2 sign(u)e~l(z),
1 siu>0,
avec sign(u) =| 0 siu=0,
-1 siu<0.

Comme la fonction u — sign(u)e~ "l est dans L2, le théoréme d’inversion dans
L? donne que f(u) = —im sign(u)e 1.

3) Si f(z) = x(x/a)(1 — |z|/a), alors f(u) = sinc?(ua/2). D’on par le théoréme

de Plancherel,
+0 /gin qu\ 4 ~ 2
d pr— 2 = — 3'
[ () au= 1 =5

4) Si f(z) = x(x/a) et g(x) = x(z/b), alors le théoréeme de Plancherel donne

+gin az sin bz 1 [Too=——_ x [t .
/ sinazsinbr 1/ Fat) at =5 [ @)gte) dt = wmin(a. ).

s T oo 2/)_
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2.6 Le produit de convolution

Convolution : substantif féminin.

A.- Littéraire et rare. Action de s’enrouler sur soi-méme ou autour d’un autre
corps (cf. circonvolution). Les convolutions silencieuses de la buée opaque qui se
nouaient et se dénouaient en ’air (Cendrars, in L’homme foudroyé, 1945, p. 40).
B.- En mathématique, opération par laquelle deux fonctions sont mises dans un
rapport suggérant une sorte d’enroulement de I'une sur ’autre.

(Source : les trésors de la langue frangaise informatisés :
http : //zeus.inalf.fr/)

Définition 2.6.1 (cas des fonctions a décoissance rapide) Soient f,g € S.
Le produit de convolution de f et de g est la fonction définie sur R par

+o0
frglx) = ft)g(x —1) dt.

Théoréme 2.6.2 Si f,g €S, alors fxg€ S et

Fxg = [3 (21)
- F*5 = Ta (2.2)

De plus, le produit (f,g) — f *g est continu sur S.

DEMONSTRATION : Commengons par démontrer (2.2). Puisque f et g sont dans
S, on a aussi f,§ € S. Appliquons le théoreme de Parseval-Plancherel.

N oo too
Frgw) = / (13— 1) dt = / F(—t)gtu —t) dt

—00 — 00

+oo = too _ |
— /_ fOGu+t) dt = 27r/_ F(hg(te ™ dt
= 2nfg(w),

ce qui établit (2.2).

Le produit fg est dans S, donc ]/i] I’est également. On en déduit que f *G € S.
Puisque l'opération f +— f est bijective sur &, ceci montre que le prgc\luit de
convolution est stable dans S (i.e. f,g € S= fxg € S), et que fxg= fg/(2n).
Cette derniere identité emtraine la continuité du produit de convolution sur S. Il
reste & montrer (2.1). L’identité ci-dessus montre que fxg = f§. D’ou (2.1) en
évaluant cette derniere relation au point —u.
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Définition 2.6.3 (cas des fonctions mesurables) Soient f,g : R — C deux
fonctions mesurables. On suppose qu’il existe une partie E C R de mesure nulle
telle que

+oo
[ 1500 ote 0l de < 4o

“+o0o
pour tout x ¢ E. On pose alors pour tout x € R\E fxg(z) := ft)g(z—t) dt.

On obtient ainsi une fonction f x g définie presque partout, ;ue l’on appelle la
fonction convolée de f et g.

Exemple : Soient f,g € L'. Alors

I wall = [ / =t o < st 01 oto) dve

400 p+4o00
:/_ / Fl@ =) lg(®)] dw dt = ||fllz]lgllzr < +oo.

Le théoreme de Fubini montre alors que f*g(z) est défini pour presque tout z. De
plus, il existe deux suites f,, g, € S telles que ||f — fullz1 — 0 et ||g—gn|lzr — 0.
On en déduit que ﬁ et g, converge (uniformément) vers fA‘et g respectivement.
D’autre part, I'inégalité || f*xg||r1 < ||fllz ||g]|L1 montre que || fr,*gn — f*g||1 —
0. Ainsi mn converge (uniformément) vers f/*\g, puis

—_—

Fw)gu) = lim fo(u)gn(u) = lm_fo*ga(u) = f x g(u).

n—-+00 n—-+00

On a donc montré le résultat suivant.

Proposition 2.6.4 Si f,g € L', alors f  g(x) est défini pour presque tout x et
f*g € L' De plus

F gl < M fller llgller et frg=1f7

Proposition 2.6.5 Le produit de convolution sur L' vérifie les propriétés sui-
vantes , avec a < b et ¢ < d dans la derniére assertion.
Commutativité : fxg=g* f.
Bilinéairité : fx(a g+bh)=a fxg+0b fxh pour a,beC.
Associativité : f*(g*h) = (f xg)xh pour f,g,h € S.

Si f,g € L', alors fj_;of*g(x) dxr = (fj;of(x) da:) (fj_;og(x) da:)

g f=0 surR\[a,b],

g=0 surR\[ed], alors fxg =0 sur R\[a+ ¢,b+d].

DEMONSTRATION : La bilinéarité est immédiate. La commutativité découle d’un
changement de variable affine. Les deux propriétes suivantes résultent du théoreme
de Fubini. Enfin, si x ¢ [a + ¢,b + d], alors ou bien t & [a,b] et f(t) = 0, ou bien
t€la,blet x—t¢&[c,d et g(x—t)=0. Ainsi on a f(t)g(z —t) = 0 pour tout ¢,
puis f* g(x) = 0. O
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Exercice 2.6.6 Montrer que dans S, on a l'identité (f x g) x h = QL Vglvz
déduire une autre preuve de I'associativité, d’abord dans S, puis dans L' &1’

du lemme d’approximation.

alde

Donnons d’autres exemples ol le produit est bien défini. En sus des espaces S,
L' et L? déja introduits, on note

B : L’espace des fonctions mesurables bornées
BC : L’espace des fonctions continues bornées,

C. : L’espace des fonctions continues a support compact (c’est-a-dire nulle en
dehors d’un segment).

Alors les produits suivants sont encore définis

S+«xScCS i CoxC. CCy
LixLiCLy ; Li*xLyC Ly;
LixB cCBC i Lox Lo C BC.

De plus, il existe pour chacuns d’eux une inégalité analogue a celle de la propo-
sition 2.6.4 avec les “normes” associées aux espaces considérés, avec notamment

[|fllo :==1inf{M ||f(x)| < M presque partout }

pour tout f € B. Ainsi, on a

1f*gllce <[z Mgl fell, gelLl,
1f* gl <[IFllzr Mlgllzz fell, gel?
[f gl <|flle2 gl fgel? zeR,
[fxg@)] <Ifllzllgllo  ; feL'geB, zeR

Ces inégalités entrainent les faits suivant.
Proposition 2.6.7 (Continuité) Le produit de convolution est continu dans les
sens sutvant.

1. Si fo — f et gn — g en norme L' alors fn* gn — f *g en norme L.

2. Si fn — f et gn — g ennorme L?, alors fpxgn(x) — fxg(x) uniformément
pour x € R.

3. Si f, — f en norme L' et g, — g en norme L? alors f,x g, — f*g en
norme L?.

4. Si fn — f en norme L' et si g, — g € B uniformément pour x € R, alors
fn*gn — [ *g uniformément.

Proposition 2.6.8 Le produit de convolution vérifie les propriétés suivantes.
— 1 ~
1. Si f,g€ L?, alors fg€ L' et fg= 2—f*g.
m

2. SifeL'etge L? alors fxg€ L? etm:fﬁeLQ.
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Nous terminons par une derniere propriété, qui illustre 'effet régularisant du
produit de convolution.

Théoréme 2.6.9 Soit f € L' et g € S. On suppose que g(t) > 0 pour tout t et
que ||g]|z1 = 1. Posons ge(t) := 1g(t/e) pour e > 0. Alors

(i) f*ge est de classe C® et pour n € N, (f % g.)™ = f*ggn)

(i) ||f — f *gellpr — 0 quand e — 0.

(iii) f*ge(x) — f(x) quand e — 0 en tout point x ot f est continue.

DEMONSTRATION : Montrons (i). Puisque g. € S, on a pour tous z,t € R,
|9:(x — )] < Mo1(ge))- On en déduit que [T (ge(x —6)f(t))] < Mo(ge)lf(2)]-
Ainsi la fonction x — fj;of(t)g(a:—t) dt est dérivable et on a bien (fxg.) = f*g..
Puisque les dérivées successives de g. sont encore dans S, 'assertion (i) s’en déduit
par récurrence sur n € N.

Montrons (ii). Supposons d’abord que f € S. Alors f/*z(u) = f(u)@}&u) =
f(u)g(eu). Mais I'exercice 2.3.6 montre que fg. converge dans S vers g(0)f = f.
La transformation de Fourier (inverse) est une opération continue dans S. On en

déduit que fxge = f*ge /(27) converge dans S vers 1/(27) f = f. La convergence
a donc aussi lieu en norme L!, ce qui montre I'assertion (ii) dans le cas ot f € S.

Pour f € L' quelconque, il existe une suite de fonctions f, € S telle que
1f = fallr — 0. Alors [(f — fu) % gelln < 11f = fullza llgell = 1f = Fallea.
Donc f, x gc converge dans L! vers f * g. uniformément par rapport a €. Ainsi
f= lim f,= hm hmfn*g6 = hm hm fn*xge == hmf*ge

n—-+o0o —+00 e— —0n—

Montrons (iii). On a f*g.(z = [T2°(f(z—et)—f(x))g(t) dt. Si f est bornée,
alors le théoréme de convergence dominée montre que cette derniere intégrale
converge vers zéro. Si f € L! est quelconque, soit f,(t) := f(t) si f(t) < n et
fn(t) = 0 sinon. Alors f, € L' est bornée. Par continuité de f en z, il existe un
réel a > 0 tel que | f(t)— f(z)| < 1 pour tout [t—z| < . Alors pourn > > 1+ f(2)],

on a |(f = fo) % ge(@)| < [yoq [F(x = )lge(t) dt < Mag(g) (£)* 2 [|fllz1. On en
déduit que lorsque € — 0, f * g. converge vers 1111’(1) forxge(x)=f (a:) O
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Exemples et applications

1) On se propose de calculer la transformée de Fourier de la fonction

f(:p) _ 67|x| sinx'

T

On a vu que la fonction = — e~ 1%l est la transformée de Fourier de la fonction

1

g(x) = m

et que sinc est la transformée de fourier de la fonction y définie par x(z) = 1/2
pour |z| < 1 et x(x) = 0 ailleurs. De plus, g x x € L' comme produit de deux
fonctions L' et gxx = g-X = f € L'. Enfin, comme g et x sont aussi L?, le
produit g x x est continu. On peut donc appliquer théoréme de réciprocité pour
les fonctions L'. Ainsi

~

— +o0 1-u d
fVOZQ*MWZQWQ*M—w=ﬂj/ gwxbu—wdﬁ:g/lffﬁ.

On en déduit que f(u) = 2arctg(u + 1) — 2arctg(u — 1). La fonction g % x est
de classe C*® sur R et on retrouve qu’elle est bien dans L' N L?. Elle est en
effet équivalente & 4/u? quand |u| — +oo (cela découle de la relation élémentaire
arctg(z) + arctg(l/x) = /2 pour = # 0).

2) Rappelons que le théoreme de réciprocité dans L' s’applique seulement aux
fonctions dont la transformée est intégrable. Or si f € L', alors f(u) tend vers
zéro quand u tend vers I'infini car f est intégrable et uniformément continue. En
particulier \f(u)\ < 1 pour |u| assez grand et ainsi \f(u)|2 < \f(u)| pres de Uinfini.
On en déduit que

UeLHﬁfeﬂ) =~ fel”

Mais que peut on dire de f si 'on suppose seulement que J?e L??
Proposition 2.6.10 (f eL! et ]?6 L2) = fel?

DEMONSTRATION : Supposons f € L! et ]? € L% Soit g € S telle que g > 0
et f+ ) dx = 1. Posons g.(x) := g(%)/e. Alors f  ge converge vers f dans
Lt quand € — 0. On en déduit en particulier qu’il existe une suite ¢, — 0 telle
que f * g, (x) converge vers f(z) pour presque tout x. D autre part, puisque
feLlletg, € L?NLY,ona fxg, € L> N L' Aussi f*gen = fgen € L? et
Jen (1) = g(enu). Le théoréme de convergence dominée montre alors que f Je, — f
dans L. La suite f e, est donc de Cauchy dans L2, et il en est de méme de la
fonction fxg., d’apres le théoréme de Parseval. Il existe donc une fonction f € L?
telle que f*g., — f € L. Enfin, quitte & extraire une sous-suite, la suite fxg., ()
converge vers f (z) pour presque tout x. On en déduit que f(z) = f (z) presque
partout, puis que f € L2 O
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Théoréme 2.6.11 (Réciprocité presque partout) Soit f € L'.

—~ 1 [T . )
Si fe L', alors f(x) = Dy f(u) e du pour presque tout x € R.
s

—0o0
En particulier, il existe une fonction continue qui coincide avec f presque partout.

DEMONSTRATION : Puisque fA‘ € L', on a aussi que fA‘ € L? et la proposition
ci-dessus montre alors que f € L2. Or les transformations de Fourier dans L' et
dans L? coincident sur L' N L2. On peut donc appliquer a f la théorie L?. Ona

% f = f dans L? et en particulier % A(u) = f(u) presque partout. O
1ofteon . 2

Exercice 2.6.12 Pour a > 0, soit G, (u) := Py flx)e™ e /2 d,
m —00

1

1. Montrer a laide du théoreme de I’échange que G, (u) = %f * g /@, avec
g(t) :== 2w exp(—%) et les notations du théoreme 2.6.9.

2. En déduire que G, converge vers f en norme L' quand o — 0, puis qu’il
existe une suite a,, — 0 telle que G, (u) — f(u) pour presque tout w.

3. On suppose que f € L'. Montrer a 'aide du théoreme de convergence do-
minée que Gy (u) converge vers 5 fj;o f(z)exp(iuz) dr quand « tend vers
zéro.. En déduire une démonstration du théoreme 2.6.11 plus explicite.

Corollaire 2.6.13 (Unicité)
1) Soient f,g € L*. Si f =, alors f = g presque partout.
2) Soient f,g € L?. Si f =g presque partout, alors f = g presque partout.

DEMONSTRATION : L
1) Appliquons le théoreme 2.6.11 & f —g. Ona f—gc€ Llet f—g=f—-g=
0 € L. Donc f(z) — g(z) = == [T2°(f — ¢)(w)e™ du = 0 presque partout.

— 2rJ—c0

2) Si f(u) = §(u) presque partout, alors 0 = ||f — gl|z2 = vV27||f — gl|z2 d’aprés
le théoréme 2.5.3. Ainsi f = g dans L?, puis f(x) = g(z) presque partout. O

“F—iy

Fia. 2.1 — Résumé graphique des différentes transformations de Fourier
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3) Appliquons la théorie de Fourier aux équations différentielles ordinaires linéaires.
Proposition 2.6.14 Soit f €S et P=ap+a, 1 X+ +a; X" 1+ X" € C[X]
tel que P n’a pas de zéro sur Ri, alors I’équation

y(”) + aly(”—l) + -t agy = f
admet une unique solution dans L'. De plus, elle est de la forme y := Ex f, ou
E :R — C est l'unique fonction telle que E(u) = 1/P(iu).

DEMONSTRATION : Verifions que la fonction E existe. Décomposons la fraction
1/P en éléments simples sur C.

1 . iv: Ck
P(z) (2= zp)

k=1

avec ¢ € C, zp = ap +ibp € C, ap # 0, et oy, € N*,

1 1 1 e fu—b
Or (iu —a — ib)" = (—a)" (1 +i%)n =(—a) " fy < . ) )
avec fo(t) = H(t) et

(n—1)!
.. . T a+ib)x 1
Ainsi F<—31gn(a)me( +ib) H(—a:v)) (u) = ST

propriétés élémentaires de la transformation de Fourier.

par les

sign(—a)

(Ozk — 1)| H(—sign(ak)t) =1 e(ak‘i’ibk)t'

N
On pose alors E(t) := Z Ck
k=1

Si maintenant f € S. Alors y := Ex*f est de classe C*° d’apres le théoreme 2.6.9
mais aussi dans L! puisque E, f € L'. Et il en est de m/é@e pour les dérivées
successives puisque y*®) = E x f®) . Enfin, on a y®) = Ef®) = (ju)*Ef. On en
déduit que

L’injectivité de la transformation de Fourier montre donc que E'x f est solution de
I’équation de I’énoncé. L’unicité vient de ce que I'on connait toutes les solutions
de I'équation homogene associée, qui sont des combinaisons linéaires de fonctions
de la forme Q(z)e"™ avec P(r) = 0 et Q € C[X] qui sont dans L' seulement si
elles sont nulles. O

Interprétation phénoménologique. En physique, de nombreux phénomeénes
peuvent étre décrits de la maniere suivante. La donnée expérimentale est modélisée
par un signal d’entrée S, dépendant d’un certain nombre de parametres, par
exemple de temps et d’espace. Celui-ci est transformé par un systéme physique
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en un signal de sortie S5 et 'on étudie l'opérateur S, — S;. L’exemple de la
proposition 2.6.14 est un cas particulier d’un résultat général qui s’énonce plus
facilement dans le cadre de la théorie des distributions.

On peut en effet démontrer que si 'opérateur est
a) linéaire : si Sy +— S| et Sy — S}, alors aS; + bSy — aS] + bS),
b) invariant par translation :si Si(t) — Si(t), alors Si(t — 1) — S{(t — 7),
c) causal : si Se(t) = 0 pour tout t < 0, alors Ssortie(t) = 0 pour tout ¢ < 0,
d) continu (au sens des distributions),

alors 'opérateur se repésente a 1’aide d’une distribution sous la forme S5 = D*.S,.

Exemples :
1. S, est la tension d’entrée d’un circuit électrique et S5 sa tension de sortie.

2. Ss(x,t) est 'intensité lumineuse en tout point d’une plaque photographique
éclairée a travers un systeme optique par les rayons issus d’une source lumi-
neuse Se(u,t).

3. Ss(t) est le mouvement d’une masse soumise a l’excitation S, (¢) d’un ressort
amorti.

4. Ss(z,t) est le champ électromagnétique engendré par une distribution de
charges et de courant p(z,t),j(x,t).

4) Etudions I’équation de la chaleur

ou  0%u

ot~ 0a?

pour une barre indéfiniment longue. Sa température est donnée par une fonction
0, : R — R a linstant ¢ = 0 et on cherche une solution pour ¢ > 0. On va
supposer que 6, € S et on va chercher une solution qui reste dans S, c’est-
a~dire telle que la fonction = +— wu(x,t) soit dans S pour chaque instant ¢ >
0. Alors, en prenant la transformée de Fourier par rapport a la variable x et
en utilisant la proposition 2.3.8, I’équation de la chaleur se transforme en une
équation différentielle ordinaire

du N2 2. . e ixe

— = (i§)*u = —-&“a avec u(,t) = u(zx,t)e'™s dx.

ot oo
Ainsi , R ,

a8, t) = al€, 00" = (e,

On déduit du corollaire que pour ¢ > 0

1

u(x,t) = W(o,t) %0, (z) = e

+oo €2
/_ Bo(z — €) e~ de

2

ou Wi(z,t) := e~ est le noyau de Weierstrass.

Tt
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Un peu d’histoire. Si 'on prend 6,(z) = 1 pour > 0, 6,(x) = —1 pour
x < 0 et 6y(0) = 0, bien que 6, ne soit pas a décroissance rapide, on constate que
u = W %0, est solution de I’équation de la chaleur pour ¢t > 0, que u(0,t) = 0
pour t > 0 et que pour x > 0,
tlirg1+ u(z,t) = 1.

FEn négigeant la courbure de la terre, ce qui est légitime pour modéliser la tempéra-
ture proche de sa surface, William Thomson, alias Lord Kelvin, utilisa ce modele
pour estimer I'age de la terre. En effet, en mesurant la temp ‘rature moyenne 7T,
de fusion de diverses roches, en supposant qu’aucune réaction chimique ne peut
durer plusieurs millions d’années et ralentir sensiblement le refroidissement de la
terre depuis sa formation et surtout en supposant que la terre s’est solidifiee “d’un
bloc” (il n’y a jamais eu de croite solide flottant sur un noyau liquide) dans les
premiers instants de la vie de la terre (& la température T,), notre modele donne
la loi, avec les parametres non réduits

T, teo (x — u)? (z + u)?
U(z,t) = 2\/%/0 <exp(—W) - e;rp(—WO du.

Kelvin en déduit la variation de température en fonction de la profondeur pres
de la surface (elle aussi mesurable)

oU T,
= %01 = .
YT o 0.%) VKt

Comme la conductivité thermique et la chaleur spécifique de la croiite terrestre
peut elle aussi étre estimée, Kelvin en déduit une valeur probable de ’age de la
terre

73

VIR

d’environ 100 millions d’années, et certainement pas plus de 400 millions! Les
contemporains de Kelvin n’ont pas manqué d’étre troublés par une telle estima-
tion. D’abord parce que les connaissances du dernier quart du XIX® siecle en
géologie et géomorphologie semblaient incompatibles avec un tel résultat, mais
Kelvin suggéra que I'évolution de la planete avait du étre plus rapide dans ses
premiers ages, du fait de sa température plus élevée, qui augmentait la fréquence
des tremblements de terre et autres phénomeénes volcaniques. Une objection plus
sérieuse vint de la toute récente théorie de ’évolution des especes de Darwin, qui
suppose des périodes géologiques beaucoup plus longues pour que des mutations
biologiques soient observées.

Lord Kelvin n’a pas tenu, ne pouvait pas tenir compte d’une source de chaleur
due a un phénomene physique découvert quelques décénies plus tard : la radioac-
tivité, longuement étudiée par Marie et Pierre Curie...Le calcul précédent montre
que cette source n’est pas du tout négligeable pour expliquer la température
actuelle de la Terre.
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2.7 La transformation de Fourier rapide

La transformation de Fourier rapide (souvent notée FFT, pour Fast Fou-
rier Transform) est un algoritme de calcul rapide. Son succés et son importance
tiennent a la fois au développement de I'informatique et a la profusion des appli-
cations techniques ou l’on utilise la transformation de Fourier intensivement. En
voici le principe, tel qu’il a été inventé par Cooley et Tukey au cours des années
1960.

Un calcul sur ordinateur portant toujours, in fine, sur des nombres entiers,
la premiere étape consiste a discrétiser le signal f et sa transformée de Fourier.
La proposition qui suit montre comment les valeurs d’une transformée de Fourier
peuvent étre approchée par le calcul des coefficients de Fourier d’une fonction
périodique bien choisie. Il restera ensuite a développer un algoritme rapide pour
calculer ces coefficients.

Attention : pour alléger les notations, la définition des fonctions ey donnée ici
differe de celle du premier chapitre d’un facteur 2.

Proposition 2.7.1 Soit f: R — C une fonction continue par morceaux. Soient
A, B>0.
1) Alors pour tout € > 0, il existe un entier Na g > AB et des coefficients

ag‘,’eB € C pour —Na e <n < Ny tels que

HXA (f > ap? 6%)‘

ot la somme porte sur les entiers —Nape <n < NaBe, ou xa est la fonction
égale a 1 sur [—A, A) et nulle ailleurs, et ou e)(t) := exp(2miAt) pour tous A\t €
R.

2) Si de plus f € L', il existe deuz constantes Ag > 0 et By > 0 telles que
pour tout u € R, pour tous A > Ay, B > By, et € >0, on a

AB
Flu) —24 > ap? Xz (u—%>
n=—AB

<e

— )

Ll

< 2+ [I(1 = xa)fllzr-

DEMONSTRATION : Démontrons 1). La fonction f est continue par morceaux
sur [—A, A). Prolongeons x4 f en une fonction périodique de période 2A. Soit
Sn(f) = X anenj24 la somme partielle de sa série de Fourier, ot les indices
varient entre —N et V. Alors le théoreme de Fejer montre que la moyenne

N

1
N ==
N+1k=0

Sk(f)

converge simplement vers la fonction ¢ — 1/2(f(t+0)+ f(t —0)) sur (—A, A) et
que pour tout |t| < A, on a

[fn(@)] < max [f(z)].

j2|<A
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Le théoreme de convergence dominée montre que ||xa(f — fn)||r1 converge vers
zéro, ce qui montre 1) puisque les fonctions fx sont des polynémes trigonométri-
ques, combinaisons linéaires de fonctions exponentielles de la forme e, /54.

Démontrons 2). les coefficients du polynéme trigonométrique fn sont donnés
par les intégrales

A .
i) = g [ 1 e

D’apres 1), on a 'estimation
~/Nm
[24an(fn) = F (5) | € e+ 10 =xa) Sl

D’autre part, nous savons que fest uniformément contine et que f(u) converge
vers zéro quand |u| tend vers +oo. Choisissons Ay > 0 et By > 0 tels que

u— | < 2”70 = |f(u) = Fv)| <,

lu| > Bor = |[f(u)| <e.

On suppose que

Ixa(f =il <€ 5 fn=D anenpa ;

ou fy est un polyndéme trigonométrique, sommé sur les indices —N < n < N,
avec N > AB, A > Ay et B > By.

Alors on a les deux estimations suivantes.

™ . . . .
— Pour |u| < Bm + —, il existe un unique entier tel que

24
nmw T nmw T

_ < T <n< ;
I 2A_U<A+2A ; AB<n<AB ;

et 'on a

Fw) = 240,00 < |F(5F) = Flw| + |7 (5F) - 24an(f)
< 2e+|Ixalf = fn)llo-

— Pour |u| > B+ 21, on a

~

[f(w)] < e<2e+[[(1 = xa)fllrr-

Ces deux estimations établissent 2).
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Corollaire 2.7.2 Avec les hypothéses et les notations de la proposition précé-
dente, quand A et B tendent vers +00 et que € converge vers zéro, la fonction
définie par

AB
nm
oape) =24 3 atf g (u-"7)
n=—AB

converge uniformément vers f sur R.

DEMONSTRATION : Ceci découle immédiatement de la seconde partie de la pro-
position 2.7.1 en remarquant que ||(1 —xa)f||z1 converge vers zéro quand A tend
vers +o00.

O

Nous avons donc réduit le calcul approché d’une transformée de Fourier a
celui des coefficients d’une série de Fourier. Supposons donc que sur un intervalle
[—A, A], la fonction f est donnée par un polynéme triogonométrique de période
2A. Quitte a reparamétrer f par x — 2Ax — 1/2, on peut supposer que f est
décrite sur [0, 1) par un polynéme trigonométrique de degré N élevé, de la forme

N
f(t): Z ane27rint’
n=—N

dont on souhaite calculer les coefficients de Fourier a,, pour tout |n| < N avec le
moins d’opérations élémentaires possible.

L’objectif de discretisation du probleme sera atteint s’il est possible de calculer
ces coefficients uniquement a partir des valeurs f(m/M) avec M € N* assez grand
et 0 < m < M entier, ce que montre la proposition suivante.

Proposition 2.7.3 (Transformation de Fourier discréte) Soient f une fonc-
tion de R dans C, p < q dans Z, et ¢ —p + 1 scalaires a,, € C, avec p < n < g,

tels que
q

q
flit) = Z ane?™mt = Zanen(t)
n=p

n=p

Alors pour tout entier M > q—p+ 1, on a
1 m m
=77 2 F(57)e=n(37)-

DEMONSTRATION : Cela résulte immédiatement, par linéarité, de 1'observation
que pour £ € Z, on a

1 m m\ [ 1 si p=n mod M,
M Z “ (M) Cn (M)_{ 0 sinon.
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vérifions cette derniere identité. On a

S = Z €r—n (%): Z €—n (mTH>

mEZL/M meL/M

meZ/M

On a bien S,y = 0 si n et £ ne sont pas congrus modulo M, car alors on a
exp(2mi(f —n)/M) # 1. En outre, on a la relation Sy, ,4xn = M, avec k € Z, car
alors egpr(m/M) =1 pour tout m € Z/M. O

Evaluons la vitesse de cet algoritme. Chaque calcul de coefficient nécessite M multi-
plications (les multiplications de f(m/M) par e_,(m/M)/M) et de M —1 additions, soit
2M — 1 opérations pour chaque coefficient, puis au total (¢ — p + 1)(2M — 1) oérations
élémentaires pour calculer ’ensemble des coefficients. Partant de f = Z\m <N Gn€n,; ON
obtient ainsi un algoritme en O(NN?) opérations élémentaires en prenant M = O(N) (on
peut choisir par exemple M = 2N + 1) dans la proposition ci-dessus.

Nous allons décrire un algoritme qui ne nécessite que O(N log N) opérations
élémentaires. En voici le principe.

Considérons successivement les valeurs f(0), puis f(1/2), puis f(1/4) et f(3/4),
puis f(1/8), f(3/8), f(5/8) et f(7/8), et cetera...(chaque nouveau point de R/Z
est obtenu en prenant le milieu de deux points successifs obetnus aux étapes
précédentes). On a f(0) = > a, et f(1/2) = > (—1)"a,. Par combinaisons de
f(0) et de f(1/2), on obtient ainsi la somme des a,, pour les indices pairs, et celle
pour les indices impairs.

Le théoreme suivant généralise cette observation et décrit une procédure qui
permet de calculer des sommes de a,, pour des ensembles d’indices réduits de
moitié a chaque étape. On obtient donc des sommes contenant un seul indice au
bout de O(log N) étapes.

Théoréme 2.7.4 (Transformation de Fourier rapide) Soient p < ¢ dans
Z, soient a, € C pour p <n < q. Soit p >0 tel que 2 > q—p. Pour 0 < j < pu
et pour 0 < k < 27, on définit les nombres

AGk) == > a5 BGR) = Y an(f, avee (=T

n=k mod 27 n=k mod 2J

Alors ces nombres se calculent par étapes successives suivant l’algoritme qui suit
a partir des nombres f(m/2*), ou f est la fonction

q
f= Z An€n.
n=p

Premieére étape. On pose A(0,0) = f(0).
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Deuxieme étape. On pose B(0,0) = f(1/2).
(27 + 3)-iéme étape. Supposons construits A(j,k) et B(j,k) pour 0 < k < 27.
Alors on pose
AG+1,k) = 3A3, k) + 3¢ "B, k),
AG+1k+2) = 3AGK) = 3G B, k).
(2§ + 4)-iéme étape. On construit pour 0 < k < 27 les nombres A(j + 1,k)(f;)

et A(j+ 1,k +27)(f;) en exécutant les 2j + 1 premiéres étapes avec pour
nowvelle fonction f;(t) := f(t+1/27%2). Puis on pose

B(j+1,k) = AG+1LE)(f) 5 B(+Lk+2)=A0G+1k+2)(f;).
Alors les coefficients aj, s’obtiennent par ce procédé a la 2u+ 1-iéme étape, aprés
2t opérations élémentaires a partir des nombres f(m/2H) pour 0 < m < 2.

DEMONSTRATION : On a bien

q q
= an=A(0,0) ; f(1/2) = Zan =" an(g = B(0,0),
n=p n=p

ce qui montre que les deux premieres étapes calculent bien les nombres souhaités.
Montrons que les étapes de rang 25+ 3 et 25 +4 sont correctent. Notons que pour
n € Z, pour 0 < k < 27, on a l'alternative exclusive suivante.

n=k mod?2 < (n=%k mod2 ™ ou n=%k+2" mod 2T),
Ainsi la somme A(j, k) se décompose sous la forme

AG k)= Y ant > an = A(G+1,k) + AQG + 1,k +29).
n=k mod 27+1 n=k+2J mod 27+1
De méme, pour n = k mod 2/F! on a (F = C;?, et pour n = k + 2/ mod 2/,
ona (j = —Cjk. D’ou la décomposition

B(j.k) = CF(A(+1,k) — A + 1,k +27)).

De ces décompositions, on obtient bien A(j+ 1, k) en multipliant bien la premiere
par 1/2 et la seconde par (; ¥ /2 en prenant la somme, et A(j+1, k+27) en prenant
la différence. La (2j + 1)-ieme étape calcule donc bien (en quatre opérations) les
nombres A(j + 1,k) et A(j + 1,k + 27). La (2j + 2)-itme étape s’en déduit en
remarquant que

f t+ W Zanen 2]+2 Zanen (234—2) ) = Zancjn-plen(t)

Notons N; le nombre d’opérations nécessaires pour effectuer la (2j+1)-ieme étape.
Alors Ng = 0 et Nj4q1 = 2N; + 427 soit encore 2~ U+l )N]H = 2_jN 4+ 2. On
en déduit que N; = = 252+, En particulier, pour j = pet 0 < k < 2“ il existe
au plus un entier p < n < ¢ tel que n = k mod 27. Les nombres A(u7 k) = ap
calculent donc les coefficients de f et s’obtiennent en N,, = p2#%2 opérations. O
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Remarque 2.7.5 En particulier, pour f = EIn\SN anen, il suffit de choisir

I'unique Uentier > 0 tel que 2* > 2N + 1 > 2#~1 L’algoritme FFT calcule

bien les coefficients de f en

log(2N +1) +1
log 2

42t < 4u(2N) < 8N = O(Nlog N)

opérations élémentaires.

Si f est un polyndéme trigonométrique, 'algoritme de la transformation de
Fourier rapide donne ses coefficients, qui sont aussi calculables par la formule de
la transformation discrete donnée dans la proposition 2.7.3. L’algoritme FFT doit
aussi, en principe, donner lieu & une formule, et ces deux formules calculent les
mémes valeurs sur les polynomes trigonométriques. Le lemme qui suit montre que
ces formules calculent les mémes nombres pour une application f quelconque.

Cette formule n’a cependant pas d’intérét pour faire les calculs, puisqu’elle
nécessite, évidemment, O(N?) opérations élémentaires & nouveau! Tout I'art de
la FFT est précisément de mieux tenir compte de l'organisation d’un polynome
trigonométrique pour diminuer la redondance du calcul. Ce lemme nous sera
néammoins utile pour étudier la stabilité de ’algoritme de la transformation ra-
pide, c’esta dire pour controler ’erreur commise si on remplace f par des fonctions
approchées.

Lemme 2.7.6 Pour toute fonction f:[0,1) — C et pour tout p > 0, l’algoritme
de la transformation de Fourier rapide calcule les nombres

281
Al ) (£) =273 F (55) en (57 )
m=0
pour tout 0 < k < 2+,

DEMONSTRATION : Soit N := 2*. Soit A : CN — CV défine par

o an = (o(2) 0 (52)).

avec pour t € Z,

N-1
g(t) :== Z anén.
n=0

Alors A est une application C-linéaire et la proposition 2.7.3 montre que A est
injective. Le théoreme du rang de ’algebre linéaire en dimension finie montre alors
que 'endomorphisme A est un isomorphisme. L’application A est donc bijective
de réciproque A~ (co, -+ ,en_1) = (ag, -+ ,an_1) donnée par

1= k
Qg ‘= N 7;) Cnn—*L <N) .
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Soit maintenant une fonction f : [0,1) — C quelconque. Nous allons utiliser deux
fois la bijectivité de A. Tout d’abord, A étant surjective, il existe des coeflicients
an tels que pour tout 0 < m < 2#, on a

oM —1
()= S e (),

Mais l'algoritme FFT doit converger pour la fonction f := ) ape,, et n’utilise
que les valeurs de f aux points m/N. On a donc

Ak, ) (f) = ar = A7 (f(O/N), -~ fF((N = 1)/N).

Etude de la stabilité de 1’algoritme

Résumons l'algoritme de la transformation de Fourier rapide. Fixons € > 0.

a) On fize un réel A > 0 tel que ||(1 — xa)f||11 < € et tel que f ne varie pas
plus de € sur des intervalles de longueur au plus w/2A.

b) On divise lintervalle [— A, A] en M = 2" intervalles réguliers et l’'on calcule
des coefficients a,, pour 0 < n < M, a partir des scalaires f(—A+2Am/M),
pour 0 < m < M, a lUaide de Ualgoritme décrit par le théoréme 2.7.4.

¢) La transformée de Fourier est alors approchée par la fonction

gapu(u) = QAanxﬁ (u — %) ,

ot la somme est calculée pour les indices n compris entre —M /2 et M /2,
et ou b, = ap avec 0 <p < M etn=p mod M.

Alors la proposition 2.7.1 laisse espérer que g, approche ]?avec une erreur de 3¢
quand g — 4o00. Ce serait exactement le cas si f était donnée par un polynome
trigonométrique sur [—A, A].

Les coefficients A(u, k) dépendent linéairement des scalaires f(Am/2*), avec
—20=1 < m < 2¢71 Cette simple observation donne déja un premier résultat
de stabilité : si 'on remplace la fonction f par une autre fonction g telle que
|f(t) — g(t)] < e pour tout t, l'algoritme FFT donne des coefficients a,(g) qui
convergent vers a,(f) quand € converge vers zéro.

Malheureusement, dans 'opération de discrétisation décite ci-dessus, nous
avons fait un peu plus que cela : nous avons remplacé la fonction f, supposée
dans L' et continue par morceaux, par un polynéme trigonométrique f., restreint
a lintervalle [—A, A].

Si la fonction f a des points de discontinuité, il n’y a aucun espoir que cette
approximation soit uniforme pour € > 0 arbitraire (car f, discontinue, ne pour-
rait étre limite uniforme des les polynomes trigonométriques f,, continues). Le
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théoreme de Fejér nous apprend seulement que si f (vue comme fonction res-
treinte a [—A, A) puis étendue en une fonction périodique de période 24, et enfin
reparamétrée en une fonction périodique de période 1 par une dilatation) est
exactement discontinue aux points d; avec

0<d <---<dy <1,

alors pour tout a > 0, il existe un polynome trigonométrique f., de période 1
tel que

1) Pour tout ¢, on a |f.(t)| < sup |f(t)],
0<t<1

2) |fea(t) — f(t)] < epourt e [0,1] a distance au moins « des discontinuités
d;, c’est-a-dire si [t — d;| > o pour 1 <7 < /.

Essayons d’utiliser cette information pour aller plus loin.

Théoréme 2.7.7 (Stabilité) Soit f : R — C une fonction continue par mor-
ceaux telle que f € L'. Soit € >0 et A > 0 tel que

(i) [[(1 = xa)fllor <e
.. 7T ~ o~
(it) lu—v| < 57 = |f(u) - fv)| < e
Soient M = 2" et an(u, f) les scalaires calculé pour 0 < n < M a laide de
Ualgoritme décrit par le théoréme 2.7.4 a partir des nombres f(—A + 2Am/M)

pour 0 <m < M.
Alors il existe un entier pg > 0 tel que pour tout p > pg et pour u € R, on a

on—1

(W=24 > bl ) Xz (u="7)| < e

n=—2+-1
avec by (1, f) == ap, ou p est 'unique entier tel que 0 < p < M et p=n mod M.

DEMONSTRATION : Notons M le maximum de f sur [—A, A]. Fixons a > 0.
D’apres le théoreme de Fejér, il existe un polynéme trigonométrique f., qui
vérifie les conditions 1) et 2) ci-dessus. Alors, on a les estimations suivantes.

i

‘bn(u¢f)_bn(#vfe,a| = Q_MZ(f_fe,a)(m)

mel
<2HNf = feal(m),
mel
S 27K Z |f_fe,a|(m)+ Z |f_fe,a‘(m) )
mel; mel\I;

avec

kA
I::{—A+2—M\O§k<2“}; L:={mel|Fl1<i<l |m—dj<a}.
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Mais |d; — (—A+ k27" A)| < asi k, entier, est tel que k27# A varie dans 'intervalle
|A—d; —a, A—d;+af. L’entier k peut donc prendre au plus [2a2¥ /A] + 1 valeurs.

On a donc
2002+

2 + 4.

#1; <

On en déduit que

1 [2a02V 2 1
bl 1) = i foe)| < e+ 5 (25 ) ar = enre (24 )

Il existe donc deux réels ag > 0 et pg > 0 tel que pour tous 0 < a < ag et p > po,
on a

2A|bn (5 f) = b (p2, fejana)| < e

Mais quitte & choisir g assez grand, les coefficients by, (14, fe/14,40) SNt pour tout
entier n € Z exactement ceux du polynome trigonométrique fc 44 o,- De plus, on
a

lIxA(f = fejanao)lliy < 2Ae/4A +200fM < €/2 +€/2 < e.

Nous pouvons donc conclure comme dans la proposition 2.7.1. Pour p > pg assez
grand et pour |u| > 2#"1x /A + w/2A, on a

fu)] <e.

Pour |u| < 247 17/A + 7/2A, on a
g4 (w) — FW)| < 1) = 24 bty fejanog) Xojoa (u—"5) | +¢
< 3e+ [|(1 = xowmya) fll1
< 4e

pour p > o assez grand. O

Remarque 2.7.8 La FFT a été employée en génie électrique et en radioastro-
nomie dés son invention. Elle fut ensuite appliquée, au milieu des années 1970,
a la cristallographie. L’un de ses succes les plus spectaculaires a été, en 1978, la
détermination moléculaire d’un virus. Aujourd’hui, la biologie est un champ d’ap-
plication tres prolifique des méthodes cristallographies. Ces méthodes utilisent
abondamment des transformations de Fourier tridimentionnelles (la théorie de
Fourier et 'algoritme FFT se généralisent aisément & toutes dimensions). Pour
un réseau de 640 x 640 x 640, le nombre de valeurs & calculer dépasse N = 2.10%.
On apprécie alors la différence entre O(N?) et O(N log N). Le calcul d’une telle
transformation de Fourier serait impossible sans cet algoritme !



Chapitre 3

Transformation de Laplace

Dans la suite, toutes les fonctions considérées seront mesurables. On pourra se
limiter par exemples aux fonctions continues par morceaux.

3.1 Définitions et premieres propriétés

Soit f une fonction intégrable sur [0, 4o00). Si on pose f(t) = 0 pour ¢ < 0, alors

. +oo )
Fw) = fw) = /0 fH)et dt.

est définie pour tout w € R, mais aussi sur tout le demi-plan {w € C, Imw < 0}.

Plus particulierement, 'l existe une constante C' > 0 telle que | f(t)| < Ce®,
la fonction F' associée converge sur le demi-plan {3mw < —a}. Ce type de fonc-
tion, bien adapté & la transformation de Laplace, est un bon exemple de fonction
a croissance au plus exponentielle.

Définition 3.1.1 Soit a € R et &, l'espace des fonctions f: R — C telles que
1. YVt <0, f(t)=0;
2.¥b>a, fe_p€ L', avec ep(t) = exp(bt).

On note € := U Eq Uespace des fonctions & croissance au plus exponentielle.

a€eR

Dans le contexte des transformées de Laplace, et sauf mention contraire, nous
conviendrons que toutes les fonctions considérées seront de support dans [0, +00).
Ainsi la fonction constante 1 est en fait la fonction de Heaviside

1 sit>0,
H(t)_{ 0 sit<O

De méme, la notation cos renvoie a la fonction élément de £, donnée par la formule
H(t) cost, qui est bien nulle pour ¢t < 0. De maniere générale, on peut retenir que
Pon supposera toujours implicitement que f(t) = H(t)f(t).

99
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Pour démontrer qu'une fonction est a croissance au plus exponentielle, on
pourra utiliser les deux observations suivantes, qui découlent facilement de la
définition.

l.a<b=&, C&;

2. ([fM] < g@t) et g€ &) = f €&

Exemples 3.1.2
Montrer que 1 € &, ! € &1, cosh,sinh € &, cos,sin € &, et t" € & pour n > 0.

Définition 3.1.3 Soient a € R et f € &,. Alors lintégrale

+oo
Lf(z):= / f(t)e = at

converge uniformément sur tout demi-plan de la forme {Rez > a'} avec ' > a.
La fonction ainsi définie est analytique sur {Rez > a} au moins. En particulier,

la fonction (a,+00) — C, z +— L(x) est de classe C*°. On appelle transformée
de Laplace de f la fonction Lf.

Il peut arriver que cette fonction Lf, définie par une intégrale, se prolonge
en une fonction analytique sur un domaine plus grand qu’un demi-plan. Par le
théoreme du prolongement analytique, cette nouvelle fonction est unique sur le
domaine considéré ; nous la noterons encore Lf.

Proposition 3.1.4 Soit f € &,. Alors pour b > a fixé, Lf(z) — 0 quand |z| —
+oo uniformément sur Re(z) > b.

C’est I’analogue de la propriété que pour f € L1, ]?(y) — 0 quand |y| — 400 et
la démonstration repose ici aussi sur le théoreme de Riemann-Lebesgue.

Propriétés fondamentales de symétrie

Proposition 3.1.5 Soient f € £, a > 0 et ¢ € C. Alors la transformation L
satisfait les axiomes suivants.

(Translation) L(H(t—a)f(t —a)) = e ¥Lf(2).

(Déphasage) L(e“tf(t)) = Lf(z - c).

(Dilatation) Lf(at) =a 'Lf(a"12).

(Primitive) E(fotf(s) ds) = %(Z)

(Polynoéme) L(tf(t)) = —(Lf) (2).

Proposition 3.1.6 (Dérivation)

1) Si f est Ct par morceaux et continue sur [0,+00) et si f' € €, alors f € £ et

L(f'(t) (2) = 2Lf(2) — f(O+).
2) Si f est C* par morceauz et CF=1 sur [0,+00) et si f*) € &, alors f € £ et
L(fW) = 2Lf(2) = P71 O04) = 257211(04) =+ = FED(04).
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Corollaire 3.1.7 (Théoréme de la valeur initiale) Soit f une fonction conti-
nue et C' par morceaus sur (0,4+00). Si f' € &, alors f € & et
li L = f(04).
o 0 2Lf(2) = f(04)
Corollaire 3.1.8 (Théoréme de la valeur finale) Soit f une fonction conti-
nue et C par morceaur sur (0,4+00). Si f' € EN LY, alors . lirj_a f(t) existe et
—T 00

iiir(l)zﬁf(z): lim f(t).

t—+o00
Linéarité
Jusqu’ici, nous avons toujours considéré la transformée d’une seule fonction a la
fois. Comme pour la transformée de Fourier, d’autres propriétés importantes de
la transformée de Laplace font intervenir deux fonctions. C’est le cas par exemple
de la linéarité. La nature de ’espace £ induit ici une petite difficulté. Il faut en
effet prendre garde que si f et g sont dans &, cependant Lf et Lg n’ont aucune

raison d’étre définie exactement sur le méme domaine de C. On ne peut donc pas
écrire en toute rigueur pour tous ¢, € C,

Llcf +g)=cLlf+Lg.

Toutefois, cette relation est bien sur satisfaite sur tout domaine de la forme
{Rez > a} sur lequel Lf et Lg sont toutes deux définies, c’est-a-dire pour a assez
grand, et par suite sur tout domaine de définition commum de Lf et Lg contenant
un tel demi-plan. Nous retiendrons donc la linéarité de la transformation de
Laplace par la formule ci-dessus pour sa simplicité, mais nous garderons a ’esprit
le probleme de domaine de définition qu’elle passe sous silence.

3.2 Exemples classiques

Polynéme d’exponentielles : On appelle polynéme d’exponentielles toute
combinaison linéaire de fonctions de la forme

t"e pour t > 0 et ¢ € C.

Commencons par calculer la transformée de Laplace de la fonction t“. Pour que
lintégrale f0+oo t%e~ % dt converge, il suffit que o > —1. Dans ce cas, L(t%)(z) est
définie pour tout Re(z) > 0 a priori. En particuler pour z > 0 réel

+oo +oo
L(tY)(x) = / t%e " dt = a:_a/ u®e Uzl du
o o

avec le changement de variable u = xt. Rappelons la définition de la fonction I’
d’Euler définie pour Rez > 0 par

+oo
I'(z) = / et dt.
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o INa+1)
On a donc : [,(t )(.’E) = W
Cette formule reste en fait valable pour z € C\ {0]. La formule générale s’obtient

par modulation. Il vient

n !

L(t"et)(z) = PR

Corollaire 3.2.1

1) Une fonction définie sur une demi-plan de la forme {z € C | Rez > a}
est une fraction rationnelle propre (c’est-a-dire une fraction R telle que
R(z) — 0 quand x — +o00) si et seulement si elle est la transformée de
Laplace d’un polynome d’exponentielles.

2) Un polynéme d’exponentielles converge vers zéro en +oo si et seulement si
sa transformée de Laplace est une fraction rationnelle dont chaque pole a
une partie réelle strictement négative.

Un polynéme d’exponentielle est de classe C*° sur [0,+00) mais, vue comme
fonction sur R, elle a une singularité en zéro.

Proposition 3.2.2 Soit R = g une fraction rationnelle propre. On note d°R :=
d°P — d°Q = —n < 0 son degré et f == L7Y(R) sa transformée de Laplace

inverse (telle que Lf = R). Alors f est de classe exactement C"~2 sur R. Plus
précisément,

F(O+) =+ = f07D(04) =0,

FeD04) = Jim o R(x) = ay /by,

ol ay et by sont les coefficients dominants de P et Q) respectivement.

DEMONSTRATION : La dérivée d’un polynome d’exponentielles est encore un po-
lynéme d’exponentielle. Toutes les dérivées de f restent donc dans £. Ainsi

L(f™)y = 2"Lf =21 f(04) =+ = fU7D(04).

par I’axiome de dérivation. Mais quand z tend vers I'infini, £(f™)(z) converge
vers zéro, tandis que la fraction 2" (Lf)(x) = 2™ P(x)/Q(x) converge vers ap/b,.

Il s’ensuit que le polynome 2"~ f(04) —- - - — zf ("2 (0+) admet une limite quand
z tend vers +o0o. Ceci n’est possible que si ce polynoéme est constant, c’est-a-dire
nul. On a donc f(0+) = --- = f®=2(04) = 0 et lim(z"Lf(z) — f*D(0+)) =0,
d’otu le résultat car lgon(z”R(z)) = a,/by. O

Fonctions hyperboliques : nous allons calculer les transformées de Laplace de
sinh, cosh, qui sont des exemples de polynomes d’exponentielles. En effet

1 B 1/ 1 1 2
Ecosh(z):§£(€t+€ t)(z):§ <z—1+z+1> T2

. 1 . 1/ 1 1 1
£sinh(z) = 5 £( —eT) =5 <z—1 _z+1> R
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Fonctions circulaires : nous allons calculer les transformées de Laplace de sin,

t
cos, sinc et de / sinc ds.
0

o Comme sin” = — sin, 'axiome de dérivation montre que : —Lsin = L(sin”) =
22 L sin —zsin(0) + cos(0) = z2L sin +1. De 1a vient que
1
L
sin(z) = T T2 .
et Lcos(z) = Lsin'(z) = zLcos(z) — sin(0) = — .
z¢+1

o On a |sinc(t)] < 1 donc sa transformée de Laplace est définie sur Rez > 0 et
pour x > 0, par 'axiome du polynome,

oo dz T 1
L(sinc)(x) = / —— = - —arctg x = arctg —,
. 1422 2 x

1 (=)™ 1
avec arctg <;> = ng(:) 41 2

pour |z| > 1 et donc en particulier pour Re(z) > 1. Les fonctions arctg et Lsinc
sont en fait égale au moins sur le demi-plan {Re(z) > 1} (c’est une conséquence
du théoreme des zéros isolés, hors programme).

! 1 1
o Enfin par 'axiome de la primitive, ,C(/ sinc(s) ds)(z) = —arctg < —> .
0 z z

Séries entiéres

Proposition 3.2.3 Soit f(t) = +°° L ant™ une série entiere de myon de conver-
gence infini. Supposons qu’il existe b > 0 tel que la série Z 20 lan| % b" converge.
Alors Lf(z) existe pour Re(z) > b (au moins) et sur ce domaine

+o0
n!
- Z tn ontl
n=0
oo £2n+1
Application : considérons sint = 1)t
pp nz::o( S e
+00
La série Z b=2"~1 converge pour tout b > 1 donc pour Re(z) > 1,
n=o

+0o0

, (—1)™(2n + 1)! 11 1
£lsint) = Z (2n + 1)12n+2 ~ 2 Z 21+ L 1+

On peut de méme calculer les transformées de Laplace des fonctions sin,

sint
Tt
fot 22 ds, cos V't et cetera... Bien que cette méthode ne soit pas & négliger, elle
+o0o (_1)77, tin

n’aboutit pas toujours. Par exemple pour cos(t?) = > 7°° DIk la condition

de la proposition n’est pas satisfaite, alors que cos(t?) a une transformée de
Laplace au moins sur Re(z) > 0.
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3.3 De Fourier a Laplace

3.3.1 Inversion

Pour c € R et f € &, fixons a > c. Alors fe_, € L', avec e_4(t) = exp(—at).
Comme f(t) = 0 pour ¢t < 0, on a successivement, pour tout b € R,

“+o00

Lf(a+ib) = / F(t)e (@t gy — / F()e= e dt = Fe a(b).
0

—00

Théoréme 3.3.1 (Formule d’inversion de Mellin-Fourier) Soit f € £ et
firons a € R tel que fe_, € L*. On suppose que v — Lf(a+ir) est de classe L'.
Alors pour tout xg € R ou f est continue, on a

+oo '
f($0) — 1 / Lf((l + ir)e(a“rl?")ﬁo dT‘.

2r ) oo

DEMONSTRATION : On a Lf(a+ir) = f/e,\a(r) et par hypothese, f/e: € L'. Par
le théoreme d’inversion L', il en résulte que

+o0 )
f(zo)e 0 = i/ Lf(a+ir)e"™ dr.

27 J_

D’ou le résultat en multipliant chaque membre de cette égalité par %%, O
3.3.2 Convolution

Théoréme 3.3.2 Soient f,g € E. Alors fxge & et L(fxg)=Lf-Lg.
DEMONSTRATION : Remarquons d’abord que pour a,a’ € R,
EaN&w = 5min(a,a’); EaU&w = Emax(a,a’)'

Si f et g sont deux fonctions dans &£, elles sont donc dans le méme espace &,
quitte & prendre a assez grand. Ainsi fe_, et ge_, sont L!, ce qui montre que
(fe_a) * (ge—q) € LY. De plus pour s < 0 ou s >t, on a g(s)f(t—s) =0. Il en
résulte que (fe_q) * (ge—q)(t) = 0 pour tout ¢ < 0 et, pour presque tout ¢ > 0,

(fea) * (ge_a)(t) = /

—00

“+oo

g(s)f(t — s)e =908 gg = ¢t /tg(s)f(t —s)ds
0
Ainsi (fe_q) x (ge—a) = (f * g)eq, ce qui montre que f x g € £. Enfin, On a
L(f % g)(a+ib) = feq* ga(b) = fea(b)Gea(b) = Lf(a +ib)Lg(a + ib).
(]

Remarque 3.3.3 On notera qu’au passage, on a montré que pour presque tout
teR, ona

+oo
frolt) = /O g(s)f(t — s) ds.
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3.3.3 Régularisations

Dans le chapitre sur la transformation de Fourier, nous avions déja observé qu'une
des principales vertus du produit de convolution est qu’il est réguliarisant : le
produit est de classe C* des que I'une des deux fonctions l’est. Dans le contexte
de la transformation de Laplace, ce résultat est rarement utilisable tel quel. En
effet les fonctions dont on calcule le produit peuvent certes étre C* sur [0, +00)
mais, vues comme fonctions définies sur R, elles sont généralement discontinues
en zéro (exactement si f(0+) # 0, car f(0—) = 0). On retiendra cependant la
propriété suivante, que nous utiliserons pour étudier les équations différentielles
ordinaires linéaires.

Proposition 3.3.4 On suppose que f € L®NE et g € £. Alors f*g est continue.

DEMONSTRATION : Soit a > 0 tel que g € &, et soit b > a. Alors ge_;, € L'.
Comme fe_; est bornée, la convolée (f x gle_p, = (fe—_p) * (ge—p) est continue
bornée, ce qui montre bien que f x g est continue. O

Proposition 3.3.5 Soit f € £ et g : R — C une fonction de support dans
[0, 4+00) qui, restreinte a [0,+00), est de classe Ct. Alors g f est dérivable en
tout point tg ou f est continue et

(g% [) (to) = (¢'* f)(to) + f(to) g(0+).

DEMONSTRATION : Nous allons d’abord considerer trois cas particulier.

o Supposons d’abord que g = 1. Alors 1 x f(t) fo ) ds et comme f est
continue en tg, 1% f est bien dérivable en tg, de dérivée f (to) ce qui démontre la
proposition dans le cas ou g = 1.

© S Supposons que ¢(t) =t pout t > 0. Alors f x g(¢ fo (t —s)f(s) ds. Il en
résulte que

(fxg)( /f ds+tf(t) —tf(t) /f ) ds = 1%g(t),

ce qui démontre la proposition dans le cas ou g(t) =
o Supposons que g de classe C! sur R (en partlcuher g(0+) = 0). Fixons € > 0
et supposons que f est continue en tg > 0. Puisque ¢’ est uniformément continue
sur le segment [—2,to + 1], il existe un réel 1 > o > 0 tel que pour 0 < |h| < a,
pour —a < s < tg et pour |s — t| < a,

l9'(t) —g'(s)| < e.
Le théoréme des acroissements finis montre alors que |g(s+h)—g(s)—hg'(s)| < eh.
D’autre part

to+h to

(gxf)to+h) = /0 g(toh — s)f(s) ds = /_ g(u+h)f(to — u) du
= g* f(to) +? (g * f)(to)

+ [ (gt 1) = g(u) = b () F(to ) du.
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to+a

Do (g f)to+ 1)~ (g% N)(to) =g« Dlta)| < [ 17(6)] s,
0

ce qui démontre la proposition dans le cas oil g est C! sur R et par linéarité

g* f(t) = g1 % f(t) + g(0+) (1% f)(t) + 4 (0+) (t* f)(t)-

La proposition s’ensuit alors aisément des trois cas précédants. O

Remarque 3.3.6 Si f n’est pas continue en tp, mais a des limites a droite et
a gauche, on peut cependant montrer que g x f a tout de méme des dérivées a
gauche et a droite, égales respectivement a

(9" * )to) + 9(04)f(te —0) 5 (g'* f)(to) + g(0+) f(to +0).

Corollaire 3.3.7 Soit a < b. Soit f € E, n>1¢etg: R — C une fonction de
classe C" sur [0,+00). On suppose que f est continue sur (a,b). Sin > 2, on
suppose en outre que g est de classe C"~2 sur R, c’est-a-dire que

g(0+) =--- =g (04) = 0,
Alors g x f est de classe C™ sur (a,b) et

pour 1 < k <mn, (g*f)(k) = g(k) * f,
pour k =n, (g% ™M) = (g™ % f)(t) + g1 (0+) f(1).

DEMONSTRATION : Par récurrence sur n. Le cas n = 1 est exactement la propo-
sition précédente. Soit g de classe C"*! sur [0, +00) et C" sur R. Supposons la
proposition vraie pour toutes les fonctions C" sur [0, +-00) et de classe C" ! sur R.
Alors puisque g(0+) = --- = ¢»~D(0+) = 0, Phypothése de récurrence montre
que g * f est dérivable n fois sur (a,b) et que pour k < n, (g f)(k) = g % f
d’une part, (g f)™ = ¢ x f + gD (04)f d’autre part. Mais g1 (0) = 0
par hypothese sur g, ce qui donne la premiere partie du résultat au rang n + 1.

Montrons maintenant que la fonction (g« f)™), égale & g™ % f sur (a,b),
est dérivable encore une fois. Pour cela, il suffit d’appliquer une nouvelle fois la
proposition ci-dessus & la fonction ¢(™. Il vient en effet que

(9" f) =g f+ g™ (04) [ O

3.3.4 Injectivité de la transformée de Laplace

Théoréme 3.3.8 Soient f et g dans € continues en xqy. Alors

Lf=Lg= f(xo) = g(xo)-
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DEMONSTRATION : Soit ¢, (t) = H(t)n’te”™ € L>. Alors ¢, % f est continue.
De plus Ly, (2) = n?/(n + 2)%. Ainsi pour b assez grand fixé, la fonction

P L(f % oa)(b+ i) = L) b+ i) L(on) (b + i)

est de classe L'. Nous pouvons appliquer la formule de Mellin-Fourier, la fonction
f * ¢n étant continue. Alnsi

+oo )2 ; )
pur o) = 5= [ TELEED i g

o2 J_oo (n4b+ir)2

Si Lf = Lg, alors la formule ci-dessus montre que ¢, x f(z9) = ¢n*g(zp). Quand
n tend vers +00, on obtient que f(xzg) = g(xo). O

On peut définir une transformée de Laplace inverse, que 1’'on notera £7!,
unique aux points de discontinuité pres de la fonction d’origine

Lf=F & (L7'F = f sauf aux points de discontinuité def).

Dans les problemes pratiques, tres souvent (nous verrons des exemples), la
fonction F' est donnée et on cherche la fonction f dont elle est la transformée.
Il est tentant mais délicat d’utiliser la formule de Mellin-Fourier a cette fin, en
remplagant L f par I’ dans ’expression de l'intrégale. Il se présente ici une sérieuse
difficulté.

Remarque 3.3.9 Il existe une fonction analytique F' telle que I'intégrale
1 b+ico
2mi

v Jb—ico

f) = F(2)e* dz

converge vers une valeur indépendante de b et qui pourtant n’est la transformée
de Laplace d’aucune fonction.
Exemple : considérons la fonction F(z) = e* . Alors pour tout b € R
bti +
1 e ez2€zt dz = i > e(b+is)2€(b+is)t ds
2w

—o0o
1 e oo

b bt/ e —s? 1(t+2b)9 ds
oo

_ b2+bt ( (f+2b)2)

—t2/4

\/—27

est bien une fonction indépendante de b. Pourtant F(z) — 400 quand x — +o0o contrai-

2mi b—ioco

rement a une transformée de Laplace qui convergerait vers zéro d’aprés la proposition
3.1.4.

Cependant, 'idée peut étre fructueuse. Donnons sans démonstration une
condition suffisante pour qu’elle soit concluante.
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Théoréme 3.3.10 (admis) Soit F' une fonction analytique sur Rez > a. Pour
b>aetr>0cetteR, on pose

b+ir
frao(t) = L/b ’ F(z)eZt dz.

- 211 —ir
On suppose qu’il existe o > % et C >0 tels que
|F(2)] <C+|z])" pour Re(z) > a.

On suppose de plus que pour un b, > a, frp, (t) converge simplement quand
r — 400 vers une fonction f(t) € &,

Alors pour tout b > a, f,(t) converge simplement vers la méme fonction f(t)
et F' est la transformée de Laplace de f.

3.3.5 De Laplace aux séries de Fourier

Théoréme 3.3.11 Soit f une fonction périodique de période 2 continue et C'

par morceaur. Posons
2

G(z) = ; f(t)e = dt.

Alors ft) = % Z G(in)e™ et pour Re(z) > 0, Lf(z)= G(z)

1= e—2mz’
neL

DEMONSTRATION : La formule pour f(t) exprime le théoréeme de Dirichlet pour
les séries de Fourier. Considérons

g(t) = H(t)f(t) — H(t —2m) f(t).

C’est la fonction qui coincide avec f sur [0, 27) et qui s’annulle ailleurs. C’est donc
une fonction L' & support compact dont la transformée de Laplace est partout
définie. Or le calcul donne immédiatement L£(g) = G(z). D’autre part I'axiome
de translation donne
G(z) = L(g) =LH@)f(t)) — LH( —2m)f(1))
— £f(z)~ L(H(t - 2m) (1 — 27))
= Lf(2) — e ™ Lf(2).

On obtient la deuxiéme identité du théoreme. O

3.4 Equations différentielles ordinaires

Equations

Nous allons montrer comment la transformée de Laplace permet de résoudre les
équations différentielles linéaires ordinaires a coefficients constants de maniere
tres efficace. Ces équations apparaissent dans une grande variété de situation.
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Nous considérerons plus particulierement le cas suivant. Un systéme physique
(par exemple mécanique) est excité par une force extérieure, donnée par une
fonction f € £. Si I'état du systéme est connu au temps ¢ = 0, nous supposons
que les données phénoménologiques du probléeme permettent de décrire 1’évolution
du systeme par une équation de la forme

{ y M (t) + ary™ I () + agy™ () + -+ any(t) = f(1), (3.1)
y(0) = co, ' (0) = c1,- -,y D(0) = 1. '

avec pour inconnue y, des coefficients constants aq,--- ,a, € C et des conditions
initiales c,,- - ,c,_1 € C. Nous allons voir qu’une telle équation a toujours une
solution sur [0,+00) et qu’elle est unique.

Comme dans tout probleme différentiel, il nous faut préciser dans quel espace
de fonctions nous cherchons les solutions éventuelles. Attention : la fonction f
est seulement continue par moreaux. Or, on peut montrer que la dérivée d’une
fonction réelle vérifie toujours le théoreme des valeurs intermédiaires : I'image
d’un intervalle par la dérivée est encore un intervalle. Il en résulte que si f a des
points de discontinuité, il est sans espoir de trouver une fonction n fois dérivable
sur [0,400) solution de notre équation.

Cependant, parce que leur intérét physique est bien trop important (essayez de
modéliser la frappe d’une corde de piano par un de ses marteaux, ou faites appel
a votre culture en électronique pour donner des exemples de systémes excités par
des signaux discontinues...), nous ne voulons pas renoncer aux excitations discon-
tinues, éléments de £. Nous devons donc élargir I'espace des solutions possibles, et,
en méme temps, affaiblir le sens que nous donnons a léquation différentielle (3.1).

En général, pour des équations aux dérivées partielles, il est nécessaire d’in-
troduire des fonctions “généralisée” (des distributions, voir la suite de ce cours)
comme solutions possibles, mais notre contexte est suffisamment modeste pour
en faire ’économie. Pour les (systemes d’) équations différentielles ordinaires, il
suffira de chercher les solutions parmi les éléments de £ qui sont continues sur
(0, 4+00), et d’exiger seulement qu’elles vérifient I’équation différentielle partout,
sauf aux points de discontinuité de f. Les conditions initiales devront étre com-
prises en tant que limite et dérivées a droite.

Ce point de rigueur éclairci, supposons qu’il existe une solution y € £ (ce qui
est le cas, nous le démontrerons). Alors en transformant par £ les deux membres
de I'équation, ’axiome de dérivation montre que

Ly — 2", — 2" 20— = (2"~ oy — 2" 2¢, —

- Cn_g) +-tan (2Ly —co) + anﬁy =Lf.
Soit encore
P-Ly-Q=Lf,
avec
n —1n—k—

P(z) := Zan,kzk; ap = 1; = Z Z akcjznflfj*k. (3.2)

k=0 =0 j=0
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Dans les applications numériques, les coefficients des polynomes P et @Q se cal-
culent aisément, directement a partir des propriétés fondamentales de la trans-
formée de Laplace, sans qu’il soit nécessaire de se référer aux formules compliquées
ci-dessus. On retiendra seulement que P est un polynéme qui dépend uniquement
des coeflicients aj, alors que @ dépend aussi des coefficients ¢, et que ce dernier
polynome est nul si tous les coefficients ¢ le sont.

Quoi qu’il en soit,
Q
o
Or nous savons calculer la transformée de Laplace inverse d’une fraction ration-
nelle (par la méthode des résidus ou directement en décomposant la fraction en
éléments simples). Comme un produit de convolution se transforme en produit
simple par £, on obtient une jolie formule.

1

Théoréme 3.4.1 Pour f € £, (ag)1<k<n, (¢k)o<k<n—1 € C", il existe une unique
fonction y € €, continue sur (0,400), telle que

y(0+) = Co, y/(0+) =C1, ’y(n—l) (0+) = Cn—1,
et satisfaisant, partout ou f est continue, l’équation
y () + ary" D (@) + agy" I (E) + -+ any(t) = f(1).

De plus, la fonction y est indéfiniment dérivable en tout point ou f l’est. Enfin,
elle vérifie la formule suivante.

_ (@ (L
y=2L <P>+E <P>*f’
ot P et Q sont définis par (3.2).

DEMONSTRATION :

Unicité. Si y; et yo sont deux solutions dans le sens généralisé du théoreme, alors
y := y1 — yo est une fonction de &, continue sur (0, +00), telle que y(0+) = --- =
y(”_l)(O—F) = 0 et qui vérifie pour tout ¢, sauf 1a ot f n’est pas continue,

y @) + ary™ D 4+ any(t) = 0.

La théorie générale des équations différentielles montre qu’alors y est de classe
C sur [0, +00), puis que y est identiquement nulle, ce qui démontre 'unicité.
Existence.

Pour f = 0, vous savez déja depuis longtemps que 1’équation a une unique
solution, que I'on notera y, et qu’elle est une polynéme d’exponentielles. D’apres
la discussion qui précede ’énoncé du théoréme, puisque y est dans €, Ly = Q/P,
mais alors y = L1 (%)
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Pour f quelconque, en posant yy := y—L71 (%), on se ramene a chercher une
solution de léquation différentielle du théoreéme, mais avec des conditions initiales

nulles. Posons alors
1
=L (= .
(7 <P)*f

Puisque P est de degré n, la fonction £7! (%) est de classe C" 2 sur R, et C*®
sur [0,400). Ainsi y; € £ et sur tout intervalle ouvert ol f est continue, ys est
de classe C™ d’apres le corollaire 3.3.7. De plus

(5_1 <%>)(k) * f, pour k < n,
=1 (@ (F)P0eno+ e (5)eMonrw
=((c <%>)(”)*f)(t)—|—f(t), pour k = n.

Le calcul direct montre alors que y; est solution (avec des conditions inilales
nulles. O

Remarque 3.4.2 La démonstration ci-dessus nous rappelle un fait que vous
connaissez déja, mais dans un nouveau langage. Toute solution d’une équation
différentielle linéaire a coefficients constants se décompose en la somme y = yo+yy

de deux fonctions.
(€
Yo :=L <_P>

est la solution de I’équation homogene associée, ou f est remplacée par la fonction

nulle.
1
= ﬁil —
Yy <P)*ﬁ

est une solution dite particuliere de I’équation originelle, ou les conditions initiales
sont remplacées par zéro.

La premiere

La seconde

Le fait nouveau est que cette derniere solution se présente sous la forme d’un
produit de convolution.

Systeme d’équations

La méthode ci-dessus fonctionne tout aussi bien pour les systeme d’équations
différentielles. Considérons en effet n > 1 équations différentielles d’ordre au plus
p=>1

n p
. .
Zza?ky](- ) = fi, pour 1 < i <n,

k=0 j=1
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ou afj sont des constantes et les f; sont des fonctions dans £. Ce systeme a aussi

une ecriture matricielle sous la forme

p
> Ay =1, (3.3)
§=0
fl Y1
avec A; = (afj)lgi,kgn; f= : : y == :
In Un

Pour que le systeme soit non dégénéré, nous allons supposer de plus que
detA), = det(afp) # 0.

Calculons la transformée de Laplace de chaque mebre de 3.3. Notons
Lf1 Ly,

Lfn Lyn

On obtient a I'aide de 'axiome de dérivation I’équation suivante.
p .
Y AjPY | -C=F, (3.4)
j=0

ol C est un vecteur colonne de polynome en z qui dépend des conditions initiales
yO+), - P (04).

D’ou I’équation
A)Y(z)=F(z)+ C

avec A(z) : 220, zJ Aj. Mais cette derniére matrice est inversible pour Rez > a
dés que a est assez grand. En effet, en développant detA suivant les puissances de
z, on reconnait un polynoéme de degré 2z et de coefficient dominant detA, # 0.
Ce polynome, non nul, n’a qu’un nombre fini de zéros et ne s’annule pas sur tout
un demi-plan ez > a (il suffit de choisir a égal a la plus grande partie réelle des
zéros du polynéme). D’ou pour Rez > a

Y(z) = AN (2)F(2) + A7IC.

Puisque l'inverse de A se calcule a partir de son déterminant et de la transposée
de sa commatrice suivant la formule

Al = LtC’om(A),
e
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la matrice A~! est une matrice de fractions rationnelles propres. Si pour toute
matrice B = (b;;), on note L71B := (£L71(b;;)), alors on a ici encore une jolie
formule analogue a celle de la solution d’une unique équation.

y=LYAO)+£7HA ) 1.

Ici, L71(A™!) est une matrice de polynomes d’exponentielles et f est un vecteur
de coordonnées dans £. On généralise le produit matriciel en posant

J=1
Ici encore, 'analogie avec le cas d’'une équation unique est parfait : la solution est
la somme de la solution homogene, et d’une solution particuliere donnée par des
conditions initiales nulles. Cette derniere se calcule par un produit de convolution
avec le vecteur f.

3.5 Exemple : un probleme de stabilité.

A titre d’illustration, considérons le systéme mécanique suivant (figure 3.1),
constitué de deux ressorts de méme raideur k accouplés sur deux masses m, M > 0
et supposons que la masse M est soumise & une force M f (ce choix de normalisa-
tion se justifie par la simplicité des équations que nous allons obtenir ainsi). Alors
si on dénote par x et y les positions des masse m et M relatives a leur équilibre,
la loi fondamentale de la mécanique de Newton donne les équations suivantes.

2"+ 202 +wly =0,
Y’ +2wir+2w3y = f,

avec wi :=k/m et w3 :=k/M.

] m M

Fia. 3.1 — Un systeme de deux ressorts

Supposons pour simplifier que les conditions initiales sont nulles. Alors les trans-
formées de Laplace des équations ci-dessus donnent le systéme

(CL e ) (F)=()

X\ 1 (22 + 2w3) —w? 0
Y | 244 2(wf + wd)2? + 3wiw? —w} (22 + 2w}) B
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Il existe donc deux fractions rationnelles Ry et Ry telles que X = RiF et Y =
Ry F'. Précisément,

2
—wy

) 22 + 2w?
24 4 2(wf + w3)2? + 3wiws’

R = .
! 24+ 2(w? + w3)22? + 3wiw?

RQ(Z) =

Notons que
(W? + w2)? — 3wiwd = wi + wi — wWiwd > Wi + wy — 2wiws = (W2 —wd)? > 0.

Le polynome Z2 + 2(w? + w3)Z + 3wiw3 a donc deux zéros, distincts et négatifs.
On en déduit que le polynome P(z) := 24 + 2(w? + w3)2? + 3wiw? a exactement
4 racines, simples et imaginaires pures,

ii\/—(w% + w%) + \/wil + w% — w%w%

I'on notera icq, - - - ,icq. De plus, on vérifie facilement que ces racines ne sont pas
zéro du polynéme 22 +2w?. Ainsi Ry et Ry n’ont que des poles simples, et il existe
des constantes ay,--- ,aq4 et by, -+ , by telles que

4 4
LTHR)(E) =D ape™’;  L7HR)(t) = ) be™.
k=1 k=1
Mais d’apres la discussion du paragraphe précédent,
4 ‘ 4 ‘
z(t) = Z ape’ t x f: y(t) = Zbkewt * f.
k=1 k=1

Remarque 3.5.1 Supposons que f est a support compact, c’est-a-dire que qu’il
existe un instant ¢y > 0 tel que f(t) = 0 pour t > to. Alors pour t > t(, 'expression
de x et y ci-dessus s’écrivent sous la forme suivante.

4 . to . 4 - tO ;
x(t) = Zakewkt/ f(s)e " *3ds; y(t) = Z bkew’“t/ f(s)e " *3ds.
k=1 0 k=1 0

Ainsi, méme si le sytéme n’est perturbé par f que sur un temps fini, le systéme ne
va pas tendre vers sa position d’équilibre, méme au bout d’un temps tres long : la
perturbation reste essentiellement comparable & la taille de f sur [0,tp] & chaque
instant. Pour obetnir un systeme stable, il faut du frottement, qui amortira le
syteme jusqu’a ’équilibre. Vous connaissiez ce phénomeéme pour des exemple
simples de fonctions f. La transformée de Laplace permet de traiter ce probleme
pour toute les fonctions f en méme temps. On peut se poser par exemple la
question suivante : Comment modifier le systeme ci-dessus pour que le systeme
soit stable (c’esta-dire pour que x et y tendent vers zéro) pour toute perturbation
f a support compact ?



