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Algebre/Algebra

~

D, et D , comme groupes de Galois

Leila SCENEPS
Résumé — On construit explicitement des corps ayant D, ou D, comme groupe de Galois.

D, and D, as Galois groups
Abstract — Explicit fields having D, or D, as Galois groups are constructed.

Soit H un groupe fini, et soit G une extension centrale non scindée de H par C,, le
groupe multiplicatif {1, ®} d’ordre 2. Le groupe G satisfait 1 - C, - G — H — 1. Soit
F un corps de caractéristique différente de 2, et soit K une extension galoisienne de F
telle que Gal(K/F)~H. Soit E(H, G, F, K) I'ensemble des corps L quadratiques sur K

Gal(L/F) — Gal(K/F)
et galoisiens sur F tels que Gal(L/F)=G et que le diagramme 1 !
G - H

commute. Dans ce qui suit, nous prenons H=D,, le groupe diédral d’ordre8 dont on
fixe un plongement dans S,, et G 'un des deux groupes D, et D, qui apparaissent
comme 2-sous-groupes de Sylow des groupes S, et S,[1]. Nous donnons une description
explicite de E(D,, D,, F, K) et une description de E(D,, D, F, K) dans le cas ou F est
un corps verifiant certaines conditions, par exemple quand F est un corps global. Nous
utilisons des méthodes basées sur des idées de Witt[2], que nous illustrons par des
exemples d’extensions réguliéres de Q () de groupe de Galois D, et D,.

Nous tenons a remercier le Max-Planck Institut fiir Mathematik pour son hospitalité et son soutien financier
pendant la préparation de cette Note.

1. LE THEOREME DE WITT POUR LE GROUPE DES QUATERNIONS Hg. — Soit I'=Z/2Z xZ/2Z
et soit K une extension d’un corps R de caractéristique différente de 2, telle que
Gal(K/R)=T. Ecrivons I'={1, oy, 0,, o;}. Soit {{|cel} une base de K sur R
satisfaisant &, =1, [[&,=1, o (&) =&, et EZeR. Posons a,=E2.

o

Witt s’intéresse au groupe des quaternions Hg, qui est une extension de I' par C,. Soit
{hy|]oel'} un systéme de représentants de H¢/C,. Pour o, tel on définit
Cox=hoh b, ou £ est un élément de C,={1, ®} que I'on identifie avec {1, —1}.
Soit T le produit croisé (K/R, (, ). Rappelons que T est une algébre centrale simple de

dimension 16, contenant K. Soit {v,|cel’} une base de T telle que T= ) Ko, avec
ael

VsV, =0, U €t v, =0 (a) v, si aeK. Soit A la sous-algébre de T engendrée par les v,
pour cel et B celle engendrée par les £ v, pour cel. Les algébres A et B sont
isomorphes respectivement aux algébres de quaternions (—1, —1) et (—a,,, —a,,). On
voit facilement que T=A®gB. 1l est connu que E(T, Hg, R, K) est non vide si et
seulement si T est décomposée.

THEOREME 1 (Witt[2]). — Supposons que T soit décomposée, donc qu’il existe un

isomorphisme d’algébres g: ASB. Pour un tel g, soit c,e A@zK le quaternion
c,= 2, v 'ET g (€, v,). Soit y=N,c, la norme de e, Alors les éléments de
tel
E(T, Hg, R, K) sont les L,=K(_/rv), ou r parcourt R*.
Note présentée par Jean-Pierre SERRE.
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2. Les Groures D, eT D,. — Soit K une extension de F telle que Gal(K/F)=D,, que
'on plonge dans S, de la fagon suivante : D,={1,(12)(34), (13) (24), (14) (23), (13),
(24), (1234), (1432)}. Le corps K est le corps de décomposition d’un polynéme de la
forme P(X)=X*+bX?+d, b,deF. Notons o, o,, o, et o, les racines de P(X): on a
o; +03=0. Soit G I'un des deux groupes D, ou D,. Posons =1 si G=D, et e=w si
G=D,, ol o est I'élément central d’ordre 2 de D,. Le groupe G est engendré par des
éléments x et y tels que x*=(xy)* =, y*=¢&. Le groupe D, est le groupe quaternionien
d’ordre 16. Soit p=(24)eD,. L'¢lément v,€G vérifie v} =¢. Soit R =F( \/ﬁ):F( \/2),
ot D=16(b*—4d)’d est le discriminant de P(X). Alors Gal(K/R)=I. On pose
o, =(12)(34), 6,=(13)(24) et g3=(14)(23). On prend comme base de K sur R : §, =1,
o, =0y + 0y, &g, =0y +ay et &, =(&,, &) . Soit {hy|oceD,} un systéme de représen-
tants de G/C, et {, . =h,h. h,' pour o, teT. Soit T le produit crois¢ (K/F, , ) et soit
{v,|oceD,} une base de T telle que T= Y Ku,, v,0,=C, .0, €t v,0=0(x)v, si acK.

ceDy
Si T est décomposée, alors E(D,, G, F, K) est non vide. On note que dans ce cas, en
considérant I" et Hg comme sous-groupes de D, et G respectivement, E(I", Hg, R, K)
contient E(D,, G, F, K). Le théoréme de Witt nous permet de construire les éléments
de E(T', Hg, R, K) : nous allons caractériser ceux qui sont dans E(D,, G, F, K).
Soient A I'algébre ) R, et B I'algébre )’ RE_ v, comme dans le paragraphe 1. Soit

cel ogel
T'=A®yB= ) Kuv, Notons p l'automorphisme semi-linéaire de T’ donné par

ol
X0, ; xv,. Les algeébres A et B sont stables par p. Notons A® (resp. Bf) I'ensemble des
éléments de A (resp. B) invariants par p. Pour chaque isomorphisme g de A sur B,
définissons un automorphisme f, de A par f,(x)=peg 'ep log(x).

THEOREME 2. — (i) T=A®¢B®r(¢, d)=(—2, ~d)® (2b, —d (b* —44d))@¢ (&, d).

(ii) Supposons que T soit décomposée. Alors si G=D,, il existe un isomorphisme
g:A 5B tel que f, soit lidentité, et si G=D, et F est un corps global, il existe un
isomorphisme g:A S B et un élément ucA* tels que f,(x)=u“xu pour tout xeA et
N, u=d. Soit ¢, le quaternion associé a un tel g comme dans le théoréme 1, et soit y=N, c,.
Alors les éléments de E(D,, G, F, K) sont les K(_/ry) ou r parcourt F*,

Démonstration. — (i) Le premier isomorphisme est clair, étant donné que (&, d) est
engendrée par v, et \/3 Le deuxiéme peut se voir en prenant v, +v,, et ﬂ - g, COmMme
générateurs de AP, et £, v, +&,,,, €t \/71 .0, (b* —4d) comme générateurs de B”.

(ii) Cas 1. — G=D,. Dans ce cas =1 et 'algébre (g, d)=(1', d) est décomposée.
Donc, si T est décomposée, il existe un isomorphisme f: Af S B°. En étendant les .
scalaires a R, on obtient un isomorphisme g: A 5 B. Mais il est clair qu'un g obtenu de
cette fagon commute avec p, et donc que f, est I'identité.

Posons L=K( \/y) On sait par le théoréme | que L est galoisien sur R : pour montrer

que L est galoisien sur F il suffit de montrer que y*y~* est un carré dans K. Pour cela,
on montre que ¢j="v, . ¢, v,=¢, et donc y*=y. On a

ch= Y (—0pep) 1 Epop v, P87 (E W) D)

tel
=3, V5 Eoue g-l(gmpvmp)'_‘ 2 v, 1&g (&) =c,

tel tel
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De plus, en posant §,=v,cjc,' pour oel' et §,=8(,, on constate que
848,851 =C, . pour tout ¢, te D, et donc que Gal(L/F) est bien D,. On a donc montré
que L est dans E(D,, D, F, K). Les autres éléments sont donnés par K ( \/r—y), re F*,
Cas 2. — G=D, et F est un corps global. Le fait que T est décomposée signifie que
les algébres A, =A’®g(—1, d) et B,=B°®g(1, d) sont isomorphes. L’algébre A, est
engendrée par A et un élément « tel que a’=—1 et o ' xa=x" pour tout xeA. De
méme B, est engendrée par B et un élément B tel que B?=1 et By p=y* pour tout yeB.
On a A=A’®:R et B°®:R; comme (—1, d) et (1, d) sont décomposées sur R,
I’hypothése A, ~B, entrainec A ~B. D’aprés le théoréme de Skolem-Noether, il existe un

isomorphisme h: A, & B, qui applique A sur B et est R-linéaire. A un tel h on associe
un élément A (k) de B tel que h (_\/3 a)=A(h) P (notons que, puisque h(\/&. o) anticom-
mute avec \/3, il se trouve forcement dans B B). L’élément A (h) a les deux propriétés
suivantes :

(@) A () BA(R) P=A(h) A (h)°=d.

(ii) Pour xeA, on a (A (h)B) ' h(x) (A (h) B)=h(x), autrement dit

Bh(x)B=h(x)*=n(h)"" h(x)r(h).

LEMME. — On peut choisir h de telle sorte que Ny A (h)=d.

Démonstration. — Choisissons un isomorphisme £,: A, —%B, comme ci-dessus. Pour
tout geB*, g~ ' hyq est aussi un tel isomorphisme. Nous allons construire un geB* tel
que Ny (A (g ' hoq))=d. On commence par remarquer que

Mg hoq)B=q""ho(fd.0)g=q""A(h)Bg=4""A(ho) ¢ B.

Donc NgA(q™'hoq)=(Nghr(he))(Ngq)*(Nggq)~". Soit z=Ng(A(hy))/deF (\/3). On a
alors zz° =1 et donc par le théoréme 90 de Hilbert, il existe ye F( \/3) tel que z=y/y".
Donc (Ng (A (hg)) y°/y=d. On remarque qu’'a chaque place réelle de F( \/41) ou Npx est
définie positive, z est positif et donc y et y* ont méme signe : on peut donc rendre
y positif a chacune de ces places en le multipliant par un élément convenable de F.
Or, la norme d'un quaternion est une forme quadratique a 4 variables, donc par le
théoréme de Hasse-Minkowski, ’équation Nyg=y a une solution dans B. On pose
h(x)=g ' hy(x)g, ce qui permet de conclure.

Choisissons h comme dans le lemme, et soit g sa restriction 4 A, qui est un isomorphisme
de A sur B. L’application x— f, (x)=0."* g~ ! (Bg(x)B) @ est un automorphisme de A. I
existe donc un élément ue A* tel que u™* xu=a"'g~* (Bg(x)B)a pour tout xeA. Pour
tout xe A,

u txu=0""g ' (Bg(x)P)a
=g M) g A M)a=a" g7 A () Naxa g A (W),
doncu=0""g~ ! (A (h)) o Ceci donne N, u=N, (g~ * (A (h))>=N, (A (h))*=d par le lemme.

Soit y=N, ¢, la norme du quaternion c,e A®gK associé a g. Comme dans le cas
G=D,, pour montrer que L est galoisien sur F il suffit de montrer que y*y~* est un
carré dans K. Tout d’abord, on a

Cg= Z (_”m)—i(vp_lé:lg_l(@‘”t)”p)

tel
= z ("vm)_lP(En)—ld-_lg—l(ﬁ,v‘)a
el
=Y () &t g7 (BE, v, B) u
tel

=2 O Gt T (Gt du= 3 o7 G uT g7 G

tel’ tel
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On emploie alors I'identité suivante, facile a vérifier :
vy =, (&7 g7 Gev)) ey P =ch (T g g T (G v u) ()T

On en tire: ¢, 'chu™' (&, 'g7 " Eo))=& "g ' &), ' chu~"!, dou le fait que
¢, 'cbu™" est dans le centre de A®yK, donc dans K. Donc N,¢,=N,c,.N,u
modulo (K*)2. Mais par construction N, u=d, qui est un carré dans K. On voit donc
que L=K( \/—f) est galoisien sur F. Pour vérifier que Gal (L/F) est bien D, on remarque
qu'en posant §,=v,cic, ! pour cel et §,= /d.c;*chu™" on a §,8.8.'=(, pour
tout &, teD,. Donc K ( \/‘;)EE(DM D., F, K) et les autres éléments sont les K ( \/r_y)
ou r parcourt F¥,

Exemples. — Soit P(X)=X*—-X2+d, ou d, 1 —4d et d(1—4d) ne sont pas des carrés
dans F, et soient o, o,, o; et o, les racines de P(X) comme ci-dessus.

Cas1l. — G=D, On a A*=(—2, —d) et B°=(—2, —d(1—4d)), donc si AP=B" il
existe u et veF tels que —2u?+(1—4d)v*=1. La méthode décrite ci-dessus donne

|

1 |
- o, ou /1—4d=—-—al
v /T—4d v /T—4d ' 3
Soit Q(X) le polyndme minimal de y. Alors le groupe de Galois de Q(X?) est D, et

Q(X2)=X3—4X"+(20+ lOu’v—2—4u2)x4_ (4u2(v—1))x2+( 4utd )
v(14+2u?) v(14+2u?) (142u?)?
En prenant v=2, par exemple, et u=t, ce polynome donne une extension réguliére de
Q(t) de groupe de Galois D.
Cas 2. — G=D,. On considére le cas ou 'algébre (—1, d) est décomposée : dans ce
cas on n'a pas besoin de supposer que F est un corps global. Si (—1, d) est décomposée,
il existe x et yeF tels que —x?+dy*=1. On envoie A’ sur B* comme dans le cas 1 et

a—xB+yP ﬁ Posons A= — yd +x \/3 eF( \/?1) Alors la méthode décrite ci-dessus
permet de calculer

y=140;—

1 1
=2yd\)| 1+o,— — oy |
r=2y )I: : v\/l—4d v\ﬂ—4d 1]
On en déduit des extensions réguliéres de Q (¢) a groupe de Galois le groupe quaternionien
d’ordre 16.

Note remise le 21 novembre 1988, acceptée le 23 novembre 1988,
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