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mais aussi s'il désigne U'implication, car alors p|p, abrégé en p, est vrai quel
que soit p. Il'me faut pas oublier qu’a c6té de sa proposition, Nicod pose une
regle : « 5i p|(r|q) est vraie, et si p est vraie, alors ¢ est vraie ». Cette régle
oblige & écarter I'implication.

C. Proposons-nous de définir toutes les structures d’anneau dans une algébre
de Boole. Il faut trouver, en premier lieu, deux opérations (T) et (L), associa-
tives toutes les deux, 'une d’elles, ( 1), par exemple, étant doublement distribu-
tive par rapport 4 l'auire. Ce premier probléme admet 4 solutions: (\/et ),
(-et\/), (+et\/), (4et.), en désignant par p+ ¢ I'opération pg \/ p'q’, et
par p+gq, pg'\/ qp’. Mais Popération (T), prise isolément, doit définir une
structure de groupe; par la se trouvent exclues les deux premiéres solutions.
Il ne reste que les deux structures précédemment signalées.

ANALYSE MATHEMATIQUE. — Sur la complétion du dual d’un espace vectoriel
localement convexe. Note (*) de M. Arexanpre GrormENDIECE, présentée

par M. Elie Cartan.

Soient E un espace vectoriel localement convexe, S un ensemble de parties
bornées, convexes, symétriques et fermées de E, Ey(resp.Fy ), 'espace des formes
linéaires sur E continues (resp. dont les restrictions aux éléments de S sont
continues), munis de la topologie de la convergence uniforme sur les éléments
de S. Soit E, le sous-espace engendré par U 5; on vérifie immédiatement que Eq
(resp. Ey) est séparé si et seulement si‘E, est dense dans E (resp. égal a E) et
que B est complet. Si done Ej= [ (et plus généralement si tout u€ E a une
restriction a E, continue), Es sera complet. Nous allons établir une réciproque
de cette propriété, en supposant toujours E séparé.

Prorosrrios 1. — St les éléments de S sont précompacts, pour que Eg soit com-
plet, il faut (et il suffit) que la restriction ¢ E, de tout ue B soit continue.

On se raméne en effet facilement a la.

Provposirion 2. — Si les éléments de S sont précompacts, Eg est dense dans E.

Tout se rameéne & monlrer que s1 A€ S, velly, ete> o, il existe v € E telle
que |(z—+¢)(A)|<e. Soient V un voisinage convexe symétrique fermé de
Vorigine tel que [u(ANV)|<e/4, M un sous-espace de dimension finie
de E tel que ACANM + V; si ¢ coincide avec # sur M, on voit
que (u—¢)(A)Cu((A—AnV)+o((A—AYnV)C 2u(B)+2¢(B), ou
B=AnNV(onnole que A—A==2A car .\ esl symétrique convexe). On a
" lu(B)| < /4, il suffitquel’onait| v(B)|le sous-espace M, de < /4, etle probléme

se pose donc ainsi : on connait une forme u, sur M de dimension finie, telle

(*) Séance du 6 février 1go.
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que | u,(B)| < «, B étant fermé convexe précompact; peut-on prolonger conti-
ntiment %, a tout E, de telle sorte que |¢(B)|<«? Or, z;;(oc) étant complet,
est encore fermé dans le complété E de E et n'y rencontre donc pas
I’adhérence B de B (relativement fermé dans E). On peut alors faire le prolon-
gement dans E par le théoréme de Hahn-Banach, en considérant un voisinage

convexe B 4 U du compact B qui ne recontre pas ;zlo(ot), c. Q. F. D.

Comme le dual de E est le méme pour la topologie donnée et sa topologie
faible, et que les ensembles bornés sont faiblement précompacis, ces propo-
sitions seront d’application assez générale. Signalons les

ConroLiames. — 1° Si E,=E et si les éléments de S sont précompacts, le
complété de Ej s'identifie & K.

20 Si E. est complet, il en est de méme de E; pour TDS (S, T ensembles
de parties bornées de E, sans plus).

En utilisant le fait que E s’identifie 4 un dual topologique de son dual
faible, on obtient de plus : |

3o Le complété de E s’identifie 4 I'espace des formes linéaires sur son dual
dont les restrictions aux parties équicontinues sont faiblement conlinues, muni
de la topologie de la convergence uniforme sur ces parties. (On retrouve en
particulier le complété pour la topologie faible.)

4o Si E est complet, toute topologie localement convexe plus fine qui a
méme dual, et plus généralement qui puisse se délinir par une famille de semi-
normes semi-continues (soit : par un systéme fondamental de voisinages
convexes fermés) est encore compléte. [En particulier la topologie forle de
Mackey associée (*) et la topologie induite par le bidual fort (*) sont encore
complétes. ] |

50 Si E est complet, toute forme linéaire sur son dual dont les restrictions
aux parties équicontinues sont faiblement continues est faiblement continue.
On retrouve ainsi un fait connu pour les espaces de Fréchet et leurs limites
inductives (?).

('} Cf. G. W. Mackev, Transactions of the Amer. Math. Soc., 57, 1945, p. 155-207 et
59, 1946, p. 520-537. -

(%) Cf. J. Digvnoxsg, et 1. Scawartz, La dualité dans les espaces (F) et (£F) (3 paraitre
aux Annales de Grenoble, 1950). | '



