9o " ACADEMIE DES SCIENGES.

ANALYSE MA’I‘EIEMATIQUE — Critéres généraux de compacité dan.s‘ les espaces
vectoriels localement convexes. Pathologie des espaces (£ F ) Note (*) de
M. Acexanore GroTaENDIECK, présentée par M. Arnaud Denjoy.

La premiére partie de cette Note Generallse des resultats d’ Eber]em et de Krem

. en indiquant des cas trés étendus o, dans un espace localement convexe, la semi-

compacité d’un ensemble entraine la compacité de son enveloppe convexe fermée.

La seconde partie annonce 'existence de contre-exemples résolvant des problémes
relatifs aux espaces (£ #).

1. Fréquemment, la topologie d’un espace vectoriel localement convexe
séparé se définit explicitement comme la moins fine des topologies sur E ren-
dant continues des applications linéaires f; de E dans des espaces localement
convexes séparés I;[ il en est en particulier ainsi pour les espaces usuels de fone-
tions dérivables, et divers espaces fonctionnels définis par des conditions de
croissance a I'infini; ¢ /. par exemple (*)]. E s’idenuifie alors & un sous-espace
du produit vectoriel-topologique F==1IF;; cette remarque permet d’établir
le critére suivant (grace au fait que pour une partie-convexe de F, il revient au
méme qu’'elle soit fermée pour les diverses topologies localement convexes
sur I donnant le méme dual F') :

Tutortme 4. — Soiz E un espace vectoriel, ( f; ) une famulle d ’applzcatwns de E
dans des espaces vectoriels localement convexes séparés ¥, soit T (resp. T.) la
topologie sur E la moins fine qui rende continue les f; | resp. quand chaque F; est
muni de ©(F;, F}) ()], supposons E séparé pour T. Pour qu’une partie convexe A
de E soit relativement compacte pour T, il faut et il suffit que tout f:(A) soit rela-
tivement compact dans F; et que I’ adherence de A sott complete pour T,

L’intérét de ce théoréme vient du fait qu’il est moins exigeant a prior de
Supposer une partie de E compléte pour T. que pour T'; en particulier, le théo-
réme s’applique pour les topologies faibles sur les F;, on a le

CoRroLLAIRE. — Sous les conditions précédentes, pour qu’une partze A de E soit
- faiblement rélativement compacte, il faut et il suffit que les fi(A) le sotent, et que
I'adhérence de A soit compléte pour T.. La proposition 6 de (*) en est un cas

. particulier.
Notons maintenant la trés facile
‘Provosirion 1. — La topologie de tout espace localement convexe séparé peut se

deﬁnzr comme ci-dessus, les F; étant des espaces de Banach.
Si alors E est un espace localement convexe séparé quelconque, de dual E,

(*) Séance du 30 octobre 1gdo. . - -
(1) J. Digvponnk et L. Scawarrz, Annales de Grenoble, 1950 ’

(2) L. Scawarrz, Publications de ! Institut Mathématique de Strasbourg.

(3) A. GROTHENDIECK, Comples rendus, 230, 1950, p. 1561-1563.
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appliquons la proposition 1 pour la topologie ©(E, E), puis le corollaire du
théoréme 1; en notant que dans le cas des espaces de Banach et leur topologie
faible, les resulLats qui suivent sont classiques [théorémes d’Eberlein; ¢f. ()
et Krein (*)], on démontre immédiatement le cas particulier fazble du

TutoreMe 2. — Soit A une partie d’un espace localement convexe séparé K. Pour
que son enveloppe convexe et fermée (resp. son enveloppe convexe cerclée et fermée)
C soit compacte, it faut et il suffit que A soit relativement semi- compact et C com-
pléte pour = (E, E').

(Par relativement semi-compact, nous entendons : toute suite extraite admel
une valeur d’adhérence). Le cas général se déduit facilement du cas faible, en
notant que si A est relativernent semi-compact, il est précompact (théoréme de
A. Weil), donc aussi son enveloppe convexe (cerclée) fermée C, de plus C est
compléte, car elle est faiblement compacte.

CoroLLARE. — Sozt B un espace localement convexe séparé et complet dont
toute partie bornée et fermée soit compléte (a fortiori, il suffit que K sout 'complet).
Alors, st A est une partie faiblement relativement semi-compacte, son enveloppe
convexe cerclée fermée est fatblement compacte (A fortlorl A est faiblement rela-
ttvement compact ).

Le théoréme 2 sera d’apphcatmn commode chaque fois qu’on aura besoin
d’un critére dénombrable de compacité, ou d’un critére de compacité pour une
‘enveloppe convexe, ce qui n’est pas rare [par exemple en théorie ergodique,
cf. (?), et théorie de 'intégrale faible].

2. Signalons seulement ici qu'une simplification d’un important cas patholo-
gique construit par (. Kothe nous a permis de 'adapter pour infirmer simul-
tanément, pour des espaces (£2F ) réflexifs et séparables, les conjectures de 1,
2, 3, 4, g et 10 signalées comme ouvertes dans (*). Enfin, remarquons qu’un
résultat de topologie générale permet d’énoncer le corollaire suivant des pro-
positions 1 et 2 de (*) : toute forme linéaire sur E/, uniformément bornée sur
les parties bornées, est continue pour les suites pour la topologie o(E/, E").

THEORIE DES FONCTIONS. — Fonctions presque automorphes inférieures : les

- presque cycliques et les presque elliptiques. Note (*) de M.. Pavr METRAL,
présentée par M. Joseph Pérés. '

Suivant I'importance que 'on donne & la notion de substitulion ou a celle
de domaine, on peut construire différentes théories de fonctions presque auto-
morphes : il existe dans cette indétermination une certaine analogie avec celle

(*) M. KrEmy, C. R. U.R. S. S., vol, 14, 1937, p. 5-7.
(3) F. ErereeN, Transactions of the Amer. Math Soc., 67, n° 1, p 217-240.

(*) Séance du 23 octobre 1950.



