
ANALYSE MATHÉMATIQUE. — Critères généraux de compacité dans les espaces
vectorzels localement convexes. Pathologie des espaces (). Note (*) de
M. ALEXANDREGROTHENDIECK, présentée par M. Arnaud Denjoy.

La première partie de cette Note généralise des résultats d'Eberlein et de Krein
en indiquant des cas très étendus où, dans un espace localement convexe, la semi-
compacité d'un ensemble entraîne la compacité de son enveloppe convexe fermée.
La seconde partie annonce l'existence de contre-exemples résolvant des problèmes
relatifs aux espaces ( ).

1. Fréquemment, la topologie d'un espace vectoriel localement convexe
séparé se définit explicitement comme la moins fine des topologies sur E ren-
dant continues des applications linéaires fi de E dans des espaces localement

convexes séparés Fi [il en est en particulier ainsi pour les espaces usuels de fonc-
tions dérivables, et divers espaces fonctionnels définis par des conditions de
croissance à l'infini; cf. par exemple (9)]. E s'identifie alors à un sous-espace
du produit vectoriel-topologiqueF = Fi; cette remarque permet d'établir
le critère suivant (grâce au fait que pour une partie convexe de F, il revient au
même qu'elle soit fermée pour les diverses topologies localement convexes
sur F donnant le même dual F')

THÉORÈME 1. Soit E un espace vectoriel, (fi) une famille d'applications de E
dans des espaces vectoriels localement convexes séparés F;, soit T (resp. TT) la
topologie sur E la moins fine qui rende continue les fi fi-esp. quandchaque Fi est
muni de c(Fi, F'i)(1)], supposonsE séparé pour T Pour qu'une partie convexe A
de E soit relativement compacte pour T, ilfaut et il suffitque tout fi(A) soit rela-
livementcompact dans Fi et que l'adhérence de A soit complètepour T.

L'intérêt de ce théorème vient du fait qu'il est moins exigeant a priori de

supposerune partie de E complète pour T que pour T; en particulier, le théo-
rème s'applique pour les topologies faibles sur les Fi, on a le

COROLLAIRE. Sous les conditionsprécédentes, pour qu'une partie A de E soit
faiblementrelativement compacte, il faut et il suffit que.les fi(A) le soient, et que
l'adhérence de A soit complète pour T,. La proposition 6 de en est un .cas
particulier.

Notons maintenant la très facile
PROPOS1TION 1. La topologie de tout espace localement convexe séparé peut se

définir comme ci-dessus, les Fi étant des espaces de Banach.
Si alors E est un espace localement convexe séparé quelconque, de dual E',
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appliquons la proposition 1 pour la topologie (E, E'), puis le corollaire du
théorème 1; en notant que dans le cas des espaces de Banach et leur topologie
faible, les résultats qui suivent sont classiques [théorèmes d'Eberlein; cf. (1)

et Krein (4)], on démontre immédiatementle cas particulier faible du
THÉORÈME2. Soit A une partie d'un espace localement convexeséparé E. Pour

que son enveloppe convexe et fermée (resp. son enveloppe convexecerclée et fermée)

C soit compacte, it faut et il suffit que A soit relativement semi-compact,et C com-
plètepour (E, E').

(Par relativementsemi-compact,nous entendons toute suite extraite admet

une valeur d'adhérence). Le cas général se déduit facilement du cas faible, en
notant que si A est relativement semi-compact, il est précompact(théorème de
A. Weil), donc aussi son enveloppe convexe (cerclée) fermée C, de plus C est
complète, car elle est faiblement compacte.

COROLLAIRE. Soit E un éspace localement convexe séparé et complet dont
toutepartie bornée et fermée soit complète (à fortiori, il suffit que E soit complet).
Alors, .si A est une partie faiblement relativement semi-compacte, son enveloppe

convexe cerclée fermée est faiblement compacte (à fortiori, A est faiblementrela-
tivement compaet).

Le théorème 2 sera d'application commode chaque fois qu'on aura besoin
d'un critère dénombrable de compacité, ou d'un critère de compacité pour une
enveloppe convexe, ce qui n'est pas rare [par exemple en théorie ergodique,
cf. (5), et théorie de l'intégrale faible].

2. Signalons seulement ici qu'une simplification d'un important cas patholo-
gique construit par G. Kôthe nous a permis de l'adapter pour infirmer simul-
tanément, pour des espaces (LF) réflexifs et séparables, les conjectures de 1,

2, 3, 4, 9 et 10 signalées comme ouvertes dans (1). Enfin, remarquons qu'un
résultat de topologie générale permet d'énoncer le corollaire suivant des pro-
positions 1 et 2 de (5) toute forme linéaire sur E', uniformément bornée sur
les parties bornées, est continue pour les suitespour la topologie 6(E', Ë").

THÉORIE DES FONCTIONS. Fonctions presque automorphes inférieures les

presque cycliques et les presque elliptiques. Note (*) de M. PAUL MÉTRAL,

présentéepar M. Joseph Pérès.

Suivant l'importance que l'on donne à la notion de substitution ou à celle
de domaine, on peut construire différentes théories de fonctions presque auto-
morphes il existe dans cette indétermination une certaine analogie avec celle
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