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FIATITUDE D'UNE ADHERENCE SCHEMATIQUE
ET IEMME DE HIRONAKA GENERALISE

Alexander Grothendieck et Hamet Seydi

The main aim of this article is to prove the following:
Theorem (Generalized Hironaka's lemma). Let X * Y be a morphism of
schemes, locally of finite presentation, x a point of X and y = f{x).
Assume that the following conditions are satisfied:

(1) QY,y is reduced.

(ii) f 1is universally open at the generic points of the compo-
nents of Xy which contain x.

(11i) For every maximal generisation y' of y in Y and every maxi-
mal generisation x' of x in X which belongs to Xy, we have
dim_, (xy,) = dlmx(xy) = d.

(1v) Xy is reduced at the generic points of the components of Xy

which contain x and (xy)re is geometrically normal over

d
K(y) in x.
Then there exist an open neighbourhood U of x in X and a subscheme

UO of U which have the same underlying space as U such that

fo : UO - Y is normal (i.e. fo is a flat morphism whose geometric fi-

bers are normal).

INTRODUCTION

Le but de cet article est de demontrer un théoréme du type du lemme
de Hironaka (EGA IV 5.12.8). Dans le cas noetherien il peut s'enoncer
grosso modo comme suit: Soient f :X~—Y un morphisme de type fini de
schemas notthériens rédults, x un point de X et y =f(x). Supposons gue:

(1) toutes les fibres de f sont equidimensionelles de la dimen-

sion donnee d au voisinage de x.
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2 GROTHENDIECK et al.

(11) f est universellement ouvert aux points generiques des com-

posantes irréeductibles de )(.y qui contiennent x (EGA IV § 14
et 15).

(1i1) Xy est réduit aux points generiques de ses composantes

irréductibles qui contiennent x et (Xy)réd est geoméetrique-

ment normal sur K(y) en x.

Alors f est normal en x (i.e. plat et & fibre geométriquement nor-
males en x).

Si le morphisme f est projectif, et les hypothéses verifiées en tout
point x €X, le théoréme précédent est dli & Mumford. Nous allons esquis-
ser la demonstration de Mumford dans ce cas. Nous allons en deduire que
f est normal. Supposons pour simplifier que Y est normal et intégre de
point générique T. Posons K =k(M) et supposons que X soit un sous-
schéma ferme de P;.Puisque X,n est un sous-schéma fermé de P; plat sur
Spec(K) 11 definit un unique il definit un unique morphisme
g : Spec{K) = H = Hilb , » donc une application rationelle g: Y —=H.

Pz/z
Montrons que g est un morphisme. Soient y un point Y,K =K(y) et Y1'*Y
ol Y1 est un trait dont le point fermé y1 se projette sur y et le point

génerique “1 se projette sur T. Soit U, 1'ouvert des points de

1
X1 = XIXYY1 oll X1 est plat sur Yi; alors d'aprés la condition (ii) et
(EGA IV 15.2.3) 1l'adhérence schematique ii de U, dans X

Puisque ii est plat sur Y

, 8 méme espace

sous-jacent que X 11 definit un unique

1’ 1
morphisme 81 :Yl'*H. Il est clair que g1 prolonge l'application ration-

nelle Y, —-Y-E-H. D'autre part ((X,) ) .. est geométriquement normal
1 y1 red

1
sur K, =K(y1) d'aprés la condition iii), donc le lemme de Hironaka
s'applique et 1l'on conclut que (xi)y est géométriquement normal surk, .
1
D'autre part on a un unique morphisme Spec(XK) #H tel que Z)(HK =

Y ’ ’ n —-
(xy)réd ol Z est le sous-schéma ferme universi} de PH. Done Spec(Ki) H
se factorise 4 travers (Spec(K) —@H) puisque (xl)y est géométriquement
1

normal sur K,. Donc 1'image du point fermé de Y, dans H par g, ne de-

1 1

pend pas de Yi' Et puisque Y est normal, QY v est intersection d'an-
2

neaux de valuation de K, on en dédult aisément que g est definie en y,

donc g est un morphisme. D'autre part puisque (iﬁ)y est géométrique-
1
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GROTHENDIECK et al. 3

ment normal sur K,, on en conclut que g prend ses valeurs dans l'en-

1
semble des points ol Z est "normal" sur H. En outre (xi)y etant 1'im-
1
age reciproque de Zg (y)? o0 volt que Z =Z)(HY a méme espace Sous-

1
Jacent que X, donc X =Z' puisque X et Z' sont reduits, donc X est "nor-

mal" sur Y. Cela termine la démonstration.

Dans le cas général la déemonstration s'appuie sur un critére valua-
tif de platitude d'une adhéerence schematique donnée plus bas {théoréme
I12), qui nous permet de ramener la demonstration du réesultat principal
au cas ot Y est un trait, c'est-a-dire a la situation du lemme de Hiro-
naka classique.

Nous tenons ici & remercier Michel Raynaud pour diverses améliora-
tions de la version primitive de ce travail, notamment dans 1'elimina-

tion d'une hypothése restrictive dans le theoréme I.2.

I. PIATITUDE D'UNE ADHERENCE SCHEMATIQUE

I1: Soient f :X—Y un morphisme de schemas, U un ouvert rétrocompact

de X (i.e. 1l'injection canonique i :U—X est quasi-compacte), F un

falsceau qgasi-cohérent sur X et GU un quotient quasi-coherent QQ_F/U

plat sur Y.
Probléme: Trouver un gquotient quasi-cohérent G de F qui prolonge GU,

qui soit plat sur Y, et tel que u :G‘*i*(GU) soit universellement sépa-
rant relativement & Y (cf. EGA IV 11.9.14).

Si le probléme admet une solution G, elle est nécessairement unique
et donnee par G =Im(F'*i*(GU)) puisque 1'application canonique
¢ G u

F'*i*(GU) se factorise alors en F i*(GU) ol ¢ est surjectif
et u est injectif. I1 est clair que le faisceau G defini par cette for-
mule est un quotient de F qui prolonge GU. En outre, puisque i :U—X

est quasi-compact, 1*(GU) est quasi-coherent (EGA O_ 9.6.I); donc

G =Im(F'*1*(GU)) est quasi-cohéerent. De plus u :G‘*i*(GU) est séparant
i.e. injectif. lLa question est donc de savoir si le faisceau
G=Im(F"i*(GU)) est plat sur Y, et si u :G"i*(GU) est universellement
séparant relativement & Y. On conclut en particulier, de l'unicite de
la solution, que pour tout changement de base g :Y' Y, en posant

X' =X X _Y,U' =UX_Y',F' =F®

' =G ® &
Y ¥ ngx, et G o G QU" si le probleme

vo
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4 GROTHENDIECK et al.

(X,U,F,GU,Y) admet une solution, il en est de méme du probléme (X',U',
F‘,G'U,,Y'); et la solution G' du probléme (X',U',F',G'U',Y') est
1'image reciproque dans X' de la solution G du probléme (X,U,F,GU,Y).
Ce qui implique en particulier que le probléme est de nature locale sur
Y. I1 est également clair qu'il est de nature locale sur X. Nous allons
maintenant prouver que si u :G'*i*(GU) est universellement séparant re-

lativement & Y, G est nécessairement plat sur Y.

PROPOSITION (I 1.0). Les notations et les hypothéses etant celles

de
(1 1), alors le probléme (I 1) admet une solution si et seulement si

u :G"i*(GU) est universellement séparant relativement a Y.

Preuve: On peut supposer que X et Y sont affines: X =Spec(B) et

Y =Spec(A). Dans ce cas U etant un ouvert rétrocompact de X, U est
quasi-compact. On peut donc recouvrir U par un nombre fini d'ouverts
affines Xi(i £i<n). Soit H le faisceau sur X associé au B-module

1 I'(X,,G.). Alors H est plat sur Y puisque G
170
1<i<n
les Xi et Y sont affines. Supposons que u :G"i*(GU) soit universelle-

U est plat sur Y et

ment separant relativement & Y. Alors le morphisme canonique G —H est
universellement séparant relativement & Y. En appliquant la suite
exacte des Tor & la suite exacte 0~ G—-H—H/G—0 on voit que H/G est

plat sur Y; d'ol 1'on conclut que G est plat sur Y.

COROLIAIRE (T 1.1). Les notations et les hypothéses &tant celles de

(1 1), supposons verifiee 1l'une des conditions suivantes:

1) X est localement noéthérien et G-=Im(F'*i*(GU)) est conérent.

1i) £ :X~Y est localement de présentation finie et G=Im(F"i*(GU))

est de présentation finie.

Alors le probléme (I 1) admet une solution si et seulement si guel que

soit y €Y, Uy contient Ass(Gy).

Preuve. Elle réesulte de (EGa IV 5.10.2), (EGA IV 11.9.1I6 et 11.9.1I7)
et. (I 1.0).

LEMME (I 1.2). Les notations et les hypothéses &tant celles de (I 1)

soit g : X' X un morphisme fidélement plat et quasi-compact. Posons

Ut =g-1(U), ol =g*(F), G! =g*(GU)'

Ul
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GROTHENDIECK et al. 5

Alors pour gque le probléme (X',U',F',G‘U,,Y) admette une solution

(resp. une solution de présentation finie) il faut et il suffit que le

probléme (X,U,F,GU,Y) admette une solution (resp. une solution de pré-

sentation finie).

Preuve. On remarque d'abord que U' est rétrocompact dans X'. Soit

Y1 —~Y un morphisme de schémas.

= to X! = s X =X, § -
Posons X1 XXYYl’ X1 X xYYletg1 ng1 X1 X1 Alorsglestfldéle

ment plat et quasi-compact. Donc en posant

- 't B - toy -G ®
F =F® Y, FI=F' &Y, U =UX/Y, U=U'xY¥, 6 =6,8U,,

1
= -y T Y = -
_Ul X!, i1 =0 X,Gi—Im(F:L )

G 17 1T TN 11*(G1U1

t — 1 1 2
U'l'G v U 4y

(- ts gt ' (- .
Gl—-Im(F1 il*(GiUi)’ on conclut que G gl*(Gl) Donc pour que

| — L 1 2 ' 1
ul—G1 i *(GlUi) soit séparant, il faut et il suffit que

u, : G, ~i (¢, ) le soit (ef. EGA IV II.9.10 (i) et (ii) a)). On en
1 1 1 1U1

conclut donc d'aprés la proposition (I 1.0) que le probléme (X',U!',F',
G‘U,,Y) admet une solution si et seulement si le probléme (X,U,F,GU,Y)

en admet une. En outre pour que G' soit de présentation finie il faut

et 11 suffit que G le soit.

LEMME (I 1.3). Les notations et les hypothéses &tant celles de (I 1)

supposons Y artinien = Spec(A) et gu'il existe un épimorphisme de sché-

mas Y' ~Y (i.e. A-'T(Y',QY.) est injectif) tel qu'aprés ce changement

de base le probléme ait une solution. Alors le probléme (X,U,F,GU,Y)

admet une solution.

Preuve. On peut supposer X affine, X=Spec(B). D'aprés (II) si le pro-

bléme admet une solution G, elle est donnée par G= Im(F"i*(GU)).

D'autre part, pulsque Ker(A—~r(Y',gy, ))= N (Ker(a =0y y)) =0, donc il
£

yE€Y
existe un nombre fini de points vy €Y'(151ism) tels que

N (Ker(a =0 ) =0, A &tant artinien. Donc quitte & remplacer
1g4< =y i
i1sm i

Y' par U Spec(Oy, ) , on peut supposer Y' affine = Spec(A').
1€1sm ¥y
Puisque X est affine et que U est rétrocompact dans X, U est quasi-

compact. On peut donc le recouvrir par un nombre fini d'ouverts affines

Xi(ls i<n). Soit H le faisceau sur X assoclé au B-module
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6 GROTHENDIECK et al.

i F(Xi,GU) . Alors H est plat sur Y puilsque GU est plat sur Y et
1sisn

les Xi et Y sont affines. Soient G=Im(F-'i(GU)), G!' =G®YY',
H' =H®YY' et soit G(‘) la solution du probléme apreés le changement de
base Y' #Y. Alors il est clair que G(')= Im(G' =H'), et Gé -H' est uni-
versellement séparant relativement & Y', puisque Gé est la solution du
probléme apres le changement de base Y' =Y, La suite exacte des Tor
montre que H'/G(') est plat sur Y'. Or H'/G' = (H/G) ®YY', donc H/G est
plat sur Y puisque Y est artinien et A—A' est injectif (EGA IV 11.4.3).
Alors la suite exacte 0 —G—H—H/G—0 montre que G —H est universelle-
ment séparant relativement a Y, donc 11 en est de méme de G-'i*(GU),

d'od la conclusion d'aprés (I 1.0).

COROLLAIRE (I 1.3.1). Les notations et les hypothéses &tant celles de

(I 1) supposons Y artinien = Spec(A) et qu'il existe une famille de

morphismes (Ya-*Y)a €1 tel qu'aprés chacun des changements de base

Ya—'Y le Erobléme ait une solution et gue l'intersection des noyaux des

homomorphismes canoniques A"l"(Yq,_QY ) soit réduite & O. Alors le pro-
o

bléme (X,U,F,GU,Y) admet une solution.

Preuve. En posant Y'= || Ya’ alors Y' =Y est un épimorphisme et le
€I
probléme admet une solution aprés le changement de base Y' ~Y, d'ou la

conclusion d'aprés (I 1.3).

REMARQUE (T 1.3.2). D'aprés un résultat récent de D. Ferrand sur la de-

scente de la platitude par un morphisme fini, le lemme (I 1.3) est vrai
51 1l'on suppose gue Y est localement noéthérien et que Y' —Y est un épi-
morphisme fini.

THEOREME (I 2). Les notations et les hypothéses &tant celles de (I 1),

supposons gue f: XY soit localement de type fini, Y localement noé-

thérien et G= Im(F-*i*(GU)) cohérent. Alors le probléme (I 1) admet une

solution si et seulement s'il en admet une aprés tout changement de base

Y'—-Y, o0 Y' est un trait (i.e. le spectre d'un anneau de valuation dis-

créte) ou un schéma local artinien.

Si de plus pour tout y €f(Z) avec Z=X-U, le complété O de l'an-
Si de plus pour tout A -——R———Y,y———-—

neau local QY - est réduit, le probléme (I 1) admet une solution sl et
»
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GROTHENDIECK et al. 7

sSeulement s'il en admet une aprés tout changement de base Y' —Y, ou Y'

est un trait.
Nous prouverons d'abord le lemme suivant:

LEMME (I 2.1). Les notations et les hypothdses &tant celles de (I 1),

supposons gue X et Y soient localement noéthériens et G= Im(F-‘i(GU))

cohérent. Solent Z=2-U et y un point de Y. Supposons de plus gue:
(1) Quel que soit x€ass(GU) =ass(G) (ef. EGA IV 5.10.2) si T dé-

signe le sous-schéma réduit de X ayant pour espace sous jacent l'adhé-

rence {TJ de {x}, alors TyﬂU est dense dans Ty, et la méme condition

est vérifiée sur tout X' étale sur X.

(11) Il existe une famille de morphismes locaux Ya"Y' =Spec(9_Y y)’
F ]

les anneaux locaux A=1"(YQ,QYQ) étant séparés, tels:qu'aprés chacun

des changements de base Y —Y, le probléme (I 1) ait une solution, et

que l'intersection des noyaux des homomorphismes canoniques

u_:0, —A soit rédult & O.
o Y,y o——  —/—/——=

(1i1) Les anneaux de X aux points de Zy:xy—Uy sont & fibres for-

melles géométriquement normales.

Alors G est plat sur Y en tout point x de )(y et Uy contient ass(Gy).
Réciproquement, si G est plat sur Y en tout point x de Xy et Uy con-
tient ass(Gy), et si de plus f est localement de type fini, alors les

conditions (1) et (ii) précédentes sont satisfaites.

En particulier si les conditions (i), (ii) et (iii) précédentes sont
satisfaites pour tout point y de £(Z), le probléme (I 1) admet une so-
lution.

Réciproquement si le probléme (I 1) admet une solution et si f est

localement de type fini, les conditions (i) et (11) précédentes sont

satisfaites en tout point de Y.

Preuve. Soit Moz 1'idéal maximal de Aa; comme Aoz est séparé

-1
(1.e. N M*=0), l'intersection des I. =u_ (M), pour tous les in-
nEN o ¥,n o
dices @ et n,est donc égale & 1l'intersection des noyaux des ua, done

est réduite & O par l'hypothése (1ii). Puisque Ia n contient 7’& QY v’
: ] E

' = -

on en conclut que Ya,n Spec(QY,y/Iot,n) est artinien pour tous les in

dices @ et n. Soit Ha la solution du probleéme (I 1) aprés le changement
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8 GROTHENDIECK et al.

— t = -—t -
de base Y—Y. D'aprés (I 1), H, Im(Fa iof*(GdUa) ol Fot FXYYQ,
GQUa:GnyUQ” UQ=UX

, _ . , 5 _
nique. Puisque Yoz,n Spec(Aa/ MI;), Ya,n est un épimorphisme, on en con

. e = t il -
YYa et ia : Ua on X XYch est l'injection cano

clut d'aprés le lemme (I 1.3) et (ii) que le probléme (I 1) admet une
solution aprés chacun des changements de base Yc'x n—’Y. Soit (J}\) la fa-
1
mille des intersections finies des Iot n Posons S(":Spt—:-c(gY y/J),
Ll

Ll

A
alors puisque chaque Ia n contient une puissance de 77Iy=7/l o 5

s Y=Y,y A
contient une pulssance de 77(y, donc Y'}'\ est artinien. Supposons que J)\
soit intersection des Iq n (1<i<r), alors le morphisme canonique
i’7i
( H ¥! >"' Y" est un épimorphisme; donc d'aprés le lemme
- o, ,n, A
l1=sisr i*7

(I 1.3) et (i1) le probléme (I 1) admet une solution aprés le change-
ment de base Y'):. ~Y puisqu'il en admet une apreés le changement de base

u y! — Y. Comme l'intersection des I est réduite 4 0 et
1sisy 4T o

que QY - est complet, on en conclut que les J)\ forment un systéme fon-
b4

damental de voisinages de O dans §Y v (Bourbaki, Alg. comm. chap. III,
s

§2, prop. 8, ol on peut dans la démonstration remplacer la suite dé-
croissante par un ensemble filtrant quelconque). Donc pour tout entier
e, 7}§=77§6Y v contient un des J)\ B
L4
A (<]
lution aprés le changement de base Y' = Spec (0 WF = Spec(0. W)Y,
p ang L=5p (_Y’y/ y) P (_Y’y/ y)

done le probléme (I 1) admet une so-

Nous avons donc réduit le probléme au cas ol l'ensemble d'indice est
N et o Yu=Spec(OY,y/771;) . Quitte & localiser X en un point x de Xy
et Y au point y=f(x), nous sommes ramenés, dans le cas ol f est local,
x étant le point fermé et y=f(x), & prouver que G est plat sur Y au
point x et que Uy contient Ass{G). Puisque G est plat sur Y en tout
point de U, nous pouvons supposer que x €Z=X-U. Donc nous sommes ra-
menés au cas ol les fibres formelles de B=0.

KX
normales. Par descente fiddlement plate (EGA IV 3.3.I) et (II.2) nous

sont géométriquement

pouvons remplacer X par le spectre du henselisé 8 de B. Nous ne détrui-
rons pas les hypothéses (i) et (11) et B est & fibres formelles geome-
trigquement normales (EGA IV 18.7.2). Mais de plus le morphisme

X' = Spec(B) —X=Spec(B) est cette fois-ci 3 fibres géométriquement in-
tégres (EGA IV 18,9.I), done si les T5 sont les cycles premiers asso-
clés & G sur X, ceux associés & G' =GXXX' sur X sont les T! images ré-

8
ciprogues des T dans X' d'aprés (EGA IV 3.3,.I) appliqué ici avec X=X',
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GROTHENDIECK et al. 9

Y=X, =0, et @=G). Donec 1'hypothése (i), & savoir TBﬂUy#(Z) pour tout
B, est vérifigée en remplagant (X,G,U,Y) par (X',G',U',¥), 00 U'=U xxX' .
On peut donc supposer que X est le spectre d'un anneau local complet B.
Désignons toujours par H la solution du probléme (I 1) aprés le change-

ment de base Y _—Y. Il est clair que H est un quotient de G =GX_Y .
3 o [+4 Yo

En passant & la limite, on trouve un quotient ¢: G—H quil est plat sur
Y (EGA III 10.2.T a)). Soit %,

of - _

(Gx /W(ny ) (Hx /Wng ) = (Hd)x pour tout @, donc on en conclut que
1 1 1 1 1

¢ 1nduit un isomorphisme entre les complétés de G et H pour la

*1 X1 X

topologie WS;Qx,x -adique. Donc cpxl : le Hxl est injectif, donc bijec~-

tif puisqu'il est surjectif. Comme TBﬂUy#Qﬁ pour tout B, on en conclut

€Uy, on a un isomorphisme

que pour tout x' GAss(GU) = Ass(G) 11 existe une spécialisation xi de x
tel que L Gx' "Hx, soit un isomorphisme, donc Py :Gx, "‘Hx, est un

1 1 1
isomorphisme puisque H et G sont cohérents. On en conclut que

N=Ker(G——(P—»H) est nul en tout point x' €Ass(G), donc N=0 (cf. EGA
v 8.1.7(1)), i.e., G=H, donc G est plat sur Y au point x. En particu-
lier Gy=Hy= (Hd)y pour tout * € N; on en conclut donc que Uy contient
Ass(Gy) =Ass((H°)y) puisque H  est la solution du probléme (I 1) apres
le changement de base Ya"Y (ef. I 1.1). Cela termine la démonstration
de la premiére partie du lemme. Supposons réciproquement que G soit
plat sur Y en tout point x de Xy’ que Uy contienne Ass((}y) et que £
soit localement de type fini. Pour tout entier e21, posons

v - Spec(Q_Y,y/WC) » XL=XX Y, 61 =G& Y, GéU' =G, ® UL, UL =UX
et ie : Ué"Xé 1'injection canonique. Puisque G est plat sur Y en tout

Tle
point de Xy, on en conclut que G'e est plat sur Yé. En outre (U:a)y con-
tlent Ass( (Gé)y) puisque Uy contient Ass(Gy) par hypothése et que
(Gé)y=Gy. Donc le probléme (I 1) admet Gé comme solution aprés le
changement de base Yé"’Y dtaprds (I 1.1). Cela prouve donc que la con-
dition (11) est satisfalte en prenant pour famille (Y') la famille
(Yé) e €N . Il nous reste donc & prouver que la condition (1) est sa-

tisfaite. Cela découle de la remarque sulvante:

REMARQUE (I 2.2). Les notations étant celles de (I 2.1) supposons de

plus que f: XY soit localement de type fini. On suppose de plus que

331



10 GROTHENDIECK et al.

pour tout morphisme Y'Y, ol Y' est un trait dont le point fermé Y¥'

se projette sur y, il existe un ouvert V de X contenant U et Xy, tel

gu'en posant V' =VXYY', U’ =UXYY', F' /' = (F/V) ®YY' R G'U' =GU®YU' ,
le probléme (V',U',F',G'U,,Y) ait une solution. Alors la condition (i)

de (I 2.1) est satisfaite.
En effet il est facile de voir que la condition (i) de (I 2.1) est
&quivalente & la suivante: pour toute générisation y'(#y) de y, tout
&lément x E)(y-Uy et toute générisation x' EAss(GU) Xy, de x, 1l existe
une spécialisation x" de x qui appartient & Uy et qui est une générisa-
tion de x, et cette condition est satisfaite sur tout X' &tale sur X.
Prenons un trait Y, et un morphisme h:Y

1 1
h(yi) =x', ¥, et y'1 étant le point fermé et le point générique de Y

—X tel que h(y1 =X et

1

respectivement (ef. EGA II 7.1.7). Solent g=foh: Yl"Y, Xlz)()(YY1 et

soient fl H Xl"Yl, gl : X1 X les projections canoniques; il y a une Y

section hl : Yl"X1 telle que h=g1 °h1 (EGA 1.3.3.14). Puisque

g(yl) =y, il existe un ouvert V de X contenant U et X qui vérifie les

1

conditions de l'hypothése avec Y'=Y,. On peut supposer que V=X. Po-

1
- L
sons Xl_hl(yl)’ x —hl(yl) et soit G1

4 la solution du probléme (I 1)
=Y. Puisque x' EAss((GU)y'), alors il

aprés le changement de base Y1
existe une générisation z' de x' appartenant a Ass((GlU )yl) (ef. EGA
1

IV 4.2.7 (ii)). Soit T le sous-schéma réduit de X, ayant pour espace

1

sous-jacent 1'adhérence {z'} de {z'}. Puisque G, est plat sur Y, et que

1 1
f1 est localement de type fini, on en conclut que toute générisation

maximale xg de z' dans ’I‘y appartient & Ass((G ) (EGA IV 12.1.1.5),
1
" 1
done x} € (Ul)yl puisgue (Ul)yl contient Ass((G y,
puisque (U,)  contient Ass((G) ), donc x"=g, 6 (x") est une spécialisa-
1y, ¥, 11

tion de x' qui appartient & Uy et qui est une générisation de x. Puis-

)y
w71

1U1)y1), done x" € (U,)

que les hypothéses de (I 2.2) sont satisfaites sur tout X' &tale sur X,

on en conclut donc que la condition (i) de (I 2.1) est satisfaite.

Uy contient Ass(Gy) les conditions de la remarque (I 2.2) sont satis-
faites. En effet soit ¥Y' =Y un morphisme de schémas, ol Y' est un trait.

Posons X'=XXYY', F'=F®YY', G'U,=GU®YY‘, U'=UXYY', it U X!
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1'injection canonique et G' =G=GYY. Soient G" = Im(F' "i'*(G'U,)), ll
et € le point fermé et le point générique de Y. Puisque Uy contient
Ass(Gy), alors U' contient Ass(G.h) (EGA IV 3.3) donc TT:G.'n-'i'*(G'U,).ﬂ
U')'n’ done G!n-'G‘ﬁ est
injective donc bijective puisque G" est un quotient de G'. De méme u

g

contient Ass(GE) puisque U contient Ass(G"). Donc G" est une solution

est injective. Or T se factorise en G,h-'G!ﬁ"i*(G'

du probléme (I 1) aprés le changement de base Y' ~Y (ef. I 1.1), d'ol

la conclusion.

REMARQUE (I 2.3). Moyennant les notations et les hypothéses prélimi-

naires de (I 2.1) supposons de plus gue le complété QY v de 1'anneau
£

local QY y solt réduit, et que pour tout changement de base Y' —*YO=
»

Spec(@Y y) fini, ol Y est un trait, le probléme (I 1) admet la solution.

Alors la condition (11) de (I 2.1) est satisfaite d'apréds (EGA IV
10.5.10).

Démonstration de (I 2). Pour prouver que le probléme (I 1) admet une
solution, il suffit de prouver qu'il en admet une aprés tout changement

de base: Spec(B. ) =Y avee yE£(2) .
—Y:y

On se raméne donc au cas ol les anneaux locaux de X sont excellents.
L'assertion découle donc de (I 2.1), (I 2.2) et (I 2.3), et du fait que
si le probléme (I 1) admet une solution aprés tout changement de base
Y'Y ol Y' est un schéma local artinien, la condition (ii) de (I 2.1)
est satisfaite pour tout point y de Y: il suffit de prendre
Y=Spec(9Y’y/77§), x€EN.

COROLLAIRE (I 2.4). Les notations et les hypothéses &tant celles de

(I 2) supposons de plus gue:
(1) Supp(@) =X.
(ii) Quel gue soit y€f£(2).

a) U est dense dans X .
y—— v

b) (GU)y est équidimensionnel de dimension donnée d et vérifie
(Sl) .
Alors pour que le probléme (I 1) ait une solution, il faut et il suffit

que la condition (ii) de (I 2.1) soit satisfaite en tout point y de
£(2).
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Y
soit y' le point fermé de Y. Alors la condition (ii) de (I 2.4) est sa-

Preuve. Solt y un point de f(Z), posons Y' =Spec(_QY y)’ X=XXx_Y' et
L]

tisfalte au point y' aprés le changement de base Y' =Y. De méme on a
Supp(G'y,) =X'y, et en particulier Supp((G'U,)y,) =U'y, . Donec X'y, “Xy
est équidimensionnel et de dimension d d'aprés (EGA IV 10.6.2 et

(i1 b)), en tenant compte de ce que Uy"Uy et (G'U,)y,“(GU)y. Soit

x! eAss(GU) NX' , et soit T le sous-schéma réduit de X' ayant pour es-
pace 1'adhérence {x'} de {x'} dans X'. Alors on a dim(Ty,) =d=
dim(X'y,) puisque y' EAss((G'U,)y,) et (G'U,)y' est équidimensionnel de
dimension d et vérifie (Sl) . En outre quel que soit y" tel que Ty“ #0,
toutes les composantes irréductibles de Ty" sont de dimension supé-
rieure ou égale & dim(Ty,) =d=dim(X'y,) d'aprés le théoréme de Cheval-
ley (EGA IV 13.1.3), donc sont des composantes irréductibles de X"y"
puisque dim(X'y") =d. On en conclut que Ty" NU' est dense dans Ty"
puisque U'y“ est dense dans X'y". En remplagant X' par X" étale sur X',
on voit bien que la condition (1i) de (I 2.4) sur X" est satisfaite en
y', de méme la condition dim(X"y") =d pour tout y" €Y' et U"y" est
dense dans X"y". En appliquant le raisonnement précédent on voit donc

que quel que soit x" €Ass(G" _ ), si T' désigne le sous-schéma réduit de

"
X" ayant pour espace sous-Ja[éent 1'adhérence {x"} de {x"} dans X",
U"ﬁT'y est dense dans T'y. Donc la condition (i) de (I 4.1) est satis-
faite en tout point y de f(X). Puisque les anneaux locaux de X' sont
excellents, on en conclut que U'y=Uy contient Ass(G'y) =Ass(Gy) si la
condition (1i) de (I 2.1) est satisfaite, d'od la conclusion d'aprés

(11.1).

COROLIAIRE (I 2.5). Les notations et les hypothéses étant celles de

(I 2.4), supposons de plus gue pour tout y € £f(Z) le complété de 1'an-

neau local O v soit réduit. Alors pour que le probléme (I 1) admette

2

une solution i1 faut et 1l suffit qu'il en admette une aprés tout chan-

gement de base Y' ~Y, ou ¥Y' est un trait.
En demontrant (I 2.4) nous avons en fait demontre:

COROLIAIRE (I 2.6). Les notations et les hypothéses étant celles de

(I 2.4) soit y un point de Y. Alors pour gue Gs= Im(F"i*(GU)) soit plat
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sur Y en tout point de Xy et que Uy contienne Ass(Gy), il faut et il
suffit que la condition (11) de (I 2.1) soit satisfaite au point y. Si

le complété QY v est réduit, il faut et il suffit que le probléme ad-
E ]

mette une solution aprés tout changement de base Yl"Y' =Spec(_QY y),
>

o Y, est un trait.

IT. APPLICATION AU LEMME DE HTRONAKA GENERALISE

Nous allons maintenant appliquer I 2.6 4 la démonstration du théo-

réme suivant:

THEOREME (II 1). Soient f: XY un morphisme de schémas, localement de

présentation finie, x un point de X et y=f(x). On suppose vérifites

les conditions suilvantes:

(1) QY,y est réduit.

(11) f est universellement ouvert aux points génériques des compo-

santes irréductibles de Xy qui contiennent x (EGA IV §14 et 15).

our toute generlisatlon maximale y e y dans = oute gene-
(111) Pour toute générisati imale y' de y dans Y et toute géné

risation maximale x' de x dang X appartenant _a_ Xy,, on a dimx, (){y =

t
dimx(Xy) =d.

(iv) Xy est réduit aux points génériques de ses composantes irréduc-

tibles qui contiennent x, et (X ) , . est géométriguement normal sur
o - Yy réd — £ —_—

K(y) en x.

Alors il exlste un voisinage ouvert U de x dans X et un sous-schéma U0

de U ayant méme espace sous-jacent que U, tel que UO —Y soit normal

(i.e. plat et & fibres géométriquement normales) et localement de pré-

sentation finie. Si de plus Y est réduit au volsinage de y (c'est le

cas si Y est localement noéthérien), on peut choisir U de telle sorte

que UO soit ’egal _é; Ur’ed’ done tel que Ur’ed—.Yr’ed soit normal et locale-

ment de présentation finie.

Preuve. Supposons d'abord que Y soit un schéma noéthérien excellent

(EGA IV 7.8), par exemple le spectre d'une Z-algdbre de type fini. Les
hypothéses et la conclusion &tant de nature locale sur X et ¥, on peut
supposer que Y est réduit et que (Xy)ré d est géométriquement normal sur
K(y). En outre en remplagant X par xré g’ OB ne détruit sucune des hypo-
théses faites, on peut donc supposer X réduit. De plus d'aprés le théo-
réme de Chevalley (EGA IV 13.1.3) et l'hypothése (i1ii), pour toute

335



14 GROTHENDIECK et al.

générisation x' de x, on a dimx'(x ,))=:d. Or l'ensemble Z des points
1 1

f(x

X, de X tels que dimx,(X ,))=:d est constructible (EGA IV 9.9.1),
1 1

f(x
done Z est un voisinage de x (EGA IIT 9.2.5). Donc quitte & se res-
treindre & un voisinage suffisamment petit de x, on peut supposer que
toutes les composantes irréductibles des fibres de f sont de dimension
d. Soit U l'ensemble des points x de X ol f est normal (c'est-a-dire
1'ensemble des points x de X ol f est plat sur Y et tel que Xf(x) soit
géométriquement normal sur K(f(x)) au point x.), U est ouvert (EGA IV
11.3.1 et 12.1.6) et contient les générisations maximales de x dans Xy
(ef. EGA IV 15.2.3 (i1) et (IV)). On est donc ramené a prouver que

x €U; quitte & se restreindre & 1'ouvert complémentaire des adhérences
dans X des composantes irréductibles de Xy qui ne rencontrent pas U
(cet ouvert contient x puisque U contient les générisations maximales
de x dans Xy)’ on peut supposer que UﬂXy est dense dans Xy. Donec si Z
est le sous-schéma réduit de X ayant pour espace sous-jacent X -U, on
en conclut que dim(Zy)<<d. Or d'aprés le théoréme de Chevalley cité

précédemment, 1'ensemble Fd(Z) des points x' tels que dimx,(Z yzd

'
est fermé dans Z, donc aussi dans X. Donc guitte & se restreiﬁéﬁe)é
1'ouvert X-Fd(Z), qui contient x puisque dim(Zy)‘<d, on peut supposer
que quel que soit x'€X, on a dimx,(Zf(x,)) <d, ce qui implique que
Uf\Xy, est dense dans Xy quel que soit y' €Y, pulsque les composantes
irréductibles des fibres de f sont de dimension d..A fortiori U est
dense dans X, puisque X est réduit. Donc avec comme données du probléme
(T 1) F=9X’ GU=9_U (alors G=Im(F"'i*(GU)) =gx d'aprés ce qu'on vient
de voir), les hypothéses (i) et (ii) de (I 2.4) sont satisfaites. Or
pour prouver que x €U il suffit de prouver que Xy est réduit i.e. Uy

contient Ass(_(_)X ) et que X est plat sur Y en tout point de Xy. Comme 1le

¥y

complété gy v est réduit, puisque Y est excellent et réduit (EGA IV
Ll

7.8.% (vii)); il suffit de prouver que tout morphisme local Yl'*Y' =
Spec(gY y), ol Y, est un trait, le probléme (I 1) admet une solution
. Ed

aprds le changement de base Yl-—'Y1 d'aprés (I 2.8). Or U1=UXYY1 est

dense dans Xlé)(x pour les m@mes raisons que précédemment, et X

v 1
est normal en tout point de U1 (EGA IV 11.3.13), donc (Xl)réd est 1'ad-

hérence schématique de U, dans X;. On se raméne donc au cas ol X; est
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réduit, donc aussi plat sur Yl' Soient vy et yi le point générique et

le point fermé de Y, respectivement. D'abord on a Ass(g(X ) ) =
1y1
contient Ass(g(X ) )
1 1y1
puisque U contient Ass(_Q_X ) (ef. EGA IV 5.10.2). Enfin (Xl)y' est ré-
1 1

duit en ses points maximaux et ((Xi)y')réd est normal et équidimension-

1

Ass(0, ) dtaprés (EGA IV 3.3.1), donc (U,)
—X1 'y

nel, donc les anneaux locaux de Xl aux points de <X1)y" qui sont caté-
1

naires, sont également équidimensionnels comme il est facile de voir.
Alors le lemme de Hironaka (EGA IV 5.12.8) s'applique donc (Xl) , est
1

’) puisque (Ul)y'
y 1

1
est dense dans (Xl)y,. Cela termine la démonstration dans le cas ol Y

1

normal, ce qui entraine que (U,) , contient Ass(Q
Uy =(x,)

est excellent.

Cas général. Les hypothéses et la conclusion é&tant de nature locale sur
X et ¥, on peut supposer X et Y affines (Y=Spec(A)). Alors il existe
une sous Z-algébre de type fini AO de A et un morphisme de type fini

i = =4 . . - i ! -
XO Yb-Spec(Ao) tel que X XOQ%‘ A (EGA IV 8.9.1). Soit X' le sous

0
schéma réduit de XO ayant pour espace sous-jacent 1'adhérence g(X) de
g(X), ol g :X'*XO est la projection canonique. Alors XéQ%X A a méme es-
6]

pace sous-jacent que X et est un sous-schéma fermé de X. Donc quitte a

remplacer X par Xéﬁ%\Ao on peut supposer que XO:=X6' En particulier

pour toute générisation maximale xé de x telle gue xé::g(x‘). On en

, . . . N
conclut done que dlmx(Xy) dime((XO)yo) avec y, fo(x) d'aprés (EGA
IV 4.2.7) et (iii). Comme dans la premiére partie, quitte & se res-

treindre & un voisinage ouvert suffisamment petit de xo, on peut suppo-
ser que les composantes irréductibles des fibres de fO sont de dimen-
sion d. En outre X est plat sur Y aux points génériques des composantes
irréductibles de Xy qui contiennent x d'apreés (iii), (iv) et ((EGA IV
15.2.3), qui est vrai en remplagant l'hypothése Y est noéthérien par
1l'hypothése £ : XY est localement de présentation finie (ef. [2] Cor.

3.5)). Alors en remplagant A_ par une sous-Z-algébre de type fini plus

0

grande de A, on peut supposer que Xo est plat sur YO aux points géné-
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riques des composantes irréductibles de (Xo)y qui contiennent x, (ce
0

sont aussi les projections dans XO des points génériques des composan-

tes irréductibles de Xy qui contiennent x) d'aprés (EGA IV 11.2.6.1).
Donc la condition (ii) et (II 1) est vraie pour %, (EGA IV 2.4.6).

Solent N le nilradical de AO et 7N le faisceau sur Y associé & NA. Alors

N est de type fini, et puisqu'il est nul au point y, il est nul dans un
voisinage V de y dans Y {cf. EGA OI 5.2.2). Donc quitte &4 se res-
treindre 4 un voisinage ouvert de y, on peut supposer que le morphisme

Y-'Yo se factorise & travers (Yo)r’e =Y ; et en remplagant Yo par

d 0]
(Yo)réd et XO par XOxyO(YO)réd’ on peut supposer que YO est réduit.

Donc la condition (i) de (II 1) est vraie pour xo. Tl est clair que la
condition (iv) de (II 1) est également vraie pour Xq On en conclut
donc, d'aprés la premiére partie de la démonstration, qu'il existe un
t 1 -
voisinage ouvert UO de X, dans XO tel que (Uo)r’ed YO soit normal (et
é = t =
de type finl nécessairement). Prenant Uo (UO)rédXYOY et U=U, XYYO’

on en conclut que U_ est un sous-schéma de U ayant m@me espace sous-

0

Jacent que U, et que U, Y est normal et localement de présentation fi-

0
nie. Nous avons donc prouvé l'existence de U et Uo. S1i de plus Y est
réduit au voisinage de x d'aprés (EGA IV 11.3.13), donc en prenant U
suffisamment petit, on peut suppcser U
UO = UO X YYréd -'Yréd
la termine la démonstration de (II 1).

0= Ur'ed' En particulier

est normal et localement de présentation finie. Ce-

COROLLATRE (II 2). Les notations et les hypothdses étant celles de

(II 1), supposons de plus que 9-X x soit réduit. Alors f est normal au
£

point x, donc aussi dans un voisinage de x (cf. EGA IV 11.3.1 et
12.1.6).

COROLIAIRE (IT 3). Soit £:X~Y un morphisme localement de présentation

finie. On suppose de plus gue les conditions (i), (11), (1ii1) et (iv)
de (IT 1) sont satisfaltes pour tout point x de X. Alors xréd -Y est

normal et localement de présentation finie.

Preuve. D'aprés la condition (ii) de (II 1), Yo=f(x) est un voisinage

de chacun de ses points, donc est ouvert. Donc puisque YO est réduit,
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on en conclut d'aprés (II 1) que xrédf*Yb est normal et localement de
présentation finie; a fortlori Xréd‘*Y est normal et localement de pré-

sentation finie.
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