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PLATITUDE D'UNE ADHERENCE SCHEMATIQUE 

ET LEMME DE HIRONAKA GENERALISE 

Alexander Grothendieck et Hamet Seydl 

The main aim of this article is to prove the following: 
Theorem (Generalized Hironaka's lemma). Let X ~ Y be a morphism of 
schemes, locally of finite presentation, x a point of X and y = f(x). 

Assume that the following conditions are satisfied: 
(i) ~,y is reduced. 

(ii) f is universally open at the generic points of the compo- 

nents of X which contain x. 
Y 

(iii) For every maximal generisation y' of y in Y and every maxi- 

mal generisation x' of x in X which belongs to X v, we have 

dimx, (Xy,) = dimx(Xy) = d. 

(iv) X is reduced at the generic points of the components of X 
Y Y 

which contain x and (Xv)re d is geometrically normal over 

K(y) in x. 
Then there exist an open neighbourhood U of x in X and a subscheme 

U 0 of U which have the same underlying space as U such that 

fo : UO ~ Y is normal (i.e. fo is a flat morphism whose geometric fi- 

bers are normal). 

INTRODUCTION 

Le but de cet article est de dSmontrer un th$orSme du type du lemme 

de Hironaka (EGA IV 5.12.8). Dans le cas no~thSrien il peut s'~noncer 

grosso modo comme suit: Soient f :X~Y u_~n morphisme de type fini de 

s �9 �9 �9 

schemas noetheriens reduits, x u_n_npoint de X et y =f(x). Supposons que: 

(i) toutes les fibres de f s0nt ~quidimensionelles de la dimen- 

sion donn~e d au voisina~e d_~ex. 
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2 GROTHENDIECK et al. 

(ii) f est universellement ouvert aux points g~n~riques des com- 

posantes irr~ductibles d_~eXy qua contiennent x (EC~ IV w 14 

et 15). 

(iii) Xy est r~duit aux ppints g~n~riques d_~eses composantes 

irr~ductibles qui contiennent x et (Xy)r~ d est g~om~trique- 

ment normal sur K(y) en x. 

Alors f est normal en x (i.e. plat et A fibre ~om~tri~uement nor- 

males en x). 

�9 verifiees en Si le morphisme f est proJectif, et les hypotheses " " tout 

point x EX, le th~or~me precedent est d~ ~ Mumford. Nous allons esquis- 

ser la demonstration de Mumford dans ce cas. Nous allons en d~duire que 

f est normal. Supposons pour simplifier que Y est normal et int~gre de 

point g~n~rique ~. Posons K =k(~) et supposons que X soit un sous- 

" X~ n plat sur schema ferm~ de P$.Puisque est un sous-sch@ma ferm@ de PK 

Spec(K) il d~finit un unique il d~finit un unique morphisme 

g : Spec(K) ~ H = Hilb ,donc une application rationelle g: Y~H. 
n 

Pz/z 
Montrons que g est un morphisme. Solent y un point Y,K =K(y) et YI ~Y 

o~ Y1 est un trait dont le point ferm~ Yl se projette sur yet le point 

g~n~rique ~1 se proJette sur ~. Soit U 1 l'ouvert des points de 

X 1 = X X yY I o~ X 1 es~ plat sur Y1; alors d'apr~s la condition (ii) et 

(EGA IV 15.2.3) l'adh~rence sch~matique Xl de U 1 dans X 1 a m~me espace 

sous-Jacent que X 1. Puisque X1 est plat sur Y1 il d~finit un unique 

morphisme gl :Y1 ~H. I1 est clair que gl prolonge l'application ration- 

nelle Y1 .Y g .H. D'autre part ((Xl)Yl)r~ d est g~om~triquement normal 

sur K I =K(Yl) d'apr~s la condition iii), done le lemme de Hironaka 

s'applique et l'on eonclut que (X1)y Iest g~om~triquement normal sur K 1. 

D'autre part on a un unique morphisme Spec(K) ~H tel que Z X RE = 

)r~d �9 n Donc Spec(Kl) ~H (Xy o~ Zest le sous-schema ferm~ universel de PH" 

se faetorise ~ travers (Spec(K) ~H) puisque (X1)y Iest g~om~triquement 

normal sur K 1. Done l'image du point ferm~ de Y1 clans H par gl ne d~- 

pend pas de Yi. Et puisque Y est normal, ~,y est intersection d'an- 

neaux de valuation de K, on en d~duit ais~ment que g est d~finie en y, 

done g est un morphisme. D'autre part puisque (Xl)y Iest g~om~trique- 

324 



GROTHENDIECK et al. 3 

ment normal sur K I, on en conclut que g prend ses valeurs dans l'en- 

semble des points o~ Zest "normal" sur H. En outre (Xl)y I ~tant l'im- 

age r~eiproque de Zgl(y ), on voit que Z =Z X HY a m~me espace sous- 

Jacent que X, done X =Z' puisque X et Z' sent r~duits, donc X est "nor- 

mal" sur Y. Cela termine la demonstration. 
s s  �9 

Darts le cas general la demonstration s'appuie sur un erit~re valua- 

tif de platitude d'une adherence sch~matique donn~e plus bas (thief&me 

12), qui nous permet de ramener la d%monstratlon du r&sultat principal 

au cas o6Y est un trait, c'est-~-dire A la situation du lemme de Hiro- 

naka classique. 

Nous tenons ici A remercier Michel Raynaud pour diverses am&liora- 

tions de la version primitive de ce travail, notamment dans l'~llmina- 

tion d'une hypoth~se restrictive dans le th~or~me 1.2. 

I. PIATITUDE D'UNE ADHERENCE SCHEMATIQUE 

I1: Soient f :X~Y un morphisme d_~e schemas, U un ouvert retrocompact 

d_~e X (i.e. l'inJectlon canonlque i :U~X est quasl-compaete), F tun 

faisceau quasi-cob&rent sur X et G U un quotient quasi-coherent de F/U 

plat sur Y. 

Pro bl~me: Trouver un quotient quasi-coherent G d_~e F qul prolonge GU, 

qui soit plat sur Y, et tel que u : G~i.(Gu) soit universellement s~pa- 

rant relatlvement ~ Y (cf. EGA IV 11.9.14). 

Si le probl~me admet une solution G, elle est n&cessairement unique 

et donn~e par G =Im(F-i.(Gu)) puisque l'application canonlque 

F-I.(Gu) se factorise alors en F %0 .G u .i.(GU) o~ %0 est surJeetif 

et u est inJectif. I1 est clair que le falsceau G d%flni par cette for- 

mule est un quotient de F qui prolonge G U. En outre, puisque i : U~X 

est quasi-compact, i.(Gu) est quasi-coherent (EGA 01 9.6.I); done 

G =Im(F~i.(Gu)) est quasi-coh&rent. De plus u :G~i.(G U) est s~parant 

i.e. InJectif. La question est done de savolr si le faisceau 

G=Im(F~i.(Gu))__ est plat sur Y, et sl u :G~i.(G U) est universellement 

s&parant relativement ~ Y. On conclut en particulier, de l'unlcit& de 

la solution, que pour tout cbmngement de base g : Y' -Y, en posant 

=F@^ 0.., =G @ 0 sl le probl~me X' =XXyY,U'--U• ~-~ et G'U, U ~U' ' 
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4 GROTHENDIECK et al. 

(X,U,F, Gu,Y) admet une solution, il en est de m~me du probl~me (X',U', 

F',G'u,,Y'); et la solution G' du probl~me (X',U',F',G'u.,Y') est 

l'image r~ciproque dans X' de la solution G du probl~me (X,U,F,Gu,Y). 

Ce qui implique en particulier que le probl~me est de nature locale sur 

Y. Ii est Ggalement clair qu'il est de nature locale sur X. Nous allons 

maintenant prouver que si u : G-i.(Gu) est universellement s~parant re- 

lativement ~ Y, G est n~cessairement plat sur Y. 

PROPOSITION (I 1.0). Les notations et les hypotheses ~tant celles de 

(I i), alors le probl~me (I 1) admet une solution si et seulement si 

u : G ~i.(G U) es_.!tuniversellement s~parant relativement A Y. 

Preuve: On peut supposer que X et Y sont affines: X =Spec(B) et 

Y =Spec(A). Dans ce cas U ~tant un ouvert r~trocompact de X, U est 

quasi-compact. On peut done recouvrir U par un nombre fini d'ouverts 

affines Xi(l gi gn). Soit Hle faisceau sur X associ~ au B-module 

F (Xi,Gu). Alors H est plat sur Y puisque G U est plat sur Yet 
I ~ i g n 
les X. et Y sont affines. Supposons que u :G-i.(G U) soit universelle- 

i 
ment s~parant relativement A Y. Alors le morphisme canonique G -H est 

universellement s~parant relativement A Y. En appliquant la suite 

exacte des Tor ~ la suite exacte O~G~H-H/G-O on voit que H/G est 

plat sur Y; d'o~ l'on conclut que G est plat sur Y. 

COROLIAIRE (I 1.1). Les notations et les h~poth~ses ~tant celles de 

verlfiee des conditions suivantes: (I I), supposons " " " l'une 

i) X es__~t localement noetherlen e tG =Im(F ~i.(Gu)) est conerent. 

ii) f :X ~Y est localement de presentation finie et G =Im(F~i.(Gu)) 

est de presentation finie. 

Alors le probl~me (I i) admet une solution si et seulement si quel que 

soit y 6Y, Uy contient AsS(Gy). 

Preuve. Elle r~sulte de (EGA IV 5.10.2), (EGA IV ii.9.I6 et ii.9.I7) 

et(l 1.0). 

LEMME (I 1.2)" Les notations et les h~poth~ses ~tant celles de (I I) 

soi t g :X' ~X u__n_nmorphisme fid~lement plat e t~uasi-compact. Posons 

u' =g-1(u), F' =g*(F), O'U, :g*(OU). 
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GROTHENDIECK et al. 5 

Alors pour que le probl~me (X',U',F',G'u,,Y) admette une solution 

(resp. une solution de pr@sentation finie) il faut et il suffit que l_~e 

probl@me (X,U,F,Gu,Y) admette une solution (resp. une solution de pre- 

sentation finie). 

Preuve. On remarque d'abord que U' est r@trocompact darts X'. Soit 

Y1 ~Y un morphisme de sch@mas. 

Posons X I =X• X~=X'XyY 1 etgl = g • :X~ ~X I. Alorsgl est fid@le- 

merit plat et quasi-compact. Donc en posant 

, , ,=U, • =Gu@yU I, FI=F@yYI' FI=F | UI=U•165 U1 GU 1 

G'U~:n'~ U | "' il=Ul"Xl" i I'--U l'-x~, GI=Im(FI~iI.(GIu1), 

Im(F~--i[. ' gl.(Gl) '= (OIU~), on conelut que G' = . Done pour que G 1 

.(Oiu '= ' --i' ) solt s6parant, il faut et Ii suffit que u I G 1 

Ul:G I~iI.(GIU1) le soit (cf. EGA IV II.9.10 (i) et (ii) a)). On en 

conclut done d'apr6s la proposition (I 1.0) que le probl~me (X',U',F', 

G'u,,Y ) admet une solution si et seulement si le probl6me (X,U,F,Gu,Y) 

en admet une. En outre pour que G' soit de pr@sentation finie il faut 

et il suffit que G le soit. 

LEMME (I 1.3). Les notations et les hypoth@ses 6tant celles de (I i) 

supposons Y artinien = Spec(A) e_~t qu'il existe un @pimorphisme de sch@- 

mas Y' ~Y (i.e. A ~F(Y',~y.) est injectif) tel qu'apr@s c_~e chan6ement 

de base le probl@me ait une solution. Alors le probl@me (X,U,F,Gu,Y) 

admet une solution. 

Preuve. On peut supposer X affine, X= Spec(B). D'apr~s (II) si le pro- 

bl@me admet une solution G, elle est donn@e par G = Im(F ~i,(Gu)). 

D'autre part, puisqueKer(A~F(Y',~y,))= O (Ker(A~y, y)) =0, done il 
y 6Y 

existe un nombre fini de points Yi 6Y'(I g i gm) tels que 

(Ker(A ~0~, ) = O, A @tant artinien. Donc quitte ~ remplacer 
1 ~ i g m -- 'Yi 
Y' par ~ Spec(Oy, ) , on peut supposer Y' affine = Spec(A'). 

i g i g m "Yi 
Puisque X est affine et que U est r@trocompact dans X, U est quasi- 

compact. On peut done le recouvrir par un hombre fini d'ouverts affines 

Xi(l g ign). Soit Hle faisceau sur X associ@ au B-module 
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6 GROTHENDIECKet al. 

F(XI,Gu) . Alors H est plat sur Y pulsque G U est plat sur Yet 
lglgn 
les X iet Y sont affines. Soient G=Im(F~I(Gu)), G' =G@yY', 

H'= H@yY' et soit G~ la solution du probl@me apr@s le changement de 

base Y' 4y. Alors Ii est clair que G O Im(G' 4H'), et G O H est unl- 

' est la solution du versellement s@parant relativement ~ Y', pulsque G O 

probl@me apr@s le changement de base Y' ~Y. La suite exacte des Tor 

montre que H'/G~ est plat sur Y'. Or H'/G' = (H/G) @yY', donc H/G est 

plat sur Y pulsque Y est artinien et A ~A' est inJectif (EGA IV 11.4.3). 

Alors la suite exacte 0 4G ~H4H/G 40 montre que G 4H est universelle- 

ment s@parant relatlvement A Y, donc Ii enest de m@me de G 4i,(G U), 

d'oG la conclusion d'apr@s (I 1.0). 

COROLLAIRE (I 1.3.1). Les notations et les hypoth@ses @tant celles de 

(I 1) supposons Y artinien = Spec(A) et ~u'll exlste une famllle de 

morphlsmes (Y~Y)~ E I tel qu'apr~s chacun des chan~ements de base 

y 4y l_~e 2robl~me ait une solution et ~ue l'Intersection des noyaux des 

~F homomorphismes canoniQues A (Y~,~y) soit r~dulte ~ O. Alors le pro- 

blame (X,U,F, Gu,Y) admet une solution. 

Preuve. En posant Y' = U Y~, alors Y' 4y est un &pimorphisme et le 
E I 

probl@me admet une solution apr~s le changement de base Y' ~Y, d'oG la 

conclusion d'apr@s (I 1.3). 

REMAR~E (I 1.3.2). D'apr@s un r~sultat r~cent de D. Ferrand sur la de- 

scente de la platitude par un morphlsme flni, le lemme (I 1.3) est vrai 

si l'on suppose ~ue Y est localement no~th~rien et ~ue Y' 4y est un ~pi- 

morphisme finl. 

THEOREME (I 2). Les notations et les hypotheses ~tant celles de (I I), 

supposons ~ue f : X ~Y soit localement de type finl, Y localement no~- 

th~rlen et G=Im(F ~i.(Gu) ) coherent. Alors le Probl~me (I i) admet une 

solution si et seulement s'il en admet une apr~s tout c han6ement de base 

y. 4y, od Y' est un trait (i.e. le spectre d'un anneau de valuation dis- 

cr~te) ouun schema local artinlen. 

SI de plu s pour tout y E f(Z) avec Z= X-U, l~e compl~t~y,y de l'an- 

neau local ~y,y est r~dult, l_~e probl~me (I i) admet une solution si et 
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GROTHENDIECK et al. 7 

seulement s'il en admet une apr@s tout chan~ement de base Y' ~Y, o_~Y' 

est un trait. 

Nous prouverons d'abord le lemme suivant: 

LEMME (I 2.1). Les notations et les hypotheses ~tant celles de (I 1), 

supposons ~ue X et Y solent loealement no~th~riens et G= Im(F ~i(Gu)) 

coherent. Solent Z= Z - U e_~t y un point d_~e Y. Supposons d_~e plus ~ue: 

(i) quel que solt xEass(Gu) =ass(G) (cf. EGA IV 5.10.2) si T d~- 

si6ne l e sous-sch~ma r~duit de X ayant pour espac e sous 4acent l'adh~- 

rence Ix] __de Ix], alors TynU est dense dans Ty, et la m~me condition 

est v@rifi~e sur tout X' ~tale sur X. 

(ii) I1 existe une famille de morphismes locaux Y ~Y' = Spee(O_y,y), 

les anneaux locaux A=F(Y ,Oy~) ~tant s~par@s, tels qu'apr~s chacun 

des chan~ements de base Y ~Y, l_~e probl~me (I 1) ait une solution, et 

.~u e 1 ' intersection des noyaux de s homomorphlsmes canoni~ues 

u : _Oy ~A soit r~duit R O. ,y ~ -- 

(iii) Les anneaux de X aux points de Z =X -U sont ~ fibres for- 
_ y Y y - -  

melles 6~om~tri~uement normales. 

Alors G est plat sur Yen tout point x ~de Xy ~et Uy contient ass(Gy). 

R~cipro~uement, s_~i G est plat sur Yen tout point x de X et U con- 
y-- y 

tient ass(Gy), et si de 21us fest localement de type fini, alors les 

conditions (i) e_~t (ii) pr~c~dentes sont satisfaites. 

En ~articulier si les conditions (i), (ii) e_~t (iii) pr~c~dentes sont 

satisfaites pour tout point y d_~e f(Z), l_~e probl~me (I 1) admet une so- 

lution. 

R~cipro~uement s_~i l_~e probl~me (I 1) admet une solution et si f est 

localement de type fini, les conditions (i) e t (ii) 2r~c~dentes sont 

satisfaltes en tout point de Y. 

Preuve. Soit M l'id~al maximal de A ; comme A est s~par~ 

(i.e. A ~Mn=O)' l'Intersection des I n=u~l(Mn) , ~  ~ pour tousles in- 
nEN 

dices ~ et n, est donc ~gale A l' intersection des noyaux des ua~ donc 

est r~duite R 0 par l'hypoth~se (li). Puisque I n contient ,Y, 

on en conclut que Y' = Spee(6..__x _/I n) est artlnien pour tousles in- o4n ,y 
dices ~ et n. Solt H la solution du probl@me (I 1) apr~s le changement 
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8 GROTHENDIECK et al. 

de base Y~Y. D'apr~s (I i), H =Im(F -ia~(Ga~ ) off F =FXyY , 

GGU =GuXyU(~, U =UXyY et i : U -~X =X• est l'injection cano- 

nique. Puisque Y~,n= Spec(A~/~j)'~ Y'~,n est un ~plmorphisme, on en con- 

clut d'apr~s le lemme (I 1.3) et (ii) que le probl~me (I 1) admet une 

solution apr~s chacun des changements de base Y' ~Y. Soit (~) la fa- 
~, n 

mille des intersections finies des I n. Posons Y"= Spec(Oy,y/J), 

alors puisque ehaque ! n contient une puissance de ~ =~6V,y , ~  ~-- i 
contient une puissance de ?~v" done Y[ est artinien. Supposons que i 
soit intersection des I i,ni(l ~ i ~ r), alors le morphisme canonique 

( ~ Y' >~Y~ est un ~pimorphisme; done d'apr~s le lemme 
l~i<r ~i'ni 

(I 1.3) et (ii) le probl@me (I I) admet une solution apr@s le change- 

ment de base Y~Y puisqu'il en admet une apr@s le changement de base 

< [/Y'I <i~r ~i'ni)-~Y" Comme l'intersection des I est r~duite ~ 0 e t f f ,  n 

~y est complet, on en conclut que les Jk ferment un syst@me fon- que ,Y 
^ 

damental de voisinages de 0 dans Oy, y (Bourbaki, Alg. comm. chap. III, 

w prop. 8, od on peut dans la d~monstration remplaeer la suite d~- 

croissante par un ensemble filtrant quelconque). Donc pour tout entier 

e, 7f( =Yd Oy eontient un des Jk" done le probl~me (I i) admet une so- 
Y Y ,Y 

lut lon apr@s le changement de base Y' = Spec (Oy,ye ^ / ~y) = Spe c (Oy,y/Z~ye) _~y. 

Nous avons done r~duit le probl~me au eas o~ l'ensemble d'indice est 

I~ et o~ Y =Spee(Oy /~) . Quitte ~ localiser X en un point x de X 
�9 Y Y Y 

et Y au point y= f(x), nous sommes ramen@s, dans le easod f est local, 

x @tant le point ferm@ et y= f(x), A prouver que G est plat sur Y au 

point x et que U eontient Ass(G). Puisque G est plat sur Yen tout 
Y 

point de U, nous pouvons supposer que x ~ Z=X-U. Done nous sommes ra- 

men~s au cas oGles fibres formelles de B =Ox, x sent gGom~triquement 

normales. Par descente fid~lement plate (EGA IV 3.3.I) et (II.2) nous 

pouvons remplaeer X par le spectre du henselis~ B de B. Nous ne dGtrui- 

tons pas les hypotheses (i) et (li) et ~ est ~ fibres formelles g%om%- 

t~iquement normales (EGA IV 18.7.2). Mals de plus le morphisme 

X' =Spec(B)~X= Spec(B) est cette fois-ei ~ fibres g~om~triquement in- 

t~gres (EGA IV I8.9.I), done si les T~ sent les cycles premiers asso- 

ci&s A G sur X, ceux assoei~s & G' =GXxX' sur X sent les T~ images r@- 

elproques des T dans X' d'apr~s (EGA IV 3.3.I) appllqu~ iei avec X=X', 
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GROTHENDIECKet al. 9 

Y=X, =~X et ~= G). Done l'hypoth~se (i), & savoir T~ nUy~0 pour tout 

~, est v~rifi~e en rempla~ant (X,G,U,Y) par(X',G',U',Y), od U'=UXxX'. 

On peut done supposer que X est le spectre d'un anneau local eomplet B. 

D~signons touJours par H la solution du probl~me (I I) apr@s le change- 

ment de base Y ~Y. Ii est clair que H~ est un quotient de G~=G• . 

En passant ~ la limite, on trouve un quotient ~: G~H qui est plat sur 

Y (EGA~III 10.2.I a)).~Soit x I EUy, on a un isomorphisme 

(Gxl/~Gx~ I ) ~ (Hxl/~Hxl)~ = (H)xlPOur tout ~ done on en conclut que 

~x I indult un Isomorphlsme entre les completes de Gxl et Hxl pour la 

topologie~x, x -adlque. Done ~xl:Gxl~HXl est injectif, done bijec- 

tif pulsqu'il est surJectif. Comme T~ nUy~ ~ pour tout ~, on en conclut 

(G U) ' de que pour tout x' E Ass = Ass(G) il existe une sp&cialisation x 1 

tel que ~x I : G xl ~H xl soit un isomorphisme, done ~x' : Gx' ~Hx, est un 

Isomorphisme puisque H et G sent coh~rents. On en conclut que 

N=Ker(G ~ . H) est nul en tout point x' 6Ass(G), done N= 0 (cf. EGA 

IV S.I.7(1)), i.e., G=H, done G est plat sur Y au point x. En particu- 

= = pour tout ~E~ ; on en conclut done que U contient lier Gy Hy (H)y Y 
AsS(Gy) = Ass((H~y) puisque H a est la solution du probl~me (I 1) apr~s 

le changement de base Y ~Y (cf. I 1.1). Cela termlne la d~monstratlon 

de la preml~re pattie du lemme. Supposons r@clproquement que G solt 

plat sur Yen tout point x de Xy, que Uy contlenne AsS(Gy) et que f 

soit localement de type finl. Pour tout entler e ~ 1, posons 

Y'=Spec(~y~y/~)e , X'=XXyY~,e G'=G| G'eu,=Gu~U~, U'=UXyY~e 

et i : U' ~X' l'inJection canonlque. Puisque G est plat sur Y en tout 
e e e 

point de Xy, on en conclut que G'e est plat sur Y'.e En outre (U~)y con- 

tlent Ass((G')y)e puisque Uy contient AsS(Gy) par hypoth~se et que 

(G') = G . Done le probl~me (I 1) admet G' comme solution apr~s le 
ey y e 

changement de base Y' ~Y d'apr~s (I 1.1). Cela prouve done que la con- 
e 

dition (ii) est satisfaite en prenant pour famille (Y') la famille 

(Y~) e EN . Ii nous reste done ~ prouver que la condition (i) est sa- 

tisfaite. Cela d~coule de la remarque suivante: 

REMARQUE (I 2.2). Les notations @taut celles de (I 2.1) supposons de 

plus que f : X ~Y soit localement de type fini. On suppose de plus que 
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pour tout morphisme Y' ~Y, o_~Y' est un trait dont le point ferm~ Y' 

s__ee projette sur y, il existe un ouvert V de X contenant U e_~t Xy, tel 

qu'en posant V'=V• U' =UXyY', F'/V' =(F/V)@yY' , G'U, =Gu@yU' , 

l~e probl~me (V',U',F',G'u,,Y) ait une solution. Alors la condition (i) 

de (I 2.1) est satisfaite. 

En effet il est facile de voir que la condition (i) de (I 2.1) est 

~quivalente A la suivante: pour toute gGn@risation y'(~y) de y, tout 

@l@ment x EXy-Uy et toute g@n~risation x' EAss(G U) Xy, de x, il existe 

une sp~cialisation x" de x qui appartient ~ U et qui est une g@nGrisa- 
Y 

tion de x, et cette condition est satisfaite sur tout X' ~tale sur X. 

Prenons un trait YI et un morphisme h:Y I~X tel que h(yl) = x et 

h(y~) = x', Yl et y~ Gtant le point ferm~ et le point g~n&rique de Yi 

respectivement (cf. EGAII 7.i.7). Soient g= fob: YI~Y" XI=X• et 

soient fl : XI~YI" gl : XI~X les projections canoniques; il y a une YI 

section h i : YI~XI telle que h=g I oh I (EGA 1.3.3.14). Puisque 

g(yl ) = y, il existe un ouvert V de X contenant U et X qui vGrifie les 

conditions de l'hypoth~se avec Y'= YI" On peut supposer que V=X. Po- 

sons x I = hl(Yl), x~ = hl(Yl) et soit G 1 la solution du probl~me (I I) 

apr&s le changement de base YI ~Y" Puisque x' EAss((Gu)y,) , alors il 

existe une g~n@risation z' de x' appartenant ~ Ass((Giul)Yl) (cf. EGA 

IV 4.2.7 (ii)). Soit Tle sous-sch~ma r@duit de X 1 ayant pour espace 

sous-jacent l'adh@rence [~3 de [z']. Puisque G I est plat sur Yl et que 

fl est localement de type fini, on en conclut que toute gGn&risation 

maximale x~ de z' darts Tyl appartient A Ass((GiUl)Yl) (EGA IV 12.1.1.5), 

donc x~ E(UI)y I puisque (Ul)y I contient Ass((Giul)Yl), donc x"E (Ul)y I 

puisque (Ul)y I contient Ass((G) ), doric x"= gl(x~) est une sp~cialisa- 
Yl 

tion de x' qui appartient ~ U et qui est une g~nGrisation de x. Puis- 
Y 

que les hypotheses de (I 2.2) sont satisfaites sur tout X' &tale sur X, 

on en conclut donc que la condition (i) de (I 2.1) est satisfaite. 

Fin de la d~monstration d_~e (I 2.1): Ii nous reste donc ~ prouver que si 

Uy contient Ass(Gy) les conditions de la remarque (I 2.2) sont satis- 

faites. En effet soit Y' ~Y un morphlsme de schemas, off Y' est un trait. 

Posons x,:x• F':F%Y', i' 
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l'inJeotion canonique et G'=G=GyY. Soient G"=Im(F' ~i'.(G'U,)) , 

et ~ le point ferm@ et le point g~n@rique de Y. Pulsque U contient 
Y 

AsS(Gy), alors U' contient Ass(G~) (EGA IV 3.3) dono ~: G~i'.(G'u,)~ 

est injective. Or n se factorise en G~G~i,(G'u,)~, donc G~G~ est 

inJective donc bljectlve puisque G" est un quotient de G'. De m~me u~ 

contient Ass(G~) puisque U contlent Ass(G"). Donc G" est une solution 

du probl@me (I i) apr@s le ohangement de base Y' ~Y (cf. I 1.1), d'o~ 

la conclusion. 

REMARQUE (I 2.3). Moyennant les notations et les hypoth@ses pr@limi- 
A 

naires de (I 2.1) supposons de plus que l__ee compl@t@ Oy, y de l'anneau 

YO local Oy, y soit r@duit, et zue pour tout chan~ement de base Y' 

Spec(6y, y) fini, off Y est u~n trait, l e probl@me (I I) admet la solution. 

Alors la condition (ii) de (I 2.1) est satisfaite d'apr@s (EGA IV 

i0.~. lO). 

D@monstration de (I 2). Pour prouver que le probl@me (I 1) admet une 

solution, il suffit de prouver qu'il en admet une apr@s tout changement 

de base: Spec(_Oy, y) ~Y avec y 6 f(Z) . 

On se ram@ne doric au cas off les anneaux locaux de X sont excellents. 

L'assertion d@coule donc de (I 2.1), (I 2.2) et (I 2.3), et du fait que 

si le probl@me (I i) admet une solution apr@s tout changement de base 

Y' ~Y off Y' est un sch@ma local artinien, la condition (ii) de (I 2.1) 

est satisfaite pour tout point y de Y: il surf it de prendre 

COROLLAIRE (I 2.4). Les notations et les h~poth@ses @tant celles de 

(I 2) supposons de plus que: 

(i) Supp(G)=X. 

(ii) Quel que soit yEf(Z). 

a) U est dense dans X . y-- y 

b) (Gu)y est @quidimensionnel de dimension donn@e d et v@rifie 

(Sl). 

Alors pour que l e pr0bl@me (I i) ait une solutions il faut et il suffit 

gue la condition (ii) de (I 2.1) soit satisfaite en tout point y de 

f(Z). 
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Preuve. Soit y un point de f(Z), posons Y' =Spec(Oy, y), X=X• et 

soit y' le point ferm~ de Y. Alors la condition (il) de (I 2.4) est sa- 

tlsfalte au point y' apr@s le changement de base Y' ~Y. De m~me on a 

Supp(G'y,) =X'y, et en particulier Supp((G'u,)y,)=U'y,. Donc X'y,='Xy 

est ~quidlmensionnel et de dimension d d'apr@s (EGA IV 10.6.2 et 

(iib)), en tenant compte de ce que Uy~Uy et (G'u,)y , ='(G.u y ) " Solt 

x' EAss(Gu) 0X'y, et soit Tle sous-sch~ma r@dult de X' ayant pour es- 

pace l'adh~rence [~] de Ix' ]dans X'. Alors on a dim(Ty,)=d= 

dlm(X'y,) puisque y' 6Ass((G'u,)y,) et (G'u,)y , est ~quidimenslonnel de 

dimension d et v~rifie ($1). En outre quel que soit y" tel que Ty, ~, 

toutes les composantes Irr~ductibles de Ty,, sont de dimension sup~- 

rleure ou ~gale A dim(Ty,)=d=dim(X'y,) d'apr~s le th~or~me de Cheval- 

ley (EGA IV 13.1.3), donc sont des composantes Irr~ductlbles de X" y. 

pulsque dim(X'y,,)= d. On en conclut que %, NU' est dense dans %. 

pulsque U'y. est dense dans X'y,,. En rempla~ant X' par X" ~tale sur X', 

on volt blen que la condition (li) de (I 2.4) sur X" est satisfalte en 

y', de m~me la condition dlm(X"y,,)=d pour tout y" EY' et U"y. est 

dense dans X"y,,. En appllquant le raisonnement precedent on volt donc 

que quel que solt x" 6Ass(G"u,,), sl T' d~signe le sous-sch~ma r~duit de 

X" ayant pour espace sous-jacent l'adh~rence [~] de Ix"] darts X", 

U" 0T' est dense dans T' .Donc la condition (I) de (I 4.1) est satis- 
Y Y 

falte en tout point y de f(X). Puisque les anneaux locaux de X' sont 

excellents, on en conclut que U'y=Uy contient Ass(G'y)= AsS(Gy) sl la 

condition (il) de (I 2.1) est satlsfalte, d'o~ la conclusion d'apr~s 

(I 1.1). 

COROLIAIRE (I 2.5). Les notations et les hypotheses ~tant celles de 

(I 2.4), supposons de plus c~ue pour tout y s f(Z) l_~e compl~t~ de l'an- 

neau local~y,y solt r~dult. Alors pour que l_~eprobl@me (I 1) admette 

une solution il faut et il sufflt qu'll en admette une apr~s tout chan- 

~ement de base Y' ~Y, o_~d Y' est un trait. 

Endemontrant (I 2.4) nous avons en fait demontre: 

COROLIAI]~E (I 2.6). Les notations et les hypoth@ses @tant celles de 

(I 2.4) solt y un point de Y. Alors pour que G= Im(F~I.(Gu) ) soit plat 
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sur Yen tout point de X et que U contienne AsS(Gy), il faut et il 
y ~  y 

suffit ~ue la condition (ii) de (I 2.1) soit satisfaite au point y. Si 

l_~e compl~t~y,y est r~duit, il faut et il suffit ~ue l_~e probl@me ad- 

mette une solution apr~s tout chan6ement de base YI~Y' = Spec(~y,y), 

o_~ Y 1 est un trait. 

II. APPLICATION AU LEMME DE HIRONAKA GENERALISE 

Nous allons maintenant appliquer I 2.6 Ala d~monstration du th~o- 

r@me suivant �9 

THEOREME (II 1). Solent f:X~Y un morphisme de schemas, localement de 

presentation finie, x un point de X et y= f(x). O__nn suppose v~rifi~es 

les conditions suivantes: 

(i) Oy,y est r~dult. 

(ii) f est universellement ouvert aux points g~n~riques des compo- 

santes irr~ductlbles de X ~ui contiennent x (EGA IV w e_~t 15). m y 

(ill) Pour toute 6~n@risation maxlmale y' d_~e y dans Yet toute ~@nG- 

risatlon maxlmale x' de x dans X appartenant _~ Xy,, on a dlmx, (Xy, = 

dlmx(Xy) -- d. 

(iv) X est r~duit aux points g~n~rlques de ses composantes irr@duc- 
Y 

tibles ~ul contlennent x, et (Xy)r~ d est ~om@tri~uement normal sur 

K(y) en x. 

Alors il existe un voisina~e ouvert U de x dans X et un sous-sch~ma U 0 

d_~e U a~ant m~me espace sous-~acent ~ue U, tel Que U 0 ~Y soit normal 

(i.e. plat et A fibres ~@om~tri~uement normales) et localement de pr@- 

sentation finie. Si de plus Y est r~duit au volsina~e de y (c'est le 

cas si Y est localement no~th~rlen), on peut choislr U de telle sorte 

~Y solt normal et locale- que U 0 soit ~al _~ Ur~d, donc tel (~ue Ur@ d r~d 

ment d_~e pr~sentatlon flnie. 

Preuve. Supposons d' abord que Y solt un schema no~th@rien excellent 

(EGA IV 7.8), par exemple le spectre d'une Z-alg@bre de type flni. Les 

hypotheses et la conclusion ~tant de nature locale sur X et Y, on peut 

supposer que Y est r~duit et que (Xv)r~ d est g~om~trlquement normal sur 

K(y). En outre en rempla~ant X par Xr~ d, on ne d~trult aucune des hypo- 

theses faltes, on peut donc supposer X r~duit. De plus d'apr~s le th~o- 

r~me de Chevalley (EGA IV 13.1.3) et l'hypoth@se (lii)~, pour toute 
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g~n~risation x' de x, on a dimx~(Xf(x~ )) = d. Or l'ensemble Z des points 

x I de X tels que dimx~(Xf(x~ )) = d est constructible (EGA IV 9.9.1), 

donc Zest un voislnage de x (EGA III 9.2.5). Done quitte & se res- 

treindre A un voisinage suffisamment petit de x, on peut supposer que 

toutes les composantes irrGductibles des fibres de f sont de dimension 

d. Soit U l'ensemble des points x de X o~ f est normal (c'est-A-dire 

l'ensemble des points x de X od f est plat sur Yet tel que XfCx) soit 

g~om~triquement normal sur K(f(x)) au point x.), U est ouvert (EGA IV 

11.3.1 et 12.1.6) et contient les g~n~risations maximales de x dans X 
Y 

(cf. EGA IV 15.2.3 (il) et (IV)). On est donc ramen~ ~ prouver que 

x EU; quitte ~ se restreindre A l'ouvert compl~mentaire des adherences 

darts X des composantes irrGductlbles de X qui ne rencontrent pas U 
Y 

(cet ouvert contient x puisque U contient les g~n~risatlons maximales 

de x dans X ), on peut supposer que UOX est dense dans X .Donc sl Z 
Y Y Y 

est le sous-schGma r~duit de X ayant pour espace sous-jacent X - U, on 

en conclut que dim(Zv) <d. Or d'apr~s le th~or~me de Chevalley clt& 

pr~eGdemment, l'ensemble Fd(Z) des points x' tels que dimx,(ZfCx,)) ~ d 

est fermG dans Z, donc aussi dans X. Donc quitte ~ se restreindre 

l'ouvert X - Fd(Z) , qul contient x puisque dim(Zy) < d, on peut supposer 

que quel que soit x' EX, on a dimx.(ZfCx,)) <d, ce qul implique que 

UOXy, est dense dans Xy quel que soit y' EY, puisque les composantes 

irr~ductibles des fibres de f sont de dimension d. Afortiori U est 

dense dans X, puisque X est r~duit. Donc avec comme donn~es du probl~me 

(I i) F=~X, GU=~U (alors G=Im(F~i,(Gu) ) =~X d'apr~s ce qu'on vient 

de voir), les hypotheses (i) et (ii) de (I 2.4) sont satisfaites. Or 

pour prouver que x EU il suffit de prouver que X est r@duit i.e. U 
Y Y 

contient Ass(~ X ) et que X est plat sur Yen tout point de X . Conmme le 
y Y 

compl~t~ __~u est r~duit, puisque Y est excellent et r~duit (EGA IV 

7.8.3 (vii)); ll suffit de prouver que tout morphlsme local YI~Y' = 

^ ,y) Spec(~y , o~ YI est un trait, le probl~me (I 1) admet une solution 

d'apr~s (I 2.6) Or U 1 U• est apr~s le changement de base Y1 ~Y1 " = 

dense darts X 1 ~ X • Y1 pour les m~mes raisons que pr~c~demment, et X 1 

est normal en tout point de U 1 (EGA IV 11.3.13), donc (X1)r~ d est l'ad- 

h~renee sch~matique de U 1 dans X 1. On se ram~ne donc au cas od X 1 est 
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r~duit, donc aussi plat sur YI" Soient Yl et y~ le point g@n@rique et 

le point ferm& de YI respectivement. D'abord on a Ass(~( X ) ) = 

1Yl 

AsS(~xl) d'apr~s (EGA IV 3.3.1), donc (U1) contient Ass(~(Xl ) ) 
Yl Yl 

puisque U contient Ass(0_Xl) (cf. EGA IV 5.10.2). Enfin (Xl)y ~ est r~- 

duit en ses points maximaux et ((Xl)y~)rG d est normal et Gquidimension- 

nel, donc les anneaux locaux de X 1 aux points de (XI) ,, qui sont cat~- 
Yl 

naires, sont Ggalement ~quidimensionnels eomme il est facile de volt. 

Alors le lemme de Hironaka (EGA IV 5.12.8) s'applique donc (Xl)y ~ est 

normal, ce qui entralne que (U1)y ~ contient Ass(O_(Xl)y ~) puisque (Ul)y ~ 

est dense dans (Xl)y ~. Cela termine la d@monstration dans le cas od Y 

est excellent. 

Cas ~@nGral. Les hypoth@ses et la conclusion @tant de nature locale sur 

X et Y, on peut supposer X et Y affines (Y= Spec(A)). Alors il existe 

une sous Z-alg@bre de type fini A 0 de A et un morphisme de type fini 

A (EGA IV 8.9.1). Soit X' le sous- X0 YO = Spec(A0) tel que X~X0| 

schema r@duit de X 0 ayant pour espace sous-jacent l'adh@rence g(X) de 

' A a m~me es- g(X), o~ g:X~X 0 est la projection canonique. Alors X0@A0 

pace sous-jacent que X et est un sous-schGma ferm@ de X. Donc quitte 

remplacer X par X$| 0 on peut supposer que X 0 = X$. En particulier 

pour route g~n~risation maximale x$ de x telle que x$= g(x'). On en 

conclut donc que dimx(Xy) = dimx0((X0)Y0) avec Y0 : f0 (x) d'apr~s (EGA 

IV 4.2.V) et (iii). Comme darts la premi@re partie, quitte A se res- 

treindre A un voisinage ouvert suffisamment petit de x0, on peut suppo- 

ser que les composantes irr~duetibles des fibres de f0 sont de dimen- 

sion d. En outre X est plat sur Y aux points g~n~riques des composantes 

irr~ductibles de X qui contiennent x d'apr@s (iii), (iv) et ((EGA IV 
Y 

15.2.3), qui est vral en remplasant l'hypoth~se Y est noGth~rien par 

l'hypoth~se f : X~Y est localement de presentation finie (cf. [2] Cor. 

3.5)). Alors en rempla~ant A 0 par une sous-g-alg@bre de type fini plus 

grande de A, on peut supposer que X 0 est plat sur Y0 aux points gGn~- 
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riques des composantes irT~ductlbles de (X0)y 0 qul contiennent x 0 (ce 

sont aussi les projections dans X 0 des points g~n&rlques des composan- 

tes irr~ductibles de X qui contiennent x) d'apr&s (EGA IV II.2.6.1). 
Y 

Donc la condition (il) et (II 1) est vraie pour x 0 (EGA IV2.4.6). 

Solent N le nilradlcal de A 0 et ~ le faisceau sur Y associ~ ~ NA. Alors 

est de type finl, et pulsqu'il est nul au point y, il est nul darns un 

voisinage V de y dans Y (cf. EGA 01 5.2.2). Donc qultte ~ se res- 

treindre ~un volsinage ouvert de y, on peut supposer que le morphisme 

Y~Yo se factorlse ~ travers (Y0)r~d~Y0; et en rempla~ant YO par 

(Y0)r~d et X 0 par X 0 • y0(Y0)r~d, on peut supposer que Y0 est r~dult. 

Donc la condition (i) de (II 1) est vrale pour x . I1 est clair que la 
0 

condition (iv) de (II 1) est ~galement vrale pour x 0. On en conclut 

donc, d'apr~s la premi@re partle de la d~monstratlon, qu'il existe un 

voislnage ouvert U~ de x 0 dans X 0 tel que (U!)u rw soit normal (et 

de type finl n~cessairement) . Prenant U 0 = (U~)r~d • YJ st U = U 0 X YY0" 

on en conclut que U 0 est un sous-sch~ma de U ayant m~me espace sous- 

Jacent que U, et que U 0 ~Y est normal et localement de pr@sentation fi- 

hie. Nous avons donc prouv~ l'exlstence de U et U 0. Si de plus Y est 

r~dult au voislnage de x d'apr~s (EGA IV 11.3.13), donc en prenaut U 

sufflsamment petit, on peut supposer U 0 = Ur~ d. En particuller 

U0 = U0 X YYr~d ~Yr~d est normal et localement de pr~sentatlon flnle. Ce- 

la termlne la d~monstratlon de (II 1). 

COROLLAIRE (II 2). Les notations et les hypoth&ses ~tant celles de 

(II 1), supposons de plus que OX, x solt r~duit. Alors f est normal au 

point x, donc aussl dans un voisinage de x (cf. EGA IV 11.3.1 e_~t 

12.1.6). 

COROLLAIRE (II 3). Solt f : X~Yunmorphlsme localement de pr~sentatlon 

finle. On suppose d eplus que les conditions (1), (ll), (ill) e_~t (iv) 

d__a (! I I) sont satisfaltes pour tout point x d eX. Alors Xr& d.Y est 

normal et localement d_~epr~sentation flnle. 

Preuve. D'apr~s la condition (ll) de (II 1), Y0: f(X) est un voislnage 

de chacun de ses points, donc est ouvert. Donc pulsque Y est r~duit, 
0 
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on en conclut d'apr@s (II i) que Xr@ d-Y0 est normal et localement de 

presentation finie; a fortiorl Xr@ d~Y est normal et localement de pr@- 

sentation flnie. 
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