CRITERES DE COMPACITE DANS LES ESPACES FONCTIONNELS
GENERAUX.*

By A. GROTHENDIECK.

1. Introduction. Oufre la notion usuelle de compacité (ef. N. Bour-
baki [17]), qui est apparue come ¢éfant la seule qui soit vraiment fonda-
mentale, on rencontre néanmoins an moins deux autres notions étroitement
apparentées, mais de “caractére dénombrable,” et qui se sont révélées
indispensables dans plusicurs questions qui & priori n'impliquent auncune
considération de dénombrabilité.

Nous dirons qu'une partie A4 d’'un espace topologique est relafivement
semi-compacte (resp. semi-compacte) si toute suite extraite de 4 admet une
valeur d’adhérence (resp. qui appartienne & A). A sera dite striclement
relafivement semi-compacte (rvesp. strictement semi-compacte) si de toute
suite extraite de 4 on peut extraire une suite converge (resp. qui converge
vers un élément de A4).

Dans le présent travail, nous étudions des cas étendus ol Ja semi-com-
pacité relative entraine déja la compacité relative ou la stricte semi-compacité
relative. Nous nous y plagons surtout dans des espaces du type Cg(F, I},
espace des applications continues d'un espace topologique E dans un espace
uniforme séparé F, muni de la topologie de la convergence uniforme sur un
ensemble & de parties de & recouvrant B (pour ces notions fondamentales
d’Analyse Fonctionnelle, ef. N. Bourbaki [3]). Les résultats obtenus valent
manifestement pour les sous-espaces fermés de tels espaces, ce qui permef de
les appliquer 4 des espaces vectoriels localement convexes généraux.

Dans 2, nous donnons quelques généralités sur les diverses notions de
compacité envisagées, destinées surtout & prémunir le lecteur contre certaines

* Reeeived December 27, 1950,

tQutre le théoréme 5 et la propesition 7 du présent travail, citons notamment
encore deux propesitions sappuyant de facon essentielle sur le théoréme d’Eberlein
{cf. proposition 2 ci-dessous): 1) Uenveloppe convexe fermée d'nne partie faiblement
relativement compacte d'un espace de Banach (par exemple) est faiblement compacte;
2} Le produit de deux fonctions faiblement presque-périodiques sur un semi-groupe est
faiblement presque-périodique (ef. [8]): plus généralement, si K est une algdbre normée
compléte s'identifiant & 1'espace des fonctions complexes continues sur un espace compact,
le produit de deux parties faiblement compactes A et B de ¥ (ensemble des ay avee
zed et yeB)est faiblement relativement compact.
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erreurs assez naturelles, plutdt que de repéter les développements bien connus
et triviaux sur le sujet (tels que: Pimage continue d'un espace semi-compact
est semi-compaet, etc.). Dans 3. nous étudions des cas ol la semi-compacité
relative entraine la compacité relative, le resultat le plus important est le
théoréme 2 (et le théoréme 1 qui est un corollaire) ; nous y donnons en méme
temps un critére de eompacité relative qui semble & priori encore hien plus
faible que la semi-compacité relative, Ln outre, M. .J. Ddeudonné a bien
voulu me communiquer un autre cas non trivial et trés simple ol la semi-
compacité relative entraine la compacité relative (théoréme 3), eritére qui ne
sera pas essentiel par la suite mais a son intérét propre dans Pordre d’idées
de ce travail. Dans 4, nous appliguons les résultats obtenus aux espaces locale-
ment convexes, en donnant notamment & un classique théoréme d’Eberlein pour
les espaces de Banach (généralizé par J. Dieudonné et L. Schwartz [5] aux
espaces (§F)) toute la généralité qui lui appartient. (Ce théoréme a été
d’ailleurs le point de départ du présent travail). Dans 5. nous établissons
un cas non classique ou la semi-compacité relative entraine la siricfe semi-
compacité relative (th. 4); ce résultat est d’ailleurs essentiel pour la suite
(th. 8) ; la proposition & se réduit 4 une systématisation de réflexions classigues.
Nous appliquons ensuite les resultats précédents 4 la détermination des parties
faiblement relativement compactes de espace de Banach C*(F) de toutes les
fonetions continues et bornées sur un espace topologique F; le critére obtenu
donne par exemple immédiatement le résultat suivant. Une fonetion faible-
ment presque périodigue & gauche sur un semi-groupe est aunssi faiblement
presque périodigue i droite. Enfin dans 7. nous généralisons le thépréme 6
pour obtenir dans les espaces loealement convexes un eritére de relative com-
pacité faible, approfondissant de beaucoup les résultats de 4, et qui ne semble
pas connu méme pour les espaces de Banach.

2, Généralités. T1 n'est peut-ftre pas inutile de rappeler quelles
implications on peut ou ne peuf pas affirmer entre les diverses notions de
compacité envisagées, et quelles simplifications se produisent dans quelques
cas classiques. 11 est évident que la compaeité et la semi-compacité striete
entrainent chacune la semi-compacité, de méme pour les notions “ relatives *
correspondantes. Mais on n’a dans le cas général aucune antre implication
entre ces trois couples de notiong, ear il est bien connu qu'un espace stricte-
ment semi-compact peut &fre non compact (exemple: espace des nombres
ordinaux de seconde classe, avec la topologie usuelle) et un espace compact
peut ne pas étre strictement gemi-compact {exemple : produit topologique d’une
famille non dénembrable d’intervalles compacts) —D’autre part, il est évident
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que chacune des trois notions de compacité entraine la notion * relative™
correspondante, et que la réciproque est tout 4 fait fausse. On fera attention
iei que pour qu’une partie 4 d’un espace & soit relativement compacte, il faut et
il suffit par définition que son adhérence soit compacte, mais qu’il n'est est plus
de méme pour la semi-compacité relative et la stricte semi-compacité relative,
La condition est évidemment encore suflisante, mais on peut frouver une
partie A strictement semi-compacte d’un espace séparé E, dont P’adhérence
ne 20it pas méme gemi-compacte. En d’autres termes, il existe un espace
géparé non semi-compact £ dans lequel une partie strictement semi-compacte
A soit dense. Soif en effet X' un espace séparé qui soif strictement semi-
compact et localement compact mais non compact (par exemple espace des
nombres ordinanx de seconde classe), a son “ point & linfini,” ¥ = X U (a).
Pour tout entier naturel n, soit ¥, un exemplaire homéomorphe de ¥ (X,
correspondant 4 X et a, & a) ; supposons les 17, disjoints et soit & un élément

qui n'appartienne & aucun des ¥,. Sur lensemble F = (b)U |J Y., con-

sidérons la topologie dont les puverts sont les parties qui coupent chaque ¥,
suivant un ouvert, et qui, g'ils confiennent b, contiennent aussi les X', & partir
dun rang aszez élevé. On vérifie trivialement les axiomes des ouverts (Bour-
haki (1)), et que E est séparé; K n’est pas semi-compact, car il est manifeste
que la suite (a,), n'a pas de point adhérent. D’autre part, 4 — (b) U |J X,

est partout dense et strictement semi-compaet, comme on vérifle anssitdt.
Rappelons enfin que dans un espace métrique, les trois notions de com-
pacité sont équivalentes, ainsi que les notions “ relatives ” correspondantes,
Un autre résultat intéressant, qui nous sera utile par la suite, est le théoréme
d’A, Weil [10];: une partie relativement semi-compacte d’un espace uniforme
géparé est précompacte. En particulier, dans un espace uniforme séparé et
complet, compacité (relative) ef semi-compacité (relative) sont la méme chose,
La topologie faible d’un espace de Banach on d’un espace localement
convexe quelconque est un exemple dun topologie en général ni compléte ni
métrisable, et ol leg critéres de relative compacité qu’on vient de rappeler ne
sappliquent pas tels quels. Plus généralement, il en est ainsi dans les espaces
d’applications continues d’un espace topologique dans un autre, muni de la
topologie de la convergence simple par exemple. Pourtant un théoréme 4"Eber-
lein pour les espaces de Banach, et les résultats de G. Kothe sur ses © espaces
parfaits ¥ (ef. G. Kithe [8]) montrent gque dans ces espaces, munis de la
topologie faible, on a encore identité entre parties relativement semi-compactes
et relativement compactes. D’autre part, dans les espaces de Banach encore,
un théoréme de Smulian (généralisé aux espaces (¥) dans [5]) aflirme
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I’identité pour la topologie faible entre parties strictement relativement semi-
compactes et parties relativement compactes. Ce sont ces résultats qui nous
ont guidé et que nous allons généraliser et préciser.

3. Semi-compacité et compacité. Soit I un espace topologique, F' un
espace uniforme séparé ; nous désignons par C'(F, I") Pespace des applications
continues de K dans F, par F(F, F') Pespace de toutes les applications de F
dans F, et, 51 © est un ensemble de parties de /7, par Ty la structfure uniforme
sur O(E, F) et §(E, F) de la convergence uniforme sur les éléments de &
(cf. [3]) ; munis de cette structure les espaces précédents seronts désignés par
Cg(E, F) resp. Fe(E, I'). Si I est séparé et g1 & recouvre ¥ (ce que nous
supposons par la suite) ces espaces sont séparés, et si de plus F est complet,
il en est méme de Fg(E, F), mais en général Og(K, F') n'est pas complet.
On vérifle aussitdt que si un filtre de Cauchy dans Fg(E, F) converge pour
la topologie de la convergence simple, il converge pour Tg, d’ol suit que pour
gquune partie A de Cg(F, F') ait une adhérence compléte dang cet espace,
il fant et il suflit que tout filtre de Cauchy sur A converge en chaque point
vers une application confinue de E dans F". Alors Padhérence A de A pour
Tz sera a fortiorl eompléte pour toute Tg, avee & D&, En particulier si
A a une adhérence compléte dans Vespace O,(£, ) muni de la structure T,
de la convergence simple, il en sera de méme i fortiori pour toute Ty A
fortiori, si A est relativement compacte dans (L, ), Iadhérence de 4 dans
Ce(F, Iy est compléte quel que soit I'ensemble de parties &.

Enfin, remarquons encore que le théoréme de Tychonoff donne immé-
diatement: Pour qu’une partie de O (K, F) soit relativement compacte, il
faut et il suffit que 1%) elle le soit dans le produit topologique F.(F, F),
cest-d-dire que pour tout x & E, Pensemble des f{z), ot fe A, soit relative-
menf compact dans F; et 2°) que Padhérence de A dans O (F, F) soit la
méme que dans §,(E, F), e'est-a-dire que toute application de E dans I’ qui
ezt limite simple d’applications éléments de A, soit continue.

(les remarques interviennent dans diversez questions d’Analyse TFone-
tionnelle, et seront essentielles pour la compréhension de la suite.

TufortmE 1. Soil B wun espace semni-compact, F un espuce uniforme
stparé, © un ensemble de parties de E recouvrant E., Si dans I foute partic
relativement semi-compacte est relativement compacte (en pariiculier, si F
est complel), alors il en est de méme duns Uespace Cg(E, F).

Toute partie relativement semi-compacte A de Cg(F, F) est précompacte
(cf. ci-dessng 2.); if suffit de montrer que son adhérence est compléte, ot a
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fortiori, d’aprés nos remarques précédentes, que A est relativement compact
pour la topologie de la convergence simple. Comme A est évidemment rela-
tivement semi-compact pour cette dernitre topologie (puisque & recouvre &)
on est ramené an cas de la topologie T, Mais ce cas est inclus dans le
théoréme-clef suivant:

TukoriME 2. Soil K un espace semi-compaot, I un espace complélement
régulier, A une partie de C,(E, ), By une partie dense de I

19Y  8i dans F toute partie velativement semi-compacte est relalivement
compacte, alors les condibions suivantes sur A sont loules dquivalentes:

a) A est velativement compart

by A est relativement semi-compuct ;

¢)  pour toute suite (f,) extraite de A ef {oule suile (x:) extraite de By,
il eviste une application continue f de Uadhérence K de Uensemble des @
dans K, telle que pour fouf 2e K, f{x) soit adhérent i la suite des fu(z). Kt
pour tout zeQE,, Uensemble des f(x) avee fed est relativement semi-
compact ;

d)  pour toute suite (fo) extraiie de A et foute suite (x;) extraite de B,
il exisfe un X el' qui soit point doublemen! adhérent d la suite double
(falmi)} (par quoi nous entendons que foul voisinage de X rencontre une
infinité de lignes ef une infinité de colonnes de lo suile double chacune en
une infintté de lermes). Et pour tout ze G, Uensemble des f(x) avec fe d
est relativement semi-compact,

2%y De toutes fagons (sans plus fovre sur F la restriction de la premiére
partie de Vinoncé) chacune des conditions qui précédent est suffisunie pour
assurer que toule application de B dans I qui est limite simple d’applications
éléments de A est confinue; les deuridmes pariies des conditions ¢} el d)
peuvent éfre omises.

Enfin, moyennant lo premiére partie de la condition d), méme si on ne
suppose plus que B est semi-compact, toute application de F dans F qui es!
limite simple dapplicalions élémenis de 4 est continue.

Démonstration, On a de toutes facons manifestement a)—h)—c);
montrons que si B est semi-compact, e) entraine d) ; il soffit de montrer que
la premiére partie de la condition ¢) entraine la premiére partie de la con-
dition d). Soit en effet, avee les notations de d), . e £ adhérent 4 la suite
(z:} et soit f Papplication stipulée dans ¢), relative aux suites () et (fu);
je dis que f(a,) est doublement adhérent i la suite double (f,(#)). Fn effet,
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il existait un voisinage onvert V de f(a,) tel que saul pour un nombre fini
d’indices i on ait ““ f.(z:) € GV pour n = ny(1),” on surait,, sauf pour un
nombre fini dindices: f(x:) e GV, dott f{a,) e CV ce qui est absurde; et &'l
existait un voisinage ouvert ¥V de f(#,) tel que sauf pour un nombre fini
d’indices n Pon ait “fu(x) e GV pour i = 4,(n),” on aurait saul pour un
nomhre fini d'indices f,(x,) £G V, Poi f(z,) £ 0 T, ce qui est encore absurde.—
Pour prouver la premiére partie du théoréme, tout revient donc & prouver
que d} entraine a). Mais de d) resulte manifestement que pour fouf ze K
I’ensemble des f(r), avee fe A est une partie relativement semi-compacte de
¥, donce relativement compacte en vertu de I'hypothése sur F. TEn tenant
compte dune remarque faite plus haut, tout revient donc & montrer que
toute application de & dans I qui est limite simple d’applications éléments
de A est continue. Cela est inclus dans la deuxiéme partie du théoréme,
cette deuxiéme partie revenant manifestament & prouver que si F est un
espace topologique queleconque, et F complétement régulier, alors la premidre
condition énoneée dans d) est suffisante pour assurer que toute applieation f
de I/ dans F' qui est limite simple d’applications ¢léments de A est continue
(F, désignant une partie dense dans &),

F étant complément végulier, sa topologie peut &tre considérée comme la
moins fine de celles qui rendent continues certaines fonetions numériques ¢,
sur I' ([2]. page 11, proposition 4). On voit alors qu’on peut se ramener
au cas ot 7 est la droite numérique, la continuité de f équivalant en effet i
la continuitt de chacun des fonetions numériques ¢:o f sur E (d’autre parf
¢ o est limite simple de fonections ¢, o ¢ ot g parcourt 4, et ensemble de
ges ¢; © g jouit manifestement des prepriétés envisagées pour A lui-méme).
Supposons denc que /7 soit la droite numérigue ; on sait que pour démontrer la
continuité de f, il suffit de montrer que 'on a lim f(x) = f{x,) pour tout

Ty
ae

x.e B ([1] page 38, th. 1}. Nous démontrerons cette relation par 'absurde,
en reprenant une idée d'Eherlein. Supposons done qu’il existe un z,e E ef un
« > 0 tels que pour tout voisinage V de g, il existe un ae VN E, tel que
| f(z) — f(@o)! = & On pourrait alors par récurrence construire deux suites
d’éléments de A et de F, respectivement, (fi) et (z), telles que lon ait
{on suppose les suites construites déja jusqu’aux termes de rang n—1):

a) | fal@) —fl2z) = 1/n (0=i=n-—1) (cela est possible, f étant
limite simple d’¢léments de A).

b) [ i) — file) | S 1/m (0= i=n).

¢) | flan) —fla)

= (ce que est encore possible par hypothise).
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Il existe un point z doublement adhérvent & la suite double (fi(2)), et comme
pour ¢ constant la suite (f,(x;)) tend vers f(a;) en vertu de a) et la suite
(filze)) wers fi(ro) en vertu de h), z est adhérent & chancune des suites
(f(xa)) et (fulms) ). Ox, en vertu de la premidre des inégalifés a), la denxiéme
suite tend vers f(x,) ; on a done #z == f(x,), et f(x,) serait valeur d’adhérence
de la premiére suite, contraivement aux inégalités ¢). CQFD.

CoroLrAiRE 1, L'énoneé du (héoréme 1 reste valable si on suppose ¥
localement compuct, ou métrigue, el plus généralement si foule application
de B dans F donl les vestrictions aux parfies semi-compoctes de I sont
continies, est confinue.

En effet, on se raméne évidemment & montrer que si A est velativement
semi-compact pour la topologie de la convergence simple, toute limite simple
d’applications éléments de 4 est continue, ce qui est déji une conséquence du
théoréme 1.

Remarque 1. La démonstration du théoréme 2 met en évidence que si
on suppose la topologie de F définie comme la moins fine des topologies
rendant continues certaines applications ¢ de F dans des espaces compléte-
ment réguliers Fy, alors les eritéres énoncés dans le théoréme 2 équivalent &
ceux qu'on en déduit en supposant que les hypothéses envisagées sont verifices,
non pour A Ini-méme & priori, mais pour chacun des ensembles A;CC (5, Fy)
(ol pour tout 4, on désigne par A; Vensemble des ;o f ol f parvcourt A).

Remorgue 2. Supposons que la suite double (#;) prenne ses valeurs
dans un espace métrique F, et y soit velativement compacte. Alors on vérifie
que la non-existence dun point doublement adhérent 4 la suite double
impligue Pexistence d®une “sunite double extraite ” (@yj) = (yap), telle que

lim, lim. #qg et lim. lim. yqe existent tous deux et solent distinets. En effet,
1’?‘1ppliiation dn piocﬁd?& diagonal permet de construire une suite d'indices (i4)
telle que lim. w44, existe pour tout §. Une seconde application dun procédé
diagonal ;;r;et d’obtenir une suite d’indices jg telle que li_1:r: Ti.js €Xiste pour
tout i, et que lim. {lim. @, ;) existe. LEnfin on peut suﬂpposer en extravant
encorTe an besoinB uneusuite partielle de la suite (i), que li:n. (li;n. Tigja)

existe. Mais les deux limites doubles lim. (lim. 2, 5,) et lim. (lim. 2, ;) ne
@ a g a

peuvent &tre égales, car leur valeur commune serait manifestement un point
doublement adhérent & la suite double (@y,;).
D’autre parf, une suite double telle que lisrn. (lim. @) et 1iJm. (lifm. ;)
I
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existent et solent distinets n’a manifestement pas de point doublement adhérent
(car un tel point devrait étre identique & chacune de ces limites doubles).
11 suit aussitdt le

Corovratre 2. Soit B un espace semi-compact, F' un espace mélrigue.
A un ensemble d’'opplications continues de B dans F lel que Pensemble des
flx) ol fed el wel, soit relativement eompact. Pour que A soif relative-
ment compact duns C5(E, F), il faut et il suffit qu'il weviste pas de suite (x;)
extraite de F et de suite (f;) exlraite de A, felles que lim.lim. f;(x) et

[
Lim. lim. f;(a;) ewistent tous deuw ef sotent distincls. La condition subsiste
i

sion assujettil la suile (ay) d éfre enfraite d'une partie partout dense five £,
de B, Bl cetle condition reste suffisante pour assurer que A est relativement
compaet, méme si B n'est plus supposé semi-compact,

De la démonstration du théoréme 2, on du théoréme 2 directement, on
déduit immédiatement le résultat suivant:

Propostrion 1. Seil B un espace semi-compact, B un espace compléte-
ment régulier, A une partie relativement compacte de Uespace Co.(E, F). Alors
A est encore relativement compact dans espace C,(E, ), ou I est Uespace
oblenu en munissanl F de la topologie la moins fine rendant continues les
applications élémends de A. En particulier, toute application § de I dans I
que est limite simple dapplications éléments de A, est encore continue au
sens de ln topologie de J (c’est & dire que, pour tout z, e £ et tout voisinage
V de f(x,) dans F, il existe un nombre fini d’éléments f;e A et des ouverts
Q; dans F, tels que fi(x,) € Q pour tout i, et que fi(2) e pour tout i
entraine f{x) e V.

Signalons pour &re complet un autre cas intéressant et non classique ol
la semi-compacité relative entraine la compacité relative, qui m’a été signalé
par M. J. Diendonné:

TuEorEME 3. Soil B un espace complétement régulier dont la fopalogie
X soit plus fine qu'une cerlnine topologic métrisable ¥, Alors dans E les
parties (relativement) compactes, (relativement) semi-compactes ot (relative-
ment) striclement semi-compactes sont identiques, ef leur topologie métrisable,

* En fait, cet énoncé est loin détre profond, du moins si ¥ est eompaet. On peut
en effet monirer alors par voie directe le résultat bien moing restrietif: 8i £ est compact,
' un espace topologique séparé quelcongue, 4 un ensemble gquelcongue d’applications
continues de E dans F, alors {onte application continue de E dans F qui est limite
gimple d’applications éléments de A, est déja continue quand on munit # de la topologie
la moing fine rendant continues les applications éléments de A.
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I suffit de montrer que toute partie rvelativement semi-compacte A est
relativement compacte. Car alors, son adhérence 4 étant compacte et la
topologie induite par T, sur 4 étant séparée et moins fine que celle induite
par T, elle doit Iui &tre identique, dott suit que A est métrisable et striciement
semi-compact. Tout revient done & montrer que tout ultra-filfre ¢ sur A
converge vers quelque z, e B, Mais 4 étant aussi relativement semi-compaet
pour T, qui est métrisable, A est relativement compact pour T, done ¢
converge pour &, vers un @y e, Tout revient & montrer que la conver-
gence a lien aussi an sens de I, done (ef. [2] p. 11, proposition 9) gue pounr
tonte fonetion numérique continue f sur ¥, f(o) converge vers f{x,) suivant
le filtre ¢. Soit Iy la topologie la moins fine sur £ rendant continues f et
Tapplication identique de & sur & muni de T,, cette topologie est métrisable,
plus fine que T, et moins fine que T. A est done aussi relativement semi-
compact pour Ty, done relativement eompaet pour cette topologie, ¢ tend done
vers une limite y & F au sens de Ty, et on a foreément g = x, puisque T, est
plus fine que T, I1 suit bien que f{z) tend vers f(z,) suivant le filfre ¢,
CQFD.

CororLLAIRE., Soif I un espace topologique, F un espace méirique, © un
ensemble de parlies de B recowvrant E.  Supposons qu'il exisie une suite
d’ensembles éléments de © dont lo réunion soil partout dense dans FE (en
particulier, il suffil qu'il exisle dans F une suite parioul dense). Alors dans
Ce(E, I") les parties (relativement) compactes, (velativement) semi-com pacles
et (relativement) strictement semi-compactes sont identiques,

Remarquons que le théoréme 3 aurait pu se démontrer aussi rapidement
sans 'aide des ulfra-filtres, en montrant directement gue sur 'adhérence des
parties relativement semi-compactes, les topologies T et T, cont identigues.
Mais la méthode employée montre plus généralement que si on considére un
ensemble de topelogies T; sur If ou les parties (relativement) semi-compactes
solent (relativement) compactes, et si cette famille de topologies admet un
plus petit élément T, séparé, alors la borne supériere T = Sup. L; satisfait
4 la méme hypothése que les Ty !

4, Appplications aux espaces vectoriels localement convexes, Les
théorémes 1 et 2 s'appliquent aux sous-espaces fermés d’espaces Cg(F, F).
De maniére générale, Papplication du théortme 1 peut se présenter ainasi:
On donne un ensemble B d’applications d'un ensemble & dans un espaee
uniforme séparé # dont les parties relativement semi-compactes soient relative-
ment compactes, examiner s'il en est de méme dans B muni d'une topologic
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Te. On pourra Vaffirmer dés qu'on aura trouvé sur E, pour toute partie
relativement semi-compacte 4 de B, une topologie rendant continues les
applieations éléments de A, et assez pen fine pour que toute application de
& dans F dont les restrictions aux parties semi-compactes de 7 sont continues,
et qui soit par ailleurs limite an sens de Tg d'applications élémentz de A,
goit élément de B. Remarque analogue pour Papplication dn théoréme 2,
quand Tg est la topologie de la convergenee simple, mais alors on a intérét
& prendre sur E une topologie anssi fine que possible donnant encore suffisam-
ment de parties semi-compactes pour que toute application de K dang I dont
les vegirictions 4 ces parties sont continues (et de plus limite simple d%élé-
ments de 4) soit continue. Ces deux considérations se refldtent exactement
dans les deux propositions qui vont suivre.

Si B est un espace vectoriel localement convexe séparé, il peut éire con-
sidéré comme Vespace des formes linfaires continues sur son dual faible £,
muni d'une topelogie Tg (théoréme de Mackey, cf. [9] et [5]) & étant un
ensemble de parties convexes et faiblement compactes recouvrant £, D'autre
part on peut montrer ([V]) que si E ezt complet, tout forme linéaire sur 2*
dont les restrictions aux éléments de & sont continues, est faiblement continue,
est & dire élément de E. Comme par aillenrs toute limite simple d’applica-
tions linéaires est linéaire, on obtient en premier lien la généralisation du
theoréme d’Iiberlein annoncée an début:

ProrostTION 2. Si E est un espace localement convexe séparé complet
ow seulement eomplel pour la topelogie «(E, E') de Mackey associée, (cf. [5]
et [97) ses parties relativement semi-eompactes ef relativemen? compactes
sonl idendiques (et ceei d'ailleurs manifestement pour toute topologie locale-
ment eonvexe sur E donnant le méme dual}.

Iin second Dieu, on a le résulfat

Prorosirion 3. a) Sowus les conditions de la proposifion précédente, pour
quune partie A de E soit faiblement velativement compacte, il faul ef il sufil
qu'elle soit bornée, el qu'il n'existe pas de suite (x;) extratte de A et de suale
(27y) extraile d'une partie feiblement compacte convexe de B, telles que
lim. lijm. o2ty et li:n. lim. ¢xg, 2y existent el soient distincis,

i i

by Plus géndralement, soit (Ka) wne famille de partivs convezes de E',
relativement faiblement compacles (et non forcément ferméesy, felle gue lo
famille des adhérences faibles K, engeadve algébriquement B, ef que 1 soil
complet powr la topologic de o convergence uniforme sur les Ko Mors le

12
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eritére précédent de relative faible compacité de A subsiste, si on assujettit la
suite (x';) d étre extraite de quelque K.

Remargue 3. On voit facilement que les propositions précédentes valent
encore si on suppose non pas ff complet, mais seulement ses parties bornées et
fermées complétes (il suffit de passer au complété de E pour la topologie
donnée ou la topologie r( &, £)). De fagon plus générale encore, les pro-
positions 2 et 3 valent pour une partie particulitre A de E, dés qu'on sait que
Penveloppe convexe fermée de 4 est compléte (ne fit-ce que pour r(&, £
lorsquil #'agit de proposition 2 ou proposition 3a)).—Comme toute partie
faiblement compacte de # est forcément compléfe pour les topologies en-
visagées, il ne semble pas raisonnable d’espérer généraliser encore ces derniers
résultats (mais nous approfondirons encore considérablement la proposition 2
par le théoréme 7 plus bas).

Il est d’ailleurs facile de construire un espace vectoriel non complet,
hyperplan fortement fermé d'un dual faible d’un espace de Banach par exemple,
dans lequel il v ait des parties semi-compactes non relativement compactes.
Soit en effet 2 un espace localement compact et semi-compact, mais non
compact {par exemple Pespace dez nombres ordinaux de seconde classe), soit
0 Pespace compact obtenu par adjonetion du “point i Vinfini ” @. Soit A
Pespace des fonctions complexes continues sur €2, muni de la norme de la
convergence uniforme, 7’ son dual (espace des mesures de Radon sur ),
8i on identifie tout point de 2 avec la mass 4 1 placée en ce point, la
topologie de @ sidentifie a la topologie induite par la topologie faible de £’
Il est manifeste que @ n’appartient pas aun sous-espace fortement fermd
engendré par Q (sa distance 4 ce dernier est égale a4 1), il existe done un
hyperplan fortement fermé 7 de B contenant Q et non @. Dans cet espace
{(muni de la topologie faible), £ est semi-compact et non faiblement relative-
ment compact.

La proposition 3 donne un critére pour qu'une suite de F converge
faiblement; il faut et il sullit en effet qu’elle soit faiblement relativement
compacte, ot quelle converge sur une partie totale £, de & (car sur unc
partie faiblement compacte de K, la topologie o(F, E') coincide forcément
avec la topologie séparte moing fine o(F, E',)). Nous ne donnons pas 'éinoncé
explicite, qui de toutes facons pourra beaucoup s’améliorer plus bas, Mais
donnons une application immédiate de la proposition 3b), due & ce que le
bidual B’ d’un espace K (ef. [53]) est engendré par les adhérvences faibles
des parties bornées de F:

Provosition 4. Seit B un espace localement convexe, B son dual fort
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(cf. [5]) supposé complet, B le dual de ¥’ fort. Powr qu’une partie A de B’

soit relativement compacte pour o (E', B”) 1l faut et il suffit gu'elle soit forte-

ment bornée, el qu'il w'eriste pas de suite bornée (x;) extraile de K et de suife

(x'y) extraite de A, telles que lim. lim. (g, 2> et lim, lim. @y, 2'p) ewistent
] I i i

et soient distincts.

Lei encore, il suffit de supposer seulement que les parties fermées et bornées
de B fort sont complétes. Kt on a eneore un eritére correspondant pour
qu'une suite dans £ converge pour o (L, £7): il faut et il suffit qu'elle soit
relativement compacte pour cette topologie, et qu’elle converge sur une partie
totale de E.—Nofer que si on suppose A faiblement relativement compact,
il est inutile de supposer B” fort complet (car I'adhérence forte de A sera
déja compléte).

5. Critéres de semi-compacité stricte. Soit de nouvean E un espace
topologique, F un espace uniforme séparé, & un ensemble de parties de B
recouvrant . Pour qu'un filtre sur une partie relativement compacte A de
Ce(E, I") converge, il faut et il suffit qu'il converge en chaque point d'une
partie partout dense E, de F (puizque la topologie de la convergence simpla
sur B, est encore séparée sur '(FE, F), et moins fine que la topologie Tg).
Si on suppoge seulement A relativement semi-compaet, la coneclugion subsiste
4 condition de ge borner aux filtres définis par des suites (f,}. Iin ellef, cette
guite ne peut avoir dans Cg(#, F'} qu'une seule valeur d’adhérence, (définie
par ses valeurs sur #,), et d’autre part on vérifie immédiatement que dans
une partie relafivement semi-compacte d’un espace topologique séparé (7, les
suites convergentes sont préeisément celles qui ont un seul point adhérent.

-

ProrositioN 5. Soif K un espace topologique, I wn espace uniforme
séparé, S un ensemble de parties de I recouvrant K. Suppesons qu'il existe
wne suile () de parties de K, dont lo riunion soit partout dense, et felle
que dans chacun des espaces Cg, (E:, I') (& désignant la trace de & sur E)),
la (semi-Yeompacité relative d'une pariie de Uespace enbraine se stricte semi-
compacité relative.  Alors il en est de méme dans Cg(l, I'}.

Soit en effet (f,) une suite relativement (semi-)compacte dans Cg(E, I7).
Pour tout 4, la suite des restrictions des fu & F; forme alors une zuite relative-
ment (semi-)compacte dans Cg (F, F'), ce qui permet par hypothése d’extraire
de (f.) une suite dont les restrictions & F; convergent dans Cg (F;, I). Par
le procéde diagonal, on peut alors extraive de (f.) une suite telle que pour
tout i, la suite des restrictions & F; converge dans Cg, (Fy, ). Cette suite
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converge en particulier en chacun des points de [ &y, qui est dense dans X,
4

d’oit resulte qu'elle converge dans Cg(£, F) en verfu de nos remarqgues
préliminaires.

Une partie du corolllaire du théoréme 3 est contenu dans la proposition
précedente (savoir que dans Og(L, ), la semi-compacité relative entraine la
striete semi-compacité relative, sous les hypothdses spéeifiées dans ce corollaire).
La partie la plus profonde du corollaire en question échappe pourtant 3 la
proposition 5, en revanche nous avons le

CoroLratre. Si K contient une swite partout dense, et si dans I¥ toude
partie relativement (semi-)eompacte est strictement semi-compacte, alors il
en est de méme dans Cg(f, F).

Mais on notera que quelque gimple que soit Pespace F' (par exemple le
segment compact (0, 1)), pour avoir des résultats dang le genre du précédent,
il faut faire quelque hypothése sur le couple (X, ©). Ainsi, si F est un espace
digeret non dénombrable, et F' = (0, 1) on zait bien que le produit topologique
Cs(E, I} est compact, mais non strictement semi-compact.—I1 est tout anssi
évident que la moindre des choses qu'il faille suppoger sur F pour avoir un
résultat, c’est que dans ' lni-méme toute partie relativement compacte soit
stricterment relativement semi-compacte.

Le théoréme suivant tire son intérét du fait qu’il ne fait intervenir
aucune condition de dénombrabilité sur Uespace £ lui-méme:

TuioriME 4. Soil B un espace compact, F un espace uniforme séparé,
S un ensemble de parties de E recouvrant B, A une purlie de Cg(l, F)
relativement semi-compacte. Supposons de plus que powr toule fe A, le sous-
espace f{F) de I ait wne fopologie métrisable (il suffit done que F' ail une
topologie mélrisabie). Alors A est strictement relafivement semi-compacte.

Soit (f,) une suite extraite de A, tout revient a4 monfrer gqu'on peunt en
extraire une suite qui eonverge en chaque point. On est done ramené au cas
de la topologie T, de la convergence simple, et nous supposerons maintenant
gque I est un espace topologique séparé quelconque.—Soit B 'adhérence dans
Co(l, Iy de Pensemble des f,, considérons sur # la topologie T’ la moins
fine rendant eontinues les applications éléments de B, manifestement la suite
(fa) est encore relativement semi-compacte dauvs Vespace O (F, F), od F
désigne I muni de X', Pour quune suite extraite de (f.) converge en
chaque point, il suflit donc qu'elle converge en chaque point dune partie
dense de £, et Papplication du procédé diagonal nous raméne i montrer qu'il
existe dans /7 nne suite partout dense. Mais ¢(2) == {f(x} };en étant Papplica-
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tion canonique de £ dans le produit topologique & =11 7F(¥), il revient
feli

manifestement auv méme de montrer que I'image K — ¢(#) admet une sunite

partout dense. Mals K étant compact (comme image confinue du compact )

sa topologie est aussi la moing fine de celles qui rendent continues les applica-

tions fu (topologie qui est en effet moins fine, et d’antre part séparée comms:

on vérifie aussitét). K s’identifie done 4 un sous-espace du produit topologique
I1fa(E), qui est méfrisable, par conséquent A7 est un compact métrisable,
n

et 4 fortiori séparable.

Remarque 4. Le théoréme 4 vant encore s1 on suppose seulement que
E est semi-compact. Tout revient en effet & montrer que K est compact,
mais A est déja semi-compact comme image continue de E, d’autre part la
topologique de K est complément réguliére et plus fine que la topologie
métrisable définie par les fy; la compacité de K resulte alors du théoreme 3.—
Om aurait aussi pu g'épargner ce raisonnement et abréger en méme temps la
démonstration précédente en faisant usage de la proposition 1, qui dit que
la suite (f,) est encore relativement semi-compacte dans Vespace C(JF, F),
lorsque B désigne B muni de la topologic la moins fine rendant continues les
fui tout revient alors i trouver une suite dense dans £, ce qui est immédiat.

En conjuguant le théoréme 4 et la proposition 5, on obtient des cas
éfendus on la semi-compacité relative entraine la semi-compacité relative
stricte. Le théoréme de Smulian pour la topologie faible des espaces de
Banach et plus généralement des espaces () (ef. [5]) en est un cas
particulier, puisque un espace (i) s’identifie 4 lespace des formes linfaires
continues sur zon dual faible &', et que £ est réunion d'une suite de parties
faiblement compactes. On notera dailleurs la parenté entre la démonstration
directe du théoréme de Smulian, et celle du théoréme 4. Donnons ponr &fre
complet Iénoneéd le plus général du théoréme de Smulian (énoned qui peut
d’aillenrs se démontrer directement comme dans le cas classique) :

Prorosition 6. Soit B un espace localement conveze, (x,) une suite
faiblement relativement semi-compacte dans E. K wune partie faiblemen! com-
pacte du dual B, Alors on peut exlraire de (x,) une suile qui converge en
chague point de K (el par conséquent, en chaque point du sous-espace vecloriel
faiblement fermé de E' engendré por Ky —8i dans E il ewiste une suile de
voistnages de Uorigine dont infersection soil réduife @ {0}, alors on peut
extraire de (x,) une suite faiblement convergente.

(il suffit de noter que la derniére hypothése assure existence dans F°



182 A, GROTHENDIECK.

dune suite de parties faiblement compactes dont la réunion soit partout
dense) —Rappelons que déji dans le dual faible d>un espace de Banach peut
exister une suite relativement faiblement compacte (¢’est 4 dire bornée), dont
aucune suite extraite ne converge faiblment (cf. [5]), de sorte qu'une telle
sitnation ne peut pas étre considérée comme tératologique.

8. Critéres de compacité faible dans les espaces C*(E), Si F est un
espace topologique, nous désignons par C'(F) l'espace des fonetions complexes
continues sur F, par 0*(F) Pespace des fonctions complexes continues et
bornées sur B, muni de la norme uniforme qui en fait un espace de Banach.
8i F est compact ou semi-compact, les engembles C(E) et C°(E) coineident,
et nous désignerons espace de Banach C%(J) par C(E) pour abréger.

Tukorime 5. Soit B un espace compact, pour quune partie A de O(F)
soit faiblement relativement compacte, il faul ef il suffit qu'elle soit bornée,
el rvelativement compacte dans C(E) pour la fopologie de lo convergence
sitmple.

La nécessité de la condition est manifeste. Pour montrer gqu'elle est
suffizante, il suffit de montrer d’aprés le théoréme d’Eberlein (cf. plus haut)
que de toute suite (f.) extraite de A on peut extraire une suite faiblement
convergente, Mais comme une suite (g,) extraite de (f,) est uniformément
bornée par hypothése, et que par conséquent (les formes linéaires continues
sur (/(F) nétant autres que les mesures de Radon sur F) sa convergence
faible équivaut i sa convergence en chaque point (théoréme de Lebésgue),
il suffit donc d'extraire de la suite (f.), relativement compacte pour la
topologie de la convergence simple, une suite (g,) qui converge en chaque
point. Mais cela est possible en vertu du théoréme 4.

Il faut bien noter que ce théoréme n’est plus exaet lorsquon substitue a
la topologie de la convergence simple une topologie strictement moins fine,
comme par exemple la fopologie de la convergence en fout point sauf un
seul @y, comme on s'en convaine sans difficults.  Le théoréme qui corvespond
au précédent et au suivant dans les espaces lecalement convexes généraux sera
examing en deétail plus bas.

Lo Théoréme 5 permet Papplication des eritéres de compacit’ ¢tabliz aun
théoréme 2, et notamment le critére d), qui ne fait intervenir que les valeurs
des fonctions sur une partie dense de £ On a méme le

T touine 6. Sotl B un espace fopologigue quelconque.  Pour qu'une
partie 4 de O 1) soit velativement faiblement compacte, i fout et il suffit qu’-
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elle soit bornée, et qu'il n'existe pas de suite (@) emtraite de E de suile (f5)
extraite de A telles que lim. lim. f;(x;) et lim, lim. fi(2) ewxistent et soient
i i

distincts. Ce critére subsiste si on assujeftit la sutte (@) d élre extraite dune
partie dense B, de E.

On sait que Uespace C®(F) s’identifie 4 Pespace des fonctions complexes
continues sur la * compactification de Cech” % de F (qui s'identifie aussi
Pespace des “ caractéres” de Valgébre normée complete C*(F)—mais en fait
la théorie est trés élémentaire, of. par exemple N. Bourbaki [2], page 14,
exercices 6 et 7). Il existe une application canonique continue £ — 2 de B
sur une partie partout dense E de I (application qui est biunivoque si et
senlement si F est complétement régulier, maiz peun importe), telle que 'on
ait f(z) = F(F) quels que soient ze B et fe C*(E) (on f est la fonction
sur £ définie par f). Dailleurs, 'image £, de 77, dans £ sera done aussi
dense. Il suffit alors d’appliquer le théoréme 5 a lespace (&), puis le
corollaire 2 du théoréme 2 & ce méme espace et la partie dense E, de F£.—
Notons que 'application de ce dernier théoréme et du critére du eorollaire 2
du théoréme 2, montre aussitét que le théoréme 5 rveste valable si J est
seulement semi-compact.

Donnons une application immédiate du théoréme 6. Si ¢ est un semi-
groupe, muni éventuellement dune topologie gqui rende continues ses
translations 4 ganche et & droite, nous dirons avec F. Bberlein ([6]) qu'une
fonetion complexe bornée et continue sur ¢ est faiblement presque-périodigue
d gauche (resp. & droite), si 'ensemble de ses translatées gauches (respee-
tivement droites) est une partie relativement faiblement compacte de Iespace
de Banach C*{{). On a alors immédiatement la

Prorosirion V. Pour qu'une f e C°(G) soit fatblement presgue-périodique

a gauche (ow d droite) i fout ef it suffit qu'il n'existe pas de suites (x;) el

(3;) extrailes de (7, telles que lim. lim. f(zg;) ef lim, lim, f(zay;) existent ef
¢ 4 i

sotent distinels. En particulier, les fonctions faiblement presque périodigues

d gauche el ¢ droite sont les mémes. Il sera done 4 propos de les appeller
fonctions faiblement presque-périodiques tout court).

7. Renforcement des critéres de faible compacité relative dans les
espaces vectoriels localement convexes.

TutoriMe 7. Soit F un espace vectoriel localement convere séparé
P pare,
(Ka) une famille de parties du dual K de B, d enveloppes convexes cerclées
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relativement faiblement compactes, et telles que la famille des enveloppes con-
vewes cerclées fermées Ko des Ko engendre algébriquement tout E'. Soif A4
une partie bornée de I, et supposons E complet et pour la topologie T de lu
convergence uniforme sur les K, ow dw moins Uenveloppe conveze fermée de
A compléte pour cefte fapologie.

a)  Siles K, sont foiblement fermds (Jest a dirve faiblement compacls)
alors pour que A soit faiblement relativement compact dans F, i faut ef il
suffit que pour tout o, Pensemble des fonctions continues sur K, définies par
les éléments de A soit relativement compact dans C(Ky) pour lo topologie
de ln convergence simple.

b)  Sien ne suppose plus forcément les Kg fermés, une condition néces-
spire et suffisante pour que 4 soif velativement faiblement compact, est qu'il
wexiste pas de suite (@) extraite de A et de suite (2')) exlraile de quelque Ko,
telles que lim. lijm. (x> el 1ijm. lim. ¢z, @'s> ewistent ef soient distincts.

i

En vertu du théoréme 2 corollaire 2 (qui ¢’applique iei puisque A est
borné), la condition énoncée dans b) équivaut & la condition énoncée dans a},
appliquée aux adhérences faibles des K, de sorte gqu’on peut se hormer 4
démontrer a). Nous jdentifions comme d’habitude £ i Vespaces des formes
linéaires econtinues sur son dual faible, et notons comme dans 4. que tout
revient & montrer que pour toute forme linéaire X sur E’ qui est faiblement
adhérente & .1, les restrictions anx Kg sont faiblement continues. ({Dans la
suite, il est inutile de conserver l'indice «). D’apris le théoréme de Mackey
([9]), le dual de & muni de T est encore . 11 existe dautre part une
application linéaire canonique = — u(x) de B dans Vegpace de Banach O (/)
des fonetion complexes eontinues sur &, application qui est continue par la
définition méme de &, et dont la transposée u” est done une application faible-
ment continue du dual " de ¢ = C'(K) dans £, L’image de la boule unité
B de € par u’ est done une partie convexe cerclée faiblement compacte de E
(puisque B est faiblement compacte), contenant évidemment /', done aussi K.
En fait, il nous sera commode de savoir quelle est méme identigue & K, cela
resulte immédiatement du fait econnu que B est Penveloppe convexe cerclie
faiblement fermée dans € de Pensemble des © masses 4 1 placées aux divers
points de K (comme il resnlte aussitdt de Pemploi des ensembles polaires, of.
[5]). Nous allons montrer que la restriction de X & K est de la forme
X uw' wy = f, p>, p désignant Pélément générique de B, et ol f est un
glément convenable de DPespace == C'(K) (c’est en fait la fonection sur
K:f(x") = <X, "), il ensuivra aussitét que la restriction de X 4 K est
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continue, puisquen la compesant avec lapplication continue » du eompact
B sur _TZ', on obtient une application continue (cf. [17] page 53, th. 1, et page
62 th. 1, cor. 2). Soit done ¢ la trace sur A du filire des voinages faibles
de X, on a pour tout &' =" p(pe B):

SN ' py = lim, Jo, v, pd = lim, {u. 2, p>
W i

or Pimage de ¢ par u est un filtre de Cauchy pour la convergence simple, et
w(A) est faiblement relativement compact dans C(K), comme il resulte de
Phypothése et au théoréme 5; il suit que w .« tend faiblemen! snivant ¢ vers
une limite fe ('(K), d’ol suit bien <X, u'. u> = {f, p>.

Comorraire 1. Seoil £ un espuce de Bunach, K Vensemble des poinis
exlrémanz de la boule unité de son dual. Pour que ACH soil faiblement
relativement compact, o faud et il suffit qu'il w'exisle pas de suile {(a)
extraite de A el de suile (&) extraite de K, telle que li;n, lim. ¢z, 2> et
li:{n lim. <ap, 2’5y existent et sotent distinets. ’

1

CororLatre 2. Seil B un espace localement convexe, (By) une famille
de parties bornées de B telle gue toule partie bornée de B soil conlenue dans
Venveloppe conveve cerclée fermée de guelquwe B Supposons le dual forl
(cf. |5]) B de E complel, ou du moins ses pariies bornées el fermies com-
plétes. Pour gue A CE' soil relalivement compact pour la lopelogie o (B, K')
(B désignant le dual de E' fort) il fout ef il suffit qu'elle soif foriement
bornée, el qu'il nw'exisle pas de suite (x;) extraile de quelques By ef de suite
(2';) extraite de A, telles que lim. lijn. (g ' el liﬁn. lim. ¢wy, &' emistent

13 4

el sotent disfinets,

Remarque 5. En fait, sous les conditions du théoréme 7, on peut mémes
alfirmer que Penveloppe convexe fermde de A est faiblement compacte. En
effet, la démonstration d’un théoréme connu de Krein pour les espaces de
Banach se transpose aux espace vectoriels localement convexes pour donner
Pénoneé snivant: Seit F un espace localement convexe séparé, 4 une partie
faiblement velativement compacte; pour que son enveloppe convexe fermée
soit faiblement compacte, il faut et il suffit qu'elle soit compléte (ne fiit-ce
d’ailleurs que pour la topologie =(F, E') associée).—Nous ne donnerons pas
la démonstration de cette proposition, gqui s’appuie essentiellement sur le
théoréme d’Eberlein généralisé (proposition 2) et le resultat de [¥] rappelé
plus haut qui wous a déji servi pour la proposition 2 et le théoréme 7.

Notons encore que le théoréme 6 donne comme corollaire immédiat un
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critére de convergence faible d’une suite dans un espace 0% (E), et le théoréme
7 un critére-de convergence faible d’un suite dans un espace de Banach
gueleongue, Ces eritéres, pour le cas particulier de suites tendant faiblement
vers 0, se trouvent déja dans Danach ([4], page 222). Il ne semble pas
possible d’ailleurs d’en déduire les théorémes 6 et 7.
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