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GÉNÉRALITES SUR LES GROUPES ALGÉBRIQUES AFFINES.
GROUPES ALGÉBRIQUES AFFINES COMMUTATIFS.

Séminaire Co CHEVALLEY

E.N.S., 1956/57 Expose n° 4

(Expose de A. GROTHENDIECK, le 26.11.1956)

Le but des prochains exposés est l’exposition des résultats de Borel,

Annals Math. 64 n° 1, 1956, page 20-82.

Terminologies et notations.- Pour simplifier, dans toute la suite de ce sémi-

naire, nous supposerons qu’on s’est donné une fois pour toutes un corps de

base K algébriquement clos (bien qu’un grand nombre de résultats soient vrais

sans cette hypothèse) ; un ensemble algébrique sera alors un (K-K)-ensemble

algébrique (exposé 1), une variété est un ensemble algébrique irréductible. Un

groupe algébrique n’est pas nécessairement connexe, et n’admet pas nécessaire-

ment de représentation linéaire rationnelle fidèle. o On appelle groupe algébrique
linéaire resp. groupe algébrique de matrices un sous-groupe fermé d’un groupe

G t (V) (V espace vectoriel de dimension finie) resp. 0 de G,~ (n , K) . p

désignera l’exposant caractéristique de K, égal à la caractéristique si celle-

ci est ~ 0 , à 1 dans le cas contraire. 0

1.- Généralités sur les représentations linéaires. Groupes algébriques affines.

Soit G un groupe, u une représentation linéaire de G dans un vectoriel

G opère aussi dans le dual V’ de V par la représentation contragré-
diente de u 9 le transformé d’un x E. V resp. par sera noté s.x

resp. s.x’ Un coefficient de u est une fonction sur G de la forme

l’espace des coefficients de u est l’espace vectoriel Au engendré par ses

coefficientso G opère sur les fonctions numériques définies sur G par les

représentations régulières gauches et droites, définies par

et on a les formules

ce qui prouve en particulier que l’espace des coefficients Au est invariant
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par translations gauches et droites. 0 Il s’ensuit, si V est de dimension finie

(donc A de dimension finie), que l’espace vectoriel engendré par les trans-u

latés à gauche et à droite d’an coefficient de u est de dimension finie; ré-

ciproquement, soit f une fonction sur G dont les translatés à droite en-

gendrent un espace de dimension finie V, alors f est le coefficient d’une

représentation linéaire de dimension finie de G dont l’espace des coefficients

est l’espace vectoriel engendré par les translatés gauches et droites de f : il

suffit de prendre la représentation u induite sur V par la représentation

adjointe droite de G, on a alors (s) == R = ( ~ désigne la

forme g ---pg(e) sur V) a Soit tou j ours V l’espace d’une représentation li-

néaire u de dimension finie de G, soit (x’i) un ensemble fini de généra-
teurs de l’espace vectoriel V’ ; comme pour V’ fixé, x ~ X 9 x, , est

une représentation de G-modules de V dans A où G opère par les R

(formule 
. 

(1)), on obtient une représentation de 
u 

G-module V- 
s

x qui est évidemment injective, et une représentation de

G-modules 
1. 

I -¿ A : (x.) ’----7 est évidemment susjective.

Donc on a le : 
). 1

LEMME la- Soit V l’espace d’une représentation linéaire u de dimension finie

de G, Au l’espace de ses coefficients, considéré comme G-module par les

translations à droite R de G 0 Alors V est isomorphe à un sous-G-module

d’un et A isomorphe à un G-module quotient de Vn. o En particulier
les composantes simples de V et A 

u 
(dans une SUit8 de composition des

G-modules envisagés) sont les mêmes, et V est semi-simple si et seulement si

A l’ est.
u

Supposons que G soit un groupe algébrique, soit l’algèbre des
fonctions régulières sur G. Pour qu’une représentation linéaire u de G

dans un vectoriel V de dimension finie soit rationnelle, il faut et il suffit

que ses coefficients soient des fonctions régulières, i.e. que 
u

D’ailleurs :

LEMME 2.- Soit f une fonction régulière sur G, alors l’espace vectoriel

engendré par ses translatées droites est de dimension finie (donc f est le

coefficient d’une représentation linéaire rationnelle de G) 0

On a en effet R f(t) = f(st) , c’est là une fonction régulière sur GxG
s

donc de la forme&#x3E; - g. (s) hj(t) , (exposé 1) donc est combinaison li-

néaire des h. , d’où la conclusion. Conjuguant les lemmes 1 et 2 , on trouve :
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COROLLAIRE.- Pour que toute représentation linéaire rationnelle de G soit

semi-simple, il faut et il suffit que A(G) soit semi-simple pour la repré-

sentation régulière droite de G ; 9 les représentations simples de G sont iso-

morphes aux représentations induites sur des sous-espaces de A(G) .

La condition envisagée sur G est vérifiée par exemple si la caractéris-

tique est nulle et G semi-simpleo Dans le cas de caractéristique quelconque,
un exemple important sera étudié dans le n° 3 . 

’

PROPOSITION 1.- Pour qu’un groupe algébrique soit isomorphe à un groupe liné-

aire, il faut et il suffit que ce soit un ensemble algébrique affine.

C’est évidemment nécessaire, puisque K) est un ensemble algébri-

que affine, et qu’il en est donc de même de toute partie fermée de GL ( n , K) . .

Supposons inversement G affine, alors A(G) est une algèbre à engendrement

fini, et compte tenu de lemme 2 il existe donc un sous-espace vectoriel V de

dimension finie de A(G) , engendrant l’algèbre A(G) , et invariante sous les

R . Soit u la représentation rationnelle de G dans V définie par les R ,
je dis que c’est là un isomorphisme de G dans Gl(V) , 1,e, que toute fonc-

tion régulière sur G provient d’une fonction régulière sur Or il en

est ainsi des puisque ce sont des coefficients de u, donc de toute

f~A(G) puisque V engendre l’algèbre A(G) o Nous dirons dorénavant groupe

algébrique affine au lieu de groupe algébrique isomorphe à un groupe linéaire.

2.- Sous-groupes fermés d’ un groupe algébrique affine.

THÉORÈME 1.- (Chevalley). Soient G un groupe algébrique affine, H un sous-

groupe fermé. Alors il existe un nombre fini d’éléments F. 1 de A(G) tels

que H soit l’ensemble des s ~G admettant les F. 1 comme semi-invariants

dans la représentation linéaire régulière gauche de G dans A(G) . 0 On peut

supposer que les F. 1 sont des semi-invariants de même poids sous H . Si G

est irréductible, il existe un nombre fini de fonctions rationnelles G. 1 sur G

telles que H soit l’ensemble des s ~G tels que L s G. 1 = G. 1 pour tout i.

Rappelons qu’on dit qu’un élément F d’un espace vectoriel où opère un

groupe est semi-invariant sous un A G si sF est de la forme (s)F,
où ~(s) est évidemment bien déterminé si F 1 0 ; l’ensemble des s e G

admettant F comme semi-invariant est évidemment un sous-groupe, et )B(s) est

un caractère multiplicatif sur ce sous-groupe, appelé poids du semi-invarianto

Démontrons le théorème. Soit 03B1 l’idéal dans A(G) des fonctions nulles sur H;
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cet id~al admet un nombre fini de générateurs, et en vertu du lemme 2, l’espace
vectoriel invariant à gauche V engendré par ses générateurs est de dimension
finie. Soit 1 = V ~ 03B1 , ce sous-espace engendre l’idéal ex ; de plus comme

(X est évidemment invariant sous les L (8 ~H) ? il en est de même de t~ .

s

Réciproquement, soit s C G tel que alors car pour f~W on

a d’où L f(e) = 0 d’où f(s" ) = 0 , et comme les engendrent

on en conclut 
s 

et Soit d la dimension de W , soit E

la puissance extérieure d-ième de W , u la représentation de G dans E dé-

finie par les L~ , a Isolément de E produit des éléments d’une base 
s

Il est bien connu que L équivaut au fait que a soit un semi-invariant

sous u(s) . Soit (ei) une base de E avec e = a , soit (F..(s)) la

matrice de u(s) par rapport à cette base, on a en vertu de u(st) = u(s)u(t):

Soit F. = F. ( 1  i  n) . En vertu de ce qui précède, s E:.H équivaut à

F .(s) = 0 pour d’cù en vertu de (2) F (s -1 )Fi(t) ,
donc les F. 1. sont bien des semi-invariants sous H , de même poids F o0 (s ^ ) .
Inversement, soit s ~G tel que l’on ait L F, = pour 1 ~ i ~ n , d’où

F.(s -1 t) = pour tout t, et faisant t = e il vlcnt, puisque

F. (e) = 0 pour F. (s ) = 0 pour s C H et 

Les F. satisfont aux conditions voulues. Si G est irréductible, on voit de

même que les G. = F./F 00 satisfont aux conditions de l’énoncé.

CORCLLAIRE. - Soit H un sous-groupe invariant fermé du groupe algébrique affi-

ne G, alors il existe une représentation linéaire rationnelle de G de no-

yau H .

Avec les notations du théorème, soit ~ le poids commun des semi-invariants

Fi de H ; soit E l’espace vectoriol engendré par les Fi et leurs transla-

tés à gauche par G ? il est de dimension finie (lemme 2). Soit Eo le sous-

espace vectoriel de E formé des f telles que L f = ~(s)f pour tout s 6 H.
s

C’est un sous-espace vectoriel de E contenant les Fi , de plus invariant sous

G grâce au fait que H est invariant, donc identique à E. Soit u la repré-

sentation linéaire rationnelle de G dans E définie par les L , alors s e H

équivaut à dire que u(s) est un scalaire, ou encore que (u ~’ f u) ( s ) est

l’identité ? a on prendra donc la représentation rationnelle  ~ u de G dans

E déduite de u, elle satisfait à la condition voulue.
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3.- Groupes algébriques diagonalisables.
¿ 

Soit D(n) le sous-groupe de K) formé des matrices diagonales,
ce sous-groupe est canoniquement isomorphe à où K ==G~(J~~K) dési-

gne le groupe multiplicatif des éléments non nuls de K . e Un sous-groupe de

K) est dit diagonal s’il est contenu dans D(n) , diagonalisable s’il
est conjugué à un sous-groupe de D(n) ; plus généralement une représentation
linéaire d’un groupe G dans un vectoriel V (de dimension finie) est dite

diagonalisable s’il existe une base telle que l’image de G soit un groupe dia-

gonal par rapport à cette base. Enfin, un groupe algébrique diagonalisable G

est un groupe algébrique isomorphe à un sous-groupe de D(n) (il résultera du

, 

corollaire 3 au théorème 2 ci-dessous que dans le cas où G est un groupe al-

gébrique de matrices, cette dernière terminologie est compatible avec la précé-
dente). 0 Un tore algébrique est un groupe algébrique isomorphe à 

K* s’obtient à partir de la variété affine K en enlevant la variété des

zéros de la fonction X, donc (exposé 1) A(K*) = donc A(K*) a

pour base sur K les monômes X (n~.Z) ~ qui sont d’ailleurs des caractères
rationnels multiplicatifs de K* . Donc A(K*n) , isomorphe au produit tenso-
riel de n copies de A(K*) , a comme base les monômes X1k1 X2 k 2 ... 

. avec (k. ) G Zn 0 Ce sont encore des caractères rationnels de et il n’y
en a pas d’autres (à cause de l’indépendance linéaire des caractères). Donc

, 

THÉORÈME 2.- A(K*n) a pour base les caractères rationnels de K*n, qui sont

les monômes ° X avec (ki)~Zn ° Donc (corollaire du lemme 2) toute

représentation linéaire rationnelle de K*n est diagonalisable.

Utilisant maintenant le corollaire du théorème 1, on obtient :

COROLLAIRE 1.- Tout sous-groupe f ermé de est l’intersection des noyaux
d’un nombre fini de caractères. 0

Soit D un tore isomorphe à K*n, D le groupe de ses caractères, isomor-
phe au groupe additif Zn d 1 après ce qui précède. Posons x , x ~= x (x) pour

Pour soit A 1 ensemble des % é D tels que 
pour tout x 6.A ~ 9 définissons de façon symétrique B° pour une partie B c D .
D’après le corollaire 1, si A est un sous-groupe fermé de D, on a A = (Ao)o.
D’autre part, A° est un sous-groupe de D , tel que px = A implique ~Ao
(puisque toute racine p-ième de l’unité est égale a 1). On peut donc trouver une
base des entiers ( 1 ~ 1 r&#x3E;, tels que les 
( 1 ~ i ~ r ) forment une base de A 3 et sont alors premiers à p .
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Les e. définissent un isomorphisme de D sur K*n, et faisant l’identifica-
tion D = K~n 9 H est défini par les équations Xi 1 = 1 (1 ~ i ~ r) , donc
est isomorphe au produit de K*n-r et des groupes u(n.) des racines

n.-ièmes de l’unité, qui sont des groupes cycliques d’ordre n. (donc premier
à p ). Réciproquement, un groupe algébrique ayant cette structure est évidem-
ment diagonalisable, donc :

COROLLAIRE ~..- Pour qu’un groupe algébrique G soit diagonalisable, il faut

et il suffit qu’il soit isomorphe au produit d’un tore par un groupe abélien

fini d’ordre premier à p .

COROLLAIRE 3.- Soient D un groupe algébrique diagonalisable, D le groupe des

caractères rationnels de D . 0 Alors on a ce qui suit :
° 

a) Û est une base de A(D) , donc toute représentation linéaire rationnelle
de D est diagonalisable. 

°

b) D est un groupe abélien de type fini dont le groupe de torsion est

d’ordre premier à p , et tout groupe abélien ayant ces propriétés est isomor-

phe à un groupe D . 0 D s’identifie à l’ensemble des homomorphismes de D

dans K~ .
c) Les applications A --7 A et B définissent des bijections

réciproques l’une de l’autre entre l’ensemble des sous-groupes fermés de D,
et l’ensemble des sous-groupes de D tels que n /B n’ait pas de p-torsion.
Si A et B se correspondent ainsi, on a = A ,A = 

Prouvons d’abord b). On a D = FxD , où F est un groupe abélien fini
o 

~ ~ ~

d’ordre premier à p 9 et D un tore, d’où D = Fx D o . Comme F est d’or-

dre premier à p , F est isomorphe au groupe dual ordinaire de F, et est

donc isomorphe (non canoniquement) à F ; d’autre part D est isomorphe à un
n ~ 

o ~

groupe Zn , d’où la structure annoncée pour D . Il est classique que F = F,
de plus D = D comme on voit aussitôt en faisant D = aussitôt
o 0 

Enfin, un groupe abélien de type fini sans p-torsion
est isomorphe à un groupe F’XZn y où F’ est fini d’ordre premier à p , donc

le groupe envisagé est isomorphe au dual de 

a) Soit toujours D = FxD . 0 F est une base de A(F) pour des raisons de

dimension 5 nous avons déjà vu que D est une base de A(D ) , donc FxD est

une base de A(F) ~’ A(D ) . .

La deuxième assertion résulte du corollaire au lemme 2.



4-07

c) Pour établir la première assertion} il suffit de prouver A = A et

B = B pour A et B comme dans l’énoncé. La première assertion se démontre
comme le corollaire 1, en utilisant le corollaire au théorème 1 et la partie a)
ci-dessus. B°° = B signifie que B est l’intersection des noyaux des homomor-

phismes de D dans K~ , ou encore (passant au quotient par B) que si E est

un groupe abélien de type fini sans p-torsion, alors l’intersection des noyaux
des homomorphismes de E dans K* est réduit à 0 , ce qui résulte par exemple
de b). Enfin la relation D/A = A est triviale, et A = D/A se voit ainsi :

en vertu de a) et b), D/A est le groupe dual du groupe des homomorphismes de

dans K, muni de la structure d’ ensemble algébrique dont les fonctions

régulières sont les combinaisons linéaires des caractères provenant des éléments
de or les groupes en question est manifestement A , muni de la

structure induite par D, d’où la conclusion.

Soient D, D’ deux groupes algébriques diagonalisables, u un homomorphis-
me rationnel de D dans D’ , on désigne par u 1’homomorphisme ~ ---7 Xo ~ u

de D’ dans D ; ° on a évidemment t(uv) = tvtu , t (identité) = identité
t ( u + v) = + v (en supposant D , D’ écrits additivement). On peut de même
à tout homomorphisme u : D’ ~  , faire correspondre un homomorphisme
rationnel tû de D dans D’ , en utilisant le corollaire 3 , 9 b) . On vérifie
alors tout de suite : 1

COROLLAIRE 4.- L’application u est un isomorphisme du groupe des homo-

morphismes rationnels de D dans D’ , 9 dans le groupe Hom(D’ , D) .
PROPOSITION 2.- Soit D un groupe algébrique diagonalisable. Alors pour tout
entier n, l’ensemble ,des éléments x de D tels que xn = e est un sous-

groupe fini, et la réunion de ces sous-groupes est dense dans D. Si D est

un tore, q un nombre premier ~ p , il suffit de faire parcourir à n l’ensem-

ble des puissances, de q .

C’est là une conséquence immédiate de corollaire 2 , et du fait que le sous-

groupe de K* formé des racines de l’unité d’ordre une puissance de q . est
infini, donc dense puisque K* est de dimension 1.

COROLLAIRE.- Si D est un sous-groupe fermé diagonalisable invariant dans un

, groupe algébrique connexe G, il est contenu dans le centre.

. 

En effet, pour tout n, le sous-groupe Dn de D formé des éléments d’or-

dre divisant n est un sous-groupe fini invariant dans G, donc contenu dans
le centre de G puisque G est connexe, d’après un raisonnement bien connu.
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La réunion des Dn étant dense dans D, y et le centre de G étant fermé, la

conclusion apparaît.

4.- Eléments semi.-simples et unipotents 0

Soit V un vectoriel de dimension finie. Un endomorphisme x de V est

dit semi-simple si V est un module semi-simple sur l’algèbre avec unité en-

gendrée par x dans L (V , V) , ou encore (puisque K est algébriquement clos)
si x est diagonalisable. Rappelons le fait bien connu : x peut se mettre de

façon unique sous la forme x + x , somme d’un endomorphisme semi-simple xs
et d’un endomorphisme nilpotent x n qui commutent (appelés partie semi-simple

. 

, 
et partie nilpotente de x) ; ce sont des polynomes en x (donc tout endomor-

phisme commutant à x commute à x et x ) , de plus les valeurs propres de
x et de x sont les mêmes. En particulier, x est inversible si et seulement

si x l’est. Dans ce cas, on peut écrire x = x x , où x = 1+x x ;
x et x commutent, et x = 1 + opérateur nilpotent. .

DEFINITION.- Un endomorphisme u de V est dit unipotent s’il est la somme de

l’identité et d’un endomorphisme nilpotent, i.e. si toutes ses valeurs propres

sont identiques à 1 .

’ 

Un tel endomorphisme est donc nécessairement inversible.

PROPOSITION 3.- Soit x un automorphisme de V J alors x se met de façon uni-

que sous la forme x = xsxu produit d’un endomorphisme semi-simple et d’un en-

domorphisme unipotent qui commutent . xs est la partie semi-simple de x dé-

finie plus haut. 0 s’appelle la partie unipotente de x).

L’existence a été prouvée plus haut, pour l’unicité, posons x = 1 + n

où n est nilpotent et commute évidemment à x , on a donc x = x 
S 

+ x n ,s s s

c’est là une décomposition de x en somme d’un opérateur semi-simple et d’un

opérateur nilpotent qui commutent, donc xs est la partie semi-simple de x et

par suite bien déterminée donc aussi x = x = 1 + x . De ces formules
, 

u s - s n

on conclut que tout endomorphisme permutant à x permute à x et x . Tenants u

compte du fait que le produit de deux opérateurs semi-simples (resp. unipotents)
qui commutent est encore semi-simple (resp. unipotent) on conclut :

COROLLAIRE.- Si x et y sont deux endomorphismes de V qui commutent, alors

(xY)s = xsys , (xy)u = x u y u .
Notons aussi qu’un endomorphisme qui est à la fois semi-simple et unipo-

tent est l’identité.


