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Séminaire BOURBAKI C-01
l4e ammée, 196L/62, Complément
Mai 1962

FONDEMENTS DE IA GEOMETRIE ALGEBRIQUE.
COMMENTA TRES

par Alexander GROTHENDIECK

Avertissement.

Nous avons donné dans le Séminaire Bourbaki, de 1957 & 1962, huit exposés tou~
chant les Fondements de la géométrie algébriques. A 1l'exception du premier, ces
exposés sont rédigés dans le cadre des schémes. Tous les résultats énoncés trou-
veront leur place dans les "Eléments de géométrie algébrique" de Jean DIEUDONNE
et Alexander GROTHEMDIECK. Cependant, la substance d'aucun de ces exposés n'est
actuellement couverte ni par l'un des chapitres déja publiés ou en préparation,
ni par quelque autre livre ou arbticle, et ne le sera sans doute pas durant quel-
ques années encore. Clest 13 la principale raison qui nous a incité & réunir ces
exposés qui mettront 3 la disposition des usagers un certain nombre de notions
et de résultats~clefs de la théorie des schémas, en attendant une rédaction en
_forme. D'ailleurs, la lecture de ces textes permettra de se familiariser rapide-
ment avec lesdits résultats et notioms, sans &tre géné par le détail, nécesssire=
ment encombrant, d'un traité systématique, et fournira les motivations indispen-

sables pour 1'étude d'un tel traité.

Pour la commodité du lecteur, nous avons rassenblé ici un certain nombre de
‘commentaires et d'errata, groupés par exposés, qui signaleront notamment au pas-
sage les progrés accomplis depuis la rédaction du texte, et indiqueront certaines

références supplémentaires.

Divers résultats figurant dans ces exposés ont été traités en détail dans le
Séminaire de géométrie algébrique de 1'IHES, ainsi que dans deux Séminaires consé-
cutifs & Harvard, en 196L/62, faits le premier par moi-méme et le second par
MUMFORD-TATE, pour lesquels ¢ es notes miméographiées (redlgees par Mr LICHTENBAUM)
sont actuellement en préparation. '

Sigles employés.

SGA : Séminaire de géométrie algébrique, Institut des Hautes Etudes Scienti~
fiques, 1960-1982. -
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SHG : Séminaire GROTHEIDIECK, Harvard University, 196L/62,
SHMT : Séminaire MUMFORD~TATE, Harvard University, 1961/62.
EGA : GROTHENDIECK (A.) et DIEUDONNE (J.). - Eléments de géométrie algébri~

ques - Paris, Presses universitaires de France, 1960, 1961, ... (Institut des
Hautes Etudes Scientifiques, Publications mathématiques, 4, 8, L1, +4s).

TDTE : GROTHENDIECK (Alexander). - Technique de descente et théorémes d'exis-
tence en géométrie algébrique, I-VI, Séminaire Bourbski, t. 12, 1959/60, n® 190
et 195 3 t. 13, 1960/6l, n® 212 et 221 ; t. 14, 1961/62, n°® 232 et 236.

COMMENTAIRES et ERRATA,

1. Théoréme de dualité pour les faisceaux algébriques cohérents.
[Séminaire Bourbaki, t. 9, 1956/57, n® 149, 25 p.]
\\

Remerque sur la page l14. - Comme je l'ai signalé dans ma conférence au Congres
international des Mathématiciens en 1958 (l), les questions soulevées ici sont

maintenant complétement résolues,

Le lecteur trouvera d'autrcs renseignements sur la dualité des faisceaux cohé-
rents dans loco citato (l), pe 112115, dans EGA III, 2e partie (en préparation),
et, en attendant, dans §9§ 1962 . Un traitement plus systématique se trouvera
dans un chapitre ultérieur de EGA (chapitre IX dans le plan prévu) .

2+ Géométrie formelle et géométrie algébrique.
[S&iinaire Bourbaki, L. 11, 1958/57, n° L&, 28 p.]

Page 8, théoréme €, -~ L'hypothése " f quasi-projectif" peut &tre remplacée
par 1'hypothése plus faible " £ 8éparé", en vertu du résultat suivent (Cf. SGA
VIII, 6.2) : Tout morphisme f : X + Y, qui est quasi-fini et séparé, est quasi-

projectif.

(1) GROTHENDIECK (Alexander). - The cohomology theory of abstract algebraic
verieties, Proceedings of the international Congress of Mathematicians [1958.
Edinburghj ; De 103=118, = Cambridge, at the University Press, 1960,
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Page 12, et page 14, remarque le = Signalons que Je~P. SERRE a construit une

variété projective non singuliére, de dimension 3, sur un corps algébriquement
clos k , de caractéristique p > 0 , qui ne provient pas par réduction d'un
schéma propre sur un anneau local intégre de corps résiduel k , et ayant un
corps de fractions de caractéristique nmulle (2), MUMFORD aurait trouvé un exemple

analogue, avec une surface projective mon singuliere.

Page 15, remarques 2 et 3. =~ Je suis actuellement moins optimiste concernant

les résultats conjecturés ici. Cependant, le probléme relatif aux veriations de
structure pour l'espace projectif, signalé & la fin de la remarque 3, a été résolu
par l'affirmative par HIRONAKA, et le probléme analogue pour les variétés abéliemres

a été résolu par KOIZUMI,

Page 16, ligne 3. -~ Signalons que MUMFORD a construit récement les schémas des

modules pour les courbes de genre g (Cf. SHMI). Le théoréme 1O prouve d'ailleurs
que les "schémas de Jacobi d'échelon n " de la théorie des Modules sont non sin~-

guliers (et meme simples sur 32 )e

Page 23, ligne 12, lre ligne du corollaire 5. = Ajouter s "X ou ¥ étant

propre sur k ",

La substance des § L & 5 est contenue dens la partie publiée de EGA III, celle
des § 6 et 7 est contenue dans SGA TIIT. Pour 1'étude du groupe fondamental, voir
SGh V, IX, X, XI, ainsi que SGA 1962 (exposés X, XII et XIII) pour les théorémes
du type Lefschetz et de nombreuses questiors ouvertes. Seule la théorie des revé-
tements modérément ramifids (Cf. théoréme 14) n'a pas encore fait l'objet dlune
rédaction en forme. Le corollaire du théoréme 14, qui donne la détermination com-
pléte. des rev8tements galoisiens d'ordre premier & la caractéristique d'une courbe
algébrique sur un corps algébriquement clos, a été utilisé de fagon essentielle

a4 troisreprises
1° dans la démonstraiion par IGUSA de 1'inégalité de Picerd pour les surfaces

projectives non singulidres en caractéristique quelconque,

2° dans 1'étude (développée indépendamment par OGG et SAFAREVIC) du groupe des
fibrés principaux homogénes sous une variété abélienne définie sur un corps de

fonctions d'une variable, en caractéristique quelconque,

3° dans 1la démonstration récente, par ARTIN, de certains théorémes-clefs sur la

"cohomologie de Weil" des variétés algébriques.

(2) SERRE (Jean-Pierre). - Exemples de variétés projectives en caractéristique
p non relevables en caractéristique zéro, Proc. Hat. Acad. Sc. U. S. Ady t. 47,
1961, p. 108-109.



C-04

3« Technigue de descente et théorémes d'existence en géométrie algébrique [TDTE Il
T Généralités. Descente par morphismes fidelement platse
[Semlnalre Bourbaki, te 12, 1959/60, n° 190, 29 p.]

Page 1, ligne 10. - Il semble maintenant excessif de dire que la technique de

descente est "a la base de la plupart des théorémes d'existence en géométrie
algébrique™. Cela est vrai dans une large mesure pour les techniques non projece
tives faisant l'objet des deux premiers exposés de la série TDTE I & VI, mals
non pour les techniques projectives (IDIE IV, V, VI). '

Page 5, ligne l6. = Il est inutile de supposer que Q soit un morphisme de

S-descente,

Page 20, remarques - Un morphisme S' - 5 -quasi-fini, étale, surjectif, ou un

morphisme Spec(K3-+ Spec(A) n'est pas toujours un morphisme de descente strict,
méme si A est un annesu local d'une courbe algébrique sur un corps algébrique-
ment clos k , et S = Spec(A) o Ainsi on peut trouver un morphisme propre et
simple £ : X - S , faisant d® X un fibré principal de base S sous une courbe
elliptique E , tel que f' : X' » S' soit projectif, mais f n'étant pas
projectif. C'est donc en méme temps un exemple d'un fibré principal homogéne non

isotrivial sous un schéma abélien.

Page 26, ligne 9. - Lire "CHOW-IANG" au lieu de "IGUSA-LANG".

Pour divers détails touchant la théorie de la descente, voir §E§'VI,'VII,'VIII.

4, TDTE II : Le théoréme d'existence en théorie formelle des modules.
T8éminaire Bourbaki, Te 12, 1959/60, n° 195, 22 p.]

Page 8e - Lo formule écrite dans la proposition 5.1 n'est correcte que lorsque

A est un corps ; dans le cas general il faut remplacer ‘mtﬁng par le guotient
de cet espace par l'image de na/h y 60 1 est 1'idéal maximal de A « De plus,
la définition domnée pour O simple sur A n 'est correcte que lorsque 1'exten-
sion résiduelle k'/k est séparable. Dans le cas général, cf. SGA III, l.l.

Page 14, remarque. - Les problémes soulevés ici sont complétement résolus dans

le cas projectif par les nschémas de Hilbert" (Cf. TDTE V). Des exemples de
NAGATA et HIRONAKA montrent par contre que les foncteurs envisagés ne sont pas
nécessairement représentables si on ne fait pas d' hypothése projective, méme en
Se bornant 3 la classification des sous-variétés de dimension O d'une variété
compléte non singuliére de dimension 3 ; ceci est 1ié au fait que le carré symé-

trique d'une telle variété peut ne pas exister.
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Page 15, n® 3, - Pour une étude plus compléte, voir TDIE V.

Page 16, proposition 3.l. - Au lieu de "si f est propre", lire "si f est

propre et séparablel,

Pages 18 et 19, remarques, 2°., = J'ai montré récemment que le schéma formel des

modules pour une variété abélienne sur un corps est bien simple sur 1l'anneau de
Witt, en d'autres termes que tout schéma abélien sur un ameau artinien local,
quotient d'un autre, provient par réduction d'un schéma abélien sur ce dernicr.

La démonstration utilise simplement les propriétés de variance de la classe d'ob-
struction au relévement, introduite dans 1'exposé n® 1&, page 12+ Rappelons aussi
que les schémas de modules povr les courbes de genre g ou les schémas abéliens
polarisés ont été construits par MUMFORD (Gf. §§¥2).

Page 19, § 5. = I1 faut supposer que la section envisagée pour définir U soit

non diviseur de O non seulement sur % , mais sur tout Xn .

Page 20, lignes 12 et 13. - Au lieu de " G_ = G(Spec(Qy _)) ", lire :
Z —X v sX

N\

G, = GlBpec(Oy ) < G(SP%@&,X)) ’

~
et au lieu de " Oéx "y lire ¢ " O' ",

t
O.

5. TDTE III : Préschémas quotients.
“TSéminaire Bourbaki, te 13, 1960/6l, n® 212, 20 p.]

Page 15, assertion (i). - Le fait que Y =X/R soit quasi-projectif sur S

ne semble prouvé, pour l'instant, que dans le cas ol R provient d'une relation

 d'équivalence.

Pages 18 et 19, - Comme nous le signalons & la fin de l'exposé suivant, la

conjecturc envisagée est décidément fausse. Le "fait positif" signalé dens la
remarque 8.l semble avoir été démontré similtanément par divers auteurs (NAGATA,
'ROSENLICHT, GROTHENDIECK, «ss).

Signalons que 1l'application faite dans TDTE V de la théorie développée ici du
passage au quotient & la construction des schémas de Picard peut sc remplacer
également par une utilisation convenable des schémas de Hilbert (Of. §E§E). Comme
il a été dit dans le § 8, la lacune la plus importante de la théorie, présentée
ici, est le manque d'un critére d'existence de quotients par une relation d'équi-

valence non propre, telles les relations d'équivalence provenant de certaines
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opérations du groupe projectif. Un théoréme important dans cette voie a été
obtenu par MUMFORD (3). Pour un raffinement de son résultat, et diverses appli=-

cations & la théorie, voir SHMT.

6. TDTE IV : les schémas de Hilbert. .
[BéminaitTe Bourbeki, Te 13, 1960/6l, n® 221, 28 p.]

Page 6, théoréme 2.1, 3e ligne. = Au lieu de "il faut", lire "il faut et il
suffit".

Page 15, ligne 13. - Au lieu de "P £#Q ", lire " P <Q ",

- ligne 15, = Au lieu de "Si au contraire P =Q ", lire "Dans le cas
contraire, on aura P(n) 3 Q(n) pour n grand".

- ligne 18, formule (*)e - Au lieude " <" et " >, lire " L " et
n> o, '

- ligne 5 & partir du bas. = Au ljey dc " = ", lire " 2 ",

Page 18, remarque 3.9. = Siggglpns que 1l'étude des composantes commexes des
schémag de Hilbert sur un corps algébriquement clos a été faite par HARTSHCRNE.
Cet auteur prouve que les Hilbi sont connexes, et détermine les couples (r , P)
pour lesquels E};E: =g (4).

Page 23, ligne 5 & partir du bas. - Au lieu de "une composante", lire "d'une

composante” .

Pages 23 et 24, remarque 5.5+ — A propos de l'exemple de ZAPPA, signalons que
MUMFORD vient méme de construire une composante irréductible du schéma de Hilbert

pour @g (dont les points généraux représentent des courbes non singulieres de

degré 14, genre 24), qui est non rédulte en son point genériques Faisant éclater
une des courbes obtenues, il obtient également un schéma projectif régulier de
dimension 3 sur C , dont le schéma formel des modules est non réduit en son point
générique, ou, ce qui revient au méme, tel que sa variété des modules locale, au
sens de la géométrie analytique, sur C (Cf. Séminaire Cartan, t. 13, 1960/61),

est non réduite en tous ses points.

3 .
(Y) MUMFORD (David). - An elementary theorem in zeometric invarient theory,
Bull. Amer. math. Socs, t. 67, 196L, p. 463-486.

By
l9é2§ HARTSHORNE (R.). - Connectedness of the Hilbert scheme (Thesis. Harvard.
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7, ™DTE V : Les schémas de Picard. Théorémes d'existence.
TSéminaire Bourbakl, te 14, 1961762, 1° 232, 19 p.

Page 7, remarque 3.3 - La question soulevée ici a été résolue affirmativement

par MUMFORD (voir commentaires & 1'exposé suivant).

Page 13, remarque 5.2. - Comme je le signale au début de 1l'exposé suivant, la

conjecture d'existence avancée ici est fausse, cependant MUMFORD arrive & prouver

par ses méthodes un théoréme légérement plus faible.

Page 14, ligne 7. = Aprés "complet) ajouter "3 corps résiduel algébriquement

clos"., Ie contre~exemple de MUMFORD quion vient de signaler montre d'ailleurs que

cette restriction est indispensable-

Page 17, rémarque 6.6. - Corme nous le signalons au début de l'exposé suivant,

. la question soulevée ici vient d'&tre résolue par l'affirmative par MURRE o

Page 18, remarque 6.7. - La question soulevée ici se résoud par l'affirmative

(6f. dernier alinéa des commenteires & l'exposé.suivant).

N
Page 18, remarque 6.&, 4e ligne. - Au lieu de "réguliert,lire "simple sur k "o

8. TDTE VI : Les schémas de Picard. Propriétés générales.
[Séminaire Bourbski, ©. 14, 1901762, n® 236, 23 p.l

Page 12, ligne 16, ~- Au lieu de Mdroite affine", lire "droite affine privée de
1'origine". ’
-1
- ligne 18 - Au lieu de " X[t] ", lire " X[t , t7 ] "

Page 16, proposition 3.1, 6e ligne. = Au lieu de "Or 1thypothése ses", lire "Or,

de 1'hypothése o..".

Page 21, § 4 : Le théorime de finitude pour le schéma de Picards - les questions
de finitude du genre de celles soulevées dans ce paragraphe ont été & peu prés

totalement résolues depuis la rédaction du présent exposé. Indiquons les faits

principaux conmus maintenant dans cette direction. Pour simplifier les énoncés,
nous supposons implicitement que tous les préschémas de Picard, intervenant dans
les énoncés, existent, bien qu'une modification évidente de ces énoncés permette
de se débarrasser de toute hypothése d'existences S désigne par la suite un

schéma noethérien, X , ¥ des schémas propres sur S e

(1) Soit £ : X =Y un morphisme surjectif, alors f£* : Picy /s 7 Pioysg
est un morphisme de type fini. :
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(i1) Supposons Y projectif sur S , muni d'un Module inversible ample rela-
tivement & S , et soient X le schéma des zéros d'une section quelconque de
ce Module, f : X - Y 1'immersion canonique. Supposons enfin que les composan=
tes irréductibles des {ibres de Y/S soient de dimension > 3 . Alors
£+ Piey g = Pley g est do type fini. ’

(1ii) Supposons que X soit projectif sur S , et que toutes ses fibres géo-
métriques soient integres et de dimension n . Soit @X(l) un Module inversible
ample sur X , permettant de définir des polynbmes de Hilbert., Soit M une partie
de EEEX/S , alors M est quasi-compacte si et seulement si, dans les polynbmes

Tlw=

1 Iy wr .
de Hilbert N X"+ a, X + a, Xng + ees des €éléments de M , les coeffi-

cients a et ay restent bornés.

(iv) Pour tout entier n # O , 1'homomorphisme de puissance n-iéme dans le

_préschéma en groupes PiEX/S est un morphisme de type fini.

Notons que (i) et (ii) signifient aussi que (sous les hypothéses envisagées dans

ces énoncés (i) et (ii)) une partie M de PiCY/S est quasi-compacte si et seu-

lement si son image dang PiCX/S 1'est. On en conclut qu'un Module inversible

£ sur Y est t-équivalent & zéro si et seulement si son image inverse sur X
. T . . T .
Itest ;3 en d'autres termes Plcy/s est 1'image inverse de Plgx/s « En parti-

culier, pour montrer que le premier préschéma est de type fini sur S, il suffit

de le prouver pour le second puisque PicY/S - PiCX/S est de type fini, Utili-

sent alors (i), le lemme de Chow et (iii), on trouve :

(v) Pigi/s est de type fini sur S .

De fagon générale, la conjonction de (i) pour un morphisme £ini et de (ii)
permet de se ramener, pour la plupart des questions de finitude, au cas o X/
est & fibres géométriques intdgres normales de dimension K2 ; souvent méme,
appliquant (i) pour un morphisme surjectif non nécessairement fini, et la réso-
lution des singularités des surfaces algébriques (due en caractéristique quelconque
4 ABHYANKAR), on se raméne au cas ot X/S est mfme simple, donc a fibres géomém
triques non singulidres de dimension 2. Cela permet par exemple, compte temu de
(v), et de 1'inégalité de Picard-Igusa majorant le rang du groupe de Néron-Severi
d'une surface projective non singuliére, de prouver la généralisation suivante

du théoréme de finitude de Néron :

(vi) Soit X/S propre sur S et par ailleurs quelconque, alors les groupes
de Néron-Severi Pyﬁti/ki/Picgi/ki des fibres gdonétriques Xi/ki de X/S
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sont de type fini, et leur rang et l'ordre de leur sous-groupe de torsion restent

majorés.

La mfme néthods de réduction au cas des surfaces non singuliéres, et des théo-
rémes conmus pour ce cas (savoir le théoréme de finitude de NWéron, et le fait
que la forme intersection sur le groupe de Néron-Severi est non dégénérée) impli-
quent

(vii) Soit X wun schéma propre sur un corps algébriquement close. Alors il
existe un nombre fini de courbes fermées integres Cy (lgigr) dans X,
_ayant la propriété suivante : pour toute partie M de _lijfx fe M est quasi~

compacte si et seulement si les entiers deg EC, (8 € M) restent bornés (ou

¢! d651gne la normalisée de Gy )e

On peut prendre ici pour r le rang du groupe de liéron-Severie. Une fols conmu
que ce dernier est de type fini, (vii) se réduit au fait que les formes linéaires
sur le groupe de Néron-Severi définies par des courbes C dans X ne s'annulent
simultanément que sur les éléments de torsion du groupe de Néron-Severi. Dans le
cas X projectif non singulier, ce résultat, ainsi que (v), était afi & MATSUSAKA.
Utilisant (vii), on obtient facilement la caractérisation suivante des Modules

inversibles T-équivalents & O sur X :

(viii) Soient X/k un schéma propre sur un corps, £ wun Module inversible

sur X . Conditions équivalentes :
ae £ est t-équivalentd O,

be Pour tout Module cohérent F , ona y(F &) = x(F) , ot x désigne la

caractéristique d'Fuler-Poincaré,

b'e Comme (b), mais avec F = % Y étant un sous-schéma fermé intégre de

dimension 1 dans L ,

ce Pour tout Y comme ci-dessus, désignant par Y' la courbe normalisée, on
a deg Ly = O .

Si X/k est projectif et muni d'un Module inversible ample Oy(l) , les condi-~

tions précédentes sont aussi équivalentes aux suivantes :
de Pour tout entier m , ©(1) est ample.

ce (S1i X est intdégre.) Pour tout couple d'entiers m, n, ona

X% (n)) = x((n))
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(is es (b) est vrai en faisant F = Egm(n)) .

Pour la suffisance de cette derniere condition, on notera qu'elle signifie que
les polyn8mes de Hilbert des " sont tous égaux, donc, en vertu du critére de
Mumford (iii), les "  restent dans un ensemble quasi-compact de EEEX/k ,
is ce on a (a). Les conditions (b), (b'), (c¢) doivent &tre considérées comme

des variantes (sur un schéma propre quelconque) de la notion d'équivalence numé~

rique, définie habituellement sur des variétés projectives non singuliéres. Pour

ces derniéres, 1'¢quivalence de (a) et (c) était éviderment bien conmue (MATSUSAKA).

Le critére (e) implique aussi le résultat suivant :

(ix) Soit £ ¢ X - S un morphisme projectif et plat dont les fibres géométri-
ques sont inteégres. Alors Pigf)s est ouvert et fermé dans P?%c/s .

Nous nous bornerons & quelques commentaires sur la démonstration des résultats-
clefs (i), (ii), (iii) (le résultat (iv) est un peu 3 part des autres, et se
prouve en utilisant seulement (iﬁ.pour les morphismes finis surjectifs radiciels,
de facon précise, pour un morphisme de Frobenius). Pour (i), on utilise de fagon
essentielle les idées de la descente non plate (voir notamment IDTE I, page 9).
I1 se trouve que (n'ayant en vue que des résultats de finitude), le manque de
critéres d'effectivité pour des données de descente est inoffensif. D'autre part,
MUMFORD & démontré récemment une forme un peu moins forte de (iii), savoir le

critére faisant intervenir tous les coefficients du polyntme de Hilbert. Son argu-

ment est extrémement simple, et inspiré par la démonstration d'un critére d'am-
plitude de NAKAI (énoncé par ce dernier pour les surfaces non singuliéres, et
généralisé par MUMFORD aux morphismes projectifs quelconques). Il me semble d'ail-
leurs que cet argument n'est valable que moyennant une 1égére restriction supplé-~
mentaire sur les fibres de X/5 , (la propriété (S,) de SERRE), vérifiée si
les fibres géométriques sont normales. On utilise alors ce critére restreint dans
la démonstration de (ii) : le critére (i) permet en effet de se ramener au cas

o Y/S est plat & Pibres géométriques intégres et normales, et appliquant le
critére de Mumford, oh se raméne aisément au cas ou X/S satisfait aux mémes
conditions. De l'hypothése d e dimension résulte alors que lecs fibres géométriques
~de Y et de X sont de profondeur >2 en leurs points fermés, ce qui permet
d'appliquer les Yeritéres d'équivalence" sous la forme qui leur est donnée dans
SGA 1962 (exposé XII), et d'achever la démonstration de (ii). Une fois qu'on
dispose de (i) et (ii), il n'est pas difficile dans le critere de Mumford de se
débarrasserde toute hypothése de normalité sor les fibres, et de le démontrer égale-
ment sous le forme plug Torte domzdc duns (iii).
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Notons enfin que la démonstration de (i) et (ii) montre également que dans le
cas ou S est le spectre d'un corps k , le morphisme PicY/k - Pi&(/k est

affine (et non seulement de type fini).




Séninaire BOURBLKI 149-01
(Mai 1957)

THEOREMES DE DUALITE POUR LES FAISCEAUX ALGEBRIOUES COHERENTS,

par Alexandre GROTHENDIECK

Les résultats qui suivent, inspirés par lc nghdortnme de dualité algébriqus" de
Serre, ont été trouvés en hiver 1955 ct hiver 1956, Ils s'Gtablissent trés sinplement
4 1'aide de résultats asscz élénentaircs sur la echomologie des espaces projectifs
[3 ], et l'utilisation intensive Ade 1l'algébre homologique de Cartan~Eilenberg, sous
la forme [R 7. ‘

1. Les Ext de faiscooux de modules ([2], chep. 3 et 4).

Soit X un espioc topologigue muni d'un faisceau 0 d'anneaux avec unité
(non nécessairenent commutatifs). On considére la catégorie abdélienne 09 des
frisceaux dec O-wodules, appeldés aussi O-Modules. On sait que tout objet de cette
catégorie admet unc résolution inquctlvc, ce qul permet d'y définir les foncteurs
Ext ayant les propriétés formelles bien conmies . De fagon précisc, pour éviter
des confusions, nous désignons par Homy(X 3 4 B) ou sinplement Hom(X ; 4 , B)
le groupe abélien des thomomorphismes—Hc i dans B, tandis que EQEO(A ’ B)
désignera le faisccau des germes Athomomerphismes de 4 dens B (&, B e C+) o
On définit pour A € 09 fixé des foncteurs h, et h, 4 valecurs respectivenent
dans la catégoriec C des groupes abdélicns ct la catégorie @Z des falsceaux
abéliens sur X , par lcs formules @

(1.1) | hy(B) = Homy(X 5 & , B) B, (B) = Hom, (A , B)

Les f;nctcurs h, et h, sont des foncteurs covariants exacts a gauche, dont
on considére les foncteurs dérivés droits, notés respcctivement Extp(y L, B)

et .EEPS(A , B) « On a donc par définition

Extd(X 5 4, B) = (R° By)(B) = ¥ (Homy (X 5 4 , O(E)))

(1.2)
Extd(h , B) = (& gAxB‘) = HP(@(,(A , C(B))

ou le symbole RP désigne le passage aux foncteurs derlves droits, et ol c(B)
désigne une résolution injective arbitraire de B dans 0— Désimons par

T G? —» C 1c foncteur Msections". Rappclons que ses foncteurs dérivés droits
sont notés par B —»HP(X , B) s
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(1.3) H(X , B) = (B r)(8) = ©°(r(c(8)))
On a évidemment h, = Th,; d'autre poart.en vérifie quc h, trensforme objets injec-

tifs en objets acycliqucs pour I « On en conclut de fagon bien connue ¢

PROPOSITIOI(})T 1, = I1 existe pour tout O=Module A un foncteur spectral cohomolo=-
gique sur “C— , aboutissiént eu foncteur gradud (Ex‘bg(X $ A, B)), et dont le

terme initial est

(1.4) Ep?d(a , B) = (X , Ext(a , B))

On en déduit des ‘Medgs-honomorphisms" ¢t unc suite exacte & cing termes que nous

ntécrirons pas.

COROLLAIRE 14 -~ S1 A est locnlenent isomorphe & _Qn , alors on a des isomorphis-
mes canoniqucs -

(1.5) Extd(X 5 4 , B) £ K’ (X , Hony(4 , B))
) - \\; —
(donnés par des edge-horiomorphisms: de la suite spectrale). En particulicr on a un

isomorphisme canonique

(1.6) Extg(x 50, B) =H (X, B)

Pour utiliser ces résultats, il faut savoir expliciter les Exbg (A , B) « Ce sont

des foncteurs qui se calculent localement, il.e. si M est un ouvert de X, ona

‘_E_xig(A , B) |U =@glu (‘,A‘ lu, B |U)

 comme il résulte du fait que la restriction & U d'un O-Module injectif est un
(9 lU)—Module injectif. De plus, on a des homomorphismes fonctoriels, pour x€& X
fixé
(1.7) Hom_O(A ’ B)X —-)Hom-(?-x(Ax ’ Bx)
qui se prolongent de fagon unique en un homomorphisme de foncteurs cohomologiques
en B¢ ,
p D
(1.8) Exty (4 , B), —>Exty (A, B)
Y =
PROPOSITION 2, = Si A est, dans un voisinage de x , isomorphe au conoyau d'un
. n
homomorphi sme Qm ~» 0" , alors (1 «7) est un isomorphisme pour tout p « Il en

ost_ainsi en particilier si A est un O-lodule cohérent [3 ],
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PROPOSITION 3., = Soit L* = (Li) une résolution gauche du O-Module A par
des O-Modules dont chacun est isomorphe localement & un ’9? . Alors Exto(A 5 B)
g'identifie 3 H‘(Homo(L* s B)) , et ExtO(X ; A, B) s'identifie & 1 'hypercoho—

mologie de X par rapport au complexe HomO(Lﬁ ; B)

La démonstration est standard, on considére le bicomplexe Hbmo(L* , C(B)) ou C(B

est une résolution injective de B , et les homomorphismes naturels de
HogQ(L* ;. B) et de HomO(A , C(B)) dans ce dernier.

Pour finir, indiquons que les deux foncteurs Ext introduits dans (1.2) sont
non seulement des foncteurs cohomologiques en B , mais des bifoncteurs cohomologi-
ques, covariants en B et contrevariants en A4 .

2. Loi de composition dans les Ext .

Les résultats de ce numéro sont dus indépendamment & CARTIER et & YONEDA ; voir
un exposé de CARTIER [ 1] pour dessdétails. Soit C une catégorie abélienne. Soient
K et I deux objets gradués dans C . On désigne per Hom(K , L) 1le groupe abélien
gradué dont la composante de degré n est formé des homomqrphismés homogénes.de
pi+my

degré n de K dans L (i.e. des systemes (ui) d 'homomorphismes K
8i K et L sont des complexes (2 opérateurs différentiels de degré +1 pour fixer
les iddes), on introduit dans Hom(K, L) 1'opérateur différentiel donné par

(2.1) S) = du + (- l)n+1 ud , od n = deg(u)

qui en fait un complexe & opérateur différentiel de degré +1 . Les cycles de
degré n sont les opérateurs de degréd n qui anticommutent & u (en tant
qu'opérateurs homogénes )« On peut alors considérer 1 (Hom (K , L)) , clest un
invariant des types d‘homotopie de 'K et d¢ L, qu'on pourra noter H*(K , L) -
Si on a un troisidme complexe M ; alors la composition des homomorphismes définit
un accouplement Hom(K , L) x Hom(L , M) =>Hom(K , M) compatible avec les
' opérateurs différentiels, d'ou par passage 3 la cohomologie des accouplements

(2.2) H¥ (K , L) x E°(L , M) — H¥(K , M)

notés (w , v) => vu . Ces accouplements satisfont uné propriété évidente d'associa-
tivité. Ep particulier, H*(K ; K) est un anneau gradué associatif avec unité,
et H*(K , L) (respe H* (L , K)) est un module gradué & droite (resp. 2 gauche )

. sur cet anneau, etc..En dimension O, (2.2) se réduit & la composition des

homomorphismes permis de complexese. Enfin, une suite exacte de complexes
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0 =% K!' =3 K —» K" —=>»0, telle que K‘i s'identifie & un facteur dircct de
Ki pour tout 1 , donnc naissance & une suite exacte pour les complcxes de
groupes Hom(K" , L) , etces, d'ou un opérateur cobord i (K* , L) => (K" L)
On définit de mfme les opérateurs cobord relatifs & une suite exacte en L.
Les accouplements (2.2) sont compatibles, au sens usuel, avec ceS opérateurs
cobord.
Supposons maintcnant qus C soit une catégorie telle que tout élément A de -
C admette uns résolution injective C(A) o On constate alors, utilisant unc des

nombreuses variantes du théoréme du bicomplexs, que

% *

H*(C(A) , C(B)) = H (Hom(C(4) , C(B)))
est canoniquement isomorphe &

1*(Hom(A, C(B))) = Ext™ (& , B) .

Les opérateurs cobord envisagés plus haut donnent les homomorphismes cobord des
Ext ¢« De plus, les accouplements, (2.2) donnent ici des accouplements associatifs,

compatibles avec les homomorphismes cobord 3

(2.3) Ext*(A , B) x Ext*(B , C) —»Ext™(4 , C)

En particulier, Ext*(A , A) est un anneau gradué associatif avec unité, etc.
(On montre de fagon analogue que les foncteurs ExE opérent dans les foncteurs

dérivés d'un foncteur quelcongue j nous ne BOuS Servirons pas ici de ce fait).
14 . [3 2’ e . 0
Dans le cas ou la catégorie envisagée est la catégorie C— des O-Modules
sur ¥l, on obtient donc des accouplements ‘

(244) Extb(X 3 & , B) x Extd(X 5 B, C) ~>Exth (X 5 4 , ©)

qui peuvent s'expliciter comme il a été dit. Dtailleurs, les mémes déve
mais ol on remplace la catégorie des grounes abéliens par la catégorie:des
faisceaux abéliens sur X , et les foncteurs Hom par les foncteurs:. Hom
sent aussi des accouplements, ayant les mémes propriétés formelles, et de .
"nature locale" cette fois-ci

i

(2.5) ExtD(i , B)xExt(B , ¢) = Exty i

Ces derniers se précisent si on remarque que lss b
competibles avec les accouplements entre les Ext
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O'-Jr K! =K —» K" —>» 0 , telle qus K':.L g'identifie & un facteur dircct de

K pour tout i , donnc naissance a une suite exacte pour les complexes de

groupes Hom(K" , L) , etca, d'ol un opérateur cobord Hi(K' , L) -9»Hi+1(K" y L) o
On définit de méme les opérateurs cobord relatifs i une suite exacte en L

Les accouplements (2.2) sont compatibles, au sens usuel, avec ces opérateurs
cobord.

Supposons maintenant qus C soit une catégoris telle que tout élément A de -
C admette une résolution injective C(A)  On constate alors, utilisant une des
nombreuses variantes du théoréme du bicomplexs, que

B¥(C(A) , C(B)) = H*(Hom(C(A) , C(B)))
est canoniquement isomorphe &
1 (Hon (4, C(B))) = Ext™(& , B) .

Les opérateurs cobord envisagés plus haut donnent les homomorphismes cobord des
Ext . De plus, les accouplements. (2.2) donnent ici des accouplements associatifs,

compatibles avec les homomorphismes cobord @

(2.3). Ext*(a , B) x Ext*(B , C) —»Ext (4 , C)

En particulier, Ext™ (A , A) est un anneau gradué assoclatif avec unité, etc.
(On montre de fagon analogus que les foncteurs ExE opérent dans les foncteurs

dérivés d'un foncteur quelcongue j nous ne Bous sServirons pas ici de ce fait)s

Daps le cas ou la catégorie cnvisagée est la catégorie 09- des O-Modules
sur X1, on obtient donc des accouplements

(2.4) Extb(X 3 & , B) x Ext3(X 5 B, C) —~Ext) X ; 4, C)

qui peuvent s'expliciter comme il.a été dit. D'ailieurs, les mémes développements,
mais ol on remplace la catégorie des groupes abéliens par la catégorie des
faisceaux abéliens sur X , et les foncteurs Hom par les foncteurs Hom définis-
sent aussi des accouplements, ayant les mémes propriétés formelles, et de

Mhature locale® cette fois-ci s | '

(2.5) Exth(: B) xExt (8 , C) — Extf"(a , ©)

Ces derniers se¢ précisent si on remarque que les homomorphismes (148) sont

compatibles avec les accouplements entre les Ext .





























































































































































































































































































































































































































































































































































































