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INTRODUCTION !

I - OBJET DU TRAVAIL

Ce travail constitue une §tude systématique du produit tensoriel,
convenablement topologisé, de deux espaces vectoriels topologiques loca-
lement convexes (Chap.1), et d'une nouvelle classe remarquable d'espaces

localement convexes, les espaces nucléaires, 1lide & cette notion (Chap.2).

Ces recherches avaient pour origine d'éclaircir et de généraliser les
propriétés tres spéciales que semblaient posséder certains aspaces de
fonctions indéfiniment différentiables en vertu du "théordme des noyaux®
de L. Schwartz (voir [23] et [24)). Ces m@mes propriétés se retrouvent,
sous une forme différente, dans l'espace des fonctions holomorphes sur
une variété holomorphe donnde, espace que j'al étudié de fagon treés
détaillée dans [10] (o j'en subordonne encore l'étude, un peu artifi-
ciellement, & la théorie de l'espace des fonctions indéfiniment différen-
tiables sur la variété). Mais la bonne formulation de la notion générale
d! mespace nucléaire® correspondant & ces propriétés, était encore assez
cachée (Chap.2, §2, définition 4). Et les nombreuses conséquences que
1l'on peut en tirer, et dont certaines sont nouvelles, m&me dans les
classiques espaces de L. Schwartz, demandaient une technique assez fine,
mise au point au Chap. 1. Il se trouve alors que tous les espaces du type
(d%) qu'on rencontre usuellement en Analyse sont des espaces nucléaires
{d'ailleurs, on prouve que les espaces nucl%aires sont forcément du type
Gf@)), et les résultats généraux exposés ici leur sont donc applicables.
Une théorie intimement 1lide 2 la notion de produit tensoriel topolo-

gique est la théorie de Fredholm, dont une bonne comprshension n'est

1. Les numéros placés entre crochets renvoient 2 la bibliographie placée

& la fin de cet article.
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plus possible sans cette notion 2

. Pour ne pas subordonner cette théorie
a4 tout le mécanisme développé ici, nous avons préf4ré en donner ailleurs
un exposé séparé et se suffisant & lui-m@me ([11]). Pour certains résul-
tats fins du travail présent relatifs & des propriétés de décroissance

de la suite des valeurs propres d'un opérateur de Fredholm et certaines
questions connexes (Chap.2, §1, et Chap.2, §2, n°4) je suls obligé de
faire apvel a quelques définitions et propositions de [11], mais l'essen-
tiel de la théorie que nous exposons 1c§ ne dépend pas de ces résultats
(qui aident cependant pour une meilleure compréhension).

Ce travail est assez peu 1ié & celui de R. Schatten sur les produits
tensorlels d'espaces de Banach [21]. Tandis que je mets l'accent princi-
pal sur les espaces localement convexes généraux et une définition préci-
se du produit tensoriel topologique, Schatten étudie toutes les normes
raisonnables sur un produit tensoriel de deux espaces de Banach, et
n'obtient de véritables résultats (d'ailleurs fort beaux) que dans le
cas des espaces de Hilbert.

Je donne succinctement aun cours du texte quelques aprlications des
résultats obtenus. Dans un article ultérieur, je donnerai une variante
"vectorielle-topologique" du "théoréme de Kinneth" relatif au produit
tensoriel de deux "modules & dérivation", avec une ou deux applications
a4 la théorie de 1l'homologie et la théorie des faisceaux (voir, pour ces
notions, le "Séminaire de Topologie Algébrique™ de H. Cartan & 1'Ecole
Normale Supérieure 1948-1949, et 1950-1951). Un autre article donnera,

relativement aux espaces de Banach, le développement systématique des

2. Cette liaison a été apergue avant moi par A. F. Ruston, Direct
Product of Banach spaces and linear fonctional equations, Proceedings
of the London Math. Society (3), 1, 1951. Non travail sur ce sujet
avait été congu indépendamment du sien, et en est assez différent.
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idées effleurées au Chap.i, §4, n°6, avec diverses applications.

Je suis heureux de remercier ici M. J. Dieudonné et M. L. Schwartz,
pour la stimulation constante que j'al trouvée anprds d'eux, tant dans
mes recherches que dans ma formation générale.

II - CONTENU, INDICATIONS DIVERSES

De peur de trop allonger cet article, je ne donnerai pas l'énuméra-
tion, m®me sommaire, des rfsultats principaux. Le lecteur pourra consul-
ter la table des matidres, et parcourir 1'énoncé des d4finitions et
théordmes de cet article. Suivant un usage commode qui commence & se
répandre, les théordmes groupent les résultats particulidrement importants
ou offrant une difficulté particulidre, les autres résultats sont inclus
dans les propositions, corollaires, lemmes, remarques. Le numérotage des
théorémes, propositions, etc. d'une part, des §§ d'autre part, est repris
du début avec le Chap.2. Dans chacun des deux chapitres, le numérotage
se poursuit sans tenir compte de la séparation en paragraphes et en
numéros.

Nous avons mis en "retrait® certaines parties du texte, de nature
en général assez technique, qui pourraient &tre omises en premidre lecture
(raffinements de propositions qui précédaient, exemples et contre-exemples
questions ouvertes avec des indications diverses, etc.).

D'importantes questions ont df 8tre laissées sans réponse. Je les
signale & mesure qu'elles se présentent ; la plus importante (Squivalente
au probldme classique d'approximation des opérateurs compacts d'un espace
de Banach dans un autre par des opérateurs de rang fini) fait l'objet du
§ 5 du Chap.1. Les autres sont résumées a4 la fin de ce travail.

IIT - NOTATIONS GENERALES

Les espaces vectoriels topologiques envisagés sont tous localement
convexes, et implicitement supposés séparéds sauf au n®l du §1 Chap.1,

sauf mention expresse du contraire. Le corps des scalaires est
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i{ndifféremment la droite réelle R ou le corps des complexes € . Certains
résultats valent d'ailleurs (sans modification essentielle de la démons-
tration) pour des espaces vectoriels normés, ou munis d'une famille de

semi-normes, sur un ocorps valué complet quelcongue. Par espace quotient

dtun espace localement convexe séparé E, nous entendrons un espace quo-
tient par un sous-espace vectoriel fermé de E.

Nous suivons sans référence, les résultats et les notations les
plus usuels de [1], [2], [7], et utilisons couramment (avec les référen-
ces précises) les résultats et les définitions de [9]. Signalons seulement
que nous suivons ce dernier travail, et non [7], dans l'emploi du mot
réflexif (semi-réflexif dans la terminologie de [7]) et que nous nous
écartons de la terminologie de [7], suivie dans [9], pour la définition
des espaces gtfﬂ (voir plus bas, IV, 1). Un espace E est réflexif si
E = E¥, 1.e, 31 ses parties borndes et faiblement fermées sont faiblement
compactes, et E est compldtement réflexif si de plus la topologie de E
est la topologie du dual fort de E' fort, i.e. si E est réflexif et quasi-
tonnelé (voir plus bas). Nous appelons espace («/‘L) un espace dont les
parties bornées sont relativement compactes. De [9], nous empruntons sur-
tout la notion d'espace Qf ), d'espace quasi-normable, et d'espace de
Schwartz (loc. cité, §1 définition 1, §3 définition 4 et 5). Nous ne

redéfinirons pad ici 1'espace (HF) ; rappelons seulement que le dual
fort d'un espace du type (F) est du type (PF) et que le dual fort d'un
espace du type (HF) est du type (¥ ), enfin que tout espace normable est
(©F). L'espace E est dit quasi-normable si pour toute partie &quicon-
tinue convexe cerclée A dans E', i1l en existe une autre B> A tel que sur
A, la topologie induite par E' fort soit identique & celle induite par
1'espace normé E'B engendré par B (défini plus bas). Un espace qui est &
la fois quasi-normable et du type ((/'Z’) est appelé espace de Schwartz ou
espace (S). E est du type (8) si et seulement si pour toute partie
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équicontinue convexe cerclée ACE' 11 en existe une autre Bo A tel que
1t'application identique E',— E'B solt compacte, i.e. tel que A soit une
partie relativement compacte de l'espace normé E'B.

Espace quasi-complet. guasi-tonnelé ~ Nous appelerons, evec

N. Bourbaki, espace guasi-complet tout espace localement convexe dont

les parties borndes et fermées sont compldtes ; espace quasi-tonnelé

tout espace localement convexe tel que les parties fortement borndes de
son dual soient équicontinues. (Rappelons (2] qu'on appelle tonnelé un
espace tel que les parties faiblement bornédes du dual soient équicon-
tinues). Pour un espace quasi-complet, il revient donc au m&me de dire
qu'il est tonnelé, ou quasi-tonnelé (car les parties fortement ou faible-
ment borndes du dual sont alors les m@mes - voir p. ex. [2] prop. 4 -).

Nous aurons enfin constamment besoin des diverses notatione spécia-
les qui vont suivre, et auxquelles nous ne référerons plus.

1. Notations EA’ EV’ ﬁ;. - Soit E un espace localement convexe
séparé, A une partie bornée convexe cerclée de E, on désigne par E,
l'espace normé obtenu en munissant 1'espace vectoriel engendré par A de
la norme ||x|lA = }Egilkl « S1 A est fermé dans E, la boule unité de E

A
est identique & A. Si A est complet dans E, il est facile de voir que EA
est complet ([2], page 9, lemme) donc un espace de Banach. En particulier
si A est une partie dquicontinue convexe cerclée et faiblement fermée de
dual F' d'un espace localement convexe F, Fi est un espace de Banach.
Soit maintenant V an voisinage convexe cerclé de 1l'origine dans E; on
note Ey l'espace normé obtenu en munissant le quotient E/N de E par le
sous espace N des x tels que AXEYV pour tout scalaire X, de la norme

déduite de la semi-norme | x| v IE{J\I sur E. (Cette notation ne risque
x

pas d'entratner des confusions avec la notation précédente EA‘ Car si
A est & la fois borné et un voisinage de l'origine, les deux définitions
données coincident). Le dual de Ev s'identifie manifestement & E'vo (o
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v° est le polaire de V dans E'). By n'est pas complet en général, m@me
81 B l'est ; son complété sera noté f;.
2. Applications linéaires bornées. - Solent E et F deux espaces

localement convexes. Une application lindaire de E dans F est dite

bornée (resp. compacte, faiblement compacte) si elle applique un voisina-

ge convenable V de l'origine dans une partie A de F qui est bornée (resp.
compacte, faiblement compacte). Supposant ¥ et A convexes cerclés (ce qui
est loisible), cette application définit alors une application linédaire

continue de l'espace normé BV (ou m@me de ﬁ; si A est complet) dans l'es-

pace normé FA‘ ~ Un ensemble M d'applications linéaires de E dans F est
dit égquiborné si les u€M sont bornées, et si le voisinage V et le borné
A ci-dessus peuvent @tre pris indépendants des u€M.

3. Dual topologique, bidual. -~ Soit E un espace localement convexe;
on désigne son dual par E', et quand E' est considéré comme espace loca-
lement convexe, il sera supposé muni, sauf indication du contraire, de
sa topologie forte, i.e. la topologie de la convergence bornée (i.e. la
tonologie de la convergence uniforme sur les parties bornées de E) Si on
veut le préciser encore dans la notation on notera le dual fort par E%.
Eé et Ef désignent respectivement E' muni de la topologie faible
o (BE',E) et de la topologie de Mackey <© (E',E). Plus généralement, si (5
est un ensemble quelconque de parties bornées de E, Eé; désignera E' muni
de la topologie de la G;-oonvergenoe.

On notera Eg, E. 1'espace E muni respectivement de ¢ (E,B'), ou de
T(E,E"),

Le dual de E% s O bidual de E, noté E¥, sera tounjours, sauf indica-
tion expresse du contraire, muni de la topologie de la convergence uni-
forme sur les parties ggquicontinues de E'. Cette topologie induit tou-
jours sur B (supposé séparé) la topologie donnée de E (contrairement & ce

qul se passe en général pour la topologie de dual fort de E% sur E%,
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envisagée surtout dans [7]).

4. Espaces d'applications linéaires. - Solent E et F deux espaces

localement convexes. L(E,F) désigne l'espace des applications linéaires
continues de E dans F. S1 &G est un ensemble de parties bornées de E, on
désigne par Ikg(E’F) 1l'espace L(E,F) muni de la topologie de la & —con-
vergence. Quand © est respectivement l'ensemble des parties réduites a
un point, l'ensemble des parties précompactes ou l'ensemble de toutes les
parties bornées de E, on prendra les notations LB(E,F), LO(E,F) et
Lb(E,F). Enfin pour l'espace L(E',F) (et son szous-espace

L(E;,Fs) = L(EL,F)), 11 y a lieu souvent d'introduire la topologie de la
convergence uniforme sur les parties équicontinues de E'. Muni de cette
topologie, nous désignerons cet espace par Le(E',F) (resp. par
Le(E%,F)).

Signalons que Leg(E'F) est complet s8i et seulement si EQB et F
sont complets, pourvu que la topologie de E soit <T(E,E') (nous supposons

en plus UG = E, et F séparé comme toujourz). Pour la nécessité, on

note que EQB et F sont isomorphes & des sous-espaces vectorielas fermés
de LG;(E,F) (car pour un é1ément non nul donné y dans F resp. x' dans E',
1'application x'3 x'® y resp. yox'@y de E'g resp. F dans I‘G (E,F) est
un isomorphisme sur un sous-espace vectoriel fermé, comme on vérifie
immédiatement). Pour la suffisance, comme l'espace de toutes les appli-
cations de E dans l'espace complet ¥ est complet pour la G5l-oonvergence,
i1 suffit de montrer gque LGS(E’F) en est un sous-espace fermé, i.e. que
toute application u de E dans F qui est limite pour la & -convergence
d'applications linéaires continues, est linémire et continue. Elle est
linéaire de toutes fagons, et pour vérifier gu'elle est continue, il
suffit de vérifier la continuité faible, i.e. que pour tout y'€ F', la
forme y'+ n sur E est continue. Or il est immédiat que cette dernidre

est limite pour la (& -convergence de formes lindaires yto uy continues,
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donc continue puisque E'G- est complet.

5. Espaces d'applications bilinéaires. - Soient E, F, G, trois espa-
ces localement convexes. On a défini dans [2] la notion d'application
bilinéaire séparément continue de Ex F dans G. Plus généralement, un en-
semble M d'applications bilinéaires de E XF dans G sera dit séparément
équicontinu si pour tout x €E, l'ensemble des applications y- u(x,y) de
¥ dans G, oA u parcourt M, est une partie équicontinue de L(F,G3), et si
pour tout y €F l'ensemble des applications x-+u (x,y) de E dans G, oA u
parcourt ¥, est une partie équicontinue de L(E,G). Nous désignons par
X«(E,F;G) 1'espace des applications bilindaires séparément continues de
E XF dans G, par B(E,P;G) le sous-espace formé des applications biliné-
sires continues. Si G est le corps des scalaires, on note simplement

& (E,F) et B(E,F).- Soit @J, resp. 62 un ensemble de parties bornées

de E resp. F, on peut considérer sur E@J(E,P;G) (et sur son sous-espace
B(E,F3G)) la topologie de la convergence uniforme sur les ensembles de la
forme A XB avec A€ @‘,’1 et Be @2 , appelée encore topologie de la

G, - @2 - convergence (voir [2]). Elle est toujours localement con-
vexe sur B(E,F;G), et elle l'est encore sur Sg(E,F;G) si par exemple les
AGG1 , ont une enveloppe comvexe cerclée fermée complédte, plus générale-
ment si les parties faiblement bornées du dual de E sont bornées pour la
topologie de la 61-oomergenoe. 81 C‘51 et Ga sont chacun 1'ensemble
des parties précompactes de E, F, resp. l'ensemble de toutes les parties
bornées de E, F, cette topologie prend le nom de topologie de la conver-
ence bicompacte, resp. bibornée, et lt'espace o'?gf(E,F,G) ainsi topologisé
est noté &(E,F;G), resp. égb(E,F;G). Dans le cas d'un espace $(E',F';G)
(E' et F' &tant donc les duals forts de E et P), 11 y a lieu souvent d'in-
troduire la topologie de la convergence uniforme sur les produits de deux
varties équioontinues de E' et F' respectivement ; cette topologie est

appelée topologie de la convergence bi-équicontinue (elle est toujours
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localement convexe), et muni de cette topologie, notre espace sera noté
$e (E',F*';G). Notations analogues pour topologiser le sous-espace
B(E,F;G) de £«(E,F;G) et le sous-espace gﬂ(E;, F;; G) de &Q(E',F';G).
Quand G est le corps des scalaires, on écrit plus simplement

B, (E,F), By(E,F), o&,(E',F'), B, (E',F') eto.

6. Relations entre formes bilinéaires et applications linéaires. -

Rappelons que si E et F sont deux ELC, l'espace o“@—(E,F) des formes bili-
néaires séparément continues u sur E XF est oanoniquement isomorphe &
l'espace L(E,P;) des applications lindaires faiblement continues v de E
dans F, & v correspondant la forme bilindaire (x,y)-)( y,vx) s et & u
1'application lindaire faisant correspondre & tout x dans E la forme

¥- u(x,y) sur F. Nous noterons x - u.x cette application linéaire de E
dans F', et y— 1;u.y 1tapplication linéaire de F dans E' définie de fa-
¢on analogue, et qui n'eat autre que la transposée de l'application pré-
cédente. La forme bilindaire u est continue si et seulement si l'applica-
tion x - u.x transforme un voisinage convenable de O dans E en une partie
équicontinue de F', Hotons aussi gque dans 1'isomorphisme naturel

& (E,F) x= L(E,F!), & 1la topclogie de la C‘51- Ga-oonvergence sur le
rremier espace correspond la topologie sur le deuxidme induite par
1tespace .‘}V@‘. (§,F'6,3) de toutes les applications de E dans F'G.a , muni
de la topologie de la G,-convergence. En particulier, l'eapace
af;e(zg,r;) (voir n°s précédent) est isomorphe canoniquement, comme
espace vectoriel topcloglique, & l'espace Le(E% oF) (voir n%4 précédent).
Par suite (m&me référence) &Qe(Eé,Fé) est complet si et seulement si E

et F le sont.
IV - COMPLEMENTS SUR LES LIMITES INDUCTIVES
1. Généralités. - Les espaces Studiés dans [7] sous le nom d'espaces

(8‘89") sont des cas particuliers d'une catégorie plus fréquente d'espaces,
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dent nous résumonz ici les principales propriétés connues (et gqui d'ail-
leurs vont toutes ncus servir dans la suite). Soit E un espace vectoriel,
(Ei) une famille d'espaces localement ccnvexes, et pour tout indice i
soit u, une application linéaire de E1 dans E. Il nous sera commode de
suppeser que E est engendré par la réunion des ui(Ei)' bien gque ce ne
soit pas essentiel pour la sulte. On appelle topologie limite inductive

dea tepologies des Ei par les applications Uy la plus fine des tepoleo-
gies localement convexes sur E qui rende ccntinues les applications uy
des E1 dans E. Muni de cette topologie, B s'appelle limite inductive des
Ei (par les applications ui). Un systime fondamental de veisinage de
1l'origine dans E est formé des ensembles gonvexes gerclés V tels que
'ﬁi(v) soit un voisinege de 1l'origine dans E; pour tout i.- Les E; peu-
vent @tre des sous-espaces vectoriels de E et les uyg les appliocations
identiques. Le plus souvent, la famille des E, est alers filtrante orois-
sante (E est donc réunion des Ei) et si EICZEj, Ej induit sur E; une
topologie moins fine gue la topologie donnéde de E1 3+ mais tout cela n'a
rien d'obligatoire (et on peut d'ailleurs facilement se ramener toujours
4 ce cas). Si cependant les conditions précédentes sont vérifides, et si
de plus, pour EiCZEj, E1 est fermé dans Ej et la topologlie de Ei est
identique & celle indulte par Ej, on dit que E est limite inductive
stricte des E;, et on retrouve les espaces considérés dans [7].

Les faits suivants sont encore triviaux : une application linéaireu
de la limite induoctive E dans un espace localement convexe F est continue
si et seulement si pour tout i, u °uy est une application continue de E1
dans P. Si les E, sont tonnelés (resp. guasi tonnelés, bornologiques)
alors leur limite inductive E 1l'est aussi.- En revanche, m@me si E est
une limite inductive séparée d'une suite croissante d'espaces de Banach
ou d'espaces du type (F) et (d«», E peut ne pas &tre complet, et une
partie bornée de E peut ne pas @tre image d'une partie bornée d'un
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E; (voir [17] pour le cas o& les E, sont des Banachs, et (9] §2, ou le
Chap.2 §4 prop.i4 de ce travall dans le cas ol les E1 sont du type (F)
et (d%ﬂ). Clest 13 la difficulté principale pour les espaces limites in-
ductives 3. Cependant, s8i E est 1a limite inductive stricte d'une suite
d'espaces localement convexes E{y» E est complet si les E; le sont, E
induit sur chague E; la topologie donnée de E;, et toute partie bornée de
E est contenue dans un des espaces E1 (les démonstrations données dans
(7] subsistent en effet sans modification). A part ce cas bien particulier
hélas, je ne connais que deux faits positifs de guelque généralité, rela-
tifs aux parties bornées de la limite inductive d'une suite d'espaces
(F), savoir : le "théordme A" ci-dessous et ses corollaires, et le ré-
sultat donné dans [9], Th.9, relatif aux limites inductives de suites
d'espaces (DF).

Contrairement & la terminologie de (7] et [9], nous appelons iei
espace @cgf) tout espace localement convexe qui est limite inductive
d'une suite d'espaces E1 du type (9’). On peut alors manifestement sup-
poser que les E1 forment une suite ocroissante de sous espaces veotoriels
de E,Ei+1 induisant sur E1 une topologie moins fine gue la topologie

donnée de Ey+ Une telle suite sera encore appelée une suite de définition

de la limite inductive E. Fotons qu'un espace gquotient d'un espace #393)
est un espace (£¥).

2. Sommes directes topologiques. - Soit (Ei) une famille d'espaces

leccalement convexes, E = Z% E{ leur somme directe. Les Ey s'identifient &

3+ Pour les espaces définis comme "limites projectives" (i.e. dont la
topologie est définie comme la moins fine des topologies rendant conti-
nues des applications linéaires données uy de E dans des espaces looale-

ment convexes E; donnés), les difficultés sont pratiquement exactement
inverses.
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des sous-espaces vectoriels de E, et on peut considérer sur E la topolo-
gie limite inductive correspondante. Muni de cette topologie, E prend le
nom de somme directe topologique des espaces Ei‘ I1 est immédiat 1ol que

E induit sur chague Ei la topologie donnée de Ey» et on prouve aussi fa-
oilement gue toute partie bornée de E est contenue dans la somme directe

d'un nombre fini des E;. Il en résulte aussit6t que le dual fort de 1la

gsomme directe topologique E = Z% Ei g'identifie au produit vectoriel-
topologigue des duals forts Ei. Enfin, pour que E soit complet, il faut
et 1l suffit que les E, le soient. La nécessité est évidente, car les Ey
s'identifient & des sous-espaces vectoriels fermés de E. Pour la suffi-
sance, i1 suffit de montrer que toute forme linéaire f sur le dual

EY =‘T2.Ei, dont les restrictions aux parties équicontinues sont faible-
ment continues, est dans E (voir [12]). La topologie faible de E' est
manifestement le produit des topologies faibles des Ei, et les parties
équicontinues de E' sont celles contenues dans un ensemble de la forme
1IrAi, od, pour tout i, Ay est une partie &guicontinue de Ei. On prouve
d'abord facilement par l'absurde que f s'annule sur tous les espaces
facteurs sauf un nombre fini au plus, d'od suit aussit8t que la restric-
tion de £ a Z%.Ei provient d'un &1ément de E. Puis on achdve en remar-
quant que tout élément de E! =‘T?'Ei est contenu dans l'adhérence faible
d'une partie équicontinue, contenue dans la somme directe des Ei.

Soit maintenant E une limite induotive générale d'une famille (E;)
d'espaces localement convexes par des applications linéaires ay. Il existe
alors une application linéaire continue naturelle u ((xi)) = Z%.xi de la
somme directe topologigue B, = Z%'Ei sur B, et si E est séparé 11 résulte
aussitdt des définitions gue u est un homomorphisme topologique de E, sur
E, de sorte que la limite inductive E est isomorphe & un espace quotient
de la somme directe topologique E, = Zi.Ei. Cela permet de ramener fré-
quemment les propriétés des limites inductives générales aux propriétés
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des sommes directes et des quotients. C'est ainsi gu'on prouve par exem-
ple gque si E est la limite inductive d'une suite d'espaces Ei qui sont
des espaces de Schwartz (resp. des espaces gquasi-normables - voir (9],

§3, définitions 4 et 5) alors E 1'est aussi.

3+ Exemples. - En plus des exemples de limites inductives strictes
envisagés dans [7], notons les exemples suivants.

a) Si E est un espace bornologique, il est limite inductive d'une
famille d'espaces normables (et réciproquement, puisque un espace norma-
ble est bornologique). En effet, pour toute partie bornée convexe cerclée
A de E, on peut considérer l'application identique de l'espace normé EA
dans E, et dire que E est bornologigue signifie précisément, en vertu
des définitions, que E est limite inductive des EA'

b) En particulier, le dual fort d'un espace (¥ ) distingué ([7] P.78)
est limite inductive d'une suite d'espaces de Banach (et réeiproguement)
car on sait qu'un espace du type (EF) est distingué si et seulement si
son dual fort est bornologique ([9], §1, th.7).

c) L'espace L des applications linéaires bornées (voir III, 2) d'un
espace E dans un espace F, ot E et F sont du type (¥ ), peut 8tre consi-
déré comme un espace @f?ﬁ, en prenant un systdme fondamental (Vi) de
volsinages convexes cerclés de O dans E, en désignant pour tout i par Li

1'espace Lb(Evi,F), et en oconsidérant L comme limite inductive des Li‘

De m8me l'espace des applications lindaires compactes de E dans F peut
8tre considéré comme un espace GfKF3. Ces deux espaces @%@F) ne sont en
général pas complets (Chap.2, § 4, prop.i4, 2°).

d) Soient E et F deux espaces du type (F), considérons 1l'espace
Lb(E,F). Sous des conditions fréquentes, que nous ne détaillerons pas,
le dual de cet espace est du type @fSV). Nous en verrons par exemple des

cas particuliers au Chap.2, §4, n®1, lemme 9 et corollaire du th.14.
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Nous en déduirons, au Chap.2, §4, n°4, que les duals des espaces ((7“) et
(O') de L. Schwartz [22] sont des espaces du type (€F) (d'ailleurs
complets).

4. Propriétés spécinles des espaces (QY,)JQ'). ~ (voir définition des

espaces (o‘g‘}/) £in du n°1). Les propriétés en wvue déooulent du théordme
général suivant, qui a 6té inspiré par le th.1 de [7] H

THEOREME A. - Soit E un espace localement convexe séparé, F un_espa-

ce du type (9"), (Fi) nne suite d'espaces du type (97), soit u une appli-

cation lindaire continue de F dans B, et pour tout i soit uy; une applica~

tion linéaire continue de F, dans E. Supposons u (F)c ki) uy (Fi)‘ Alors

il existe un indioe i tel gue u(F)Cui(Fi), et si alors uy est biunivogue,

il existe une application linéaire continue v de F dans F, telle que l'on

ait v = uov.

Démonstration.- Pour tout i, soit Hi le sous-espace de FXFi formé
des coaples (x,y) tels que ux = u,y. C'est un sous-espace vectoriel fermé
de 1l'espace produit F XFi, done un espace du type (9:). Soit Py 1'opéra-
teur de projection de l'espace FX Fi sur le faoteur F. pi(Hi) est l'en-
semble des x€F tels que u(x)CuI(Fi). L'hypothése signifie que
P= Lijpi(lii) ; 11 en résulte que l'un au moins des espaces pi(Hi) est
non maigre, donc, d'aprds un céldbre théordme de Banach ([1], page 33,
th.3) que p; applique H, sur F, ctest-a-dire u (F)Cui(Fi)‘ Supposons u,
biunivoque, alors pour tout x€F, il existe un seul YEF, tel que
uy = ux, i.e. tel que (x,y)eHi. Cet y dépend évidemment lindairement de
x, 80it y = vx, et 1l'application x-—>wx de F dans Fi est continue d'apres
le théordme du "graphe fermé", car son graphe Hy est fermé. Le théoréme
A est démontré.

COROLLAIRE 1. - Soit E un espace localement convexe, (Fi) une suite

d'espaces du type (9:’), u, une application linéaire continue de Fi dans

E. Soit A une partie bornée convexe cerclde et compléte de E, contenue
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dans_la réunion des espaces ui(Fi)° Alors A est contenu dans un des ui(Fi)
qt si alors uy est blunivogue, A est 1'image par uy d'une partie bornée

E Fi.
Il suffit d'appliquer le th. A, & l'espace F = EA‘ - En particulier
COROLLAIRE 2. - Soit E un espace (£F), limite inductive d'une suite

croissante de sous-espaces vectoriels E; du type (95). Alors toute par-

tie bornée convexe cerclée compléte de E est une partie bornée d'un des
espaces E;.
COROLLAIRE 3. - Soit E un espace du type k%@FS. Alors deux suites de

définition (Ei) et (Fj) de E sont toujours cofinales (i.e. pour tout i,
11 existe § tel que Eicrj et PiCBj).

Du théordme A, on tire une généralisation étendue du "théordme des
homomorphismes™ et du "théordme du graphe fermé" de Banach. Nous aurons a
envisager des espaces localement convexes gul sont limite inductive dtune
famille (non nécessairement dénombrable) d'espaces de Banach, nous les

appellerons, pour abréger, espaces du type (p). Ainsi, tout espace borno-

logique et quasi complet est du type (f) (voir 3;, exemple a)) - en par-
tteulier un espace (F ) est du type (B)s Toute limite inductive d'une
suite d'espaces (B) est du type ($), en particulier les espaces (&ﬂ?}
sont du tvee (8). Ceci posé :

THEOREME B. - Solient E et F deux espaces localement convexes et sé-
parés, on suppose que E a_une topologie d'espace Gf%Fa, ou une topologie
moins fine qu'une topologie T, d'espace &f%f}. et que F est du type (p).
Alors :

1. Toute application linéaire continue de E sur F est un homomor-

phisme topologigue.
2. Pour qu'une application linéaire u de F dans E soit continue (il

fant et) 1l suffit gue son graphe soit ferms, et m@me gu'il n'existe pas
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de suite (yi) dans F tendant vers zéro, telle gue la suite (uyi) tende

vers une limite non nulle dans un espace En (o (En) est une suite de dé-
finition de E pour To).

Notons que l'hypoth2se sur E signifie qu'il existe une suite d'espa-
ces E; du type (F') et d'applications linéaires continues uy de E, dans
E, telles que E = &I) ui(Ei)° Dtailleurs, on est ramené immédiatement au
cas o#& la topologie de E est identigue & la topologie To, et de plus,
dans 1., on peut supposer que u est biunivogue (car un espace quotient
d'un espace du type GfZFS est encore du type a€§3. Pour prouver dans ce
cas 1., 11 suffit de prouver que 51 est continue, donc, puisque F est du
type (B), que pour toute application 1inéaire continue v d'un espace de
Banach G dans F, 510 v est application continue. Introduisant une suite
de définition (Ei) de E et les applications uy restrictions de u aux Ey»
notre assertioq résulte alors immédiatement du théordme A, puisque
P = LI) uy (Ei)° - Dans 1'énoncé 2., pour prouver que u est continue, on
est aussitdt ramené au cas o F est un espace de Banach. Soit H le sous-
espace vectoriel de FXE graphe de u j la plus faible des deux hypothdses
envisagées signifie que l'intersection H1 de FXE; avec H est un sous-
espace vectoriel fermé de FXE,. Il en résulte que H, réunion de la suite
des espaces H1 munis de topologles d'espace (SF) plus fines que la topo-
logie induite par H, satisfait & l'hypothdse postulée sur E pour 1l'énoncé
1. Donc la projection de H sur F est un homomorphisme topologique, donc
son inverse v est continue, donc aussi l'application u, obtenue en effet
en composant v avec la projection de H sur E. - Le th. B, dans le cas de
deux espaces &) au sens strict, est dd & Dieudonné — Schwarts {71, et
a 6té démontré pour deux espaces (&?Sf) quelconques par G. Kothe.

Il semble plausible que dans l'énoncé du théoréme B, des hypothed-
ses beaucoup plus larges sur E que celles envisagées doivent 8tre

vermises, et que la catégorie des espaces E admissibles dans cet
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énoncé comprenne, en plus des espaces de Banach, tous les espaces
gue l'on peut obtenir & partir des espaces de Banach, par un nom-
bre fini (ou mme transfini) d'opérations du type : prodults vec-
toriels topologiques ou sommes directes topologiques de familles
dénombrables d'espaces localement convexes, passage & un sous-
espace vectoriel fermé ou & un espace quotient séparé (ce qui
redonnerzit les espaces (97) comme sous-espaces de produits topo-
logigues de suites d'espaces de Banach, donc les espaces 0237)
comme quotients de sommes directes de sultes d'espace du type
(SF)) ~ et peut-8tre d'autres opérations usuelles encore. Mais
j'ignore encore si cette conjecture est vérifiée meme pour un
produit topologique d'une suite d'espaces @995) et ses sous-espa-
ces vectoriels fermés, par exemple pour l'espace de distributions
®%) ([22], t.1).

V - NOTATIOES ET RAPPELS POUR CERTAINS ESPACES SPéCIAUX

Notations générales. - Soit M un espace topologique, nous désignons

par g“?l) l'espace de Banach des fonctions scalaires continues et bornées
sur M, muni de la norme uniforme, par ég(l) le sous-espace du précédent
formé des fonctions Mnulles & 1l'infini® (i.e. qui tendent vers 2éro sui-
vant le filtre des complémentaires des parties compactes, quand M est non
compact), par é%u) l'espace de tcutes les fonctions continues sur M, muni
de la topologie de la convergence compacte. Si M est lccalement compact,
le dual de éz(n), cu espace des mesures bornées sur M, est noté uﬂf(l),
aqil) est l'espace de tcutes les mesures sur M. Si M est compact, les
espaces éﬁu), é;(l) et C?”(H) sont identiques, ainsi que les espaces
dﬁiu) et J%1(M). - 81 p est une mesure sur l'espace localement ccmpact

M, cn note Lp(p) (pour 1 {rg+ o ) 1'espace LP construit sur By et 8i
aucune confusion n'est & craindre, nous le notons simplement P, - 811

est un ensemble d'indices quelconque, on peut considérer I comme un
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espace localement compact discret, et considérer sur I la mesure qui, a
chaque point de I, attache la masse + 1. Alors les espaces I.p correspon-
dants sont notés simplement IP(I) (espace des familles de scalaires de

puissance p.®me sommable sur l'ensembles d'indices I), et l'espace 80(1)
est noté ici co(I) (espace des familles de scalaires sur I, tendant vers
0 suivant le filtre des complémentaires des parties finies). Ici on aura
@w(l) = f“(I), J'U(I) = /81(1). S1 I est l'ensemble des entiers ) O,
on retrouve les classiques espaces £p’ Co° Rappelons que le dual de ¢

est /21, et que le dual de L1 est /Bw.

[o]

Mesurabilité, égalité p. p. - Dans toute la suite de ce n°, M dési-
gne un espace localement compact muni d'une mesure p ) O. Une application
£ de M dans un espace topologique E est dite mesurable, si elle satisfait
a la condition de Lusin s Pour toute partie compacte KC M et tout ¢ > O,

11 existe un compact K, <K tel gue p(KN CK1)\< € et que la restriction
de £ a K1 soit continue. Un ensemble A de fonctions scalaires sur M est
dit équimesurable, si pour tout compact Kc M et tout ¢ » 0, i1 existe un
compact K, CK et un ensemble A1 uniformément borné et équicontinu de
fonctions scalaires sur K1, tels gue p(KnC K1) \< € et que toute £EA est
presque partout égale sur K1 a une f1€A1. Cette notion ne dépend manifes-
tement que de l'ensemble des classes de fonctions (modulo les fonctions
égales localement presque partout) définies par les fonctions de A, de
sorte qu'on peut aussi parler d'un ensemble équimesurable de classes de
fonctions. L'utilité de la notion d'ensemble équimesurable de fonctions
apnarattra au Chap.1, §2, r%2.

Soit E un espace localement convexe. Une application f de M dans E

est dite soalairement mesurable (resp. scalairement sommable, ou scalai-

rement essentiellement bornde, etc.) si pour tout x'€ E', la fonction

soalaire tq(f(t),x') est mesurable (resp. sommable, ou essentiellement

bornée, etc.). Deux applications £ et g de M dans E sont dites
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gcalairement égales presgue partout (resp. scalairement égales localement

presque partout) si pour tout x'€ E', les fonctions t.—,(f(t),x') et
t — (g(t),x') sont égales p. p. (resp. &gales loce Pe Do)e SL £ et &
sont faiblement continues et égales scalairement localement presque par-

tout, elles coincident sur le support de p, comme on voit aussitdt par

vassage aux composantes scalaires. Il en résulte facilement que s8i f et g
sont mesurables et égales scalairement localement presque partout, elles
sont égales 1loc. P« P

Voici deux cas importants of une fonction scalairement mesurable est

mesurable, d@is & Pettis : Toute application Scalairement mesurable de M

dans _un espace E de type (F) et _séparable est mesurable. S1 E est un

espace de Banach dont le dual fort est séparable, alors toute application
scalairement mesurable de M dans E{ est fortement mesurable. Indiguons

par exemple la démonstration de la premidre assertion (la seconde s'y
ramtne d'ailleurs aisément). On se ram®ne d'abord aussittt au cas o& M
est compact, E un espaoe de Banach. E étant séparadble, on sait qu'il
existe alors une suite faiblement dense (xi) dans la boule unité de E',
d'o& résulte que “f(t)" = S?pl (f(t),xi)] est une fonction mesurable de
t. Appliguant ceci, pour tout x€E, & la fonction £(t) - x, on trouve que
| £(t) - x| est une fonction mesurable de t. Soit alors (xi) une suite
dense dans E, donnons nous € ) O. Alors il existe pour tout i un compact
K, C M tel que p(c Ki)‘< 2'16, et que la restriction & K, de la fonction
Me(s) - x1“ soit continue. Soit K = {D K, ona p(c K) {( €, et 1a
restrictiog de £ & K est manifestement continue.

Intégrales faibles. - Soit f une application scalairement sommable
de M dans l'espace localement convexe E, alors pour x'€ E' variable,
1'intégrale jkf(t),x'> dp(t) est une forme linéaire sur E', donc un 614-
ment du complété faible ﬁide E, é1lément appelé intégrale faible de £ et
noté vffdp ou ‘ff(t)dp(t). Dtailleurs, le produit de £ par toute
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p € Lw(p) est encore soalairement sommable, d'od pour toute ¢ € I.oa(p) une
intégrale faible jgofdp s £ définit donc une application linéaire naturel-
le ?—af(ptdp de Lw(p) dans ﬁ\ 3 d'ailleurs ce n'est autre par définition
que ltaprlication transposée de l'application x'--)fx, de E' dans L'(p)
qui, a toute x' € E', associe la classe S dans In‘(]l) de la fonction
t——-)(f(t),x') o« I1 est évident que deux applications scalairement somma-
bles £ et g de M dans E définissent la m@me application linéaire de Lw(p)
sl et seulement 81 £ et g sont scalairement localement presque partout
égales (d'o# 1l'intéret de cette relation d'équivalence).

Si p est bornée, || p“, \< 1, et 81 £ est une application scalairement
sommable de M dans E, alors ffdp appartient & l'enveloppe convexe cer-
clée faiblement fermée de £(M) dans ﬁ (et & son enveloppe convexe faible-
ment fermée dans ﬁ sl p est positive de masse égale & 1), comme il résul-

te facilement du th. de Hahn-Banach. En particulier, gi p est une mesure

bornée, et si 1l'enveloppe convexe cerclée faiblement fermée dans E de

£(M) est faiblement compacte, alors ffdp €E ; on aura donc aussi, plus

généralement, ftpfdp €E pour toute y € L”(p). Voici un autre cas impor-
tant o& par intégration faible on ne sort pas de l'espace de départ @

S1 E est le dusl faible F; d'un espace F du type (F), £ une application
scalairement sommable de M dans E = F;, on a ffdp €E. Ce résultat, dtt

a4 Dunford-Gelfand, est une application facile du théordme du graphe fermé:
il suffit de prouver en effet que l'application x——)fx de E dans 141(,;)
définie par £ est continue.

Si £ est une application scalairement essentiellement bornde de M
dans E, alors pour toute ¢ € ! (r), ¢ est scalairement sommable, dod
une intégrale faible f(pfdp. Ef, donc une applioation linédaire de L'(p)
dans ii)\. Si la mesure p est bornée, et si l'enveloppe convexe cerclée fai-
blement fermée A de £(M) dans E est faiblement oompacte, on a m@me

Jkofdp €E pour tout <p€L1 (p) d'aprds ce qui précdde, et de fagon précise
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cp—-;fqu‘;dp est une application de L'(p) dans B, de norme ( il pll,. - Suppo-
sons toujours p bornée, dlon 1 (p)CL1(p), soit £ une application sca-
lairement sommable de M dans E, et supposons que l'application

q)-)fgofdp. de Lw(p) dans ,ﬁ applique le premier espace dans E, et soit
continue pour la topologie induite par 1! (p) 3 c'est-a-dire, si E est
complet, l'application précédente peut se prolonger en une application
lindaire continue p—ra.p de L'(p) dans E. Alors f est scalairement

essentiellement bornée, et on a (si E est complet) a.p = [pfdp pour toute

p € 1! (k) ; on se ramdne en effet aussitdt au cas scalaire. D'autre part,

on vérifie aussi aisément qu'une fonction scalairement essentiellement

bornée qui est mesurable, est essentiellement bornée, i.e. localement

P.P. égale & une application bornée de M dans E : Supposant toujours,
vour simplifier, p bornée, on considdre une suite de compacts LY cM

tels que Ck-ij Ki soit négligeable pour p, que la restriction de p & K1
alt pour support Ki’ et qu'enfin la restriction de £ & Ki soit oontinue

il est alors immédiat que 1l'image de \.3 Ki rar £ est une partie faible-

ment bornée, donc bornée, de E.

Structures latticielles. - Rappelons que les espaces Lp(p) (ot

1 < P \<+<>o ), construits avec les réels comme scalaires, sont des
lattices complets pour leur structure d'ordre naturelle (i.e. gque toute
partie majorée - resp. minorée - admet une borne supérieure - resp. infé-
rieure -). Suivant la terminologie générale, une partie A de Lp(p) est
dite latticiellement bornée si elle est majorée et minorée, ou, ce gui
revient au m®me, si l'ensemble des |£|, pour £ €A, est majoré. Si le
corps des scalaires est le corps des complexes, on dit encore qu'une
vartie A de Lp(p) est latticiellement bornée si 1l'ensemble des fonctions
positives |f£}, pour £ EA, est majors.

Rappelons le résultat essentiel suivant ¢ S{ 1 (p (+° , pour
qu'une partie filtrante croissante A de Lp(p) soit majorée, i1 faut et
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il suffit que Sup \\(pup < +w , et alors le filtre des sections de A
peAr

converge vers Snp ¢. On en déduilt aussitdt : Si une partie B de Inp(p)
peEA

est majorée, alors il existe une suite (p,) extraite de B gqui a méme

borne supérieure dans I.p(p) que B. Et la borne supérieure d'une suite
majorée (q’i) dans Inp(p.) est la classe dans Inp(p.) de la fonction

t —-)St;p(pi(t) (o% pour tout i on suppose choisi un représentant t— ?i(t)
de <pi).

Considérons l'ensemble m(p) de toutes les classes de fonctions
mesurables réelles, finies ou infinies, sur M (classes prises modulo la
relation d'équivalence : égalité localement p. D.)s Ce ntest plus un
espace vectoriel, mais o'est encore un ensemble muni d'une relation
d'ordre naturelle, avec plus petit et plus grand élément (savoir la
fonction constante -~ ® et +  respectivement). Supposons d'abord M
compact, alors m(p) est isomorphe de fagon évidente, pour sa relation
d'ordre, au sous-ensemble des pe 131(,1) telles que 0 { ¢ { 1, qui est un
sous~lattice. On obtient facilement, grfice & cet isomorphisme : Si M

est compact, toute partie A de m(p) a une borne supérieure et une borne

inférieure. Il existe une suite (<p1) extraite de A ayant m8me borne supé-
rieure que A. Et la borne supérieure d'une suite (q)i) dans m(p) est la
classe de la fonction ¢ —)Sgp <pi(t) (o& pour tout i on suppose choisi un

représentant t — ¢, (t) de ¢,).

Toujours dans le cas o& M est compact, on obtient la démonstration
du

LEMME A. - Soit M un espace localement compact muni d'une mesure

positive p; E un espace localement convexe gquelconque, £ une application

scalairement mesurable de M dans E. Soit A une partie faiblement bornée

de E', et pour tout x'€E', soit f,, la classe de 1a fonction
t> (£(t),x') .
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1. Il existe une fonotion positive mesurable finie h sur M telle que

l'on ait, pour x' €A \fx,(t)\gh(t) 10Ce Do Do
2. Soit h = Sup ‘fx,\, of le sup. est pris dans le lattice oomplet
x'€A

des classes de fonctions réelles mesurables sur M. Soit t — h(t) une

fonction représentant de h. Posons, pour tout x €E ; fixfl = St'prl(x,x'ﬂ .
xte

Alors on a h(t)( I} 2(t)l Loc. Ps P

Démonstration. - Soit h la borne supérieure dans m(p) de l'ensem-
ble des lfx'] , avec x' €A, i1 faut prouver seulement que h(t) { | £(t)ll
loce pe P., guand t 2 h(t) est un représentant quelconque de h.- En effet
il existe une suite Py = |ij,.] extraite de la partie envisagée de m(,;),

telle que h(t) = Sl;p q)i(t) Pe Des OT on peut prendre <p1(t) = (f(t),xj'.) ’
dros Sljl.p ¢y () ¢ 12(£)] pour tout t, a'oh enfin n(t)( he(t)l p. p.

Le fait que m(p) soit un lattice complet, ainsi que la validité
du lemme précédent, subsistent encore si M n'est pas wmpact. On peut en
effet alsément se ramener au cas o& M est compact, grfice au lemme
suivant :

LEMME B (Godement). — Soit M un espace localement compact muni

d'une wesure positive p, E un espace topologique. Si & toute partie com-

pacte K de M on associe une classe 8x d'applications mesurables de K

dans E (classe modulo 1'égalité presque partout) de telle fagon gque pour

KCK', &g soit la "restriction™ de &g & K, alors i1 existe une applicatin

mesurable g de M dans E qui, sur toute partie compacte K de M, induise

&g

Démonstration. - On considére l'ensemble g/des applications £
d'ouverts UcM dans E, telles que f induise &g sur tout compact K cU. Il
est immédiat que, ordonné par la relation de "prolongement", g/est in-
ductif, et que pour tout é1ément maximal de 3/, on a U = M. Le th, de
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Zorn donne alors la conclusion voulue.

VI - RAPPELS SUR LES FORMES BILINEAIRES

Nous nous bornons & énoncer deux lemmes, dont la démonstration n'of-
fre aucune difficulté. Si E et F sont deux espaces lacalement convexes, f
une forme bilinéaire sur E XF, £ est dite hypocontinue si elle eat hypo-
continue par rapport a l'ensemble des parties bornées de E et 1l'ensemble
des parties bornées de F, an sens de [2]. La continuité de £ impligque
1thypocontinuité.

LEMME C. - Solent E et F deux espaces localement convexes, f une

forme bilindaire hvpocontinue sur E xXF. Il existe une forme bilindaire

et une seule ? sur E" XF, séparément falblement oontinue et prolongeant

f. On 1l'appelle le prolongement canonique de £ & E"XPF. Si £ est continue

£ est continue, et 81 E et F sont des espaces de Banach, f et ? ont 1a

m8me norme. Si f parcourt un ensemble Squicontinu de formes bilinéaires

sur EX™, 7 parcourt un ensemble équicontinu de formes bilinéaires sur

EnXF.

Rappelons que la topologie que nous mettons sur un bidual a 4té
définie dans Introduction III, et que d'autre part la topologie faible de
E" est (sauf mention expressze du contraire) la topologie o (E",E'), - On
définit de fagon symétrique le prolongement canonique de u & ExF", On
notera que si on prolonge canoniquement u de EXF a Ev"xF, puis de E"XF
& EnXF", on ntobtient en général par la me®me ohose que Si on prolonge
d'abord & E xF", puis & E"xF", m8me si E et F sont des espaces de Banech
(prendre pour B un espace de Banach non réflexif, F = E', u forme bili.
néaire fondamentale sur EXE'). Si1 (E et F §tant des espaoes de Banach)

u est faiblement compacte 4, alors les deux prolongements précédents sont

4. Une foeme bilinéaire continue f sur le produit de deux espaces de
Banach est dite faiblement compacte, si ltapplication lindaire de E dans
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toutefois identiques, et caractérisés par le fait d'@tre un prolongement
faiblement séparément continu de u a ErX Fw,

Nous dirons que la forme bilinéaire séparément continue £ sur E XF
est pseudo-compacte, si l'application linéaire de E dans F% qu'elle 4défi-
nit transforme les parties bornées en des parties précompactes ; il
revient au mfme de dire que l'application linéaire de F dans Eé qutelle
définit transforme les parties bornées en des parties précompactes (voir
P. eX. (13}, lemme 2).

LEMME D. ~ Soient E et F deux espaces localement convexes, f une

forme bilinéaire hypocontinue sur E XF. Soit A (resp. B) une partie bor-

née de E (resp. F).

1. £ est continue sur (A faible)XF et sur E X(B faible), SiAouB

est précompact, £ est continue sur (A faible) X (B faible).

2, 81 f est pseudo-compacte, elle est continue sur
(A faible) X (B faible).

La premi2re assertion dans 1° se vérifie trivialement. La deuxilme
assertion dans 1° en est un cas particulier, car sur une partie précom-
vacte de E ou F, la topologie falble est identique & la topologie donnée.

Enfin 2° est une conaéquence immédiate de 1°,

F' qui lui correspond est faiblement compacte. Il revient au m@me de dire
que l'application linéaire de F dana E' qui lui correspond est faiblement
compacte (voir [13], lemme 1).
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CHAPITRE 1

>

THEORIE GﬁNﬁRALE DES PRODUITS TENSORIELS TOPOLOGIQUES.

§1. PRODUITS TENSORIELS TOPOLOGIQUES PROJECTIFS : GENERALITES
1. Définitions fondamentales.

PROPOSITION 1 2. - 1. Soient B et F deux espaces vectoriels, a

(resp. PB) une semi-norme sur E (resp. F). Alors il existe sur le produit
tensoriel E @ F une semi-norme et une seule y ayant 1a propriété

suivante ¢ Pour tout espace vectoriel & 6 muni d'une semi-norme P, 1'iso-

morphisme canonique (défini en Algdbre, voir [3]) A— A entre 1'espace
des applications bilinéaires de EXF dans G et 1'espace des applications
linéaires de E® F dans G, induit un isomorphisme entre 1'espace semi-
normé B(E ,P ;G) des applications bilindaires bornées (au sens des semi-
normes a, [3;, p) et l'espace semi-normé L (B @ F,G) des applications
linéaires bornées (pour les semi-normes y, p).

2. On a, pour tout u€E @ F
(1)  y(u) = Inf ;a(xi) Blyy) pour u = 21 x, @ ¥y
(Le Inf étant Stendu & toutes lessultes finies ((x, , y;)) dans EXF
telles gue u = 2_x, ® Yo est identique & la jauge de l'ensemble
Xelles gue ! g/ Y

5. Cette proposition, et la définition qui en résulte, sont ddesessen-
tiellement & R. Schatten.

6. Un tel énoncé, faisant intervenir une "variable® dans la catégorie de
ftous™ les espaoces vectoriels, n'est peut &tre pas licite dans les sys-
témes logiques usunels, mais pourrait, dans chaque cas o4 nous emploierons
des énoncéds de cette nature, se remplacer par un énoncé explioite plus
légitime. Nous préférons dans la suite oonserver ces énonoés ®naifsh,
plus frappants et plus simples, et qui en fait ne risquent d'amener
ancune difficulté.
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(M ®N), enveloppe convexe cerclée de l'ensemble M ® N des x ® y tels

que x (resp. y) appartienne & 1a "boule unitén de E (resp. F)o Si a et g

ne sont pas nulles,l'application bilinéaire canonigque de EXF dans E®F

est de norme égale & 1 pour les semi-normes a, f, y, et on a

Y(x ®y) = a(x) p(y) pour x€E, yEF.,

3. Y e8%t une vraie norme si et seulement si a et

pf le sont.

Démonstration. - 1. et 2. Il est trivial que l'expression (1) est
bien une semi-norme sur E @ F, soit y. En remplagant, dans le second
membre de (1), X; ®y par /\1 a, ®b,, ot )\1 =a(x,) Bly,), &, = "1,

alx

b, = Y1 et en posant A=J2_ \,,v=2_ X\ a, ®b,, 1)

i 1 i 1 i1 i
Bly,)

on obtient vy (u) = Inf A s le Inf étant &étendu aux couples v, A avec

A>0,vel(M®F), Av=u,ce qui exprime que Y est la jauge de
de (M ® N). Cela implique que la norme de l'application canonique de
EXF dans E ® F est ar

Il en résulte ausaitdt que si G est un espace vectoriel muni d'une
semi-norme p, A une application bilinéaire de E XF dans G telle que
ltapplication linéaire AdeE ®F qutelle définit soit bornée, alors A
est borné et de norme au plus égale & celle de f. Ia réciproque et 1'iné-
galité inverse se vérifient immédiatement sur 1l'expression (1) de y .-
Enfin, Yy eat entidrement déterminé par la propriété envisagée dans
1'énoncé 1., mtme en ze restreignant au cas o& G est le corps des sca-
laires. En effet, l'ensemble deaz formez linéaires sur E®F qui sont de
norme \<1 est déterminé, puisqu'il atidentifie a ltensemble des formes
biliréaires de norme ( 1 sur EXF.

Montrons enfin qu'on a Y (x ® y) = a(x) p(y), ce qui impligue aussi-
tot, si a et § sont non nuls, que l'application bilinéaire canonique de

EXF dans E ® F a une norme exactement égale & 1., On sait déj& que



30 ALEXANDER GROTHENDIECK § 1,0

y(x ® y) { a(x) g(y). D'autre part, soit x'€EE' (resp. y'€F') de norme
£1 et tel que (x, x') = a(x) (resp. (y, y')y = p(y)), alors x' ® y!
est une forme bilindaire de norme \(1 sur EXF, donc d6finit une forme
linéaire de norme { 1 sur E ®F, d'ot [{x @y, x* ® y')] £ Y(x ®y), or
le premier membre s'éerit (x,x') (¥,y') = a(x) B(y).

3. Deylx ® y) { a(x) p(y) on conclut immédiatement que
si y est une vrale norme, a et § le sont également. Four la réciproque,
on note qu'un espace semi-normé est normé si et seulement si il est
séparé, clest-a-dire si son dual "sépare® les points de cet espace. Notre
agssertion résulte alors aussitot du

LEMME 1., - 81 B et F sont deux espaces localement convexes séparés,

la dualité naturelle entre E® F et E'® F' est séparde.

Clest évident et purement algébrique du cOté de E' @ F' (E'et F!
s'identifient & des sous-espaces du dual algébrique de B resp. F) donc
rar raisons de symétrie c'est vrai du co6té de E ® F (puisque B et F, Stant
séparés, s'identifient resp. au dual de E; et de Fs')°

DEFIRITION 1. - La semi-norme y définie dans la prop. 1 est appelée

produit tensoriel des semi-normes a et f. Si1 E et F gont deux espaoces

normés, leur produit tensoriel E ® F muni de la norme produit tensoriel

des normes de E et de F est appeld produit tensoriel normé de E et de F,

son complété est appelé produit tensoriel normé complété (ou simplement

Produit tensoriel complété) des espaces normés E et F, et noté E ® P. Sa

norme eat notée u—-)lul|1.

S1 E et F sont deux espaces normés, E @ F sera toujours, sauf men-
tion expresse du contraire, considéré comme espace normé de la fagon
précédente.

PROPOSITION 2. - Soient E et P deux espaces localement convexes.

1. Il existe sur E @ F une topologie localement convexe T et une
seule ayant la propriété suivante : Quel que soit 1'espace localement
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convexe G, l'isomorphisme canonique entre l'espace des applications bili-

néaires de E XF dans G et l'espace des applications linéaires de E® F

dans G induit un isomorphisme entre l'espace B(E,F;G) des applications

bilindaires continues et l'espace L(E ® F,G) des applications lindaires

continues. - Alors les parties équicontinues de ces deux espaces se

correspondent aussi.

En particulier, le dual de E ® F pour T g'identifie a 1'eapace

B (E,F) des formes bilinéaires continues sur E XF, et ses parties égqui-

continues aux parties équicontinues de B (E,F) (de sorte que T n'est

autre que la topologie de la convergence uniforme sur les parties é4qui-

continues de B(E,F), mis en dualité avec E @ F).

2. 8i (ai) (resp. (pj)) est un systime fondamental de semi-normes

continues sur E (resp. F) 1la topologie T est définie par la famille des

semi-normes Yige od& Yig eat le produit tensoriel des semi-normes ay et

Bj (aéfinition 1). Une famille fondamentale de voisinages de O pour T

est formée des enveloppes convexes cerclées [' (U, @Vj) o8 U; (resp. Vj)
parcourt un systéme fondamental de voisinages de O dans E (resp. F).

L'application bilinéaire canonique de E xF dang E @ F est continue.

3« Pour gque E ® F soit séparé (pour T) i1 faut et i1 suffit que E
et F le solent.

Dﬁ‘MORSTRATION. ~ Commengons par prouver l'unicité de T. En effet,
l'application identique d¢ E @ F muni de T sur lui-m®me étant continue,
l'application bilindaire EXF—E ® F qui lui correspond est continue
par hypothdse ; et de plus, pour loute topologie localement convexe T!
sur E ® F rendant continue cette application EXF— E @F, l'application
identique de E ® F muni de T dans E ® F muni de T' est continue en vertu

de l'hypothdse sur T, i.e. T est plus fine que T'. Ainsi, T apparatt
comme 1a plus fine des topologles localement convexes sur E ® F rendant
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continues 1'application bilinéaire canonigue de E XF dang E © F, oe qui
tablit 1'unicité de T.

Prouvons l'existence de T. En vertu de la proposition 1, 20, les
deux topologies définies dans la deuxidme partie de notre énoncé sont
identiques, soit T cette topologie. L'application bilinéaire oanonique
de EXF dans E ® F est manifestement econtinue pour T. Il en résulte que
81 A est une application bilinédaire de EX F dans un espace localement
oonvexe G définissant une application linéaire continue de E @ F dans G
alors A est aussi continue, et la réciproque est aunssi immédiate en
vertu de la prop. 1, 1°. Plus g6néralement, on voit ainsi que les parties
équicontinues de B(E,F3G) et de L (E @ F,G) se correspondent.

DEFINITION 2. - La topologie T sur E ® P définie dans la prop. 2 est
appelée produit tensoriel projectif des topologies localement convexes

données gur E et F, et muni de oette topologie, E @ P prend le nom de

produit tensoriel topologique projectif de E et F (oun simplement produit
tensoriel topologique si aucune confusion n'est & craindre). Son complété

est appelé prodult tensoriel topologique (projectif) complété de E et F,
et noté E @ F,

S1 E et F sont des espaces localement convexes, E ® F sera toujours,
sauf mention expresse du contraire, considéré comme muni de la topologie
de produit tensoriel projectif de E et F.

Soholie. - Soient E, P, deux espaoes localement convexes séparés, G
un espace localement convexe séparé et complet. L'espace B(E,F;G) des
applications bilinéaires continues de E XF dans G stidentifie canonigue-
ment & l'espace L(E ® F,G) des applications linéaires continues du pro-
duit tensoriel complété E ® F dans G, avec correspondance des parties
équicontinues. Si E, F, G, sont normés, cette correapondance conserve les
normes naturelles. - En particulier, le dual de E ® F s'identifie a
ltespace B(E,F) des formes bilinéaires continues sur EXF et la topologie
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de E ® F est celle de la convergence uniforme sur lez ensembles équicon-
tinus de formes bilinéaires sur EXF.
Ce scholie résulte aussitdt des définitions et des propositions 1 et
2. - Nous examinerons an § 3 diverses variantes de la notion de produit
tensoriel topologique envisagée ici, permettant des scholies analogues.
Exemples. -~ De nombreux exemples seront donnéa au Chap.2 §3, n°3,
dont nous signalons par exemple le suivant ¢ Soit V une variédté
indéfiniment différentiable, E l'espace des fonctions indéfini-
ment différentiables zur V muni de sa topologie naturelle (qui en
fait un espace du type (F) si V est "dénombrable & 1'infinin),
F un espace localement convexe complet quelconque. Alors E® F
s'identifie & 1l'eapace des fonctions indéfiniment différentiabdbles
sur V & valeurs dans F, munl de sa topologie naturelle (topologie
de la convergence compacte de la fonction £ et de chacune de aes
dérivées). Résultat analogue si V est une variété holomorphe
(i.e. analytique complexe) et si E désigne lteapace des fonctions
holomorphes sur V, muni de sa topologie naturelle. Wous verrons
aussi au §2 (Th. 2) qutun énoncé analogue est valable quand E
est l'espace des fonctions sommables sur un espace localement
compact muni d'une meaure positive p.

"Probléme des Topologies". Soit (Eg (reap. (Eé) un ensemble de

parties bornées de E (resp. F). On peut alors envisager sur
B(E,F3G) la topologie de la (E;1- (55— convergence qui est
toujours localement convexe. Il est immédiat que cette topologie
correspond dana L (E ® F,6) (resp. dans L(E 6F,G) si G est com-
plet) & la topologie de la G-convergence, ot (S eat 1'ensemble
des parties de la forme A © B 7, avec A € (;1 s BE 62’ ou ausai

7. A @ B désigne l'ensemble des x ® y, avec X€E A, y €B. Dans la suite,
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sur les enveloppes convexes cerclées fermées de telles parties
dans E® F (resp. dans E ® F). Cette topologie eat a priori moins
fine que la topologie de dual fort de E ® F (resp. de B 6]?). Une
question naturelle est : ces topologies sont-elles en fait iden-
tiques quand (3;1 et G;é sont l'ensemble de tountes les parties
bornées de E resp. de F ? On sait qu'il revient au m8me (si G#0 ?)
de dire que toute partie bornée de E ® F (resp. de B 61") est
contenue dans l'enveloppe convexe cerclée fermée d'un ensemble
A® B, oi A eat borné dans E, B borné dans F. Cela est faux en
général, par exemple dans le cas simple ot E eat le produit vec-
toriel topologique, F la somme directe topologique, d'une sulite
de droites 8. Cela est manifestement vral au contraire si E et F
sont normables (voir prop.1, 2°), et nous verrons que c'est vral
encore si E et F sont tous deux du type ®F) {prop.5, 2°), en
particulier si ce sont des duals forts d'espaces du type (5).
Jiignore si ct'est encore vral si E et F sont du type (57), m@me
si 1ltun eat normable, sauf dans certains cas particuliers (voir
§2 prop.12 et Chap.2 §3, prop«12). Si la réponse était affirma-
tive dans ce cas, B(E,F) s'identifierait avec sa topologie de la

convergence bibornée au dual fort d'un espace métrisable E ® F,

une confusion avec la notation usuelle {(non cohérente avec la précédente)
M®N, ou M et N sont dea espaces vectoriels (et M ® N l'espace vectoriel
produit tensoriel de M et N) n'eat pas & craindre.

8. La vérification est laissée au lecteur.- Noter que sauf dans les cas
ou 123 formes lindaires séparément continues sur EXF sont déja continues
(ce qui signifie pratiquement que E et F sont tous deux du type (gr)’ ou
tous deux du type %)), la topologie de la convergence uniforme sur les
produits de deux parties bornées n'est pas "la bonne topologie" sur B(E,F)
(elle nteat pas agssez fine ; en général, B(E,F) ne sera pas complet pour
cette topologie). Cela explique pourquoi on ne doit pas espédrer alors
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et serait donc du type (DF), ce qui résoudrait une question posée
dans [9] (question 7). Réciproquement d'ailleurs, si B(E,F) est
du type (oﬁfr) pour la convergence bibornée, et si on sait par
ailleurs, par exemple, que ses parties bornées aont métrisables,
alors B(E,F) eat tonnelé ([9], th. 5) d'ou résulte facilement que
sa topologie est aussi celle du dual fort de E @ F.

Soient E et F deux espaces localement convexes séparés, alors £E © F
et E' ® F' sont en dualité séparée (lemme 1), ce qul permet de conaidérer
E® F comme un espace de formes bilindaires sur E'X F'. Il est immédiat
que E ® F stidentifie exactement & l'espace des formes bilindaires conti-
nues sur E} XF!, ou ausai & 1'espace des formes bilinéaires continues de
rang fini sur E'X F', quand E' et F' sont munis de topologies localement
convexes donnant pour dual E resp. F. L'application bilinéaire
(x,y) O x® y de EXF dans E@e(Eé ,F;) est manifestement continue, donec
(prop.2, 1°) 1'immersion de E® F dans &ee(Eé,Fé) eat continune. Nous
verrons par la suite qu'il eat tout & fait exceptionnel gque ce zoit un
isomorphisme topologique (voir § 4, n°s et Chap.2, §2, n°1). Si
%e(Eé,Fé) eat complet, on peut prolonger l'application précédente a
E ®F. Or, on a dit dans Introduction III, 6 que ﬁe(Eé ,Fé) est complet
si et seulement si E et F sont complets (en supposant E et F non nuls).

Donc, 81 E et F sont complets, il existe une application lindaire conti-

AN
nue canonigue de E ® F dans &ee(Eé ,Fé). Si E et F sont normés, cette

application @ une norme \g 1, comme 11 résulte immédiatement du fait que

ltapplication bilinéaire canonique de EXF dans B(E!',F!') eat de norme< 1.

trouver une réponse affirmative & la question posée. Il y a lien de rem-
o~ -
Placer ici E @ F par le produit tensoriel inductif complsté E ® F, et

B(E,F) par S5(E,F) (voir §3, n®1).
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"Probléme de biunivocité™ et "Broblime d'approximation®.-

L'application précédente de E ® F dans ﬁe(Eé ,F;) ezt-elle bin-
nivoque ? Je l'ignore méme dans le cas oi E et F sont des eapaces
de Banach, bien qu'on puisse donner des conditions tris larges
permettant de conclure par ltaffirmative, comme nous verrons au
§5, conzacré exclusivement & ce problime et & ses nombreuses
variantes. Notonz seulement ici que dire que l'application natu-
relle de E 6 F dans Qee(E; ,Pé) eat biunivojue signifie que si un
&lément de E ® P s'annule sur E' @ P!, 11 eat nul, c'est-a-dire
en vertu du th. de Hahn-Banach, que E' @ P! eat dense dans B(E,F)
pour la topologie faible définie par la dualité avec E oF ("Pro-
bléme d'approximation®), Pour résoudre ce probléme on peut visi-
blement se ramener au cas ou B et P sont des espaces de Banach
(en introduisant, pour tout A € B(E,PF) un voisinage convexe cerclé
U (resp. V) de O dans E (resp. F) tel que |A(x,y)] {1 pour x €U,
y€V, et en considérant les espaces de Banach B/'\J, E/;).

%(E;,F;) st'identifie aussi & l'espace des applications linéaires
continues de E; dans Ps ou aussi & l'espace des applications linéaires
continues de El dans P (voir [2], prop.7), et c'est meme 13 un isomor-
phisme topologique de &(Eé,l‘é) sur I.e(E,'t,F). Par suite E ® F s'immerge
canoniquement dans L, (Ez':,l'), et si E et F sont complets, i1l existe une

application linéaire canonigue de E ® F dans Le(E%,P), que nous notons

le plus souvent u—uU. A X @ y correspond manifestement l'application
linéaire x!'—> {x,x') y.

Les applications u€L (EL,P) qui sont dans 1'image de E ® F ont des
propridtés trés spéciales, dont nous ne signalons pour lt'instant que la
plus grossidre : Ces applications transforment les parties équicontinues

de E' en parties relativement compactes de F (supposé toujours complet).

Cela résulte du
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LEMME 2. - Solent E et F deux egpaces localement convexez, (5 un

ensemble de parties bornées de E. Alors l'ensemble des u €L(E,F) qui

tranaforment les A € (35 en parties précompactes de F est fermé pour la

topologie de la (E;-convergence.- En particulier, toute application

1indaire continue de E dana F qui eat limite uniforme sur les A e—C;

d'application linéairea continues de rang fini, transforme les A e.C;

en parties vrécompactes de F.

La démonastration de ce lemme eat connue (pour les opérateurs com-
pactz d'un eapace de Banach dans un autre), et d'ailleurs immédiate grfce
an critere usuel de précompacité.- Pour une réciprogue de la dernidre
partie du lemme, volr §5, prop.37.

2. Produit tensoriel d'applications linéaires.

Dans toute la sulte de ce travail, les espaces localement convexes

envigagés sont suppoadés séparés, sauf mention expresse.

Soient (E1,E2), (F1,F2) deux couples d'espaces localement convexes,
Ai une application linéaire continue de E1 dang Fi’ L'application bili-
néaire (x1,x2)——§A1x1 ® A,x, de E,XE, dans F, & F, est manifeatement
continue,donc (prop.2, 1°) l'application linéaire de E1 @ E2 dans F1<® F2
qutelle définit eat continue et se prolonge par sulte en une application

N
linéaire continue de E, ® E, dans F, d F,, notfe encore A, ® A, et

1 2
appelée produit tenzoriel dez applications linéaires continues A1 et A2.

Si les espaces envisagés sont normés, on a
() Ya, @ a,hlallayl
comme il résulte aussitdt de la prop.1, 1°. Cette notion satisfait mani-
festement aux propriétés usuelles d'aszociativité
(3) (A, ®4,) < (B, ®B,) = (A;0B;) @ (A,0B,)
(Le lecteur explicitera). Si lea espaces envisagés sont complets, on a

avec la notation introduite a la fin du n®1
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/—'\_, ~ t

(4) (A1®A2). u=A,oido A
pour toat u€E, ® E,, comme on vérifie par prolongement par continuité a
partir de ue,E1 o Eje Nous écrirons donc parfois A1u tA2 an lieu de
(l\1 ® A2). u, et A,u {resp. u 1;1\2) si A, {resp. A1) est 1'application
identique de E2 sur E2 {resp. de E1 sur E1). La formule 3 st'écrit alors

t tn _ t, ¢

B (Aju “Ay) "B, = (B,A;) u ("A, B,).

Soient toujours (E,,E,),(F, sF,) deux couples d'espaces localement
convexes, Ai uane application linéaire continue de Ei dans Fi’

PROPOSITION 3. - 1. S1 A, est un homomorphisme topologique de E;

sur un sons-espace dense de Fy (1 =1,2), alors A1 ] A2 est un homomor-

phisme topologique de E, ® E, sur un sous-espace dense de F, ® F,, ce

N n
sous-espace &tant identique a F, ® F, guand E, et E, Sont métrisables.

2. 51 E; et E, sont des espaces normés, et si 4,

et A2 aont des applications linéaires canonigues sur des espaces quotients
E,/N; et E,/N,, alors A, ® A2 est un isomorphisme d'espace normé d'un

quotient de E, ® E, sur F, ® Fye
3. Le noyau de A, ® A, est le sous-espace vectoriel

”
fermé de E, ® E, engendré par les x; @ x, avec A1x1 =0 oun A2x2 =0

Démonstration. - Dire que A = A1 ® A2 est un homomorphisme topolo-
gique sur un sous-espace partont dense signifie que son tranaposé tA est
biunivoque, a une image faiblement fermée, et que l'image inverse, dans
le dunal B(F1 ,Fa) de F, ® Fz,d'une partie équicontinue du dual B(E1 ,E2)
de E, ) Ez.est édquicontinue 9. Mais si feB(F1 ,F2) alors PA.f est la

9. Nous admettons, dans la démonstration de la prop.3 (reap.4) les réaul-
tats suivantz, dont la démonatration est facile

Lemme 2. Soient E et F deux eapaces localement convexes, u une applica-
tion linéaire continue de E dans F. Pour que u soit un homomorphisme
topologique, i1 faut et 1l suffit que u soit _un homomorphisme faible,
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forme bilinéaire f(A1x1,A2x2) sur E, XE,, et 1l'image de B(F1,F2) est
l'ensemble des g €B(E, ,Ea) telles que g(x,,x,) = 0 81 A;x; = 0 ou

Ayx, = 0. L'affirmation devient alors immédiate. S1 E, et E, sont métri-
sables E1 & E2 est métrisable et complet, dono tout espace guotient de
cet espace eat complet, d'od résulte qu'alors A est un homomorphisme sur.
De meme si F, = E;/N,, F, = E,/N,, E, et E, normés, il est trivial que
*A est un isomorphisme de l'espace normé B(F,,F,) dans l'espace normé
B(E1,E2), ce qui signifie =2usai que A est un isomorphisme dtespace normé
d'un espace quotient de E, ) E, sur F, ® F,.~ Enfin, le noyau de A est
1torthogonal de 1'image par A du dual B(F,,F,) de F, @ F,,image qui est
identique & l'ensemble Zes formes bilindaires g telles que g(x1,x2) =0
si x, €N, ou x, €N, (Ni désignant le noyau de Ai) d'od résulte la cerac-
térisation donnée du noyau de A, grfce au théordme des bipolaires.

PROPOSITION 4. - Supposons que A, soit un isomorphisme topologique,

identifiant done Ei a un sous-espace vectoriel topologique de Fi
(1 =1,2).

1. Pour que A1 @ A2 soit un isomorphisme topolo-

gique, il faut et 11 suffit que tout ensemble équicontinu de formes bili-

néaires sur E1 X E2 solt l'ensemble des reatrictions d'un ensemble Squicon-

tinu de formes bilinéaires sur F, X F,. Si F, et F, sont métrisables on

peut dans cet énoncé remplacer l'ensemble équicontinu donné par une forme
bilinéaire continue.

(1.e. 1;u(]?") est faiblement fermé dans E'), et que toute partie équicon-
tinue de 1;u(]?") s0it ltimage d'une partie équicontinue de F°'.

Lemme b. Soient E et F deux espaces localement convexes, u une application
linéaire continue de E dang F. Pour que u soit un_isomorphisme topologi-
ue, 11 faut et i1 suffit que toute partie éguicontinue A de E' soit
1l'image parTu d'une partie équicontinue de F!.
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2. St F, et F, sont normés, pour que A, ® A, soit un
isomorphisme d'espace normé, il faut et 11 suffit gque toute forme bili-

néaire continue sur E, XE, soit restriction d'une forme bilinéaire conti-

nue sur F, X F, ayant méme norme.

Démonstration. - Le début de 1° et 2°, sont immédiats par transposi-

tion comme pour la prop. 3 10

« Dans le cas ol F, et F, sont métrisables,
E, ® E, et F, @ F, sont métrisables, et i1 revient alors au wlme de dire
que A est un homomorphisme pour les topologies fortes ou pour les topolo-
gies faibles ([2] s Prop.7), ce qui prouve la fin de 1° ot par 12 la propo-
sition 4.

COROLLAIRE 1, - Sous lea conditions de 1la prop.4, pour gue A1 @ A2

goit un isomorphisme topologique, 1l suffit que Ei admette un supplémen-

taire topologique dans Py (1 = 1,2).

COROLLAIRE 2. ~ Soit F un espace de Banach, E un sous-eapace vec-

toriel fermé admettant un supplémentaire topologigue dans son

bidual. Alors 1'application canonique E 6E' - F &E' est un iso-

morphisme topologique si et seulement si E admet un supplémentaire

topologique dans F.
Ctest en effet suffisant en vertu du corollaire 1. Ctest néces-

saire, car en vertu de la prop.4, la forme bilinéaire canonigue
sur E XE' est alors restriction d'une forme bilindaire continue
sur FXE', ou, ce qui revient au mtme, l'application identigue de
B dans E® est restriction d'une application linéaire continue de
F dans E". En composant avec un projecteur continu de E" sur E,
on cbtient une projection continue de F sur E, i.e. E admet un
supplémentaire topologique dans F.- Ce corollaire permet de donner

de nombreux exemples od le produit tensoriel de deux isomorphismes

10. Voir note 9 page 38.
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topologiques n'est pas un isomorphisme topologigue.

COROLLAIRE 3. - L'application linéaire canonique E 6 F & E" 6 F est

un_isomorphisme topologique, et un isomorphisme d'espace normé quand E et
11

¥ sont des espaces normés.

Cela signifie, en vertu de la prop.4, que tout ensemble d'applica-
tions lindairea de F dans E' appliquant un voisinage fixe de O dans une
partie équicontinue fixe de E' provient d'un ensemble analogue d'applice-
tions 1inéaires de F dans le dual de E" (ayant m@mes normes s'il s'agit
d'espaces normés), ce qui est immédiat, une partie équicontinue de E!?
s'identifiant & une partie équicontinue du dual de EW,

En particulier, si F = E', 1l'application canonigque E! &5 E 2 En 8 E?
(obtenue en composant lt'application canonique E! 6 E —9E¢ 6 E®" avec l'iso-
morphisme topologique - resp. normé - E? 6 En 5 E"® 6 Et') est un isomor-
vhisme topologique (resp. un isomorphisme d'espaces normés). Quand les
é1éments de E! 8 E sont interprétés comme opérateurs dans E, ceux de
En & E' comme opérateurs dans E!, 1'application précédente n'eat autre
que ltopdration de transposition.- Remarquons que 3i on prend E = ¢,
(espace des suites qui tendent vers zéro) E n'a pas de supplémentaire
topologique dans son bidual 2% ([25]), bien que, d'aprds ce qui précdde,
E 6 E'-—-)E"a E' s0it un isomorphisme topologique. Donc la restriction
faite dars le corollaire 2 sur l'espace E est bien essentielle.

Applicationz de 12 proposition 3.-

1. Soit V une veriété indéfiniment différentiable '2, € 1lespace
dez fonctionz indéfiniment différentiables sur V aveec sa topolo-

11, La manidre dont nous topologisons E® a &té précisée dans 1'Introduc-
tion, IIIT.

12. Pour simplifier, nous supposons, dans tout cet article, les variétés
envisagées dénombrables & 1'infini, i.e. réunion d'une suite de compacts.
Alors & (V) est un espace du type (F ).
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g8le usuelle dl'espace (9/), D un opérateur différentiel dans g .
Supposons que D applique 8 sur 8 (ce qui est vral dans les cas
les plus fréquents en pratique) alors D est m@me un homomorphisme
topologique de & sur € en vertu du th. des homomorphismes de
Banach. Soit E un espace du type (CF'), gE ltespace des fonctions
indéfiniment différentiables sur V & valeurs dans E, muni de sa
topologie usuelle. D définit de fagon évidente un opérateur Dg
dans gE. Alors Dp est aussi un homomorphisme de 83 sur éE .
En effet nous avons déja dit (n®1 , exemples) que €E s'identifie
a€ 3 E, et on vérifie facilement qu'on a avec cet identification
DE =D @ 1(4 désigne ltapplication identique dans E), et il suf-
£it d'appliquer la prop. 3. Dtailleurs, du fait que € est
nucldaire (voir Chap.2, §2) on peut méme conclure que chague
fois que D est un homomorphisme topologique (pas nécessairement
de € sur %), Dp est aussi un homomorphisme topologique (appli-
quer la prop. 4 et Chap.2, § 3, corollaire de la prop.i0). Bien
entendu, dans tout ceci, € pouvait se remplacer par l'espace
analogue construit pour un type guelconque de tenseurs sur V. On
a un résultat analogue guand V est une variété holomorphe, €
ltespace des fonctions holomorphes sur V, muni de la topologie de
la convergence compacte.- On fera attention gue si E n'est pas du
type (F), Dg peut ne pas @tre un homomorphisme de fE sur €,
méme si D est un homomorphisme de € sur €. Ainsi, si E = g’
(dual fort de € ) il résulte facilement des résultats du Chap.2
(voir Chap.2, f£in du th.6) que Dy est une application de €E sur
‘8 B 8i et seulement si le noyau de D admet un supplémenteire
topologique dans € (1.e. 81 D admet un inverse & droite dans g)
Ce ntest, par exemple, d6ja pas le cas pour l'opérateur &4 dans

fn (n »2), ni plus généralement pour aucun opérateur différen-
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tiel & coefficlents constants elliptigue sur R™ (n > 2, ltordre
de D &tant > 0) 13
2. Considérons une variété indéfiniment différentiable V, un
egspace E du type (9“), et un espace guotient E/PF de E. Alors la
prop. 3 montre ici gque toute application indéfiniment différen-
tiable de V dans E,/F peut s'obtenir en composant une application
indéfiniment différentiable de V dans E, avec lt'application cano-
nique de E sur E /F. On procdde de la m@me fagon pour obtenir des
théordmes de reldvement pour des fonctions vectorielles holomor-
phes, ou sommables, etc. Dans tous ces exemples, 11 est encore
essentiel que l'espace E envisagé soit du type (G’).

3. Propriétés de permanence générales.

PROPOSITION S. - Solent E et F deux espaces localement convexes.

~
1. Si E et F gont du type (F), E ® F est du type
(F), E@®F est métrisable et tonneld.

2. 81 E et F sont du type (#F), alors E® F et
N
E O F sont du type (H%F ). Sur B(E,F), la topologie de la convergence

A
bibornée est identique & la topologie de dual fort de E ® F. Toute partie

bornée de E 3 F est contenue dans l'enveloppe convexe cerclée fermée d'un
ensemble A © B,\2§ A (resp. B) est une partie bornée de E (resp. F).

Démonstration. - 1° est trivial, sauf que E & F soit tonneld, ce
qui résulte aussit8t d'un théordme classigue (tout ensemble de formes
bilinéaires sur EXF, borné pour la topologie de la convergence simple,

est équicontinu).

13. Un opérateur différentiel est dit (globalement) ellirtique s'il admet
un noyau inverse trds régulier (pour cette notion, voir le § 1 de :
Grothendieck, Sur les espaces de solutions d'une classe générale d!'équa-
tions aux dérivées partielles, Journal d'Analyse Mathématique, p.243-280,
Vol II (1952-53))
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2. On note d'abord que B(E,F) est du type (F) pour
1a topologie de la convergence bibornée ([g], prop.3), donc pour vérifier
que son application identique dans le dual fort de E ®F est continue, il
suffit de montrer qu'elle transforme une suite qui converge vers zéro en
une suite bornée ; or, une telle suite est équicontinue dans B(E,F) ([9],
prop.3), donc équicontinue dans le dual de E ® F. L'identité des deux
topologies sur B(E,F) est par 1a établie, ce qui équivaut précimément a
la propriété des enveloppes envisagée dans 1'énoncé (voir n°1, "Probl2me
des topologies"). Il en résulte que E a F admet une suite fondamentale
de parties bornées. Pour vérifier que c'est un espace (HF) 11 reste a
véritier que si la réunion d'une suite de parties équicontinues de son
dual est fortement bornée, elle est m@me équioontinue, ce qui n'est autre
encore que la prop.3 de [9].

COROLLAIRE 1. - Sous les conditions de la prop.5, 2°, pour que

E ® P solt bornologique (resp. tonnelé, quasi-tonnelé) il faut et

suffit (si E et F ne sont pas nuls) que E et F le soient. Pour
A

que E ®F soit tonnelé, il faut et i1 suffit que E et F solent

quasi-tonnelds.

Supposons E et F tonnelés (resp. guasi-tonnelé) montrons que

E®@PF 1l'est aussi, l.e. que toute partie de B(E,F) bornée pour
la convergence simple (resp. la convergenoe bornée) est &quicon-
tinue. Mais cela est inclus aussitdt dans [9], th.2. A fortiori
B 8 F sera alors tonnelé (comme complété d'un espace quasi-tonne-
16). Supposons E et F bornologiques, montrons que E ® P est bor-
nologique. E et F étant quasi-tonnelés, E @ F sera gnasi-tonnel$,
11 reste donc & vérifier que toute forme lindaire sur E ® F, bor-
née sur les parties bornées, est continue. Maig 11 résulte immé-
diatement du fait que E et F sont bornologiques gue la forme

bilinédaire qui correspond & la forme lindaire donnde est
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séparément continue, et de plus bornée sur le prodult de deux
bornés. I1 en résulte qu'elle est m&me continue ([9], th.2) done
aussi la forme linéaire donnée.- Pour les réciproques, on note
gu'un espace du type (HF ) est quasi-tonnelé si et seulement si
son complété est tonneld, ce quil nous ramdne a prouver que si

E ® F est bornologique (resp. tonnelé, guasi-tonneld) E et F le
sont. Or cela résulte aussit8t du

LEMME 3. - Solent E et F deux espaces localement convexes non

nuls. E et F sont isomorphes & des facteurs directs de E @ F et

les complétés de B et F sont isomorphes a des facteurs directs

A
de E®F.

Pour le voir, il suffit de décomposer p. ex. F en la somme direc-
te topologigue d'une droite F, et d'un hyperplan fermé, ce gqui
donne une décomposition correspondante de E ® F resp. E 3 F (voir
prop.6 ci-dessous) dont un facteur est isomorphe a8 E ® ¥, (resp.
AEO F,) donc a E (resp. son complété).

COROLLAIRE 2 de la Prope. 5. - Solent E et F deux espaces du type

(9% ), E étant du type (d@ﬂ, F du_type (M) (resp. réflexif).

Alors E 3 F est un espace du type (dia (resp. réflexif).

En effet, cela résulte de la prop.5, 2°, moyennant le théoréme
de Krein-§mu11an 14 et le

LEMME 4. - Soient E, F deux espaces localement convexes, A une

partie précompacte de E, B une partie précompacte (resp. faible-

ment relativement compacte) de F. Alors A @ B est une partie

14. Rappelons a ce propos le th. de Krein—gmulian, gue nous énongons sous
sa forme la plus générale : Soit E un espace localement convexe, K une
partie faiblement compacte de E, A son enveloppe convexe cerclée fermée.
Pour que A soilt aussi faiblement compact, 1l faut et i1 suffit que A soit
complet (ce gui est en particulier toujours le cas si K est quasi-complet)
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relativement compacte (resp. faiblement relativement compacte) de
EQF.

On peut manifestement supposer E et F complets, et alors la dé-
monstration résulte aussit8t du fait gue 1'application

(x,y)-)x ®y de AXB dans E 3 F est continue (resp. faiblement
continue), ce qui est immédiat.- On notera que le lemme 4 est
encore valable si on remplace E 3 F par le "produit tensoriel
inductif complété" E@ F ( § 3, définition 3), a condition de
supposer A convexe cerclé complet.

PROPOSITION 6. - Soit (E;) une famille d'espaces localement conve-

xes, F un espace localement convexe.

1. (lil Ey) oF est canoniquement isomorphe au produit vectoriel
N
topologique 51§ (E, ® F).

2. 81 F est normable, alors les espaces (2;; Ey) ® F et Z;“(Ei ® F)
sont canoniquement isomorphes (ou Z;. désigne 1a somme directe topolo-
gique). Si I est dénombrable, il suffit que F soit du type (£F),

Démonstration. - 1° est immédiat en considérant les sous-espaces

denses (Z%; Ei) @F et 2;}(E1.® F) des deux espaces & comparer : Ces

sous-espaces sont algébriguement isomorphes de fagon canonique, et leur
isomorphisme canonique est un isomorphisme pour les topologies induites,
comme i1 résulte p. ex. de la caractérisation des voisinages de O donnée
dans la prop. 2, 2%~ Dans 2°, comme la somme directe topologique d'une
famille d'espaces complets est compldte (Introduction, IV, 2°) on se
ram®ne aisément & prouver gque les deux topologies induites resp. sur
(‘Z%‘Ei) ® F et sur Z:{-(E1 @ F) sont identiques quand on identifie cano-
nigquement ces deux espaces, ou encore que ces deux topologies donnent le
meme dual avec les m@mes parties équicontinues. Done que toute partie A

de Ii‘ B(E; , F) qui est produit d'ensembles Ay CB(E; , F) qui sont des



§4, n*3 PRODUITS TENSORIELS TOPOLOGIGQUES A7

ensembles Squicontinus de formes bilinéaires, est un ensemble équicontinu
de formes bilinéaires sur ( Z:;_ Ei) ® F. Mais soit, pour tout L1 €1, vy
un voisinage de O dans E, tel que \ui(vi,B)!g’l pour tout u, € Ay, B
étant la boule unité de F supposé normé ; soit V ltenveloppe convexe
cerclée des Vi dans Z%'Ei’ ctest un voisinage de O, et on a manifeste-
ment |u(V,B)|<f1 pour tout u € 4, d'ou le résultat dans ce cas. On procé-
de de fagon analogue quand I est dénombrable et F du type (PF), en uti-
lisant le fait que pour toute suite (Bi) de voisinages de O dans F, i1
existe un voisinage de O fixe qui est absorbé par chaque Bi par une homo-
thétie assez petite ([9], lemme 2).

COROLLAIRE. -~ Soit E un espace localement convexe séparéd, limite

inductive d'une famille (Ei)i €1 de sous-espaces vectoriels Ej

(munis de topologies localement convexes Ti)’ F un espace locale-

ment convexe ; on suppose F normable, ou I dénombrable et F du

N
type (HF). Alors sur le sous-espace vectoriel de E @ F engendrd
Al

par les images canoniques des espaces Ei ® P, 1la topologie indui-

Al
te par E ® F est identique & la topologie limite inductive des
A
E, © F.

Comme la limite inductive des E1 est aussi isomorphe & un espace
quotient de leur somme directe topologique ZE% Ei’ le corollaire
résulte de l'application successive de la prop.6, 20, et de la
prop.3, 1° (n%2).

Remarque 1. - La conclusion de la prop.6, 2° est en défaut chaque
fols que I est infini et que F contient un sous-espace du type
(%) non normable 3 alors les deux topologles envisagées donnent
méme des duals distincts. En effet, i1 existe alors une famille
(yi) d'é61éments de F' telle qu'il n'existe aucune partie Squicon-

tinue de F' qui engendre un espace contenant tous les y{. Si
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alors pour tout 1 on choisit xj'. eEi

des xj'. @ y' définit un 414ment de | |B(E1,F), dual de Z— (E 0 F),

’ x' # O, alors la famille

tandis que la forme bilindaire sur (Z;._EI)XF qu'elle définit
ntest pas continue, comme on vérifie aussitdt.- Une construction
analogue peut d'ailleurs se répéter quand la somme directe Z{'Ei
est remplacée par la limite inductive siricte d'une suite stric-
tement croissante dtespaces localement convexes Ei : alors la
topologie induite par E 6 F sur la réunion des images canoniques
des Eia F est distincte de la topologlie limite inductive de ces
espaces, et donne méme un dual distinct.

PROPOSITION 7. - Soient E et F deux espaces localement convexes.

1. Pour que E @ F (resp. E 3]?') soit quasi-normable ([9], §3,
définition 4), il faut et 11 suffit que E et F 1le soient (resp.

que les complétés de E et F le soient).

2. Tour que E ® F, ou E 31-‘, soit un espace de Schwartz ((9],
§3, définition 5), il faut et i1 suffit que E et F le solent.
Démonstration. - Les réciprogues sont conséquences immédiates
du lemme 3, compte tenu du fait trivial qu'un espace loc. conv.
est un espace de Schwartz si et seulement si son complété llest.-
Prouvons d'abord 1°. Soit M une partie 4quicontinue du dual de
E @ F;11 faut trouver un volsinage Wde l'origine dans E @ F tel
que la topologie sur M induite par la topologie forte (du dual de
EQ®F, ou de E 3]?) soit identique & la topologie de la conver-
gence uniforme surW. A fortiori suffit-il qu'il en soit ainsi de
la topologie T sur M induite par la topologie de la convergence
bibornée. Par définition de E ® F, 11 existe un voisinage U
(resp. V) de l'origine dans E (resp. F) tel que M &(U & V)’
qui signifie que les u € M, interprétés comme applications de E
dans F', appliquent U dans V°. T est alors aussi la topologie de
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la convergence uniforme sur les parties bornées de U, pour la
topologie forte sur F', et comme M (U)CV’, on peut remplacer la
topologie forte de F! par n'importe quelle autre induisant la
m&me topologle sur V°, donc par la topologie de la convergence
uniforme sur un voilsinage convenable V1 de O dans F (F 4tant
quasi-normable). On peut supposer V1 CV, et interpréter ensuite
M comme un ensemble dtapplications linéaires de F dans E', muni
de la topologie de la convergence uniforme sur V1, pour la topo-
logie forte de E', et répéter le mfme ralsonnement, qui fournit
un voisinage U1 de O dans E tel que la topologie T sur M soi
identique a la topologie de la convergence uniforme sur U14KV1,
i.e. la topologie de la convergence uniforme sur le voisinsage

¥ = T'(U1 ® V,) de 0 dens E @ F, ce qui prouve 1%~ SL E et F
sont m8me des espaces de Schwartz, on peut dans ce qui précédde
supposer gque U1 est précompact pour la topologile TU (non néces-
sairement séparée) définie par l'unique voisinage U de l'origine
(U 6tant supposé convexe cerclé). Comme les u € M forment encore
un ensemble uniformément équicontinu d'aprplications de E muni de
Ty dans la partie compacte V° de F', 11 résulte du th. d'Ascoli
que M est précompact (pour la topologie T de la convergence uni-
forme sur l'ensemble U1, précompact pour TU). Il en résulte que
E®F et E @ F sont des espaces de Schwartz ([9], $3, Prop.17).
Remarque 2. -~ On fera attention que le produit tensoriel compléts
de deux espaces de Banach réflexifs ntest en général pas réfle-
xif, I1 ne l'est jamais, par exemple, pour deux espaces de
Hilbert de dimension infinie E et F, car il est facile de cons-
truire une application bilinéaire continue de E XF dans ltespace
2 des suites sommables, appliquent le produit des boules unités

sur la boule unité de 1 (et n'induisant donc pas une application
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faiblement compacte de E 6 F dans X’) ¢ 11 suffit dtutiliser

l'application ((xy), (yy))—) (x;y,) de 12 x£2 sur A'.- On notera
aussi gque le produit tensoriel projectif complété de deux espaces
de Hilbert de dimension infinie est strictement plus petit que 1le
produilt tensoriel hilbertien classique (1'un et l'autre corres-
pondant resp. aux opérateurs & trace et aux opérateurs de Hilbert
Schmidt entre E et F ; volir [8], [21] ou [11] )e

4.Produit tensoriel topologique projectif de plusieurs espaces.

I1 est immédiat que la prop. 1 et la définition 1, ainsi que la
prop. 2 et la définition 2, s'étendent de fagon &vidente au produit d'un
nombre fini gquelconque d'espaces localement convexes (4ventuellement nor-
més). Par la suite, si Ey (1 =1, ... n) sont n espaces localement con-
vexes, on supposera toujours, sauf indication expresse du contraire, leur
produit tensoriel algébrique QPEI mani de la topologie produit tensoriel
projectif des topologies des espaces Ei s son complété sera noté QPEi.
Avec ces notations, toutes les considérations développdes jusqu'ici
s'étendent au cas du produit tensoriel topologigue (projectif) de plu-
sieurs espaces localement convexes, pourvu qu'elles gardent encore un
sens. Il en est ainsi du Scholie du n°1, du lemme 1, des considérations
qui accompagnent 1'énoncé du "Probl2me des topologles™ et du "Probleme de
biunivocité®, de la définition du produit tensoriel d'applications 1ing-
aires continues et des propositions 3 et 4 qui régissent cette notion,
des "propriétés de permanence® exprimées dans les propositions 5, 6, 7.
Enfin, le th.1 ci-dessous (§1) qui donne l'expression des &léments du
produit tensoriel complété de deux espaces du type (9') stétend immédia-
tement au cas d'un nombre fini dlespaces facteurs. Par la suite, nous ne
8ignalerons plus les généralisations dans ce sens des résultats obtenus.

I1 convient encore de noter une propristéndtassociativité® parfois

utile, et d'ailleurs triviale gréce & la 2° caractérisation des volisinages
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/N
de zéro dans un produit tensoriel lopologique (prop. 2, 2°) : u@ Ei est
Fal &N —
isomorphe au nroduit tensoriel (44(§)PE1) 3 (P@“Ei) (11 suffit de noter

que ces espaces induisent la mfme topologle sur 1@“]31 identifié de la
fagon usuelle & ( @ E,) ®( @ E,)). Toute aussi triviale est la
tigp 1 pee 1

"commutativité" de l'opération produit tensoriel : si o est une permuta-
tion de n indices ordonnés, alors il existe un isomorphisme naturel, noté

B. ® =
u—o u, de 1\282“]31 sur @ 4(1), donné par o"(j\(t‘“xi)

Ag¢n T ”é%'\xa_"(i).

§ 2, DEUX CAS SPBCIAUX

1. Produit tensoriel de deux espaces du type (F).

Un résultat fondamental dans la théorie est le
THEOREME 1. - Solent E et P deux espaces du type (F)

”~
1. Tout é16ment u € E ® F egt somme d'une série abso-

lument convergente 15

ou (>\1) est une suite de scalaires tels que ):;J)\i\gl, (xi) une suite

tendant vers z&ro dans E, (yi) une suite tendant vers zéro dans F.

2. 81 u parcourt une partie compacte K, de E ® F, on

peut survoser dans (5) que les suites (xi) et (yi) sont fixes et que la

suite variable (>\1) reste dans une partie compacte de la boule unité de

ﬁ' (espace des suites sommables). Si U (resp. V) est un voisinage ouyvert

convexe cerclé de l'origine dans E (resp. F) tels que K, CT(U ®V), on

peut supposer chaque suite (xi), (yi) extraite de U resp. V.

3. 81 E et F sont normés, tout u €E S F est de la
forme (5) ou \\xiﬂ <y byl g, Z{_ \Xﬂg “ul\1 + € (ol € peut &tre donné

N
arbitrairement). 3i u parcourt un compact K de E ® F, on peut supposer que

15. Pour la définition, voir n°2,
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dans (5) les suites (x,), (y;) sont fixes dans la boule unité de E resp.F
et que (€ &tant donng) N\ = ( Xi) parcourt une partie compacte de 11,

avec 2:. |)\1‘ ¥ +e¢, ol M= Sup “u“1.
i u €K

Comme conséquences immédiates de 2°, signalons tout de sulte le

COROLLAIRE 1. - E et F étant deux espaces du type (F), toute partie

N
compacte de E ®F est contenue dans 1'enveloppe convexe cerclée fermée
d'un ensemble A ®B, ou A (resp. B) est une partie compacte de E (resp. F)

n
ou encore dansg 1'image canonique de 1la boule unité d'un espace EA ® FB
(A et B comme ci-dessus). Sur B(E,F), la topologie de la convergence

bicompacte est identique & 1a topologie de la convergence compacte du
dusl de E ® F.

D'ajlleurs, tenant compte du th. 5 de [7], on obtient aussi la géné-
ralisation sulvante du résultat cité :

COROLLAIRE 2. - Soient E et F deux espaces du type (F). Sur B(E,F),
la tcpologle de la convergence bicompacte est la topologie 1la plus fine

Bur cet ensemble qui induise la topologie faible sur ses parties équicon-

A
tinues (topologie faible pour la dualité avec E ®F ou avec E @ F - ce qui

revient au méme par raison d'équicontinuité).

Des variantes de ces résultats seront vues avec 1la prop. 21 du $4 et
ses corollaires. Notons gne le corollaire 2 ci-dessus pourralt se démon-
trer directement par la méthode du th. 5 de [7], et 11 est possible de
déduire de cette démonstration une autre preuve du th. 1, mais de portée
moins générale (la démonstration gue nous donnons ici s'appligue aux
espaces normés sur les corps valués complets généraux, et aux généralisa-
tions de E 6 F aux espaces E g)]? et E [g]? du chap. 2 §1 (volr th. 1 et
th, 2 du chap. 2).

Démonstration du the. 1. Il suffit manifestement de prouver 2°, gui
g51éralise & 1la fois 1° et 3°. Soit (pa) (resp. (qa)) une suite fondamen-
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tale croissante de semi-normes continues dans E (resp. F). Posons

I =E XF, (0l E, =EN C{O},‘&.-Fnc {0}), I sera considéré comme un
espace discret. Solent 1—-)x1 et 1 — ¥y ses projections sur E, resp. F,.
Pour tout indice a, soit p, la fonction 1’_’pa(x1) qm(yi) sur I considé-
rée comme une mesure sur l'espace discret I, et soit A l'espace des
fonctions scalaires )\= (>\1)1 e 8ur I qui sont sommables pour chacune

des [ muni de la topologle définie par la suite des semi-normes

A=
UM = 2 Dyl

On stassure aussitdt que /\ est un espace du type ((T). Pour tout A= ()\1)
A
€/\., la série Z_, )\ixi ‘X’yi dans E ® F converge absolument, car les
iel

produits tensoriels u-——)\\u“a des semi-normes p, et g, définissent la
N
topologie de E ® F, et on a ize_I | >\1x1 ® yina\< ;_\Xil Pe(xy) a,(yy) =

= Zi_\xilpa(i) = {+ %, On a donc une application lindaire naturelle
Py \) = Zi' N Xy ®yy de N aans & ® P, continue pulsque

“tp( )\)“a< IM, crtest méme 1a& un homomorphisme de /\_s_u_r_ EOF appii-

quant 1'ouvert “)\\\éi_d_g N\ sur 1touvert Jufl, <1 de E ® F. Soit en effet
/\o le sous espace dense de A form§ des familles ( )\1) pour lesquelles
)\1 est nul sauf au plus pour un nombre fini df'indices ; ltapplication
AN q)()\) induit évidemment une application linéaire de A.os_ur E®F, et
la d4finition m8me de la semi-norme i\u“a » produit tensoriel de P, et a
(voir prop. 1 formule (1)), montre que ce n'est autre que la norme gquo-
tient de la norme “X\\a sur f\opar le noyau N de ltapplication X-—)q)( )\).
Notons maintenant le

LEMME 4 bis. - Soit /\ un _espace localement convexe, /\o un sous-

espace vectoriel dense, ¢ une application lindaire continue de /\ dans un

es~ace localement convexe P, induisant un homomorphisme topologique de /\a-
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Alors ¢ est un homomorphisme topologique. Si de plus q)(./\) =Petsi VW

est un voisinage ouvert convexe cerclé de O dans A , 8lors (W) est

identique & 1l'intérieur de ¢(W,), od W, = vol\,.

Dans le cas actuel, A étant du type (97), donc tout espace quotient
de /\ du type (f}-),donc complet, et'f(_/\o) étant dense dans P = E 6 F, 11
s'ensuivra que ¢ applique /N sur E @ F, et l'ouvert ll)\lla { 1 sur l'ou-
vert Yufl, (1. - La démonstration du lemme est facile : la premidre par-
tie résulte par exemple immédiatement de la caractérisation des homomor-
phismes donnée dans la note 9 p. 38. De plus, sous les hypothéses de la
seconde partie du lemme, comme on a W C-f:, on a

P(N) C @(¥,) € p(¥W,).

Comme d'autre part ¢(W) est ouvert (en vertu de la premiire partie) et

contenu dans ¢(W, ), pour prouver que le premier ensemble eat exactement

1'intérieur du second, il suffit de montrer gque (W) = ¢(W,), i.e.

WVT) O ¢(W,), ce qui eat &vident pulsque ¢p(¥,) C p(W).

Soit maintenant K, une partie compacte de E ® F contenue dans la
boule ouverte lulq < 1, 11 résulte d'une proposition générale bien connue
(voir lemme 6 plus bas) qu'il existe une partie compacte K dans /\. ’
contenue dans la boule ouverte “NL( 1, dont 1'image dans E oF soit K .
K étant compact, donc séparable, il existe une partie dénombrable J de I
telle que K soit contenu dans le sous-espace AJ de ./\ formé des (>\1)
tels que )\1 = 0 pour i € EJ. Admettons pour l'instant le lemme é1émen-
taire suivant (dont nous aurons besoin plus baz sous la forme générale
que nous luil donnons ici) :

LEMME 5. - Soit (p.a) (2 = 0,1,..) une suite de suites positives

i— pa(i) (1 =1,...) telles gque pour tout i, existe un a avec p.a(i) # 0,

et soit 0 ( p {+ % . Consgidérons l'espace _/\. dea suites ()\1) gui sont

de puissange p.iéme sommable pour toute p,, muni de la topologle définie

par la sulte des semi-normes
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“Mla = (2_—_-1_ \Xi\p |,ta‘(1.))1/P si p )1, par 1a suite des "4carts & l'ori-
gine" (voir [4] , $3, n%1) 8, ( N) = Zi_\xil pp.a(i) sip <. /\ est _un

espace vectoriel topologique métrisable complet. Si K est une partie com-

pacte de ./\, il existe une suite 1—> p(i) telle gque lim Fa(l)

pour tout a, et telle que K soit une partie compacte de l'espace Xp(p)

des suites de puissance p.idme sommable pour p.

Il en résulte dans le caz actuel qu'il existe une partie compacte
K, de 1l'espace A ordinaire, telle que toute A= (Xi) € K soit de la
forme >\1 = py/n(1), ou p = (p,) €K,;. (Nous identifions maintenant J a

ltensemble des entiers )» 0). On aura donc, pour u €K

6 = >\ @ = Pi ®
(6) u Zi‘ixi ¥y Z:i-p.-.}.xi ¥y

ou p = (Pi) = K, On a pa(xi)qa(yi)/"(i) = pa(i)/p(i)—-)o pour 1 —+ o

Soit alors i,, 11 yesesdlyyees une suite strictement croissante d'indices
telle que 1'on ait, pour 1 » 1 , p (1)/p(1) < 1/a2. On peut supposer que
10 = 1, en changeant au besoin les premiers termes de la suite p, ce qui

eat loisible. On a alors

1
(7) ey x ®y, =8, ®b, pour 1, ! (g
1

oa p.(a,) = 4 (®y) = (p(

1/2
P, (x4)a, (74)) /
1)
Il vient donc, pour u €K,
(8) u= Zi_piai ®b1
ou p = (pi)eK1 , et od (ai) (resp. (bi)) e3t une suite dans E (rezp. F)
qui_tend vers zéro ; car pour a donné et pour i ) 1‘3, ol pya, ona
1.Y £1 <1Y+1 pour quelque Y % B, d'ou p (a,) ¢ pY(ai) < %\(ﬂg. Cn a de

rlus po(ai) {1, qo(bi) { 1. Montrons enfin que l'on peut supposer que
1l'on a Z:i_ | pil £ 1 pour tout p €K1. Cn a §videmment par définition
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pour tout A € K .Zi_\xi\ po(xi)qo(yi) \< ¥ {1, ol M eat fixe, ce qui
donne Zi'\Pi\ po(ai)qo(bi) ¥ 1. S0ttt € = (1-M)/4 ; K, étant une partie
compacte de‘[1’ 11 existe un indice n tel que %;;h‘Pi]’é € pour tout
p EK,, d'ol
(9) Z\pi\ L e et Z_ |pil po(ai)qo(bi) § ¥ + € pour p € K,.
i>n ign

Soit J, l'ensemble des indices 1 L 1 n tels que po(ai)qo(bi) # 0, J,
l'ensemble de ceux pour lezquels po(ai)qo(bi) = 0. On peut supposer que
pour 1 €J_, on a p,(a;) = ¢ (b;) =k ol k= (M+e€)/(M+2){ 1, en
remplagant au besoin a, par kai/po(ai), b, par kbi/qo(bi)’ py par

1

2 Po(ai)qo(bi)Pi pour 1 € Iy ce gui est loisible, car cela revient a

faire sur l'ensemble des p = (Pi) <€ K1 une transformation induite par une
transformation lindaire continue de A , 0¢ qui transforme donc K1 en un
autre compact ; et on continue & avoir po(ai) <1, qo(bi) <1, a,—> o,

b,— 0, la relation (8) et la premidre indgalité (9). On déduit alors de
(9) : 1263 lpﬂ £ ¥ + 2e. D'autre part, on peut supposer que l'on a, pour

0
p €K, g}_ |P1| § & car autrement on remplacerait pour i €J,, si
1

par exemple po(ai) = 0, a; par Ra, et p, par (1/R)p1 (ce qui eat encore

loisible, car on aura encore p (Ra,) = Rp, (ay) =0 1), ol R est choiai

agsez grand pour que l'on ait 1/R EJ Ipil\<1 pour tout p € K;e- Si les
ie

conditions précéientes sont vérifides, alors on aura bien

1<1<w\p1\<lﬁ+ae+e+e=1
AN

pour tout p € K1 en vertu de (9) et ce qui précdde. Le th.1 se trouve par
13 ddmontré, car on pouvait ohoisir la suite fondamentale de semi-normes
(pa) (resp. (qa)) telle que l'ouvert po(x) < 1 (resp. ltouvert qo(y) 1)
soit précisément l'ouvert U (resp. V) donné.

Il reste seulement & reporter la démonatration du lemme 5 et 1'énon-

¢é d'un lemme 6.
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Démonstration du lemme 5. - Il ezt immédiat que l'on peut supposer
la suite des "mesures" p, croissante. Comme pour tout a 3 O, K eat &
fortiori compact dans l'espace Xp(pa) conatruit sur Py o il résulte d'un
critére de compacité bien connu que l'on peut trouver un indice i, tel

que 12;I l)‘il ppa(i) < 4% pour tout A\ €K. Supposons la suite des i,
a

atrictement croiassante, et définissona, pour 1a.g i ('1a+1 R
pli) = 2“pa(1), et pu(1) = 1 pour 1 ¢ 1, Alors on a, pour tout ek H

Z. lxi\pp(i) Z: Z ‘xi\ pl-l(i))\< Z 2ﬁ 4-"3 = 2-aH ’

1>/1a a ﬂ\<1< ﬂ+1 ﬂ)a
d'ol suit aussit8t que K C Xp(p), que K eat borné dana ltespace métrique
fp(p) et m8me que K eat relativement compact dans 1p(p). Enfin on a
évidemment, pour tout a, lim. pa(i)/p(i) =

o

Enfin 3 touteas fins utiles, nous donnons sans démonstration 1'énon-
¢é suivant, sana doute bien connu, et dont nous avons utiliasé un cas
particulier :

LEMME 6., - Soit E un espace uniforme métrisable complet, d{ une

relation d'équivalence ouverte dans E, ¢ l'application canonigue de E sur

B/(R. s U une partie ouverte de E. Alora toute partie compacte de y(U)

est 1'image canonique d'une partie compacte de U. Toute suite convergente

dang ¢(U) est 1l'image canonique d'une suite convergente dang U.

Remarque 4. - La démonstration du th. 1,avec utilisation de la
seconde partie du lemme précédent, montre que si (uj) eat une guite dans
E1$ F qui converge vers zéro, alors dans la représentation (5) des 4614-
ments de cette suite, on peut supposer encore que les suites (xi), (y i)
sont fixes dans E, reap. F, et que les )fj) = (X{j)) qui correaspondent
aux uj forment une suite quil converge vera zéro dans £1.- Notons auasi
que la démonatration du th. 1 ne serait pas easentiellement cthangée si on

assujettit dans 1'énoncé les Xy et ¥y &4 8tre pria dans un aoua-espace
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vectoriel dense de E reasp. F donné a l'avance.
Remargque 5. - Le th.t, 1° est assez apécial au produit tensoriel
complété de deux espaces du_type (9:' ), et est en défaut, en
général pour le produit tensoriel complété de deux espaces non
normables dont l'un est du type (9’), 1ltautre du type (37). Il
est par exemple en défaut, chaque foils que EF est un espace (f}')
nucléaire de dimension infinie (Chap. 2, définition 4) et F son
dual fort, car nous verrona (Chap. 2, th. 6) que E QE' est alors
identique & Lb(E,E), tandis que les opérateurs qui peuvent se

représenter par des séries Z:')‘lxi ® x{ comme dans le th. 1 sont
i

les opérateurs bornés (ou encore les opérateurs de Fredholm) dans
E. Le lecteur pourra s'en convaincre ici sur l'exemple ol E eat
le produit vectoriel topologique d'une suite de droites.

Le th.t1, 1° peut aussi @tre en défaut pour le produit tensoriel
complété de deux espaces du type (‘99'), dont 1l'un peut méme 8tre
un espace normable, (par exemple l'espace ! olassique) et l'au-
tre un espace du type (r/é) (¢4, n°3, Remarque 11). Cependant 11
semble que du moins dans les cas les plus importants, 1l'énoncé
du th.1, 1° reste valable pour deux espaces du type ($F). Des
résultats positifs dans ce sens sont donnéa plug bas (n°2, PTOP.
11 3 §4, n°, remarque 13, chap.2, §3, n°2, prop.12).

2. Produit tensoriel topologigue avec un espace L1.

Soit M un espace localement compact muni d'une mesure positive p,
soit L' (p) = A 1'espace des fonctions sommables conastruit sur p, muni de
sa norme usuelle. Si E est un eapace de Banach, on désigne par I.]‘;(p) ou
I% 1'espace des fonctions vectorielles f absolument sommables pour p &
valeurs dans E, muni de sa norme Hf"1 =fuf(t)||dp(t). Cl'est aussi le

complété de l'espace des fonctions vectorielles continues i support com-
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pact sur M, & valeurs dans E, muni de la semi-norme correspondante.

Plus généralement, solt E un espace localement convexe quelcongue.
Pour toute semi-norme continue p, sur E, soit E, ltespace de Banach com-
plété de ltespace quotient de E par le zous-espace des x tels gque
pa(x) = 0, muni de la norme obtenue & partir de p, Par passage au quotient
norme encore notée Py 3 solt u, 1l'application canonique de E dans Ea' Une

apolication £ de M dans E est dite absolument sommable si pour toute

semi-norme continue p, sur E, qze>f eat une application absolument somma-
ble de M dans l'espace de Banach Ea' Munissons l'espace de toutes les
applications absolument sommables de M dans E de la famille des semi-
normes “f“fa=‘fpa(f(t)) dp(t) et soit ‘/\é (p) l'espace localement con-
vexe asparé associé a cet espace. Il est immédiat que les fonctions
continues 3 support compact (2 valeurs dans E) définissent un sous-espace
dense de é (p) = ./\% (on est ramené ausaitdt au cas ol E eat un
espace de Banach), et que lorsque E est du type (573, alors ./\% est
complet. De toutes fagons, si E est un espace localement convexe, on
désigne par L%(p) le complété de l'espace /\%(p) des fonctions absolu-

ment sommables pour p & valeurs dans E. C'eat aussl le complété de l'es-

pace des fonctions continues & support compact sur M, 2 valeurs dans E,
muni de la famille des semi-normesz “flf“ (2 condition de se permettre le
cas 4chéant de considérer l'espace complété d'un espace non séparé !).
St p €L', a €E, soit g.a 1'61ément de L'y aéfini par
(10) pea (t) = p(t) a
Comme on a manifestement fp. a”fa,é “?”1pa(a), 1ltapplication bilindaire
(?,a)->?.a de L1X'E dans L1E est continue, donc définit une application
linéaire continue naturelle de L1 6 E dans L1E. Cela posé, on a le
TREORSME 2. - L'spplication lindaire naturelle de L' & E gans 1'_

est un isomorphisme vectoriel-topologigue du premier espace sur le second.

81 E est norm§, cet isomorphisme conserve les normes.
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Démonstration. - Tout d'abord les combinaisons linéaires d'éléments
p.a sont denses dans I.é , car les fonctions continues & support compact y
sont denses, et d'autre part il est bien connu que toute fonction contime
a support compact, & valeurs dans E, peut s'approcher uniformément par
des combinaisons linéaires de fonotions Pyo2yg ot les ¢y sont continues
et nulles en dehors d'un compact fixe ; cela donne & fortiori une appro-
ximation au sens de L}; I1 suffit donc de prouver que l'on a, pour toute
nwer! ®E, “?i“fa = l\u\\a, ol U eat 1l'image de u dans I‘1E et ou u— llull,
désigne la semi-norme prodult tensoriel de la norme de ! par p,. On est
alors aussit®t ramend au cas ol E est un espace de Banache. Il suffit de
prouver {&f, ¢ lul,+ Comme 11 existe un sous-espace vectoriel de dimen-
sion finie Eo de E tel que u € L1 ® E,» on eat aussitdt ramené an cas ou
E est de dimension finie. Notre inégalité revient & prouver que toute
forme bilinéaire continue B(y,a) sur L'XE est de la forme ’ﬁ'(cp.a) , oi B
est une forme lindaire continue sur I‘1E de norme au plus égale & sl
Mais d'aprés le théordme de Dunford-Pettis (voir [5]), valable guand E
eat séparable, B est de la forme B(y,a) = {a, flp(t)F(t)dp.(t)>0l; t—P(t)
eat une application faiblement mesurable de M dans E' telle que
fr(t)ll < WBll pour tout t. On a donc B(y,a) = f<q>(t)a,F(t) ) ap(t)=B(g.a),
o B est la forme linéaire sur I.;; donnée par B(f) = f(f(t),]?(t) ) ap.
Comme manifestement ﬂ/l\al" < \\B“, le th. 2 eat démontré.

COROLIATRE 1. - Solent E un espace de Banach, £ € L'y, ¢ >0, alors

i1 existe une suite (<p1) (resp. (ai)) dans la boule unité de ! (resp. de

E), et une suite (>‘1) de nombres positifa, tellea que P \XJ( “1“1 + €,
i
£ =Zi)‘1 9y @ 4.

(On aurait évidemment un résultat analogue si E &tait du type (F)).
COROLLAIRE 2. - L'application linéaire canonique de L' ® E dans

S@(L"’ ,E?) (E étant un espace localement convexe complet quelcongue)

eat biunivogue.
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On eat ramené en effet au cas oll B est un espace de Banach (§1, n°1,
"Problime de blunivocitém"), et ¢' est dbrs une conséquence immédiate du
th. 2. (Il exiate bien entendu des démonstrationas tout & fait §lémentai-
res de ce corollaire, voir §5, prop. 36, corollaire, 30). Voici un corol-
laire plus esaentiel

COROLLAIRE 3. - Soit B un espace de Banach, F un sous espace vecto-

riel fermé, alors l'application lindaire canonigue de Iﬂ 8 F dans IJ @ E

est un isomorphisme d'espaces normés. Si E est un espace localement con-

vexe quelconque, on obtient un isomorphisme topologique.

C'est une conzéquence immédiate du th. 2.~ Il revient d'ailleurs au
meme, en vertu de la prop.4, 30, de dire que toute application linéaire
continue de F dans le dual L ge L' se prolonge en une application 1liné-
aire continue de E dans L” ayant mfme norme & on retrouve une propriété
classique de l'eapace L™ , due & L. Nachbin [?Q]. D'ailleurs cela signi-
fie manifestement ausai que toute application linéaire continue de L1
dans le quotient E'/F° d'un dual d'ezspace de Banach E par un sous-eapace
vectoriel faiblement fermé F° a'obtient & partir d'une application liné-
aire de norme égale de ! danz E.

Réciproguement si L eat un espace de Banach tel que pour tout
esnace Je Banach E et tout asous-eapace vectoriel fermé F de E,
1'application lindaire naturelle de L 6 F dana L 6 E soit un
igsomorphisme d'espaces normés, c'eat-a-dire tel que le dual de L
poaséde la "propriété de prolongement™ de L. Wachbin, il réaulte
de [Zd] quz L' eat isomorphe avec sa norme & un eapace ‘Q(K)
construit sur un espace compact "atonien™ K convenable. I1 semble
rlausible que cela implique déja que L soit izomorphe avec sa
norme & un espace ! (p) construit sur une mesure p convenable.

COROLLAIRE 4. - Soit M (reap. N) un espace localement compact muni

d'une meaure poaitive p (resp. v ). Alors le produit tensoriel topologique
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compléts L' (p) @ '

la megure sur MXF produit direct de p et ¥ . L'espace normé des formes

(V) s'identifie & llespace L' (p ® V), ofi p ® ¥ est

bilinéaires oontinues sur ! (|,1)41<I;1 (V) -~ ou des applications linéaires

continues de I:'(p) dans L” (V) - s'identifie & l'espace normé L™ (p ® V).

En effet, 11 est bien connu gque l'espace I%.(p.), ou E = I:' (V), stiden-
tifie & ltespace ! (p ®V), ce qui établit la premidre partie moyennant
le th.2. Comme le dual de L'(p. ® V) s'identifie avec sa norme a
® (p ®V), la deuxidme partie du corollaire n'est qu'une autre formula-
tion de la premidre partie. C'est évidemment un cas particulier du th. de
Dunford-Pettis, mais &tabli ici sans hypothdse de séparabilité.- Conju-
guant oe résultat avec la propristé de prolongement vue en marge du corol-
laire 3, on obtient le

COROLLAIRE 5. - Soit M un espace localement compact muni 4'une

mesure positive p, E un espace de Banach isomorphe ayec sa norme & un

gous-espace vectoriel 4'un espace I:' (V) construit sur quelgue mesure V.

Alors le th. de Dunford-Pettis, pour la représentation des applications

linéaires continues de L'(p) dans E', est ici valable (sans condition de

séparabilité).
Veici une autre variante utile du th. de Dunford-Pettis, et ne

faisant pas intervenir d'hypoth2ze de adparabilité :

PROPOSITION 8. - Soit M un eapace localement compact muni d'une

meaure p, N un espace localement compact guelconque. Pour toute
1

(p) dans 1'espace N (N)
des mesures bornées sur N, i1 exigte une mesure p sur MXN et une

application linéaire continue u de L

seule ayant les propriétés suivantes : a. Pour toute partie ouver-

te relativement compacte U de M, UXN est de mesure finie pour

{pl .= Par suite, la projection de MXN sur M transporte la mesure

lpl en_une mesure p' sur M.

b. I1 existe une constante ¢ ) O telle gue p' cpe.
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c. Pour £ € L' (p) et g € G(N) (espace des fonctions continues
sur N "nulles & 1'infini" muni de la norme de la convergence
uniforme) on &

(1) (g,u.f) =‘]f(s)g(t)dp(s,t)

ol la fonection f(s)g(t) eat sommable pour p.

Réciproquement, toute mesure sur MXN satisfaigant aux conditions

a. et b. aéfinit une application linéaire continue u de L'(p)

dans 0/G1(N) par 1la formule (11). La norme de u est 1a meilleure

congtante ¢ telle que p' { cp.
Démonstration. - Les d4tails de la démonatration sont laissés au
lecteur. (On apolique le th.2 pour L'(p) et l'espece CO(R)).

Le th. 2 a'applique encore de fagon essentielle dans ﬁi]. J'y donne
aussi, comme conaéquence facile du th. 2, une caractérisation du produit
tensoriel normé complété d'un espace de Banach quelconque E avec l'eapace
0/61(M) dea mesures bornées sur un espace localement compact donné M.- De
norbreuses autres applications sont données dans la sulte de ce travail.

Remarque 6. - Le th. 2, qui doit &tre considéré comme une autre
formulation du th. de Dunford-Pettis, eat comme lui tr2s spécial & lles-

pace L1

et comme ce dernier ne se généralise pas aux eapaces Lp,

1 {p +®» , mtme pour p = 2. En particulier, nous avons déja vu (fin de
la remarque 3) que l'analogue pour les eapaceas L2 du corollaire 4 ci-des-
au2a est faux (et cela eat d'ailleurs encore évident pour la deuxidme
vartie de ce corollaire, qui impliquerait que toute applioation linéaire
continue de Lz(p) dans le dual Lz(p) de Lz(p) seralt donnée par un noyaun
de Hilbert-Schmidt, et serait en particulier compacte !).

Nous développona encore guelques conasquences du th.2. I1 nous sera
commode d'utiliser la terminologle suivante (d4éveloppde systématiquement
an § 3, ﬁ°2) ¢t S1 E et F sont deux espaces de Banach, on appelle applica-
tion nucléaire de = dans F toute application linéaire de E dans F définie
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A

par un é1ément de E' @ P. L'ensemble des applications nucléaires de E
dans F s'identifie done & un espace quotient de E? ® F (et & B! &\J F dans
tous les cas comnua, - voir "Probl2me de biunivoecitém, §1, n° 1) 3 la
norme quotient sera appelée "norme-trace® et notse u—->|lu||1. (Au §3,
nous définissons la notion d'application nucléaire pour des espaces loca-
lement convexes généraux, et la prop. 9 resterait valable dans le cas
général).

PROPOSITION 9. - Soit p une mesure positive sur un espace localement

compact M, E un espace de Banach, u une application linéaire continue de

E dans T (p).- Les conditions suivantes sont équivalentes :

a. u est nucléaire.

b. I1 existe une application absolument sommable f de M dans E' tel-

le que pour tout x € E, u.x soit la classe de_la fonction t— (x,£(%)) .
Alors Bull, = 2}, et £ est unique.

¢c. u tranaforme la boule unité de E en une partie latticiellement

bornée et équimesurable A de . (voir Introduction, V). Si h = Sup Icpl,
pEA
on a fufl, = llh“1.

Comme les applications nucléaires de E dans I:1 s'identifient aux

PAY
61éments de L' ® B! (th. 2, corollaire 2) 1'équivalence de a. et b. est
oongéquence immédiate du ths 2 - c¢. eat conséquence tr2z facile de b.
(utiliser le fait qu'une fonction vectorielle absolument sommable, &

valeurs dans un espace de Banach, eat fortement mesurable 16). De plus, on

16. Une application £ de M dans un espace B du type (?) est dite forte-
ment mesurable (pour une mesure donnée p) si elle satisfait a la
"condition de Iusin" : pour tout compact K C M et tout € > 0, existe un
compact K, C M tel que p(KﬂCK,) €, et que la restriction de f & K,
soit continue.- La fonction £ ezt absolument sommable si et seulement
51 elle est fortement mesurable, et si fpa(f(t))dp.(t) { + % pour toute
semi-norme continue Pye
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a évidemnent, avec les notations de b. et c., | h“1é “f“,. I1 reste &
prouver c.=>b. et 1'inégalité inverse. Soit (Ki) une suite croiasante

de parties compactes de M telles que h soit négligeable dans C\IJ Ki’

et que A colncide sur K1 avec un ensemble équicontinu et uniformément
borné Ai de fonctions continues sur Ki’ On peut supposer évidemment que
la restriction de p 2 K1 a pour support Ki s alors pour toute fonction
g, DeDes 6gale sur K1 & une fonction continue g, cette fonction g est
unigue. I1 en résulte gque pour tout i il existe une application linéaire
centinue u, de E dans 14 (Ki)’ appliquant la boule unité dans Ay et
telle que u.x soit égal a UjeX Pop SUT K1 pour tout x € E. Poaons pour
tout 1 : ui.x(t) = (x,fi(t)) pour x € B, t G'Ki’ on dé6finit ainsi une
application t —£(t) de Ei dans E', application qui est continue & cause
de 1'équicontinuité de A,. On a I\fi(t)\\ & B(t) pour teut t € K,. D'autre
part, pour K, C Kj’ f, est évidemment la restriction de fj & Ky. Soit f
l'application de M dans E', coinoidant avec fi sur K; pour tout 1, et
nulle dans C\?) Ki’ £ est fortement mesurable par construction et

fz(t)} € B(t) pour tout t, d'ol résulte que f est absolument sommable,
et “2“14 “h“1. Enfin, 11 est évident par construction que f définit bien
l'application u comme i1 a 4té dit dans b., ce qui achdve la démonstra-
tion.

COROLLAIRE. - 1. Soit A une partie bornée convexe cerclée de L'(p).

Pour que A soit latticiellement bornée et équimesuradble, il faut et il

guffit gue l'application identique de (L1)A dans L1 soit nucléaire.

2. Pour pne suite (fn) latticiellement bornée et fai-

blement convergente dans L'(p) i1l revient au m8me d'@tre équimesurable

ou de converger p.p. et une telle suite converge fortement.

En effet, la suffisance dans 1° résulte de l'implication a.=> c.

dans la prop. 9, la nécessité résulte de l'implication inverse. Soit (fn)
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une suite latticiellement bornée et équimesurable convergeant faiblement
dans ! vers une limite f, et soit (Ki) 1a suite de compaots envisagée
dans la démonstration de la prop. 9. On peut, pour tout fn,trouver an
représentant, noté encore fn, qui ait une restriction continue & chacun

des Ki’ et nul dans CL.J Ki’ et de méme f admet un tel représentant,
i

soit f. Soit p, la restriction de p & K, ; comme on suppose que le sup-
port de p, est K,, t?(Ki) se plonge biunivoguement dans L1(Pi)° Donc 1la
suite (fn), qui converge vers f dans L'(pi) faible et reste dans une par-
tie compacte Ai de tg(Ki), converge vers f uniformément sur Ki’ Cela
étant vrai pour tout i, (fn) tend vers £ en chaque point. Soit enfin (fn)
une suite de fonctions mesurables convergeant p.p., i1 résulte alors du
th. 4’ Egoroff qu'elle est uniformément mesurable. Si elle est de plus
latticiellement bornée dans L', le th. de hebesgue nous apprend qu'elle
converge fortement dans L'.

La prop. 9 et le corollaire 1 lient une propriété purement vectoriel-
le topologique d'une partie de L'(p) & des propriétés latticielles et des
propriétés de mesurabilité. On en déduit la

PROPOSITIOF 10. - Soient M, N deux espaces localement compacts munis

chacun d'une mesure positive p resg.v s 80it u une application linéaire

continue de L'(p) dans L'(V).

1 Soit A une partie latticiellement bornée de L'(p), alors u(A) = B

est une partie latticiellement bornée de L'(V). 51 £ = Sup I?i,
€A
g =8Sup v, ona “g|1 an "2”1.
Vv €B -

2. Soit A une partie latticiellement bornée et équimesurable de

L'(p); alors u(A) possdde les mPmes propriétés.

3. Soit (fn) une suite dans L'(p), latticiellement bornée et qui

converge p.ps vers une f €'L1(p). Alors la suite (u.fn) est aussi latti-

ciellement bornée et converge p.p. vers u.f.
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Démontrons d'abord 2° : Soit B 1l'enveloppe convexe cerclée de A,u1
l'application identique de (I:1(p.))B dans L‘(V), elle eat nucléaire
{orov. 9, co=>a.), donc u ° u, est nucléaire (voir § 3, n° 2) et trans-
forme donc B en une partie latticiellement bornée et équimesurable de
L'(V) (prop. 9, a.=2c.). 3° en résulte aussitdt, car l'ensemble des fn
satisfait & la condition de 2° (corollaire 1, 20, de la prop. 9) donc
l'ensenble des u.fn est équimesurable et latticiellement borné en vertu
de 2°, et comae (u.fn) converge vers u.f fortement comme image de la
sulte fortement convergente (fn), elle converge aussi p.p. (corollaire 1,
2°, de la prop. 9). Pour prouver enfin 1°, on utilise le fait classique
suivant : Soit B une partie de L' (p) 3 pour que B soit latticlellement
borné, 11 faut et 11 suffit que i = Sup “32&“" l, <+ ol B! parcourt

l'ensemble des parties finies de B., et si alors on poze g = Sug'wl, on &
¥ €B

ﬂg"1 = M.~ Cela nous ramdne aussitft & démontrer le
COROLLAIRE. - Soient £,,...,2 n 6léments de I' (u), posons

£ = ?up(lfil, g = ?uf ,ufil Alors lg"1 & Mal lﬂh
\

Soit en effet A l'enveloppe convexe cerclée des f,, on a lel £ ¢
pour tout ¢ € A, dono ltapplication identique u, de E = (L'(p.))A dans
L'(p) est une application nucldaire ayant une norme-trace Uu1“1 dgale
& “fu1 (prope. 9)« Il en résulte que l'application uoe u; est une applica-
tion nucléaire de E dans L'(V) ayant une norme-trace £ ﬂu" "f“1, dton
auzsitdt le corollaire, toujours en vertu de la prop. 9.

Indiquons une variante de la démonstration de prop. 10, 1°
30, qui permet d'obtenir bien d'autres résultats. Elle consiste
a4 appliguer le
LEMME 7. - Soit u une application 1inéaire continue de L1(p) dans

L‘(Q), E un espace localement convexe. Alors il existe une appli-

cation 1linfaire continue o de L'E(p) dans Lix(V) et une seule
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telle que ﬁ(?.a) = u(yp).a pour ¢ € A (p), a € E. S1 E est un_esypa-
ce de Banach, on a B £ Yull.

En effet, identifiant L'g(p) a T' (b) ®F ot o atle) QF
(the 2) 41 suffit de prendre u = u ® 1. Notons maintenant le
ocorollaire suivant du th. 2 (de démonstration immédiate) .
PROPOSITION 11, - Soit M un espace localement compaot muni d'une

mesure p > 0.

1. L'espace AR (p) & @ E’ (p) s'identifie avec sa norme
o

a ltegpace des suites (fn) dans L'(p), latticiellement bornées et
convergent presgue partout vers zéro, muni de la norme bup‘fil I .

i
2. Soit 1 < p {(+ %@ . Alors 1'espace 1! (B) ® AP - L'l},(p.)

g'identifie & 1l'espace des suitesg (£ ) dans ! (#) telles que
N ((2)) = I(Z\f (t)]P)'/Pdp(t) L+ 0, mani de la norme N, ((£)

Du lemme 7 et de la prop. 11, 1°, on déduit immédiatement la

prop. 10, 3°, puis la prop. 10, 1°, en procédant comme plus haut
pour se ramener d'abord aux ensembles finis. En utilisant de m&me

le lemme 7 et la prop. 11, 2°, on obtient : Si u est une applica-

tion linéaire continue de ! (k) dans 1! (V), u transforme toute

suite (f,) dans ! (p) telle que Hp((fn)) = f(g_‘fi(t)lp)vpdp.(t)(
{+00, en une suite (gn) = (u.rn) telle gue
N, ((g,)) K Fplt£)) flulle

Pour le produit tensoriel topologigque complété d'un espace Lr avec

un espace (T) quelconque, on peut résoudre par l'affirmative le

"Probldme des topologies™ du § 1, n® 1. On a mlme, en effet, la

PROPOSITION 12. - Soit I;1 1'espace des fonctions sommables construit

sur une certaine mesure p (gur un espace localement compact M), et soit

A
E un espace du type (T). Alors toute partie bornée A de I@®E est

A
contenue dans 1'image de 1la boule unité d'un espace AN Ep» oi B est
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une partie convexe cerclde bornée fermée de E.

N
Le th. 1, 3° appliqué a ' ® By donne alors immSdiatement
Al
COROLLAIRE 1. - Toute partie bornée A de L' ® £ est _contenue dans

”~
1'enveloppe convexe cerclée fermée d'un ensemble U ® B, 2_1_3. U est la boule

unité de L'

et B une partie bornée de E. Sur l'espace B(L' »B) 1la topolo-

gie de la convergence bibornée est identigue & la topologie du dual fort

N
de ' ® E. En particulier, c'est un espace (ﬁf}') ([9]).

Démonstration de la prop. 12. Soit (pa) une suite fondamentale de
semi-normes sur E, soit u—->“u“a la semi-norme prodult tensoriel de la

norme de L' et de D,» Posons M = Sup lula. Soit ()\a) une suite de
u€A
nombres > O telle que Z_ >‘a Ma< 1, et soit F le sous-espace de B for-
a

mé des x tels que Z-__ Aa P,(x) { +0 , muni de 1a norme ||x|l = Z?_)\apa(x)
a a

On vérifie immédiatement que F est un espace de Banach pour cette norme,
et que l'application identique de F dans E est continue. Je dis que A
eat contenu dans l'image de la boule unité de L' 6 F par l'application
naturelle de cet espace dans I:' 6 E, ce qui prouvera la proposition.
De Z__ Xa/pa(f(t))dp(t) él pour £ € A on conclut que

Z_ )‘a paa(f(t)) est une fonction sommable de norme él, en particulier
pour presque tout t on a £(t) € F, et la norme de £(t) dans F est une
fonction sommable de norme 1. I1 suffit maintenant de prouver que f
eat une application fortement mesurable (donc sommable de norme (1) de
¥ dans F. Désignons, pour tout &, par Ea ltespace de Banach associé & 1la
semi-norme | ) et soit G le sous-espace du produit T;rEa formé des (ya)
tels que Za >\a Py (¥,) {+00, muni de la norme ”(ya)ll= Za_Xapa(ya),

norme gqui manifestement fait de G un espace de Banach. F stidentifie a
un sous-espace vectoriel normé de G par l'application y-?(tpa(y)), ol
Pa désigne l'application naturelle de E dans Ea’ Alors £, en tant qutap-

Plication de M dans G, est mesurable, comme il résulte aussitft du fait
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que ses composantes fa suivant les Ba sont mesurables, (de sorte que f
s'obtient comme la somme d'une série de fonctions mesurables fa)' Par
suite £ est aussi mesurable en tant qu'application dans F. - BEn fait, la
démonstration précédente prouve que toute partie bornée de L?B provient
d'une partie bornée d'un espace LPF, ol F = BA’ A étant une partie con-
vexe cerclée fermée de E.
Remargue 2. - Une variante de la démonstration précédente
permet de prouver ce qui suit ¢ Soient F, B deux espaces du type

d;’), B étant isomorphe & un sous-espace vectoriel topologique
du _produit vectoriel-topologique d'une suite d'espaces de Hil-

bert (comme par exemple 1'espace (JBL?) de L. Schwartz, - [2?}

t. 2 - ou un «espace échelonné d'ordre 2» - (7] , page 66 -).
A

Alors toute partie bornée de F @ E est contenue dans 1'image

canonigue d'une partie bornée dtun espace FakB, ol B est une
partie convexe cerclée fermée de E. Si F est normable, on retrou-

ve l'analogue de la prop. 2. Si P et E sont tous deux isomorphes
a4 des sous-espaces vectoriels topologiques du produit vectoriel
topologique d'une suite d'espaces de Hilbert, alors en appli-
quant deux fois de suite le résultat précédent, on trouve que
toute partie bornée de F 63 est contenue dans l'image canonique
de la boule unité d'un espace PAa Egy oG A (resp. B) est une
partie bornée convexe cerclée fermée de F (resp. E).

Généralisations aux espaces Schelonnds généraux.

Les résultats de ce n° peuvent se généraliser aux espaces Sche-
lonnés généraux envisagés ci-dessous. Nous ne nous occuperons
que de la généralisation du th. 1 et de la prop. 12,

Soit M un espace localement compact, (pi) une suite de mesu-
res positives sur M, désignons par L'((pi)) ltespace des fonc-

tions sur M qui sont sommables pour chacune des mesures By, muni
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de la suite des semi-normes

llf!l,‘1 =f|f(t)\dpi(t)
espace pris "modulo® les fonctions £ gul sont négligeables pour
chaque Bqe I1 est immédiat que l'on obtient ainsi un espace du
type éFﬁ. Si par cxemple M est "dénombrable & ltiafinin, i.e.
réunion d'ure suite d'ensembles relativement compacts 01 (qu'il
est alors évidemment possidble de supposer ouverts) et si By dési~
gne la restriction & O; d'une mesure positive fixe p sur If, alors
L'((pi)) n'est autre que l'espace des fonctions sur M qui sont

localement sommables pour p, muni de sa topologie naturelle. Comme

autre exemple, on obtient aussi les "gestufte RAume" de G. Kbthe
(voir [18] et [5]).

Soit maiatenant E un espace localement convexe quelconque, nous
déaignons par L'E((pi)) 1l'espace complété de l'espace j\é((pi))
des applications de M dans E qui sont absolument sommables pour
chacun des mesures fp,, muni de la famille des semi-normes

nflli‘i‘ = fpa(f(t))dpi(t)
ou (pa) est une famille fondamentale de semi-normes continues sur
E. S1 E eat du type é?/), alors 1l est facile de voir que
/\%((pi)) est déja conplet, et du type (§~). Cela pesé$, on a
encore une application lindaire continue naturelle de L1 (("1)) 8 B
dans Lé((pi)), et on conclut immédiatement du th. 2 et des défini-
tions que c'est 1a un isomorphisme vectoriel-topologique du pre-
mier espace sur le second (en effet, sur le produit tensoriel

algébrique, la semi-norme “f‘iu est, d'aprds le th. 2, identigie a
i
la semi-norme produit tensoriel de la semi-norme induite par
1
L ('Li), et de pa)o
Supposons maintenant que E solit du type (fr). Alors la prop. 12
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se généralise ainsi ; pour toute partie bornée A CL'E((pi)) i1

existe une partie bornée convexe cerclée B (resp. C) de

F = L1‘("1)) (resp. de E) lelle que A gsoit contenu dang 1'image

de 1a boule unité de Fy @Ec par l'application naturelle de cet

espace dans F 0 E. Pour le voir i1 suffit d'appliquer la prop. 12
et le

LEMME 8. - Soit M un espace localement compact muni dtune suite

("1) de mesures positives, et soit E un espace du type (.‘.r). On

suppose M dénombrable & 1'infini. Alors,pour toute partie bornée

A de I‘1E(("1))’ i1 existe une mesure positive p sur M, telle gue

pour tout i existe un )\1> 0 tel que xi"i £ By £t _telle que A
8oit une partie bornée de I‘1E(") (comparer lemme 5).

Supposons en effet la suite des By croissante, ce qui est
évidemment toujours possible, et soit (pa) une suite croissante
fondamentale de semi-normes continues sur E. Posons

Ma Sup ﬁ) (f)dpa et soit ()\ ) une suite de nombres >0 telle
£E A

que )\ M 1 et que Z:. >\a B, converge dans ltespace

des mesures de Radon sur M (considéré comie dual faible de l'espa-
ce des fonctions continues a support compact) - cela est possible
parce que M est dénombradble & 1'infini. Posons alors

p= %_ >\a By 3 11 est facile de voir que toute £ € A est forte-

ment mesurable pour p 17 3 et pour tout indice a, on @

fpa(f(t))dp(t) < Z A fp (f(t))dp.p(t) =
Z. Xﬁ pa(f(t))d}lp(t) +Z xﬁfpa(z(t))app(t)<
(Z >\p) fpa(f(t))dlla(t) + Z >\‘3j‘l>‘3(f(12))d,,l.ﬁ(t) <

(pr)m +;>\M-R
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ce qui prouve que A est une partie bornée de 1! (n).
§ 3. VARIANTES DIVERSES DE LA NOTION DE PRODUIT TENSORIEL TOPOLOGIQUE
I. Produit tensoriel topologique inductif.

La aéfinition du § 1, n® 1 a &t6 manifestement construite sur le
moddle de la définition axiomatique du produit tensoriel algébrique, telle
qu'elle est donnée dans [3], et est directement adaptée pour 1nterpréter
les fonctions bilindaires continues sur EXF comme des applications 1liné-
aires continues de E® F ou de E 6]?. Par une méthode analogue, on obtien-
drait d'autrez notions de produit tensoriel topologique, en considérant
d'autres classes intéressantes de fonctions bilinéaires sur EXF lides a
la topologie de E, F. Nous examinerons encore deux de ces notions dans la
suite de ce §.

PROPOSITION 13. - Soient E et F deux espaces localement convexes.

Il existe sur E @ F, produit tensoriel algébrique de E et F, une

topologie localement convexe et une seule To telle que, pour tout espace

localement convexe G, dans l'isomorphisme algébrique naturel entre l'es-

pace des applications bilinéaires de EXF dans G, et l'eapace des appli-

cations linéaires de E® F dans G,aux applications bilinéaires séparément

continues de E X F corregpondent exactement les applications linéaires

continues de E ® F muni de T,e- Alors leg ensembles séparément équiconti-

nus de fonctions bilinéaires sur EXF correspondent exactement aux engem-

bles équicontinus de fonctions linéaires sur E® F muni de T o= En parti-

culier, le dual de ¥ ® F muni de T, est identigue & 1'espace &b (B,F) des

formes bilindaires aéparément continues sur E XF, et T, est 1la topologie

de la convergence uniforme sur lea parties aédparément dquicontinues de

& (2,p).

Démonstration. - L'unicité se voit comme dana la prop. 2, T, est la

plus fine des topologies localement convexea sur E @ F rendant séparément

17. Voir note 16 page 64.
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continue l'application bilinéaire canonique de EXF dans E @ F.- On consi-
dére sur E@® F la topologie To de la convergence uniforme sur les parties
séparément équicontinues de £'(E,F). Il est facile de voir que pour cette
topologie, les ensembles séparément équicontinus d'applications biliné-
aires de EXF dans G correspondent exactement aux ensembles équicontinus
d'applications linéaires de E ® F dans G, car dire que M C ﬁ(E,F;G) est
séparément équicontinu signifie que, si z' parcourt une partie équicon-
tinvue de G' et si u parcourt M, l'ensemble des formes bilinédaires

{u(x,y), 2') sur EXF est séparément &quicontinu.

DﬁFINITION 3. - La topologie To de la prop. 13 gst appelée produit
tengoriel inductif des topologies données sur E et P, et muni de cette
topologie, E @ F prend le nom de produit tensoriel inductif des espaces
localement convexes E et F. Son complété, noté E ®F, est appelé produit

lensoriel inductif complété de E et F.

Cette définition donnerait manifestement lien & un "Scholie" analogue
a4 celui du §1, n® 1. On aurait un énoncé analogue plus général si on se
donnait sur E (resp. F) un ensemble 6 (resp. cg) de parties bornées,
et en s'attachant a la classe des applications bilindaires G- Cg-hypo-
continues (['2]).- Toutes les notions de produit tensoriel topologique
ainsi introduites coincident loraque les ensembles zéparément équicontinus
de formes bilinéaires sur EXF sont équicontinus, ce qui est le cas quand
E et F sont tous deux, soilt des espaces (G"') (th. de Baire-Banach), soit
8oit des espaces (@9’) tonnelés (ctest alors essentiellement le th. de

Dieudonné-Schwartz [7] s the 9 ; voir aussi [9], th. 2). Dans le cas con-

traire, la topologie To de produit tensoriel inductif est strictement plus

fine que la topologie T1 de produit tensoriel projectif ; 11 en est en
varticulier ainsi si E eat un esrace non normable, F son dual fort : alors

T. et T1 ne donnent pas le mfme dual, car la forme bilinédaire canonique

sur B XPF est séparément continue et non continue. Nous verrons (Chap. 2)
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que si E eat nucléaire, E et F complets, E 6 F stidentifie & l'espace de
toutes les applioations lindaires continues du dual fort E' de E dans F
(muni de la topologie de la convergence équicontinue), tandis que E @r
donne les seuls "opérateurs A trace" (n° 2, définition 4).- Nous exami-
nons rapidement les principales propriétés du produit tensoriel inductif.

Le "Probléme des topologies™ se pose comme pour E 6 F 3 sur QQ(E,F)
la topologie de la convergence bibornde est-elle identique & la topologie
de Adual fort de E OF 7 Cette question est meme a priori mieux posée pour
E éF (voir note 8,page 34). Elle peut se renforcer ainsi : Toute partie
bornée C de E 52? eat-elle contenue dans l'image canonique de la bdoule
unité d'un espace EAa Fg, ol A (resp. B) est une partie bornée convexe
cerclée compldte de E (resp. F) ? (Noter que lton doit postuler que A et
B soient complets pour que EA et FB goient complets, et que l'on ait
done EA 5 FB = EA 6 FB, de sorte qu'on ait bien une application canonigque
de EAa Fy dans E 5]?'). Sous cette forme du problime, il faut évidemment
supposer que E et F soient quasi-complets ; la réponse est alors affirma-
tive dans des cas assez fréquents (voir prop. 14, corollaire et pour
divers exemples et contre-exemples, voir Chap. 2 § 4, et Chap. 1 §44
remarques 11 et 12).

Soient Bi’ Fy (L = 1,2) des espaces localement convexes, A, une
application linéaire continue de E, dans Fi (f = 1,2), alors ltapplica-
tion A, @ A, Qe E, ® E, dans F, ® F,, est continue pour les topologies
de produit tensoriel inductif, et 46finit donc une application linéaire
de E, ® E, d2ns F, ® F, notée encore A, ® A,. Les propositions 3 et 4 et
leurs démonstrations se tranaposent encore de fagon évidente.

L'énoncé et la démonstration de la prop. 5 relative au produit
tensoriel topologique de deux esraces du type (PF ) subsistent telles
quelles, mais les propriétés générales de permanence changent. En parti-

culier, la prop. 6 doit se remplacer par la
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PROPOSITION 14. - I. Soit E (resp. F) un espace localement convexe,

limite inductive d'une famille (E,) (resp.(Fj)) d'espaces localement

convexes. Alors sur E® F, la topologie produit tensoriel inductif est

identique & la limite inductive des produits tensoriels inductifs

E1 ®Fj, pour les applications linéaires naturelles de ces espaces dans
E ®F. Sur le gous-espace de E @ F engendré par les images des espaces

Ey ® Pj, la topologie 1n<~!uiteJar E®F est identigue & la topologie
linite inductive des E, ® F,.

II. Soient E = iilEi un _espace localement convexe,

produit vectoriel topologique d'une famille (E;) d'espaces localement

convexes, F un espace du type (T) ou plus généralement le produit vecto-

riel-topologique d'une famille (Fj) d'espaces du type (@_,). Alors le pro-

duit tensoriel inductif complété E OF est canoniquement isomorphe an

brocduit vectoriel-topologique '1' (Ei ® F) des produits tensoriels induc-
tifs complétés E; ® F.

Démonstration. - On proc2de par dualité en notant que deux topolo-
gles localement convexes sur un espace sont identiques si et seulement
sl elles dornent les m@mes ensembles équicontinus de formes lindaires.
Chacune des deux assertions dans 1° est équivalente a ltassertion qu'un
ensemble de forme bilinéaires sur E XF est séparément équicontinu si et
seulement sl sa restriction a chacun des EiX ]?'j est séparément 4quicon-
tinu, ce qui est imméaiat. 2° revient a dire que pour tout ensemble
équicontinu A A'applications linéaires de F dans le dual faible
Es' = Z;. (Ei)a de E, };eJA u(F) est contenu dans la somme directe d'un

nombre fini des espaces Ei. Mais s'1l n'en était pas aingi, il existerait
une suite infinie 4'indices distincts 11, 12 eoe in eesy LNe suite (yn)
dans F et une suite (un) dans A, telles que la composante de ay, sur

Ei soit non nulle. Soit alors, pour tout n, X, un élément de En, tel que
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<xn, u, ¥, ) # 0, et solt G le sous-espace vectoriel fermé de E engen-
aré par les X Cteat un espace isomorphe au produit vectoriel-topologi-
que Ad'une suite de droites, donc du type (?'), et on aurait sur G XF un
ensemble séparément dquicontinu et non équicontinu de formes bilinéaires.
Cela signifie aussi qu'en permutant les r8les de G et F, nous sommes dans
la situation Adu 4ébut de ce raisonnement, qui permet donc encore 4'affir-
mer l'existence 4'un sous-espace H de F, isomorphe au produit vectoriel
topologique Ad'une suite de Aroites, et 4'un ensemble séparément équicon-
tinu et non équicontinu de formes bilinéaires sur HXG, ce qui est
absurde.

COROLLAIRE. - Soit E (resp. F) la limite inductive d'une suite crois

sante de sous-espaces vectoriels E, (resp. Fi) munis de topologies d'es-

paces du type (@'), Alors toute partie bornée convexe cerclée complite de
EQF gui est contenue dans la réunion G des images naturelles des espa-
pa)
ces E, ® F; est contenue dans l'image canoniqgue d'une partie bornée d'un
A

des espaces Ei ®Fi’ pourvu gque pour tout i, l'application canonique de
A -
E; ®F, dans E @ F soit biunivoque.- En particulier, si cette condition

est remplie, et si G muni de la topologie limite inductive des E1§ Py
est complet, i. e E® F = G, et si enfin, pour tout i, toute partie

Ay
bornée de Ei ® Fi est contenue dans l'image canonique de la boule unité

Pa)
d'un espace (E,), ® (Fy)ps ou A (resp. B) est une partie bornée convexe

cerclée fermée de E; (resp. F,) , alors de meme toute partie bornée de

E ®F est contenue dans l'image canonique de la boule unité d'un espace

PAY
E, ® Py od A (resp. B) est une partie bornde convexe cerclée fermée de

E (resp. F).

Il suffit A'appliquer le th. A de 1l'Introduction IV, n° 4. Notons
que dans tous les cas connus l'hypothése que les applications canoniques
des Ei @Fi dans E @ F soient biunivoques est remplie d'elle-m@me car il

est facile de voir qu'il suffit pour cela que les applications canoniques
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de Ey ® F, dans B(E{,F]) soient biunivoques.
On remarquera quten dehors des conditions indiquées dans la
prop. 14, 2°, la conclusion énoncée n'est plus valable. Ainsi si
E eat le prodult vectoriel-topologique d'une suite de droites, F
son dual fort, isomorphe & la somme directe topologique A'une
suite de droites, il résulte de prop. 14, 1°, que E ®F s'iden-
tifie & une somme directe topologique d'une suite Ad'espaces iso-
morphes & E, et non au produit vectoriel-topologique d'une suite
d'espaces tous isomorphes a F.
Notons enfin qu'on vérifie trivialement que si E et F sont bornologiques
(resp. tonnelés, quasi-tonnelés) alors E @ F muni de la topologie de
produit tensoriel inductif possdde la mBme propriété ; donc si E et F
sont quasi-tonnelés, E ® F est tonnelé. Nous verrons (Chap. 2, § 4,
prop. 14, 1°) qu'il n'en est rien pour le produit tensoriel topologique
projectif.

2, Forme trace, opérateurs & trace, opérateurs de Fredholm,

opérateurs nucléaires.

Soit E un espace localement convexe muni 4'un ensemble (E; de par-
ties bornées recouvrant E, soit EE; le dual de E muni de la topologie
de la (E;-convergence. La forme bilinéaire canonique sur EX'E'G; étant
séparément continue, 46finit une forme linéaire continue sur E §3E'G; ,
appelée forme trace, et notée u —>Tr.u. Bien entendu, si u € E ® E', on
retrouve la trace usuelle de l'opérateur de rang fini a6fini par u. Soit
F un autre espace localement convexe, soit A € 5ékE,F), supprosons qué
l'application tA de F dans EKE; définie par A soit continue (ce nteast
ras la une reatriction si par exemple F est tonnelé), on peut alors con-
sidérer 1l'application 1 ®%% ae E ®F aans & 5E'<5» s Tosons
Ypou= (4 ® 1;A).n:a. Un passage & la limite trivial donne alors

(12) Cuhd> = 1r. Yaon (*a0u € E ® EY)
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De m8me, 31% eat un enaemble de parties bornées de F recouvrant F, et si
A, considéré comme application linéalre de E dans F;G , est continue (ce
qui n'est pas une restriction si E est tonnelé), on peut considérer
netA =4 ® 1).u€]?)€. & F, et on a

(12 bis) (u,dd = Tr.uota (uo®a e re O )
Si par exemple E et F sont tonnelés, les formules (12) et (12 bis) sont
valables quels que soient u €E @F, A€ &E,F), E' et F' étant munis de

leurs topologies fortes. On voit ainsi comment ltaccouplement entre E ®F

et Oﬁ(E,F) peut se concrétiser par la forme trace § nous généraliserons
ceci dans le n° suivant.

Soient maintenant E,F deux espaces localement convexes complets.
I1 existe une application linéaire continue naturelle de E ®F dans E 6]?,
qui, composée avec l'application linéaire naturelle de E 6]? dans
x‘e(Eé,F;) (81, n°1), donne une application linéaire continue naturelle
de E® F aans oﬁe(Eé,ré).

Comme an §1 ’ n°1, il se pose ici le probléme de la biunivoci-
t6 de cette application, équivalent au suivant ¢ E' @ F' est-il
dense dans $(E,F) pour la topologie définie par la dualité avec
EOF ? Lorsqu'on remplace l'espace E OF par ltespace plus petit

formé des noyaux de Fredholm (voir Adéfinition 4 ci-dessous), on

est ramené & prouver gque E' ® F' est dense dans Sg(E,F) pour la
topologie faible définie par les seuls noyaux de Fredholm. Cela
permet facilement, dans ce cas, de se ramener au cas ol E et F
sont des espaces de Banach, i.e. au "Probldme de biunivocité" (ou
dtapproximation) usuel.

On notera que faute d'avoir résolu le problime de biunivocité,
11 n'est pas possible en général de parler de la trace de l'opé-
rateur dans E 46fini par un élément u de E! ° E, méme si E est un

espace de Banach ; seule la trace de u lui-meme sera définie.
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Soient E et F denx espaces localement convexes, on a une application
linéaire naturelle de E} ® F,donc aussi de Ej ® F,dans l'espace des appli-
cations 1linéaires de E dans le complété F ae F. En effet, solit £ le
complété de El')’ considéré comme un espace de formes linéaires sur E, soit
E, l'espace E muni de ‘U(E,E/'\), son dual fort est donc ]?', et L (E ,f)
est donc complet (Introduction, III, 4). L'application bilinéaire naturel-
le (x!',y)—>x' ® y de E{)XF dans Iob(Eo,f) est manifestement continue, elle

A
! ®©F et a fortiorl de

b
o~ Pal
E} ® F dans Lb(Eo,f). L'application définie par an u € E} ® F ou un

46finit donc une application linéaire continue de E

u € El') ® F sera notée x—>u.x, elle est faiblement continue si E,; est
complet, et applique E dans F si F est complet. En tous cas, elle pourra
éventuellement appliquer E dans F lui-m@me.

DEFINITION 4. - Solent E, F, G, des_espaces localement convexes.

1. Toute application linéaire de E dans F qui est d4finie comme ci-

dessus par un élément de EJ ® P est dite application & trace (elle est

faiblement continue si E} est complet).

2. On appelle noyan de Fredholm dans G ®F tout é1lément de G ® F gui

N
est dans 1'image canonique d'un espace G, ® Fy, o} A (resp. B) est une

partie bornée convexe cerclée de G (resp. F) telle que G, (resp. FB) soit

complet. On appelle application de Fredholm de E dans F toute application
a trace définie par mn noyau de Fredholm é1ément de Ef’ @F.

3. On appelle application nucléaire de E dans F, une application

N
d6finie par un 61lément 4'un espace EA ® FB _o_t} A est une partie équiconti-

nue convexe cerclée faiblement fermée de E', et B une partie bornée con-

yexe cerclée de F telle que Py soit complet. Si E et F sont des espaces de

Banach, les applications & trace, les applications de Fredholm et les

applications nucléaires de E et F sont les m@mes, et l'ensemble de ces

opérateurs s'identifie par définition & un espace gquotient de E! 6\]? y on

notera encore u—;\\u‘, la norme gquotient, appelée ausgi norme-trace de u.
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On notera & ce propos que E!' ® F s'identifie aussi bien & un
sous-espace vectoriel de E! 6 F que de ltespace E! 5 F/J des opé-
rateurs de Fredholm de E dans F, mais que par suite de la possibi-
1ité A priori que J ne soit pas nul ("Problime de biunivocité"!)
les deux normes indulites, désignées pourtant par la m@me notation
u——->\\ul|1 , beuvent ne pas 8tre identiques.

On notera aussi que dans la 44finition 1°, si E{, n'est pas
complet, une application a trace de E dans F peut ne pas &tre
faiblement continue (prendre une application de la forme x' @ y,
ol x* est dans le complété de B} et non dans Ej,et y € F). Comme
je ne sais dire quelque chose de spécial des applications & trace
que dans les cas ol oes applications sont d6jd des applications
de Fredholm, je n'aural plus l'occasion d'en parler.- Les notions
dtapplication de Fredholm et Atapplication & trace colncident
lorsque tout élément de EI') ®F est un noyau de Fredholm ; effec-
tivement, dans des cas assez nombreux, tout élément d'un produit
tensoriel inductif complété G 5]? est un noyau de Fredholm. Clest
par exemple vrai, en vertu du th. 1, quand G et F sont tous deux
du type (9’) 3 bour de nombreux autres cas, voir remarque 12 -
relative au cas oi 6 et F sont tous deux 4du type (969') - et chap.
2, § 4. Nous verrons malheureusement au Chap. 2, § 4 (notamment
prop. 14) que cela peut 8tre en défaut si G est le dual fort d'un
espace (EF') nucléaire et F un espace (9’) nucléaire.

Il est immédiat que tout 8lément A'un espace EAS FB, ol A est une
partie équicontinue convexe cerclée faiblement fermée de E', B une partie
bornée convexe cerclie de F telle que FB solt complet, 4é6finit bien une
application nucléaire de E dans F. En effet, si E et F sout des espaces
de Banach, l'application bilinéaire canonique (x',y)—>x'® y de E'X F

dans L(E,F) donne naissance & une application lindaire continue E? 6 F—
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—>L(E,F), et les applications nucléaires de E dans F sont celles qui
proviennent d'un §1lément de E'és F. Si alors E et F sont des espaces loca-
lement convexes généraux, et A et B comme plus haut, V = Ao,alors,pour
u € E] 6]?3., on peut considérer l'opérateur composé de la séquence g
(*) E25E Bor, Y,
ot a et Y sont les applications canoniques, et P est 1l'application nuclé-
aire définie par u conformément & ce qui précdde (noter que (ﬁv)' = E‘.
Ce sera par définition l'opérateur 48fini par u (c'est aussi 1l'opérateur
a4 trace 46fini par l'image canonique de u dans E! 6 F)s. On voit par 1la
que toute application nucléaire de E dans F est composé d'une séquence
(»*)y E-%>p _Bor _Y,F
ou E1, F1 sont des espaces de Banach, a et Y des applications linéaires
continues, et § une application nucléaire ae E1 dans F1. La réciproque
est vrale, car si P est 46fini par un u € Ej @F“ soit A 1'image par e
de la boule unité de EJ, B 1l'image par Y de la boule unité de Fi» Fy est
complet (car isomorphe & un quotient de F1) et A faiblement compact. On a
des applications lindaires continues 'a ; E{—E] et y t+ F,—>Fy, 4tod
une application produit tensoriel des précédentes : E,} @ F1——>EL @ FB’
transformant u en un élément v de EA 6FB’ Alors 1'application compos8e

envisagée n'eat autre que celle définie par v.

Une avplication nucléaire est compacte et & fortiori continue. D'a~

prés ce qui précede, il suffit de le voir pour les espaces de Banach, or
on sait que toute limite au sens de la norme d'applications compactes de
E dans F, et a fortiori A'applications é1éments de E'® F, est compacte.
On peut m@me préciser qu'une application nucléaire u de E dans F provient

”
4'un élément 4'un espace E} ® FB _O_I\_l A est mGme compact dans un espace E, ,
1

B compact dans un espace FB, (A, étant une partie équicontinue convexe

cerclée faiblement fermée de E?, B, une partie bornée convexe cerclée de F
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telle que FB soit complet). En effet, on sait 4'abord que 1l'application
1

Pa)
provient 4'un é1ément u 4'un espace EL ® FB ’ A1 et B1 comme plus haut.
1

1
Mais Ad'apreds § 1, n° 1, the 1, corollaire 1, u est l'image canonique d'un

N\
616ment v € E] ® Fp» ol A (resp. B) est une partie convexe cerclée com-

pacte de E} (resp. Fy )+ Se rapportant a (*), on en conclut aussi que
1 1

dans la représentation (**) de u comme composé de «, B, Y, On peut suppo-
ser a et y compactes.

Notons aussi que dans cette représentation (**), on peut supposer

E1 = Co F1 =‘21, § étant un opérateur de multiplication par une suite
sommable. Cela résulte immédiatement de ceci : Si (x{) est une suite

équicontinue dans E!, (yi) une suite extraite d'une partie bornée convexe

cerclée B de F telle gue Py soit complet, enfin (Xi) une suite sommable,

alors la série z:.)ixi @)yi converge absolument dans Lb(E,F) vers une

application nucléaire de E dans F. Béciproquement toute application nu-

cléaire de E dans F peut s'obtenir ainsi, et on peut y supposer m&me gque

x{ tend vers O dans E’ fort et mfme dans un espace EL (A partie équiconti-
nue convexe cerclée de E) et que ¥y tend vers O dans F et m@me dans un
espace Fp, B étant une partie compacte convexe cerclée de F. La premidre
agsertion est immédiate, car la zérie envisagée converge absolument dans
un espace E} @FB, donc & fortiori dans I.(I;;p ,FB), et & fortiori dans
Lb(E,F). La deuxi®me assertion résulte de la définition et du th. 1, 1%,
Signalons aussi que la classe des applications nucléaires de E dans F ne
dépend, E étant donné, que de la famille des parties borndes de F, ou
aussi de la famille des parties compactes convexes cerclées de F.

Une application nucléaire de E dans F est &évidemment une application
de Fredholm, mais la réciproque n'est bien entendu pas vraie. Un opéra-
teur de Fredholm peut ne pas €tre continu ; d'ailleurs la classe des opé-

rateurs de Fredholm de E dans F ne dépend que du dual de E (et non de la
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topologie de E elle-mBme), et de la famille des parties borndes de F (ou
aussi de la famille des parties compactes convexes cerclées de F, comme

11 résultera immédiatement de ce qu'on va dire a 1l'instant). Mais si u

est une application de Fredholm de E dans F, elle provient (en vertu du
the 1 corollaire 1) d'un é1ément d'un espace E} @FB, on A est une partie
compacte convexe cerclée (pas forcément équicontinue) de E%, B une partie
compacte convexe cerclée de F. Par sulte, si To est une topologie locale-
ment convexe sur E comprise entre T(E,E'!') et la topologie Y(E,E!) de 1la
convergence uniforme sur les parties compactes convexes cerclées de E%, u
est une application nucléaire, dans F, de E muni de To 3 et réciproquement
toute application nucléaire de E muni de To dang F, est une application de
Fredholm de E dans F. Par sulite, le dual de E pour T, étant encore E', on
voit que : une application de Fredholm est faiblement continue. Et : si

toute partie compacte convexe cerclée de E' est éguicontinue, en particu-

lier si E est quasi-tonnelé, alors toute application de Fredholm de E est
dé3a nucléaire (et & fortiori continue).

Les opérateurs de Fredholm de E dans E forment le domaine naturel
de la théorie de Fredholm développée en détail dans ﬁ1]. Dans le travail
Présent, nous aurons l'occasion de parler surtout de la catégorie plus
restreinte des opérateurs nucléaires. Nous nous bornons pour l'instant &
quelques propriétés 61lémentaires,

Nous utilisercns, sans référence, le résultat suivant : Soient E,F,G

des espaces localement convexes, u une application linéaire de E dans F, v

une application linéaire de F dans G. Si l'un des opérateurs u,v est un
opérateur de Fredholm (resp. nucléaire), l'autre faiblement continu (resp.

continu) alors veu_egt un opérateur de Fredholm (resp. nucléaire). Si

E,F,6 sont des esraces de Banach, on a alors
|‘vou||1( lvl1 lal ou  fve uﬂ\< vt “u‘1
(suivant gue c'est v ou u gui est supposé nucléaire).
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La déronstration est immédiate. Ce qui précide montre qu'cn peut se
borner & ne retenir que 1l'énoncé relatif au cas o u ou v est nucléaire
(1'autye cas se ramenant & celui-ci), puis au cas oa E,F,G sont des espa-
ces de Banach. Dans ce cas, supposant Dar exemple que u provient d'un
818rert u, de E! @ F, v »u sera l'opérateur défini par 1'élément (10v)-uo
de E'® G, d'ol aussitdt le résultat voulu.

Soient E et F deux espaces de Banach, soit @ € E' ® F, et soit
g €F" 6 E' 1'imege de @ par le composé de la symétrie E! (§ F—-)F& E!' et
lt'arplicaticn F @) E!'—Fn @ E!' trodult tensoriel des applications canoni-
ques. Aloys, u € L(E,F) et v € L(F',E') désignant les orérateurs nucléai-
res définis par o et ', on a tu = ve. Il suffit, par raison de continuité,
de le vérifier pour & = x' ® y, (x' € E', y € F) o c'est trivial. Comme
les deux applications E! 6 F—~—>F 6 E!' et F 6 E'—-»F"@ E! gont des isomé-
tries (pour la deuxidme, voir § 1, n° 2, prop. 4, cor. 3) on voit que si

u est une application nucléaire d'un Banach E dans un autre F, alors sa

transposde est nucléaire et a une norme-trace au plus égale. Réciproque-

ment, soit u une application lindaire continue de E dans F (E et F espaces
de Banach) telle que 1;u = v soit nucléaire, donc provient d'un a €F" 6 EY,
si nous pouvons prouver que l'on a en fait a€F 6];', il s'ensuivra, d'a-
pres ce qui préceéde, gue u est identique & l'application nucléaire définie
rar 1'image e de a dans E'@ F par symétrie (car elle a m@me transposée
v), et est donc une aprlication nuclécire de norme-trace \<ﬂa»1 , donc
aussi au plus égale a 'ltuu1. P &\)E' étanrt un sous-espace normé complet,
donc fermé, de F" @ E', 11 suffit ce montrer qu'une forme linéaire conti-
nue A sur F" 6 E', nvlle sur F 6 E', est nulle sur a.

Or A s'identifie & une application linéaire continue de F" dans E",
nulle sur F, et on a (formule 12 bis) 3

(ady =trp p=(L®4)x€E"® B

el
Si alors nous supposons l'aprlication canonique E" ®@ E'—> L(E',E')
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biunivoque, il suffit de montrer que l'opérateur nucléaire EGL(E',E')
aéfini par @ est nul. Or on a °f = A%E comme on vérifie trivialement a
partir de a = y" ® x! (y" € F", x! € E') - indépendamment des hypothéses
spéciales sur le @ et A intervenant ici. Ici @ = v est un opérateur de F'
dans E' transposé d'un opérateur u de E dans F, compact parce que v est
comoact. Donc T = tv est le bitransposé de l'opérateur compact u de E
dans F, et applique donc E" dans F. Comme A s'annule sur F par hypothese,
on a bien tﬁ': AtE = 0, dod ﬁ'a O. L'hypothése auxiliaire qu'il a fallu
faire sur E peut se remplacer par une hypoth2se analogue sur F, grfice &
un raisonnement symétrique g Fn"! & Fn —>L(Fn F") doit @tre biunivoque.

On a par la prouvé la partie métrique de la

PROPOSITION 15. ~ 1. Solient E,F, deux espaces localement convexes, u

une application de Fredholm de E dans F, alors *a est une application

nucléaire de F} dans E} (et meme de F} dans E}, o F! désigne F' muni de

la topologie de la convergence uniforme sur les parties compactes conve-

xes cerclées de F).

2, Soient E et F deux espaces de Banach. Supposons
que l'application linéaire naturelle de Ev ® E' dans L(E',E'), ou 1l'appli-

cation linéaire naturelle de Fn! 6 F® dans L(FP",F®) soit biunivogue. Pour

qu'une application linéaire continue u de E dans F solt nucléaire, il faut
t

et i1 suffit que ta 1e solt, et alors u et "u ont m@me norme-trace.

Il ne reste plus qu'a prouver la premidre partie de 1la proposition
15. Maisg d'aprés les généralités sur les opérateurs de Fredholm et opéra-
teurs nucléaires, u se met sous forme du composé d'une séquence d'opéra-
teurs linéaires E —>+ E, -——E—>F1 —Y 5P, E et F, étant des espaces
de Banach, a faiblement continue, § nucléaire, Yy compacte. On a done
%y = tatpty, et ty est continue de F} dans EJ, tp nucléaire d'aprds ce qui
a 6t6 vu dans le cas des espaces de Banach, enfin ta continue de E{ dans

E! fort, ce qui prouve que tu est nucléaire.



§3,n2 PRODUIIS TENSORIZLS TOPOLOGIQUES 87

PROPOSITION 16. - Soient E, G deux espaces localement ¢onvexes, F un

sous-espace vectoriel fermé de E.

1. Toute apnlication nuclsaire de F dans G est restriction dtune

anolication nucléaire de I dans G. Si M est un ensemble d'applications

nucléaires e F dans G, contenu dans l'engemble des applications définies

o~ -
nar les éléments de la boule unité de FA@ Ggs» 0U A est une partie équi-

continue convexe cerclée de F', B une partie bornée convexe cerclie telle

que GB 80it complet, alors M est l'ensemble des restrictions d'un ensem-

ble Mo d'applications nucléaires de E dans G, contenu dans l'ensemble

,\ -
d'opérateurs défini par la boule unité d'un espaoe EA'<8 GB, ou Ao est
()

encore une partie équicontinue convexe cerclée de E' (en particulier, M

()
est un ensemble équicontinu d'applications de E dans F).

2. Suprosons que toute partie compacte convexe cerclée dans E/T go0it

contenue dans l'image canonique d'une partie bornée convexe cerclée com-

pleéte de E. Alors toute application nucléaire de G dans E/F peut s'obte-

nir par passage au quotient & partir d'une application nucléaire de G

dans E.

Démonstration. - La premidre assertion dans 1° est &videmment conte-
nue dans la seconde. Dans cette dernidre, on peut évidemment supposer
que A est faiblement fermé § on sait que A est l'image canonique d'une
partie équicontinue convexe cerclée faiblement compacte Ao de E' (cela
résulte aussitdt du th. de Hahn-Banach), et on a par suite une applica-
tion linéaire continue de EAO sur F]. Comme l'aprlication naturelle de

”~ ”n
E] ® Gp dans F}] ® Gp est alors un homomorphisme du premier espace sur le
0

second (prop. 3, 2°) 1l'assertion voulue suit aussitdt. 2° se démontre de
la mfme fagon. (Ce dernier énoncé pourrait évidemment se préciser comme
1%).

Remarque 9. Soient E et F deux espaces localement convexes, u une
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application nucléaire de E dans F, M un sous-espace vectoriel fer-
mé de E tel que u(M) = {0}, N un sous-espace vectoriel fermé de F
tel que u(E) C N. Meme si E et F sont des espaces de Banach réfle-
xifs, il se peut que l'opérateur de E/M dans F, ou de E dans W,
défini par l'application nucléaire u, ne soit pas nucléaire. Par
ex. Soit E un espace de Banach réflexif (p.ex. Xp’ avec 1 p<2)
admettant un sous-espace vectoriel fermé F sans supplémentaire
topologique, alors l'application naturelle F 6 Ft—E 6 Fv ntest
pas un isomorphisme topologique (prop. 4, corollaire 2), done son
image n'test pas fermée (th. des isomorphismes de Banach), il
existe donc u € E 3]?" adhérente a l'image de F @F' mais non con-
tenuedans cette image. L'application nucléaire de F dans E définie
par u appli-que alors manifestement F dans F, mais n'est pas une
application nucléaire de F dans F, si on suppose que 1l'application
canonique de E ® F' dans L(F,E) est biunivoque (oe qui est le cas
P. ex. pour E = Xp’ comme on s'en convaine trés facilement § voir
de fagon générale §5, prop. 36, corollaire, 30), car s'il prove-
nait d'un élément de F 6]?", 1'image de cet élément dans E @F'
serait u puisqutelle définirait le m@me opérateur que u.- En pre-
nant le transposé 1;u, on obtient une application nucléaire de E!
dans F' qui s'annule sur le sous-espace F° de Et', tel que 1l'appli-
cation de E/Fo dans F' qu'elle définit ne soit pas nucléaire.

Bien entendu, ces ennuis disparaissent dés que dans la situa-
tion générale envisagée plus haut, M resp. N admet un supplémen-
taire topologique. Voir aussi Chap. 2,§1, th. S.

Autres topologies sur E ® F.

E et F étant deux espaces localement convexes, une topologle

localement convexe T sur E @ F est dite compatible avec la struc-

ture de produit tensoriel de E ® F si elle satisfait aux deux
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conditions:

1. L'application bilinédaire naturefle EXF dans E ® F muni de
T est séparément continue.

2. S x' € E', y' € F!', alors la forme linéaire x' ® y' sur
E®F muni de T est continue, et, quand x!' et y' parcourent une
partie dquicontinue de E' et de F! respectivement, x!' ® y' parcout
un ensemble équicontinu de formes lindaires.

1. signifie que T est moins fine que la topologie To du produit
tensoriel topologique inductif de E et F (i.e. gque ltapplication
identique de E @ F muni de T, dans E @ F muni de T est continue).
2. signifie que T est plus fine que la topologie 12 induite sur
E @F par ge(Eé, F;). T,et T, sont donc respectivement la topo-
logie la plus fine et la moins fine parmi les topologies sur
E®F compatibles avec la structure de produit tensoriel.

DEFIRITION 5. - Soient B, F deux espaces localement convexes. On

désigne par E QF ltespace complété de E @ F pour la topologie induite par

o\ge(E;,F;) (topologie de 1a convergence bi-équicontinue). Si E et F sont
N

”~
des espaces de Banach, E ® F sera muni de la norme induite par B(E!',F!)

(notée lull suivant 1'usage).

Si E et F sont complets, donc oft (E', F') complet (voir Introduction
111, 6), E QF est canoniquement isomorphe & un sous-espace fermé de
$ (E',F') I1 résulte du lemme 2 (4§ 1, n° 1) que les applications 1liné-
aires de E' dans F qui correspondent aux éléments de E @F appliquent les
parties Squicontinues de E'dans des parties relativement compactes de F
réciproquement, dans tous les cas connus, toute application linéaire con-
tinue de E' dans F qui transforme les parties équicontinues de E' en des
varties relativement compactes de F,est §1lément de E OF (voir 9 5)e
Exemples 1. Soit M un espace localement compact, \eo(M) ltespace des

fonctions continues sur M "nulles & 1'infini” muni de la norme de la
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convergence uniforme, E un espace localement convexe quelconque. Alors il
est immédiat que ﬁo(l) ® E s'identifie & l'espace des fonctions sur M, a

valeurs dans E, qui sont de la forme £(t) = Z. py(t)ay, od
1€£1ig€n

Py € ﬁo(u) »8; € E. La topologie induite par ‘€o(m) ® E est la topologie
de la convergence uniforme dans ltespace Q(M,E) des fonctions continues

sur M é,\valeurs dans E (vérification immédiate). Si donc E est complet,

eo(M) &E s'identifie a fo(M,E), car ce dernier espace est complet et
ﬁ)(M) ® E y est dense, comme il est bien connu. A la fonction vectorielle
continue £ correspond l'application linéaire de E!' dans \eo(M), qui a tout
x' € E' fait correspondre la fonction scalaire (f(t),x' ), ou encore
ltapplication linéaire du dual «/‘L’ (M) de fo(M) dans E gui, a toute mesu-
re de Radon bornée p € JU (), £fait correspondre 1l'intégrale ffdp {par
définition m@me de 1'intégrale vectorielle).~ Notons que si E est aussi un
espace de Banach, 1ltidentification précédente de eo(M) é E a ﬁo(M,E)

conserve les normes naturelles ; en particulier, si E = fo(l!’), ou N est

un autre espace localement compact, alors on a un isomorphisme d!'espaces
normés ‘QO(M) ® ‘€Om) et eo(MXR). Prenant pour M l'espace des entiers
naturels muni de la topologie discréte, pour E un espace localement con-
vexe complet quelconque on voit, en notant comme d'habitude ¢, 1ltespace
\eo(M) {espace des suites scalaires tendant vers zéro) que cogE gtiden-
tifie & l'espace des suites dans E qui tendent vers zéro, muni de la topo-
logie de la convergence uniforme, cette identification conservant les
normes naturelles quand E est un espace de Banach.
2. Soit E un esvace localement convexe complet quelconque, déter-
minons ,31 ® E. Pour ceci, notons d'abord que cet espace s'iden-
tifie bien & 1l'espace des applications compactes et faiblement
continues de ,2“ dans B, ou, ce qui revient au m@me par transpo-
sition, & 1l'espace des aprlications lindaires faiblement continues

de E!' dans X'qui transforment les parties équicontinues en
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parties relativement compactes (voir [15}, lemme 2). Il suffit de
montrer que si u est une telle application, elle est adhérente
dans Le(E',/e') AEQ® n , ce qui résulte aussitdt du fait que
dans ;2’, 1lt'application identique peut s!approcher, pour la con-
vergence compacte, par des applications linéaires continues de
rang £ini (prendre par exemple la suite des opérateurs Pps "seC-
tion au rang n"™ ; pour plus de généralité, voir les oconsidérations
du f 5). Dtailleurs, comme les parties faiblement compactes de Iﬂ
sont fortement compactes, toute application faiblement continue
de E' dans /t1 transforme les parties équicontinues en parties
relativement compactes, et provient donc d'un é1lément de 121 Z;E.
Donec, par transposition, toute application linéaire faiblement
continue de xga’dans E est compacte (th. 4'Orlicz), et provient
d'un élément de /21 3];. Faisons correspondre a une telle appli-
cation u la suite (x;) = (u.e;) des images des é1léments de 1la
"base canonique" (ei) de £ 3 comme la suite des e est totale

dans ;ta’il est immédiat que u est réciproquement défini par la

donnée de (xi). Je diz que (E étant un espace localement convexe

A
complet quelcongue), 21 ® E s'identifie exactement & l'espace

dea suites som:ables dans E (ou encore & l'espace des applications
00

linéaires faiblement continues de 1~ dans E). En effet, si (xi)

correspond & l'aprlication linéaire faiblement continue u, écri-

vons s 1 = lim.faible ZZ:; ey ol la limite est prise suivant le
I jel

filitre des gsectiona dansz l'ensemble des parties finles de l'ensem—

ble des indices i j comme les sommes partielles finies ey
= ie1
restent bornées dans /2 » €t que u est faiblenrent continue et

corpacte, on obtient u.! = lim Ez;i xy, ce qui signifie que la

famille (xi) eat sommable vers u.!. Réciproquement, si (xi) est
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[ -
une suite sommable dans E, montrons que pour tout .()\1) € /f, ’
la suite ()\1::1) east encore sommable ; alors il sera immédiat que

(-4
1tapplication () 1.)-->Z. Xixi de /Y dans E sera une application
i

linéaire faiblement continue, 2 laquelle correspond évidemment la
suite (xi). I1 feut donec montrer que pour tout € > 0, et toute
semi-ncrme continue Nxl sur E, 11 existe un n > O tel que pour

tout ensemble fini J d'indices § 3 n, on att I2__ N ,x, | Le. on
1es

peut supposer les >\i réels, et majorés en 'module par 1. On sait
alors que pour tout J fini donné, ()\ j)j €J est une combinaison

convexe de familles (”'j)jeJ’ ol By = £ 1 pour tout j. Il suffit
par suite de cheisir n tel gque, pour tout J tel que ci-dessus, et

toute (py)y ¢ 8vec By = T 1, on ait nZ_ ByT J" €. I1 suffit
aussi pour ceci que l'on ait “L: jn 48/2 pour tout ensemble

£ini J' dt'indices ) n. Il est en effet possible de choisir n de
cette fagon, pulsque (xi) est sommable, ce qui achdve la démons-
tration.- Remarquons aussi que, /Bw étant le bidual de LIS les
applications lindaires faiblement continues de /gwdans ltespace
complet E correspondent biunivoquement aux applications linéaires
faiblement compactes de °, dans E (applications qui, ici, aont

m@me compactes), ce qui donne encore une autre interprétation de
e
E.

Au § suivant, nous ferons une étude détaillée des 6léments du dual

deEOF.

Soient E;, Fy (1 = 1,2) des espaces localement convexes, u, une appli-

cation linéaire continue de E, dans Fi’ (L = 1,2) ; alors 1l'application

Ll1

® u, de E, 4 E2 dans F, ® F2 est évidemment continue pour les topolo-
Q

gles induites par E1 ® 32 et F1 ® 1‘2, donc se prolonge par continuité a

ces derniers espaces, en une application que l'on pourra noter encore
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u, G>u2, ou u1 a vy quand 1l y a lien d'éviter des confusions. (On pourra
alors noter u1QD Uy, Tresp. u1 Uy, le prolongement de l'opérateur pro-
duit tensoriel algébrique uy 3’u2 aux produits tensoriels topologiques
projectifs, resp. inductifs, complétés). Relativement & la notion d'iso-
morphigme et d'homomorphisme topologigue sur, u1€§ u, a un comportement
inverse de celui du produit tensoriel u1 Wy I1 est immédiat en effet
que le produit tensoriel u, QD uy de deux isomorphismes topologiques est
un isomorrhisme topologique, tandis qu'en général, si uy et w sont des
homomorphismes topologiques sur, u 09 y ntest pas un homomorphisme topo-
logique {comparer avec les DProp. 3 et 4, relatives a u, G>u2). On prévoit
donc que dans le cas ol les deux produits tensoriels E, 6 E2 et E, 6 E2
coincident en tant qu'espaces vectoriels topologiques {ce qui pratique~
ment signifie que E, ou E, est nucléaire - voir Chap. 2, § 2, aéfinition
6 ~) le svmbolisme tensoriel aera particuli2rement maniable.

Si T est une topologie sur E @ F compatible avec la structure
de prodult tensoriel, son dual est contenu dans le dual &giE,F)
pour To, (ctest donc un espace de formes bilinéaires séparément
continues) et contient le dual pour T, 5 i1l n'est & priori sou-
mis a aucune autre restriction. Les seules topologies outre cel-
les envisagées précédemment pouvant avoir gquelque intéreét sem-
blent atre celles qui zatisfont & la condition 18 H
3. Pour toute A ¢ Sg(E,F) appartenant au dual de E © F muni de T,
et pour toute partie M séparément équicontinue de &g(Fﬂ,F),
l'ensemble des UA, pour U € M, est une partie équicontinue du
dual de E®@ F muni de T ; et condition symétrigque pour toute par-
tie séparément &guicontinue de $(E{),E). (Bien entendu, UA

18. C'est 14 un analogue topologique de la notion (métrique) de "uniform
cross-norm"™ de Schatten.
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désigne l'application de E dans F! qu'on obtient en identifiant A
a une application linéaire de E dans F', U & une application
linéaire de F' dans F'). Pratiguement cette ocondition suppose E

! ou de

et P tonnelés, pour que l'application linéaire de E dans Fb

F dans E] définie par une A€ £(E,r) soit continue.

PROPOSITION 17. ~ Solient E et F deux espaces localement convexes
tonnelés, T une topologie sur E® F compatible avec la structure

de produit tensoriel et satisfaisant & la condition 3, ci-dessus,

(4p]
E®F le complété de E @ F pour T. Pour toute A € 3B (E,F), pour

gque la forme linéaire sur E ® F qu'elle d6finit soit continue

pour T, il faut et 1l suffit que 1l'application u—>u<*A de E ® F
muni de T dans E.L 5]? soit continue, et se prolonge donc par

continuité a E (&)F. On_a alors, pour toute u€E g)]?
(n,A) = Tr.ue tA

La démonstration est immédiate : Si lt'application envisagée
est continue, comme pour u€E ® F, on a §videmment (usA) = Tr.uotA
on a 13 une forme linéaire continue sur E ® F muni de T, et la
formule précédente reste vrale pour tout u €E (QF par prolongement
Par continnité. Réciproquement, si A est dans le dual de E® F
muni de T, alors u-—>u -tA est une application linéaire continue
de E ® F muni de T dans Fl') ®F ; cela signifie en effet que pour
tout ensemble équicontinu M de formes linéaires sur F% ®F - otest
a~dire une partie séparément équicontinue de o\g(]?%,]?) - ltensem-
ble des formes linéaires (u otA, U) sur E ® F muni de T est équi-
continu quand U parcourt M. Comme on a (notA, U) = (u, TA), ce
n'ast autre que la premi2re partie de la condition 3°.
Remargue 10. ~ 1° Notons que si E, F, E g)]? sont du type (F ), P
normable, l'application naturelle de F? 8 F dans L(F,F) biunivoque,
alors on peut remplacer la condition de la prop. 17, pour que &
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soit une forme linéaire continue sur E ® F muni de T, par la sul-
m
vente, moins stricte en apparence s Four tout u€E ® F, l'applica-

tion &< *A de F dans F est une application de Fredholm. En effet,

ra
T o %2 giidentifie alors & un é1ément de F!' ® F, et tout revient a
(48]
% de E ® F dans F! ® F est

montrer que l'application u—u e
continue. Mais comme ces deux derniers espaces sont du type (T),
cela résulte auszitdt du “théordme du graphe fermé®™ de Banach.

2° De 1la Proposition 17 on tire aussitdt la conclu-

sion suivante : Si l'application linéaire naturelle de F!? ®F dans

5@(]?"',]?') est biunivogue, il en est de m@me de l'application
m
linéaire naturelle de E ® F dans £(E&,Fé). En effet, si 1l'image

i de u€E ‘g]? est nulle, alors on a pour tout A€ £(E,F) dans le
dual de E g’r s oA =0 atoh uo®s =0, drod enfin
(uyd) = Treu oty = 0, ce qui établit notre assertion.
3° Quand E et F sont tonnelés, il est facile de
stagssurer que la condition 30 est satisfaite pour T quand T est
ltune des topologies T1 R To, T2 {produit tensoriel projectif,
produit tensoriel inductif, topologie de la convergence bi-équi-
continue).
§ 4. SUR LA DUALITE DANS LES ESPACES DE FORMES BILINEAIRES
ET D'APPLICATIONS LINEAIRES.
FORMES BILINEAIRES ET APPLICATIONS LINEAIRES INTEGRALES.

1. Sur les formes lindaires continues sur certains espaces de formes

bilindaires ou de fonctions lindaires.

PROPOSITION 18. - Soient E, F deux espaces localement convexes, soit

(& (resp. G ) un ensemble filtrant croissant de parties faiblement

compactes de E (resp. F), soit B un espace vectoriel de formes bilinéaires

sur EXF tel gue pour tout n ¢ H, A€ 6 s BE Cg, la restriction de u &
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AXB goit continue pour le produit des topologies faibles. Munissons H de

la topologie de la & - G -convergence. Pour tout A€ & , BEC , ot

toute mesure de Radon p sur l'espace compact AXB (muni du produit des

topologies faibles), la formule
13 ()= famapey

définit une forme linéaire continue v"l sur H, et si p parcourt un ensem-

ble borné de mesures de Radon sur A XB, v"l parcourt une partie équiconti-

nue du_dual de H. Réciproguement, toute forme linéaire continue sur H,

tout ensemble équicontinu de formes lindaires sur H, peuvent s'obtenir

ainsi.

2. Soit A€ (S , B€G , et solt ¥ lo voisinage de O dans H, formé

des u tels que |u(x,y)| &£ 1 pour xe A, y€B. Alors les formes linéaires
sur H, majorées par 1 en module sur W (i.e. gui appartiennent au polaire

we de W dans H'), sont exactement les formes du type v", ol p est une

mesure de norme 1 sur AXB. Si l'enveloppe convexe faiblement fermde

de A (resp. B) est identigue & son enveloppe convexe cerclée faiblement

fermée (en particulier si A et B sont stables par multiplication par des

scalaires de norme 1), on peut dans 1l'énoncé prgcédent se borner aux

mesures positives sur AX B.

Démonstration. - Tout-d'abord, A, B et p étant donnés, le deuxidme
membre de (13) a bien un sens puisque la fonction u{x,y) sur AXB est
continue, et si u appartient au voisinage W(A,B) de Odans B, ensemble des
u tels que |a(x,y){ <1 pour x€A, y€B, et si I,,;l1 £ 1, le deuxidme mem-
bre est majoré par 1 en module, d'ol résulte la partie directe de la
prop. 18. Réciproquement, une partie équicontinue de H' est contenue (a
une homothétie prés) dans le polaire dtun ensemble W = W(A,B); or ce
dernier est l'image réciproque de la boule unité de ltespace ‘g(AXB) des
fonetions continues sur AXB par ltapplication linéaire continue naturel-

le ¢ de H dans cet espace, d'ol s'ensuit que le polaire de W est
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exactement l'image par tq) de la boule unité du dual de @(A XB), i.e.

précisément l'ensemble des formes vp, o p parcourt l'ensemble des mesures

de Radon de norme ¢ 1 sur AXB.
Ce raisonnement prouve en mfme temps la partie 2 de la proposition
sauf dans le cas ol nous affirmons que p peut 8itre prisepositive. Soit

alors, pour tout (x,y)€AXB, &y ¥
?
, ¢c'est donc la forme u —»u(x,y) sur H. W est
X,y

le polaire de l'ensemble des Vg v’ donc le polaire de W est l'enveloppe
?

la mesure sur AX B "masse + 1 au point

(x,y) ", pPosons Y,y = Ve

convexe cerclée faiblement fermée de ltensemble des Vx v’ ol (x,y)€EAXB 3
?
i1 en résulte facilement, en vertu de l'hypothése faite sur A et B, que
c'est aussi l'enveloppe convexe faiblement fermée de l'ensemble des Yy v
?

L'application (x,y)—)vx de AXB dans H' étant faiblement continue, il

suit d'une proposition 61;zentaire bien connue que cette enveloppe convexe
faiblement cerclée n'est autre que l'ensemble des intégrales faibles
fxvx,ydp(x,y), ol p parcourt l'ensemble des mesures positives de norme

= 1 sur le compact K = AX B, ce qui achdve de prouver la proposition 18.
(Le fait général que nous venons d'invoquer est une conséquence facile du
fait classique que l'ensemble des mesures positives de norme = 1 sur
l'espace compact K est l'enveloppe convexe faiblement fermée - pour la
dualité avec e(K) - de ltensemble des masses ponctuelles + 1 sur K).

PROPOSITION 19. - Scient E, F deux espaces localement convexes,

6 un ensemble de parties faiblement compactes de E recouvrant

E, H un _espace vectoriel d'applications linéaires de E dans F, dot

les restrictions aux A € 6 sont continues pour la topologie sur

A induite par la topologie faible. Munissons H de la topologie de

la G-conver&ence. Pour qu'une partie M de H soit faiblement

relativement compacte, il fant et il suffit que les trois condi-

tions suivantes soient vérifides
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a. M est borné, i.e. pour tout Aé 6 s 1l'ensemble

un) = \_J ud) est borns.
REM

be Pour tout x€E, ltensemble M(x) est une partie faiblement

relativement compacte de P.

ce Toute application de E dans F qui est limite simple d'appli-

cations 61léments de M, est dans H.

La nécessité des conditions est évidente. Pour prouver la
suffisance, remarquons que pour tout A € 6 s toute partie équi-
continue et faiblement compacte B de F' et tout u€H, la fonction
fu(x,y') = (uex,y') sur AXB est continue (c'est ce qu'exprime
lthypothese que les u€H ont des restrictions a A, muni de la
topologie faible, continues). Il en résulte que H s'identifie de
fagon naturelle & un sous-espace vectoriel topologique du produit
vectoriel topologique P des espaces f(AXB) (espace des fonctions
scalaires continues sur l'espace compact produit topologique de A
faible et de B faible). L'adhérence de M dans P est contenue dans
H en vertu de be. et c., qui impliquent que M est une partie rela-
tivement compacte de H pour la topologie de la convergence simple
dans l'espace de toutes les applications de E dans Ps (th. de
Tychonoff). Il suffit donc de prouver gque M est faiblement relati-
vement oompact dans P, i.e. que ses projections sur les espaces
facteurs le sont, i.e. que pour tout (A,B), l'ensemble M' des
fonctions fu(x,y') sur AX B (avec u€M) est faiblement relative-
ment compact dans €(AXB). I1 suffit pour cela de vérifier gue M
est borné dans e(AXB) et relativement compact pour la topologie
de la convergence aimple ([14] s the 5)¢ Mals cela est évident, a.
impliquant que M' est borné, et b. et c. que M est relativement

compact dans H pour la topologie de la convergence simple de l'es-
pace des applications de E dans Fg, donc que M' est relativemert
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compact dans ‘@(AXB) pour la convergence simple, puisque 1l'appli-
cation naturelle de H dans G (AX B) est continue pour les topolo-
gles qu'on vient d'envisager - Remarquons que la condition a. de
1'énoncé est conséguence de b. si on suppose les A € G convexes
cerclés, puiasqu'ils sont toujours complets (carfaiblement compacts)
COROLLAIRE 1. ~ Soit E un espace localement convexe tonnel$d, G

un _ensemble de parties précompactes de E recouyrant E, F un espace

localement convexe. Pour que L(E,F) soit réflexif (resp. du type

(#)) pour la topologle de la (5 -convergence, il faut et il suf-

£it gque F le goit.

La nécessité résulte du fait que F est isomorphe & un sous-es-
race vectoriel fermé de L(E,P) (immédiat). Pour voir que la cor-
dition est suffisante, soit d'abord ﬁ la réunion des adhérences
dans le complété de E des A€ (5 , 11 eat immédiat (P étant réfle-
xif,donc quasi-complet) que L(E,P)Amuni de la G'-convg\rgence
stidentifie a L(ﬁ,?) muni de la G -convergence, ol G est
ltensemble des adhérences dauns ﬁ des A € (5. Comnme f est manifes-
tement tonnAé si E 1l'est, on est ainsi ramené au cas ol les ke @S
sont compacts. On est alors sous les conditions générales d'appli-
cation de la prop. 19, et on voit aussitdt que toute partie bornée
M de L(E,FP) satisfalt aux conditions a., b., c., de 1l'énoncé, c.
résultant du falt que M est équicontinu (E étant tonneld). Si P
est m@me du type (J‘(o) il résulte immédiatement du théordme d'Asco-
11 que L(E,F) est du type (d‘lo) pour la topologie de la G-con-
vergence.

COROLLAIRE 2. - Soit E un espace localement convexe tonneld, (S

un _ensemble de parties faiblement compactes de E recouvrant E, P

un eapace du type ((ﬂ:). Alors L(E,F) est réflexif pour la topolo-
gle de la G-convergence.




100 ALEXANDER GROTHENDIECK § 4,n"4

Ctest une conséquence immédiate de la proposition 19,

Dans la suite de ce n°, nous introduisons systématiquement une pro-
priété de certaines parties d'un espace localement convexe (the 3 et
définition 6), & cause de 3a liaison avec un théordme de dualité trds gé-
néral (th. 6), dont les premidres conséquences seront développées au n°
suivant.

THEOREME 3. - Solent E un espace localement convexe, G’ un _ensemble

de parties borndes convexes cerclées de E telles gue pour tout A€ & , E,

soit complet. Soit K une partie faiblement compacte de E dont 1'enveloppe

convexe cerclée fermée K, eat faiblement compacte (voir note 14 page 45).

Alors les conditions guivantes sont éguivalentess

a. Pour tout espace compact M muni d'une mesure positive p, toute

application linéaire continue a de ! (p) dans Ep 1induit une application
o

“ L
de Fredhol%lL (p) dans un espace convenable EA’ avec A € G .

b. Pour tout M, p, @, comme dans a., il existe un A € (S , et une
aoplication bornée et fortement mesurable f de M dans E, telle gue pour
toute <p€I»1 (p) on ait aep = ftprdp. (intégrale dans E,).

c. Pour tout espace compact M, muni d'une mesure p » O, et toute

application scalairement mesurable f de M dans E telle gue f(M)CK , il

existe un A € (S5 et une application fortement mesurable de M dans E, gqui

est scalairement presque partout égale a f.

d. Pour toute mesure positive p sur l'espace compact faible K, il

existe un A EG et une suite de parties K, de K compactes dans E, et dont

la réunion est bornée dans E,, telles que p soit portée par la réunion des
K

1.

e. Pour toute mesure positivepsur K, l'application ?—)ftp(x)xdp.(x)
de ! (1) dans E induit une application de Fredholm de L°°(y) dans un es-
Pace E, (A € (S ) convenable.

Démonstration. - L'équivalence de a, et h. résulte de la premidre
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partie du

LEMME 9. - Soit M un espace compact muni d'une mesure positive p, «

une application linéaire continue de L‘(p) dans un espace de Banach E.

Pour gue a induise une application de Fredholm a, de L®(p), il faut et 41

suffit qu'il existe une application fortement mesurable et bornée £ de M

dans E telle que a.¢ =f<pfdp. pour toute q)iL'(p.). Supposons fpll, =1,
alors la norme-trace de & est égale é./“f(t)“ dp(t), donc au plus égale

a lall.

Si @ est donnée par une f comme dans l'énoncé, £ sera & fortiori une
application absolument sommable de M dans E, donc s'identifie & un 614~
ment u de L' (p) & E de norme égale & |zl (th. 2). L% () 6tant le dual
de L‘(p), u d6f£init une application de Fredholm de L® (p) dans E ayant
une norme-trace égale & ﬂf"1, application dont on vérifie immédiatement
qu'elle n'eat autre que l'application induite par a. Réciproquement, si
R est une application de Fredholm, i.e. provient d'un élément u de
(L“(p))' 6 E, 1l provient m@me d'un é1lément de 1! (p) 63, car a  est

faiblement continue, et on sait qu'il existe une projection continue p du

bidual de L‘(p) sur L‘(p) 9.1 suffit donc de prendre £ = (p ® 1).u.

19. Le fait qu'il existe bien une projection de norme 1 du bidual de L'(p)
sur L‘(p) est une conséquence facile de [36], meis peut aussi se voir
tres élémentairewent ainsi : Tout d'abord, comme l'a remarqué J. Dixmier,
tout espace de Banach E', dual d'un espace de Banach E, possdde la pro-
priété qu'il existe une projection de norme 1 de son bidual sur cet espa-
ce (11 suffit, a tout é6lément du bidual de E', i.e. & une forme linéaire
continue sur E", de faire correspondre la restriction de cette forme & E,
qui est un 61ément de E')., Dtautre part, si F est un espace de Banach qui
satisfait a4 la propriété envisagée, il est immédiat que tout sous-espace
G de F tel gu'il existe une projection de norme 1 de E sur G satisfait &
la m8&me propriété. Mais 1l'espace 1(M) des mesures de Radon bornées sur
l'espace localement compact M est un dual d'espace de Banach (savoir de
l'espace 130(M) des founctions continues sur M "nulles & 1lt'infinim), L'(p)
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Identifions £ a une application absolument sommable de M dans E (th. 2) ;
alors @ n'est autre que l'application ?-ﬁzrgfdp. Cette application étant
continue pour la topologie induite par L‘(p), on sait (voir Introduction
V) que £ doit 8tre bornée, et qu'on a a.yp = fq:fdp pour toute g€ ! (p)e

b. implique c., car avec les notations de c., considérons l'applica-
tion linéaire a.p = j1?fdp de L‘(p) dans E, le deuxidme membre étant une
intégrale faible dans E dont l'existence est garantie par la faible com-
pacité de Ko (voir Introduction V). D'aprés la condition b., il existe une
application fortement mesurable et bornée g de M dans un espace EA
(A € (E;) convenable, telle que l'on ait a.p = jnygdp. Il en résulte im-
médiatement que £ et g sont scalairement presque partout égales.

¢ implique d. En effet, si p est une mesure positive sur K, consi-
dérons l'application identique de K dans E, par hypoth2se cette applica-
tion est scalairement presque partout égale & une application fortement
mesurable et bornée £ de K dans un espace E, (A € (E;) convenable. Par
définition de la mesurabilité forte, il existe donc une suite de compacts
Kic: K tels que p soit portée var la réunion des Ki’ et que la restriction

de £ &4 K, soit une application continue de K, dans E,* On peut évidemment

!
supposer que la restriction By de p a Ki a pour suprort Ki‘ Alors, de
£(x) = x scalairement preaque partout sur Ki’ on conclut aussitdt, les
deux membres &tant des founctions faiblement continues, que f£(x) = x sur
Ki‘ Donc 1l'aprplication identique de Ki faible dans EA est continue, donc
Ki est une partie compacte de EA’ enfin la réunion des Ki est bien bornée
dans EA puisque £ est bornée.

de implique e. En effet, il est immédiat moyennant d. que l'applica-

s'identifie & un sous espace normé de O%J(M), et 11 existe une projection
na turelle de norme 1 de 0“71(M) sur L1(p) (savoir celle qui, & toute me-
sure V¥, fait correspondre sa "composante suivant p", i.e. sa partie non
singulidre dans la décomposition de V par rapport & p).
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tion identique de K dans E est scalairement p.p. égale & une application
fortement mesurable et bornée de K dans un espace E, (A € G) convenable,
et & rortiori provient d'un élément de ! (®) e Eys d'ou aussitdt la con-
clusion.

e. implique a., (ce qui achdvera de prouver le the. 3). Soit J'L(K)
ltespace des mesures de Radon sur l'espace compact faible X, considérons
1tapplication B(VY) = /xd\)(x) de (/‘(J(K) dans E (lt'intégrale faible existe
en vertu de la faible compacité de Ko). Cette application est faiblement
continue (c/%(K) étant considéré comme le dual de l'espace ‘@(K) des
fonctions continues sur K) par définition m#me de 1l'intégrale faible, d'old
résulte aussitdt que P applique la boule unité de JL(K) sur l'enveloppe

convexe cerclée fermée Ko de K, de sorte que EK s'identifie &4 un espace
o

quotient de J‘(K) par un sous-easpace vectoriel faiblement fermé. Si donc

a est une application linéaire continue d'un espace 131(,1.) dans EK y d'a-
o

prés une propriédté fondamentale de I»1 (p) (voir les remarques qui suivent

le th. 2, corollaire 3), il suit que @ est de la forme cp—?jxd%(x) ol
—_— Y

™%

facile de voir qu'il existe alors une mesure positive V sur X telle que

eat une application lindaire continue de ! (p) dans (/%(K). I1 est

1'oa ait ,Q‘P‘é V quand ¢ est dans la boule unité de L°°(p) ¢ on applique
par exemple la proposition 10, 1°, en remarquant que JG(K) est isomorphe,
avec sa structure latticielle, & un espace ! (p) construit sur une mesure

p convenable (voir [16]). Jone les V. , pour ;peL°°(p.), s'identifient &

des 16ments de L™ (V). L'application?ao de L® (p) dans E induite par a
apparait donc comme composée d'une application linéaire continue de L% (p)
dans L% (V) et de 1'application w——?fxﬂl(x)dv(x) de L°°(\>) dans E j appli-
cation qui en vertu de l'hypothese e., est une application de Predholm de
L% (V) dans un espace E, A€ (S ) convenable. Il en est donc de ml@me de

%, Ce qui prouve notre assertion.
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DEFINITION 6. - Soit E un espace localement convexe, @ un_ensemble

de parties bornées ccnvexes cerclées de E telles gque pour tout A €& "

EA soit complet. Une partie K de E est dite posséder la propriété de

Philipps (en abrégé, la "propriété § ") par rapport & G, sl son envelop

pe convexe cerclée est faiblemert compacte, et si elle satisfait aux con-

ditions équivalentes du th. 3. Si G est l'ensemble de toutes les parties

bornées counvexes cerclées A de E telles que EA soit complet, on dit que K

posséde la "propriété @ " (sans srécifier 6 )e

I1 revient dorc an m@me de dire que K poss2de la propriété @ relati-
vement & G, ok que son enveloppe convexe cerclée fermée Ko la posside.
¥ais si X est fermé, la vérification du premier fait peut €tre plus facile
grfice aux critéres d. et e. du th. 3 faisant intervenir directement X et
non sor envelopre conveXe cerclée fermée.

THEOREME 4 (Philippsh -~ Soit E un espace du tyre (§'), Alors toute
partie faiblement comracte K de E poassdde la propriété @ .

En effet, une variante du th. de Dunford-Pettis, dfle & R.S.Philipps
[25], nous apprend que la condition b. de th. 3 est alors vérifide. Don-
nons ici une version simplifiée de la démonstration. Tout d'abord, en ver-
tu du th, de Krein—§mulian, on reut supposer K convexe cerclé (voir note
14 page 45). Si alors a est une application lindaire continue de I»1 (p)
dans EK’ alors a transforme toute partie faiblement compacte de L1 () en
une partie compacte de E (th. d® encore essentiellement & Dunford-Pettis
[28] 3 pour une démonstration simple de la forme générale utiliade ici,
voir p. ex. {13] s, the 1). En particulier la boule unité de L°°(p.) est
transformée en une partie compacte, donc séparable, de E, d'od résulte,
L°°(p.) étant dense dans I»1 (), que @ applique ]Z.1 (p) dans un sous-espace
séparable de E, de sorte qu'on peut supposer E séparable. Alors il existe
une suite faiblement dense dans E!, de sorte que X est métrisable pour la

torologie faible. Considérons EK comze le dual de l'espace de Banach
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F = ﬁ;; s F est séparable puisque la boule unité de son dual est faible-
ment métrisable. Donc a, considéré comme une application linéaire continue
de L1(p) dans F', peut d'aprds le th. de Dunford-Pettis classique (voir
[SJ) se représenter par une application faiblement mesurable et bornée f
de M dans F!'. £ est aussi une aprlication faiblement mesurable de M dans
E, donc fortement mesurable pulsque E est un espace éﬁ') séparable, et on
a manifestement a.¢ =fq>fdp pour toute q)GL1 (p). Enfin, 11 est facile de
voir que f est aussi une application fortement mesurable et bornée de X
dans un espace EA' od A est une partie bornée convexe cerclée fermée con-
venable de E, ce qui achdvera la démonstration. On peut aunssi se ramener
dds le début au cas ol E est un espace de Banach, grfice au lemme &1émen-

taire suivant ayant son intér@t propre :

LEMME 10. - Soit E un espace du type (F ), A une partie faiblement

compacte de E. Il existe une partie bornde convexe cerclée fermée B de E

telle que A soit une partie faiblement compacte de Egp.

On note d'abord que l'on peut supposer A convexe cerclé (th. de
Krein—gmulian). A étant borné, on sait qu'il existe alors une partie bor-
née convexe cerclée fermée B D A de E telle que les topologies induites
sur A par E et par Ey soient les mémes ([9], §3, n® 1). Il résulte alors
aussitdt de Eﬂ, §3, lemme 8, que B satisfait & la condition voulue.

Donnons en passant la conséquence suivante du th. 4

THEORBME 5. - Soit E un espace du type (F ) réflexif, M un espace

localement compact, muni d'une mesure positive p, £ une application sca-

lairement mesurable de M dans E. Alors il existe une application fortement

mesurable (volr note 16 page 64) g de M dans E gui est scalairement loca-

lement presgue partout égale & £ (i.e. telle que pour tout x'€E', on ait
(£(£),x')> = {g(t),x") loc.pep.).
Le lemme de Godement (Introduction V, lemme B) nous raméne aussitot

a prouver le th. 5 dans le cas o M est lui-m8me compact. E' admet une
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suite fondamentale (An) de parties équicontinues, donc en vertu de Intro-

duction V, lenmre A, 1°, on peut poser Py = Sl'lp ‘fx" ' P ect une classe
x'eA
n

de fonctions numériques mesurables, dont nous prenons un représentant
t—-)cpn(t). Pour tout € > O et tout entier n, on peut trouver un compact
¥ C M tel que p(MnCMn)< e/2P, et que cpn(t) soit bornée sur M . Prenant
K = i, on aura p.(MﬂEK) < &, et toute p est bornée sur K. On est
alors manifestement ramené & prouver le th. 5 pour K aun lieu de M, car M
est, & un ensemble négligeable prés, réunion d'une suite de compacts tels
que K. Alors, par construction, pour tout x'€E', on a £_,€ L™ (p) et 2
parcourt une partie bornée de L°°(p) quand x' parcourt une partie équi-
continue de E'. Par suite, pour toute q)EL1 (p), la forme lindaire
x'——»‘(cp,fx,) sur E' est bornée sur les parties équicontinues de E', d'on
résulte, E étant réflexif, qu'elle provient d'un é1ément de E ([9], th.7),
qul n'est évidemment antre que u.y =J‘q>fdp. De plus, i1 est immédiat que
1taprlication ¢ —>u.y de A (p) dans E est continue, donc faiblement com-
racte puisque E est réflexif. En vertu du th. 4, elle proviert donec d'une
aprlication fortement mesurable et bornée g de kK dans E, par la formule
uep =f(pgdp. Donc fcpgdp =fq>fdp pour toute £ €L’ (p), d'od résulte auassitot
que £ et g coincident scalairement p.p.

D'antres exemples d'ensemble ayant la propriété @ sont donnés par la

PROTOSITION 20, -~ 1. Soit E un esvace de Banach dont le dual soit for

tement séparable, considérons son dual faible E;. Alors la boule unité de

E} possdde la propriéts .

2. Soit E un espace localement convexe muni d'un

ensemble (5 de parties borndes convexes cerclées A telles que les espa-

ces EA soient complets, et soit u une application linéaire continue de E

dans un espace localement convexe F. Si K est une partie de E qui possdde

la propriédté 43 relativement a 6, alors u(X) possdde la propriété q)
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relativement & u((E;).

3. Soit K une partie faiblement compacte d'un espace

localement convexe E, dont l'enveloppe convexe cerclée fermée est faible-

ment compacte et qui est rédunion dtune sulite de parties K1 de E ayant la

propri&té 4) relativement & un m@me ensemble borné convexe cerclé A tel

que EA solt complet. Alors K & 1la propriété @ relativement & A.

Démonstration. - 1. Il est blen connu gque tout: application scalaire-
ment mesurable f d'un espace localement compact M muni d'une mesure p dans
Et, est mPme fortement mesurable, d'ol la conclusion en vertu du critdre
¢. du th. 3.

2. On notera d'abord que si A est une partie bornée
convexe cerclée de E telle que E, soit complet, et si B = u(A), alors FB
est complet, car isomorphe & un quotient de EA‘ Pour prouver maintenant
que u(K) a la propriété 4’ relativement a u((E;) on prend cette propriété
par exemple sous la forme d. du th. 3, et on applique le fait bien connu
que toute mesure sur u(K) eat 1'image par u (considéré comme une applica-
tion du compact K sur le compact u(K)) d'une mesure sur K : comme l'appli-
cation linéaire £—>f - u de 6 (u(K)) dans GAK) est une isométrie, sa
transposée est en effet un homomorphisme du dual du second espace sur le
dual du premier.

3. Résulte immédiatement du critire d. du th. 3.
Signalons le corollaire trivial de la prop. 20, 30 .

COROLLAIRE. - Soit E un espace localement convexe, A une partie bor-

née convexe cerclée compléte de E, (xi) une suite faiblement convergente

dans E contenue dans A. Alors (xi) possdde la propriété CP par rapport &A.
Il suffit de vérifier que l'enveloppe convexe cerclée fermée de la
suite (xi) est faiblement compacte, ce qui résulte en effet du théorime de

Kreinrémulian.

L'intér8t de la définition 6, au point de vue du travail actuel,
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réside dans le

TI—I@OREME 6. ~ Soit E un espace localement convexe muni d'un ensemble

G de parties bornées convexes cerclées A telles gque E, soit complet,

soit K une partie bornée fermée de E, Ko son enveloppe convexe cerclée

fermée.

1. Pour gue K satisfasse & la propriété q> relativement & (5, 11

faut et 11 suffit qu'il satisfasse & la condition suivante :

f. Quel que soit l'espace localement convexe F muni d'un ensemble

filtrant eroissant < de parties faiblement compactes convexes cerclées,

81 H est un espace vectoriel de formes bilinéaires séparément continues

sur EXF, tel que pour tout neH et B¢ Cg » 12 regtriction de u au pro-

duit KXB (muni du produit des topologies falbles) soit continue 3 alors
sur H mupie de la topologie de la K—ag-convergence (pas_nécessairement
géparée), toute forme lindaire continue provient d'un é1ément d'un espace
® <
E,®F, c0ae(,e0.
2. Supposons_gue tout A € (S contienne K , et gue K satisfasse & la
propriété @ relativement & 6. Soient F,Cg s H comme dans 1'énoncé de

la condition f. ci-dessus. Soit v une forme linéaire continue sur H, majo-

rée par 1 en module sur le voisinage V de O formé des u€H tels que

fu(x,y)l < 1 pour x€X , y€B, ou Be T est donné. Alors il existe un

~
A € (S tel gue v provienne de la boule unité de E, ® Fy.

Démonstration. - Bien entendu, par forme lindaire définie par un
é1ément u de EA§ FB, nous entendons la forme restriction & H de la forme
sur OK’(E,F) définie par 1l'image canonique de u dans E ® F. Supposons
dtabord que la condition f£. solt vérifide. Prenons dtabord F = corps des
scalaires, H = B(E,F) = E' muni de la topologie de la K-convergence,
identique & la topologie de 1a Ko-convergence. Par hypothese, toute forme
linéaire sur E' continue pour cette topologie provient d'un é1ément d'un

/N
espace EA@ F = E,, donc d'un é1ément de E, ce qui signifie en vertu du
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th. des bipolaires,que Ko est faiblement compact. Prouvons meintenant gque
la condition a. du th. 3 est vérifide. Avec les notations de cette condi-
tion, 11 est évidemment loisible de supposer que M est "llespace de Kaku-
tani" attaché & p, i.e. que L™ (p) s'identifie & l'espace G(M) des fonc-
tions continues sur M [16]. Soient F = (L°°(p))' muni de la topologie

faible de dual de L (r), %9 1'ensemble réduit & un seul 61ément B, boule
unité de (L (p))', H=E'® F' = Et® L™ (p), et considérons la forme

linéaire v sur H définie par ltapplication a de L™ (p) dans E, restric-
tion de 1l'application donnée a de L1(p) dans Ep . Prouvons que v est con-

o

tinue ponr 1la KO-B-convergence. Pour cela, M étant un espace de Kekutani,
on note que @ est donnée par une application faiblement continue et bor-
née £ de M dans K, par la formule a.¢ =fq>fdp, on a done, pour x'e¢ E',
PEL®(p) 3

v(x! ® ¢) = (x',a.p) = (fq)fdp,::') = [2)®ey, x' ® y) ap(t)

ol pour tout teM, €, désigne la forme lindaire f—>f(t) sur l?(u) = T®(p)
On conclut, pour tout u €E' ® L®(p)

viv) = f(2(1)@ey, u) ap(t) = fuz(v), €,) apt)
ce qui prouve bien que v est borné sur l'ensemble V des u€H tels que
fu(x,y)] <1 pour x€K , y€B, donc une forme continue pour la Ko-,]i-conver-
gence. Par hypothtse, v est donnée par un élément d'un espace E, ® Fo» od
A GG , d'oll résulte bien que @ est une application de Fredholm de L™ (p)
dans E, : on a bien prouvé la condition a.

Réciproquement, supposons que Ko satisfasse & la condition @ ’
prouvons que la condition f. est vérifide. Avec les notations de 1l'énoncé
de cette condition, on peut supposer évidemment que v est majoré par 1 en
module sur 1'ensemble V des ué€H tels que [u(x,y)] < 1 pour x €A, yEB,
ou B € { est donné. Lorsque KOC A pour tout ACG, notre démonstration
impliquera en m8me temps la partie 2° du th. 6.- D'aprés la prop. 18, i1
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existe une mesure p >0 sur Kox B, de norme (1, telle que 1l'on alt
vy u) = fulx,y)ap(x,y)

pour tout u € H, Considérons ltapplication fo(x,y) =x de ¥ = K XB dans
Ko, elle est faiblement continue, donc d'apres l'hypothise et le th. 3,
critdre c., scalairement presgue partout égale & une application forte-
ment mesurable et bornéefde M dans un espace EA (A € @) convenable.
D'ailleurs, f étant faiblement continue et f fortement mesurable, on volt
méme que fo et £ sont égales presque partout; 1l suffit en effet d'appli-
quer le critdre de Lusin pour f et de remarquer gque fo et £ sont identi-
ques sur toute partie compacte Mo de M telle que £ ait une restriction
continue a Mo et que la restricti/gn de p a llo ait pour support Mo. Inter-
prétons £ comme un é1lément de EAQ I»1 (p) (th. 2) - clest évidemment un
é1ément de la boule unité si Ko C A. Considérons 1'application a.p =
= fm(x,y)dp(x,y) de 1! (p) dans Fy (dont l'existence est garantie par la
faible compacité de B dans F), et posons f=(1® a).? 3 on a done
feEA§PB, et comme Yal £ 1, on a (\f’lh < 1 81 fizll, £ 1. Tout revient 2
vérifier que la forme linéaire ¥ sur H définie par ? est identique & v. Or
soit u€H, (?,u) est le produit scalaire de 1la forme bilinéaire n1(x,q>) =
= u(x,x.p) sur E, X ! (p) définie par u, avec f € B, 8L1(p). Or, de
fagon explicite ny (x,9) = (x,tu.aq)) = (x,fq)(x,y)tu.ydp(x,y» » donc u, est
1a forme bilinéaire définie par 1l'application faiblement mesurable et bor-
née (x,y)——?tu.y de M dans (EA)" et on a par suite (f,u1> =
= /(f(x,y) ,tu.y>dp(x,y), d'ol, puisque £(X,¥y) = X PeDs,
(f,u1> = fn(x,y)dp(x,y) = (y,u) s Ce qui achdve la démonstration.

2. Application & divers théordmes de dualité.

Les applications les plus importantes du th. 6 sont contenues dans le
cas particulier suivant :

THEOREME 7. - Solent E, P deux espaces localement convexes, (S un

ensemble de parties bornées convexes cerclées A de E telles gue les
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espaces E, soient complets, q:'a un engemble filtrant croissant de parties

fuiblement ocmpactes oonvexes cerclées de F. Soit 60 un ensemble fil-

trant croissant de parties de E tel que pour tout A € Go existe un

A 66 tel que Ao soit une partie faiblement compacte de E,. Solt enfin H

un _espace vectoriel de formes bilinéaires séparément continues sur EXF

tel gue pour u€H, A € 60, B QC(:]_, restriction de u & A X B soit conti-
nue pour le produit des topologies faibles. Munissons H de la topologie
de la 60- ‘é-convergenc .

Alors toute forme linéaire continue v sur H provient d'un espace

Al
E,© PB,QA€6, Be"é; i.e. est de la forme v =Z;_>\ixi®yi, ol

()\1)6 11, et ol (xy) (resp. (y;)) est une suite extraite d'un A € C)

(zesp. d'un B¢ G).

Démonstration. - @o et CG étant supposés filtrants croissants, on
veut supposer v majorée par 1 en module sur ltensemble des u €H tels que
fu(x,y)] €1 pour tout x €A , y€B, ou Aoe 60 et B € <G sont donnés. Donc
v est continue pour la topologie de la AO-B-convergence. Il suffit alors
d'appliquer le th. 6, compte tenu du fait que les Ao€ Go ont la propri-
&t6 @ relativement a 6 (the 4). On fera attention qu'en général la réci-
progque du th. 7 est fausse, i.e. que la forme lindaire définie par un 416-
ment dfun espace EA 6]?']3 n'est pas toujours continue. La réciproque est.
vraie dans les cas les plus importants. Notons tout de suite le corollaire
suivant, bien plus élémentaire, et suffisant pour la plupart des applice-
tions que nous envisagerons du the 7 :

COROLLAIRE. ~ Soient E, F deux espaces localement convexes, G
(resp. € ) un ensemble filtrant croissant de parties faiblement compactes
convexes cerclées de E(resp. F). Soit 60 ltensemble des parties de E qui
sont compactes dans un espace E, g_\:(.AeG, soit de mBme GGO ltensemble
des parties de F gui sont compactes dans gquelque espace Py avec B €cf.
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Considérons sur &?«(E,F) les topologies localement convexes suivantes :

la topologie '.to de la 60- ‘go-conver ence, la topologie T de la
60-66-converggnce,la topologie T' de la G- cco-converﬁence, enfin
la topologie T, borne supérieure des deux dernidres. Alors To, T, T, T,

donnent toutes le m@me dual, qui est l'ensemble des formes linéaires sur
H du _type v = Z:)\ 1% ® D) ot (xi) est une suite extraite d'un AQG
(yi) une suite extraite d'un B 6% enfin (/\ )6 «21

Cet énoncé résulte bien du the 7, car a priori on a 1‘04 T, 2t 421,
i1 suffit donc de montrer que toute forme linéaire continue pour 1‘1 est de

la forme indiquée Z‘)‘ixi ® vy (car 11 est évident qu'une telle forme est
i

déja continue pour To’ puisqu'on peut supposer gque (xi) ~ (resp. (yi) -
tend vers zéro dans EA - TespPe FB ). Or, une forme linéaire continue pour
T, est la somme de deux formes linéaires, l'une continue pour T, l'autre
continue pour T', et & chacune de ces formes le the. 7 est directement
applicable ; car pour tout u € %(E,F), les restrictions de u aux ensem-
bles A_ X B, od A € 60 et BGCC, ou aux ensembles AXB_, ou A € G et
Bo € ‘%o, sont évidemment continues.- Ce corollaire pourrait se démontrer
directement sans difficolté grf@ce au lemme suivant g

LEMME 12, - Soit E un espace du type (‘}’), K une partie coumpacte de

E. Il existe une suite (x;) dans E tendant vers zéro, dont 1l'enveloppe

convexe cerclée fermée contient K, et une partie compacte convexe cerclée

Kt DK de E telle gue K soit une partie compacte de Bgy.
La premi2re assertion du lemme est contenue implicitement dans la

démonstration du the 5 de [7] , mais peut aussi se démontrer directement

par un raisonnement plus simple (enfin, c'est aussi un corollaire du th.
1 en prenant F = corps des scalaires \ ) Dtautre part, il est bien connu
("premidre propriété de dénombrabilité de Mackey") qu'il existe, pour la

sulte (xi) tendant vers zéro, une suite (ai) de nombres >0 tendant vers
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zéro, telle gue la csuite (é&-xi) tende encore vers zéro. Si alors K!

désigne ltenveloppe convexe cerclée fermée de cette dernidre sulte, K' est
compact, et (xi) tend vers gzéro dans EK" donc son enveloppe convexe cer-
clée fermée dans Ep, cst compacte dans Ep,, donc dans E, et comme elle
est dense dans K, elle est identique a K.

Les propositions 21 a 25 gqui suivent ne font usage que du corollaire
du the 7 et du lemme précédent.

PROPOSITION 21. - Soient E et F deux espaces du type (F ). Alors sur

B(B,F), la topologie To de la convergence bicompacte, la topologie T de

la convergence uniforme sur les produits d'un compact de E par un faible-

ment comnact de F, la topologie T' de la convergence uniforme sur les

produits d'un faiblement compact de E par un compact de F, enfin la topo-

logie T, borne supérieure des deux dernidres, donnent toutes le mpéme dual
n
E®F.

Ctest un cas particulier immédiat du corollaire du th. 7, compte tenu
du lemme 12 : on prend pour (E; (reap.CCf) 1l'ensemble de toutes les par-
ties faiblement compactes convexes cerclées de E (resp. F),alors (E;o et

Cz:o sont l'ensemble de toutes les parties compactes de E et F. Il serait
dtailleurs aussi facile de déduire la proposition 21 du the. 1, corollaire
1, et du lemme 4 du §1, n®3.

Appliquant un théor2me fin de Banach, mis sous sa forme achevée dans
Qﬂ, the 5, on trouve le

COROLLAIRE 1. - Avec les notations de la prop. 21, pour une partie

convexe de B(E,F), il revient au mBme d'6tre fermée pour l'une gueloongue

des topologies To, T, T', T;, ou la topologie faible du dual de E 6 F, ou

enfin gque son intersection avec toute partie faiblement compacte de ce

dual soit faiblement compacte.

D'ailleurs, on peut, & cette intersection, appliquer le m@me corollai-

re , et se borner & prouver qu'elle est fermSe pour la topologie la plus
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fine 11 o~ On a précisé par la un résultat prouvé par Dixmier dans le cas
des espaces de Hilbert ([8], th. 6). Conjuguant avec un classique théore-
me de von Neumann, on obtient la précision suivante de {8), th. 8 :
COROLLAIRE 2. - Soit H un espace de Hilbert, A une sous-algdbre auto-
adjointe de L(H,H). Soit T, la topologie sur L(H,H) borne supérieure de

la topologie de la convergence compacte, et de la topologie qu'on en dé-

duit (par transport de structure) par l'application A —> A*. Pour gue A
8oit faiblement fermé (i.e. formé dans L, (H,H )), il suffit gultelle soit

fermée pour T,, et méme que son intersection avec la boule unité de

L(H,H) soit fermée pour T,.

En effet, le th. 8 de [8] dit précisément que ltadhérence faible de
A est identique & son adhérence pour la topologie faible définie par
méx,

PROPOSITION 22. -~ Soit E un espace du type (97), F un espace du_type

W);Qors le dual de L(E,F), pour la topologie de la convergence com-

e
pacte, s'identifie & un espace guotient de E ® Fl.
Il suffit en effet de plonger L(E,F) dans o{é«(E,Fé) et d'appliguer

le corollaire du th. 7, en faisant G= ensemble des parties compactes
convexes cerclées de E, q;, = ensemble des parties équicontinues convexes
cerclées fermées de F;. Le lemme 12 nous assure que 60 est aussi lten-
semble des parties compactes de E, et comme E et Fl') sont du type (9'),
les formes linéaires sur L(E,F) données par des séries comme dans l'énon-
¢é du corollaire du th. 7 sont précisément celles qui proviennent d'élé-
ments du produit E 6]?1').- Signalons le cas particulier analogue :

Soient E et F deux espaces du type «6F ), alors sur ﬁ(E;, F!), la_topo-

logie T, de la convergence bicompacte sur Ej X Fy» et la _topologie T, de

la convergence uniforme sur les produits d'une partie fortement compacte
de El') par une partie éguicontinue de F', ou d'une partie équicontinue de
E' par une partie fortement compacte de F', donnent le méme dual, gui
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n
s'identifie & un espace guotient de Ef ® Fl.
PROPOSITION 23. ~ Avec les notations du corollaire du the 7, en suppo-

sant_gque Go et alfo recouvrent E et F, soit H un sous-espace
vectoriel de x(E,F), M une partie de H.

1. Pour gue M soit faiblement relativement compact (pour la

topologie faible associée & l'une gquelcongue des topologies To’

T, T', T,) il faut et il suffit gue M soit borné, gue pour tout

x ¢E, l'ensemble M(x) des u(x) avec u€M (o u est interprété

comme une application linéaire de E dans F') soit faiblement rela-

tivement compact dans F', et gque toute forme bilinéaire sur EXF

gui est limite simple d'applications éléments de M, soit dans H.

2. S1 M est une partie bornée de %(E,F), alors les topolo-

gles sulvantes sur M, ainsi que les structures uniformes corres-

pondantes, sont identigues :

a. Topologie de la convergence simple sur EXF.

b. Topologie induite par T, (Go- %;-convergence).
c. Topologie induite par la topologie falble associée & 1l'une

gquelconque des topologies To, T, T¢, 11. (On comparera cette pro-

position avec la prop. 19 du n°1).

Démonstration. - Démontrons d'abord 2. Les topologies faibles
associées aux topologies T,» T, T', T, sont identiques en vertu du
corollaire du the 7, de sorte Qqu'on peut se borner & considérer
To. La topologie be. est alors plus fine que c¢., et évidemment c.
est plus fine que a., reste a prouver que a. est plus fine que b.
Pour ceci, il suffit manifestement de vérifier que pour tout
A € Go et B 3 cfo, l'ensemble des fonctions continues u(x,y)
(oi u€M) sur le compact on Bo est une partie relativement com-

pacte de ltespace g(AoXBO) de toutes les fonctions continues
sur AOXBO. Comme c'est d6jd une partie bornée, il suffit de
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montrer qutelle est équicontinue (th. d'Ascoli). Or soient A€ G,
B E-Ct?'tels que Ao soit compact dans E‘, B° compact dans FB' M
est un ensemble &quicontinu de formes bilinéaires sur EA’(FB’ et
a4 fortiori un ensemble Squicontinu de fonctions sur Ao)(Bo.- 1e

en résulte facilement, car les conditions énoncées pour que M soit
faiblement relativement compact sont évidemment nécessaires. Et
elles sont suffisantes, car elles impliquent évidemment que M est
relativement compact dans H pour la topologie de la convergence
simple sur EXF (grice au th. de Tychonoff ou du critdre des
ultra-filtres), et de 2. résulte alors que l'adhérence de M dans
H pour cette topologie est aussi compacte pour la topologie fai-
ble de H (associée & 1l'une quelconque des topologies T etc.)e~
Voici une variante souvent utile de la proposition 23 :

PROPOSITION 24. - ("Théordme de Montel-Vitali®)

Soit E un espace de Schwartz ([9], §3, définition 5), F un espace

localement convexe, M une partie bornée de Le(E%,, ).

1. Pour toute partie équicontinue A de E', l'engemble des res-

trictions des u €M & A faidble est équicontinu. Et sl E est guasi-

complet, toute application de E dans F gui est limite dans

Ls(E%" Fs) d'applications é14ments de M, appartient & Le(E;;, F).

2. Sur M, les topologies suivantes sont identiques, zinsi que

les structures uniformes correspondantes

a. Topologie induite par Le(EE:’ Fs)'

be Topologie induite par LS(E;T, Fs)'

c. Topologie induite par la topologie faible de l'espace vec-

toriel topologique Le(E%" F).

3. Supposons E guasi-complet. Pour que M soit une partie fai-

blement compacte (resp. relativement compacte) de l'espace vecto-
riel topologique Le(E%" F), 11 faut et 11 suffit que M soit
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borné et que pour tout x*'€ E', l'ensemble M(x') des u(x') avec

u€M soit une partie relativement faiblement compacte (resp. rela-

tivement compacte) de F.

Démenstration. - 1. Par définition des espaces de Schwartz, on
peut supposer A compact dans un espace Eé, od B est une partie
équicontinue convexe cerclée faiblement fermée de E'. Comme M
définit évidemment un ensemble équicontinu dtapplications lindai-
res de E} dans F, l'ensemble des restrictions des neM & A est &
fortiori équicontinu (noter que sur A, la topologie induite par
la topologie faible est évidemment identique & la topologie in-
duite par Eﬁ). Soit @ un filsre sur M tel que pour tout x'€E?,
u(x') tende faiblement dans F vers une limite uo(x') suivant le
filtre <§ . u, est évidemment linéaire, et la convergence est
uniforme sur les parties équicontinues de E', d'aprés ce qui pré-
cdde (car l'ensemble des restrictions des n €M a la partie équi-
continue B de E' est & fortiori équicontinu quand sur F on envisa-
ge la topologie faible). Prouvons que nOGfL(E%,, F), i.e. que pour
tout y' € P!, la forme linéaire x! —-’(uo(x'),y') sur E' appartient

4 E. En effet, (uo(x'),y€> = 13?. (u(x'), ¥') » la forme linéaire

considérée est donc limite, uniforme sur les parties équicontinues

de E', dtun certain filtre dans E, qui est d'ailleurs manifeste-
ment porté par une partie bornée de E (savoir l'ensemble des
formes x'——-)(u(x'), y'} , o u parcourt M), E étant quasi-complet,
la conclusion voulue en résulte.

2. est un cas particulier de la prop. 23, lorsqu’on identifie
L, (E1"_ » F) & 1tespace £e(Es', F;). Avec les notations de cette
proposition, si G est ltensemble des parties équicontinues con-

vexes cerclées faiblement fermées de E', le fait que E soit un
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espace de Schwartz signifie précisément que Go = G.

Enfin, 3. résulte aussitdt de la conjonction de 1. et 2. pour
le critdre de faible compacité. Le critdre de compacité résulte
aussitdt de 1. grfice au théoréme dtAscoli.

COROLLAIRE, - Soit E un espace de Schwartz guasi-complet, F un
espace localement convexe quelcongue. Pour que I’e(E'r: s F) soit

réflexif (resp. du type (c/‘(o)), il faut et 11 suffit que F le soit.

La suffisance résulte immédiatement de la prop. 24, 3°. La
nécessité résulte du fait que F est isomorphe a un sous-espace
vectoriel fermé de I'e(E*'c s F), comme on voit en décomposant E en
somme directe d'une droite et d'un hyperplan fermé.

Soit maintenant E un espace localement convexe tel que pour
tout voisinage convexe cerclé fermé U de O dans E en existe un
autre V tel que ltapplication linédaire naturelle de EV dans EU
soit faiblement compacte (voir fg] ,» $3, lemme 9). Si alors F est
un espace localement convexe quelconque, le th. 7 implique que le
dual de E 6 F stidentifie & un espace quotient du sous-espace de
El') & Fb formé des noyaux de Fredholm provenant d'espaces E‘ 6 Fﬁ
o A (resp. B) est une partie équicontinue de E' (resp. F').

E 3 F est en effet le complété de E ® F pour la topologie induite
par de(Eé, Fl). Dans tous les cas connus, un tel noyau de Fred-
holm est nul si la forme linéaire sur E ® F qu'il définit est
nulle (voir "Probldme de biunivocité®™ du § 1, n° 1) et dans des
cas fréquents, la topologie forte du dual de E g]? est méme iden-
tique a la topologie induite par E} QF{) Alors le bidual de

E 0]?' sera identique au dual & o (EYs F}) de EJ @F' (cet isomor-
phisme conservant les topologlies, comme on vérifie facilement).
Voici un résultat plus précis danscette voie :

PROPOSITION 25. - Soit B un espace de Schwartz ([9], § 3,
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définition 5), F un espace localement convexe quelconque. Suppo-

sons E' ® E dense dans Lb(E,E) (ce qui est le cas dans tous les

cas_connus, voir § 5). Posons I = I.e(E{), F), ,/\ = I’e(E‘B’ Fn).
Alors E ® F (resp. E @ F") eat dense dans L (resp._/\_), qui s'i-

A Q
dentifie donc A E® F (resp. E ® F") si E et F (resp. E et F")

sont complets.- Soit L*'* ltespace des formes linéaires sur L!

qui sont bornées sur les parties équicontinuez de L', munissons

L'* de la topologie de la convergence uniforme sur les parties

égquicontinues de L' (qui en fait un eapace localement oonvexe

contenant L comme sous-espace vectoriel topologigue).

1. L' est identique & l'ensemble des formes linéaires sur L

Fal
définies par les éléments d'espaces E] ® Fi, ou A (resp. B) est

une partie équicontinue convexe cerclée faiblement fermée de E!

Fa)
(resp. F'). S1 u € E} ® F}, alors la forme linéaire sur _/\. gu'elle
définit ne dépend que de 1l'élément de L' défini par u : il en

résulte un accouplement entre _/\9_1_;_ L', Cet accouplement est ob-

tenu par un isomorphisme vectoriel-topologique de /\_ dans Lt*,

2. Suvvosons E quasi-complet. Si nous identifions A & un sous

espace vectoriel de L'* comme ci-dessus, on a

E@F"CL"C_/\_CL'*

en particulier L" est un sous-esvace dense de _/\_. Si donc L" est

complet, on a L" =_/\ o« Il en est ainsi en particulier si E et F

sont du tvpe (?’).
Démonstration. - Montrons que E ® F est dense dans Le(E{,, F) ;

il en sera de m@me évidemment de E ® F" dans I, (E.g,, Fn). Soit
u eLe (E{), F), A une partie équicontinue de E.B, V un voisinage de
0 dans F, 1l faut trouver v€E ® F tel que vx' ~ ux! €V pour
x'c A. Or 11 existe un w€E @ E' tel que wx' - x'€ G (V) pour
x'€ A, en vertu de l'hypothdse que l'application identique de E
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dans B est adhérente a E' ® E dans Lb(E,E), donc l'application
identique dans E' est adhérente & E ® E' dans Le(Eﬂo Eﬁ). Il suf-
f£it donc de prendre v = u ©W.- La caractérisation de L' donnée
dans 1. a 6t6 d6ja signalée plus haut dans un cag plus général,

et résulte déja ici du corollaire du th. 7. Prouvons que si

u€Ef 61']5, la forme linéaire U qu'il définit sur /\ ne dépend

que de 1'81ément de Lt défini par u. Comme cette forme linéaire
sur‘/\_est évidemment continue, et que E ® F® egt dense dans ]\.,
i1 suffit de prouver que (x ®y, E> s Pour X €E, yE€F", est connu
quand on connait O sur L. Or y-»<x ®y, E) est une forme linéaire
sur F" continue pour la topologie de la convergence uniforme sur
les parties compactes de Fﬁ, car u provient aussi d'un é1lément

u, d'un espace EA 6 FK ol K est une partie compacte convexe cer-
clée de P} (th. 1) ; comme F est dense dans F' pour cette topolo-
gie, i1l en résulte que (x @y, ﬁ> est connu pour tout y € F® d2s
que c'est connu pour y €F, dtod la conclusion voulue.- On a donc
défini un accouplement naturel entre j\ et L', Pour tout V'eJA\,
la forme linéaire u-—a(v,u> sur L' est bornéde sur les parties
équicontinues ; en effet une partie équicontinue M de L' est con-
tenue dans le polaire d'un voisinage V(A,B) de O dans L, ol
vev(A,B) & \vixt,y)| 1 pour xt€ 4, y'€B. Si alors A! est
une partie équicontinue convexe cerclée faiblement fermée de E',
contenant A, telle que A soit compact dans Elv» il résulte du

th. 6, 2° que tout u €M provient de la boule unité de l'espace

El, 8 FPl, et il est immédiat que les produits scalairei avec v
des éléments de L' provenant de la boule unité de EA, ] Fﬁ restent
bornés. Donc l'accouplement entre./\ et L' est bien défini par une
application linéaire v— ¥ de /\.dans L'*, Le raisonnement qui

précéde montre que cette application est continue (car avec les
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notations précédentes, \v(x',y')\ <4 1 pour x'€ A', y'€ B, implique
déja I<v,ud] ¢ 1 pour tout u €M). Il est évident que l'application
inverse est continue, car la topologie de A est la topologlie de
la convergence uniforme sur les ensembles du type A ® B, ot A
(resp. B) est une pertie équicontinue de E' (resp. F'), or A® B
est manifestement une partie équicontinue de L',

2. Supposons E quasi-complet, donc réflexif. Alors L% C /\_ s OU,
ce qui revient au m@me, toute partie bornée de L est faiblement
relativement compacte dans /\ ("faiblement™ référant & la dualité
avec Lt), En effet, soit F; l'espace F® muni de la topologie de
la convergence uniforme sur les parties de F' compactes dans quel-
que espace Pf, oti B est une partie équicontinue convexe cerclée
faiblement fermée de F'. On a encore, abstraction faite des topo-
logies, /\ = Le(E{),F;), or le dual de Le(E{), F;) eat précisément
L', comme on voit en appliquant 1. & cet espace. Nous devons donc
seulement montrer que toute partie bornée de L eat faiblement
relativement compacte dans Le(Et'y.Fg), ce qui résulte immédiate-
ment de la prop. 23, 3%, Dtautre part, il est immédiat que l'on
aE®Fn C L", car 81 X€E, yeF", y est faiblement adhérent dans
F" & une partie bornée A de F", et i1l en résulte aussitdt que
x ® y est faiblement adhérent dans le dual algébrique de L' A la
partie bornée {x}®A de L. En vertu de 1., L" est donc dense dans
_/\ « Or 81 E et F aont du type (EF”), alors L est manifestement du
type (g.,), donc son bidual est complet ([9], th. 1, corollaire 3)
de sorte que dans ce cas on a L" = A e~ Notons drtailleurs qu'il
en gerait de mfme si E et F étaient du type (DF ), et complets,
si on savait que le dual fort de E 6]? est du type (3'), i.e. que
sa topologie eat la topologie d'espace ((f) d'un espace quotient
de E? 8 Fe.
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Remarquons que la condition dtapproximation exigée pour E dans
1'énoncé de la prop. 25 est satisfaite si E est nucléaire (voir
ohap. 2, $ 2, the 6). Les propositions 23 et 24 forment les géné-
ralisatiomnaturellesde {10], § 7, the 7 et 8, démontrés ici de
fagon plus simple et naturelle.

Un résultat essentiellement analogue & la prop. 28, mais de nature
métrique, est le
THEOREME 8. - Soient E et F deux espaces de Banach., On suppose E ré-

flexif, ou son dual fort séparable. Supposons de plus l'application cano-

A A
nique de E' @ F* dans B(E,F) biunivogue. Alors l'espace E ® F (adhérence

de E ® F dans l'espace normé B(E',F')) est identique & l'ensemble des

formes bilinéaires compactes et faiblement séparément continues sur E!' X F!

(i.e. stidentifie & l'espace des applications linéaires compactes et

faiblement continues de E' dans F). Son dual s'identifie avec sa norme

Pal
a4 l'espace E' ® F' ; donc son bidual s'identifie avec sa norme & B(E',F!).

Soit H lt'espace des formes bilindaires compactes et faiblement
séparément continues sur E'X F', muni de la norme induite par B(E!',F!)
qui en fait un espace de Banach. On a une application linédaire naturelle
de E! 6 F!' dans HY', de norme £ 1, et gqui est biunivoque en vertu de 1l'hy-
pothese (car si u €E!? 6 F' dé6finit une forme linéaire nulle sur H, il
définit a fortiori une forme linéaire nulle sur E @ F). Réciproquement,
comme la boule unité faible de E' jouit de la propriété de Philipps (n° 1,
the 4 et prop. 20, 1°) 11 résulte du th. 6, 2° que toute forme linéaire
continue de norme £ 1 sur H provient dtun é1lément de la boule unité de
E? 6 F' (on prend pour G- resp. { —~ 1ltensemble réduit a ltunique 416~
ment, boule unité de E' - resp. F' -, la condition de continuité du th. 6
se vérifie facilement grfce au fait que les u€ H sont compacts), ce qui
prouve que le dual de H s'identifie avec sa norme & E? 6 F'; comme E 6 F

est un sous-espace normé fermé de H, et que par hypothese toute forme
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1lindaire continue u€E!? 6]?' sur H qui s'annule sur E ® F est nulle, on a
E g F = H, ce qui ach®ve la démonstration.- Le th. 8 généralise un résul-
tat de Dixmier Eﬂ , Telatif aux seuls espaces de Hilbert. Rappelons que
ltapplication 1lindaire canonique de E! 65‘?' dans B(E,F) est biunivoque
chaque fols que ltapplication linéaire naturelle de E® 6 E' dans L(E!,E!')
ou de F" & P! dans L(F',F') est biunivoque ( § 3, n°3, remarque 10, 2° ;
voir aussi § 5, n®1).

COROLLAIRE. ~ Sous les conditions du th. 8, lt'intersection de la

boule unité B de B(E',F') avec E ® P est dense dans B pour la topologie

N
faible du dual de E' ® Fr.

En effet, on salt que la boule unité du bidual d'un espace de Banach
H est l'adhérence faible de la boule unité de H.
PROPOSITION 26. - Soit E un eapace du type 03'/), F un espace locale-

ment convexe, L l'espace des applications lindaires de E dans F gui

transforment les parties faiblement compactes de E en des parties compac-

tes de F. Alors sur L la topologie de la convergence compacte, et la

topologie de la convergence "faiblement compacte™ donnent le m@me dual.

S1i F est du type (991), ce dual s'identifie & un espace quotient de
E 6 F{).

Le dual de L pour ltuneou l'autre des deux topologies est donné par
le th. 7, compte tenu du lemme 10 et du th. de Krein-Smulian (ltenveloppe
convexe cerclée fermée d'une partie faiblement compacte de E est faible-
ment compacte) ; la restriction dans la définition est destinde & assurer
que pour tout u €L, toute partie faiblement compacte A de E et toute par-
tie équicontinue B de F', la fonction(ux,y') sur AXB muni du produit des
topologies faibles soit continue. On trouve que (pour l'une ou l'autre
des deux topologies), toute forme lindaire continue sur H provient d'un

A

élément d'un espace EA® FL, ol A est une partie bornée convexe cerclée

fermée de E, B une partie dquicontinue convexe cerclée faiblement fermée
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de F!' ; on peut m&me supposer A compact (th. 1) et i1l en résulte que
réciproquement, tout é1ément d'un espace EAéS Fé définit une forme 1liné-
aire sur H continue pour la moins fine des deux topologies envisagéea. On
trouve bien le m@me dual, et si F est du type &93:), donc F% du type (SF),
ce dual est l'enasemble des formes lindaires définies sur L par les 616-
mentz de E @‘F% (appliquer encore le th. 1).

On salt que si E est l'espace €(K) des fonctions continues sur un
espace comnact K, et F un espace quasi-complet, faiblement complet pour
les suites, alors toute application linéaire continue de E dans F est
faiblement compacte([15], th. 6) et transforme donc les parties faible-
ment compactes de Tg(K) en des parties compactes ([]i], th. 1), on obtient

donec 1le

COROLLAIRE. - Soit K un espace compact, posons E = 'ﬁﬂK), soit F un

esvace localement convexe quasi complet qui est faiblement complet pour

les suites (p. ex. un espace réflexif, ou un espace du type L1(p)). Aloxs

sar L(E,F), la topologiec de la convergence compacte et la topologie de la

convergence faiblement compacte donnent le m&me dual.

De telz énoncés asemblent devoir 8tre utiles pour certaines proprié-
tés d'approximation, car l'adhérence d'une partie convexe d'un espace
localement convexe ne dépend que de son dual. Nous verrons une application
intéreasante avec le th. 15 du § S5e

3. Formes bilindaires et applications lindaires intégrales :

Propriédtés fondamentales.

PROPOSITION 27. - Soient E, F deux espaces localement convexes

{resp. normés) v une forme bilinéaire séparément continue sur E XF. Les

conditions suivantes sont équivalentes :

e u-,;(u,v) est une forme linéaire sur E ® F continue pour la topo-

logie induite par E 6 F, 1.e. pour la topologlie de la convergence bi-équi-

continue sur E'X F' (resp. u— (u,v) eat une forme linéaire de norme <1
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3
pour la norme sur E @ F induite par E ® F).

b. v est contenue dans l'enveloppe oonvexe cerclée fermée dans

&gé(E,F) d'un ensemble M ® N, ol M est une partie équicontinue de E', N

une partie &guicontinue de F' (resp. M la boule unité de E!', N la boule
unité de F!).

c. I1 existe une mesure p sur l'espace produit d'une partie équicon-

tinue faiblement compacte M de E' par une partie équicontinue faiblement

compacte N de F', (resp. une mesure p de norme (1 sur le produit de la

boule unité de E' par la boule unité de F', muni de la topologie produit

des topoloziea faibles), telle que l'on ait la formule
(12) v = f xt ® y' dp(x',y')
MXN

(intégrale faible dans Eg(E,F), mis en dualité avec E ® F).

de. Il existe un espace compact X muni d'une mesure positive p

(resp. et de norme $ 1), une application linéaire continue a de E dans

L°°(p), une application linéaire continue f de F dans L*°(n) (resp. et a
(225 de ¥ dans p/ (xesp. e%

et B de norme (1) tels gue l'on ait v(x,y) = {a x, B y} pour tout x€E,
y &F.

De plus, on peut supposer dans c. gue p est positive. Si E et F sont
normés, et si ¥, N, sont des parties faiblement compactes de E', F' res-

pectivement dont l'enveloppe convexe faiblement fermée soit la boule

unité M resp. N, on peut remplacer, dans les énoncés b. et c., M par Mo

et N par No, et i1 reste loisible de supposer p positive. Si on ne suppo-
se plus p positive, 11 suffit que M, N soient l'enveloppe convexe cerclée

faiblement fermée de Mo, No.

Démonstration. - Nous supposons d'emblée E, F normés. Dans le cas
général, le raisonnement fait vaudra tel quel, et d'ailleurs le cas géné-
ral est un corollaire & peu pres immédiat du cas des espaces normés. Nous

faisons la démonstration de la forme la plus forte de l'énoncé, relative
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4 la donnée des parties Mo, No. L'équivalence des conditions a.b. et c.
(b. et c. éventuellement amendés comme indiqué dans la fin de 1'énoncé)
est un cas particulier de la prop. 18, 2° (n° 1), obtenu en remplagant
dans cette proposition E par Eé s F par Fé, Hpar E® F, (5'(resp. GE? )
étant réduit & lftunique élément Mo (resp. No). Ces conditions impliquent
de plus d. : on peut, pour le voir, supposer que Mb =M, N, = R, donc v
donnée par une mesure positive p sur K = MXN, de norme £ 1 ; on prendra
alors pour ax la fonction (x',y')——*(x,x') sur K = MXN, pour B y la
fonction (x',y")— (¥,y') sur K = MXN.~ Enfin, montrons que d. implique
¢. Pour cela, il suffit manifestement de prouver que la forme bilinéaire
sur L®(p) X L (p) donnée par v(f,g) = ffgdp est de la forme (12). Or, il
résulte d'un théordme classique de Kakutani [ié] qu'il existe un espace
compact imuni d'une mesure ]I, et un isomorphisme f——>;‘;vde 1ltalg2bre
normée compldte Io°°(p) sur l'algébre ~@(M) des fonctions continues sur M,
tels que l'on ait J}dp =(}?ﬁﬁ1 On peut donc supposer a priori que

G(M) = L°(p). Identifiant alors de la manidre usuelle M & une partie
faiblement compacte de la boule unité du dual de 7§(M), et appelant v la
mesure de norme £ 1 sur MXM définie par (F,\‘) = fF(t,t)dp(t), on voit
aussitdt que v =~I;JXM s®td V(s,t) ce qul achdve la démonstration de la

Prov. 27.

DJ:!:FINITION 7. - Soient E, F, G trois espaces localement convexes.

1, Une forme bilinéaire v sur EXF est dite intégrale si elle satis-

fait a 1'une des conditions équivalentes a. & d. de la proposition 27. En

2
particulier, le dual de E @ F (voir définition 4, § 3, n°3) g'identifie &

1l'espace J(E,F) des formes bilindaires intégrales sur EXF. Si E et F

~a
gont des espaces de Banach,J(E,F) sera muni de 1la norme de dual de E ® F,

appelée norme intégrale et notée nvl{ o
2. Une application linéaire v de E dans G est dite intégrale si la
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forme bilinéaire sur E XGJ qui lul correspond est intégrale. S1 E et F

sont des espaces de Banach, on appelle encore norme intégrale de v, et on

note lvM s 1a norme intégrale de la forme bilinéaire intégrale sur E X G!
définie par v.

Dans tous les cas connus, si E et F sont des espaces de Banach, l'ap-

Plication 1linéaire naturelle de E 6]?" dans J(E,F) est un isomorphisme du
premier espace normé dans le second (voir §5, n® 2), ctest pourquoi nous
employons pour la norme intégrale la notation “v‘{ voisine de la notation
Ivlh de la norme-trace.- Le critére d. de la proposition 27 prend pour
les applications linéaires intégrales la forme suivante : si v est une
application 1linéaire de l'espace de Banach E dans l'espace de Banach F, v
est intégrale, avec une norme intégrale 41, sl et seulement si 1'appli-
cation de E dans F" qu'elle définit peut stobtenir en composant une
application linéaire de norme é1 de E dans un espace ) e (p.) construit
sur une mesure positive de norme 41 convenable, l'application identique
de L® (p) dans L1(p), et enfin une application linéaire de norme £ 1 de
I»1 (p) dans F", Le critdre b. de la proposition 27 donne de m@me facile-
ment ¢ Ltapplication linéaire v de E dans F est intégrale et de norme
intégrale £ 1, 8i et senlement si elle est adhérente dans I‘s(E ’Fs) a
1'enveloppe convexe cerclée des x'® y, avec x'€ E', y€F, llx'l £1,
Ml £ 1, ou encore adhérente & 1'ensemble des opérateurs nucléaires de
norme-trace £ 1 (i1 faut senlement noter que l'adhérence faible dans PFn®
de la boule unité de F est la boule unité de Fm),

Exemples. Toute forme bilinédaire sur EXF, définie par un é1ément
dfun espace E‘ 6 Fﬁ oi A (resp. B) est une partie équicontinue convexe
cerclée faiblement fermée de E' (resp. F') est intégrale (conséquence

immédiate du critere c. de la prop. 27). Donc toute application nucléaire

de E dans G est intégrale. La réciproque n'est pas vrale, puisque si p

est une mesure positive sur un espace compact, ltapplication identique
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de Ia‘”(p) dans L1(p) est intégrale, mais n'est en général pas mS®me compac-
te. SL E = €(M), F = C(M), od M et N sont deux espaces compacts, on a
vu gue ﬁM) @ \@(R) s'identifie & 1l'espace ﬁ(MxR) des fonctions conti-
nues sur MXN (§ 3, n°2), donc l'espace des formes bilinéaires intégrales
sar ﬁ(M)x ‘6(!{) stidentifie avec sa norme & l'espace des mesures de
Radon sur l'espace MX N. Pour une généralisation & F quelconque, et d'au-
tres exemples, voilr n®4. D'autres exemples sont inclus dans la prop. 30,
1%, plus bas.

Notons les faits suivants, dont la démonstration est immédiate :

Solent E;, Fy (1 = 1,2) des espaces localement convexes, ¢y une applica-

tion 1linéaire continue de E; dans F,, u une forme bilinéaire intégrale sur

F,XF, ; alors v(::;1 1Xp) = u(q>1x1, PoX,) est une forme bilinéaire intégrale

sur E1XE2, et si les Ey» Fi sont des espaces de Banach, on a

Ivn{é nq>1l ‘q)el\ “ul{. Soient E, F, G trois espaces localement convexes,

u (resp. v) une application 1inéaire continue de E dans F (resp. de F

dans G) ; 8i u ou v ¢st intégralealors veu est intégrale, et si E, F, G

sont des espaces de Banach, on a fveulf ¢ faly Ivl ou Iv oul{é ful I\vl\{.

PROPOSITION 28. - Soient E, P, deux espaces localement convexes.

1e Soit u une forme bilinéaire continue sur EXF, U son prolongement

canonique & E"XF ; pour gque u 80it intégrale il faut et 11 suffit gue U

le soit, et si B, F, sont des espaces de Banach, on a alors hﬁ” = l\u\\{.

2. Soit u une forme bilinéaire sur EXF. Si u est intégrale, l'appli-

cation linéaire ii'g E dans F{) qu'elle dé6finit est intégrale, et la réci-

brogque est vralie sl F est quasi-tonnelé. Si E et F sont des espaces de

Banach, on a \\ﬁl{ = \\ul{.

Démonstration.1 - Si a est intégrale, il en est évidemment de m@me de
u, qui a alors une norme intégrale au plus égale dans le cas des espaces
de Banach (voir les remarques précédant la proposition 28). La réciproque,

et 1'inégalité inverse dans le cas des espaces de Banach, se voient
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immédiatement en utilisant le critére d. de la prop. 27 ; avec les nota-
tions de ce critdre, i s'obtient & partir des prolongements canoniques a
et E de @ et B & E" et F", par la mme formule que celle qui donne u &
l'aide de a et B.

2, Ce qui précdde montre que si u est intégral, son prolongement a
EXF" est intégral, & fortiori son prolongement a EXF{;, ol Ff eat le dual
fort de Py, est intégral (la topologie de Fg étant plus fine que la topo-
logie naturelle de F%"), et la réciproque est évidemment vrale si ces deux
topologies sont identiques, i.e. si F est quasi-tonnelé ; et d'apréds 1, si
E et F sont des espaces de Banach, la norme intégrale de u et celle de son
prolongement & EXF® sont les mémes. En vertu des définitions, tout ceci
ntest autre que l'assertion de la prop. 28, 2° - Signalons le corollaire
suivant, non trivial a priori :

A
COROLLAIRE, - Soit E et F des espaces de Banach, considérons E ® F

A
et En" ® F" comme des sous-espaces vectoriels normés de B(E',F'). Alors la

A A
boule unité de E®F est dense dans la boule unité de E® ® F" pour la to-

pologie de la convergence simple.

En effet, une forme bilinéaire intégrale u sur E XF définit une for-
me bilinéaire intégrale sur E" X F, qui définit elle-m&me une forme bili-
néaire intégrale sur E"X Ft., En mettant ainsi E® @ F® en dualité avec
1tespace J(E,F) des formes bilindaires intégrales sur EXF, on a méme le

A
résultat, plus fort que le corollaire : la boule unité de E ® F est dense

A
dans 1a boule unité de E"® F" pour la dualité avec J(E,F). D'aprds le

théordme des bipolaires, cela équivaut en effet au fait que toute

u€¢ J(E,F) a méme norme intégrale, en tant que forme bilinéaire sur EXF
on sur E"x Fn, Notons d'ailleurs qu'en vertu du th. 7 le corollaire pré-
cédant implique facilement que la boule unité de E g F est dense dans la
boule unité de Em 6 F® pour la topologie de la convergence uniforme sur

les ensembles AXB, oi A (resp. B) est une partie de E!' (resp. F!)
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compacte pour 6(E!',E") (resp. 6(F',F")), (Commencer par utiliser 1!'immé-
diat lemme 17 du § 5, n° 2).

PROPOSITION 29. - Solent E, F deux espaces localement convexes, E,

(respe. F1) un sons-espace vectoriel topologique de E (resp. F). Alors

tonte forme bilindaire intégrale sur ]31)(F'1 est 1a restriction dtune for-

me bilinéaire intégrale sur EXF, gu'on peut prendre de norme intégrale -

gale si E et F sont normés.

Cela résulte aussit8t du fait que les formes bilinéaires intégrales
sur un produit G XH s'identifient aux formes lindaires continues sur
G 3 H, et que E1 3 F1 est un sous-espace vectoriel topologique (resp. nor-
mé) de E 6]? s 11 suffit donc d'appliquer le théordme de prolongement de
Hahn-Banach.- On comparera avec la prop. 16 du 53, n° 2.

L'étude des formes bilindaires intégrales et des applications 1iné-
aires intégrales ge raméne essentiellement au cas oll les espaces entrant
en jeu sont des espaces de Banach, grace au

LEMME 13, - 1. Soient E et F deux espaces localement convexes, v une

forme bilinéaire intégrale sur EX P, Alors il existe un voisinage convexe

cerclé fermé U (resp. V) de O dans E (resp. F) tels gue v provienne d'une

forme bilinéaire intézrale sur E/;T X f';.

2, Soient E et G deux espaces localement convexes, v une

application linéaire intégrale de E dans G. Alors il existe un voiazinage

convexe cerclé V de O dans E et une partie bornée convexe cerclée B de G,

tels gque v provienne d'une application intégrale de f; dans le complété
P
GB de GBO

Démonstration. - 1. est immédiat, p. ex. en prenant le critire c. de
la prop. 27. Nous prendrons encore ce critdre pour prouver 2. v eat défi-
ni & l'aide d'une mesure p sur un espace AXM, odi A (resp. M) est une par-
tie équicontinue convexe cerclée faiblement compacte de E!' (resp. de G",

dual de G{)). Notons qu'une partie équicontinue du dual G" de G‘:') eat
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contenue dans 1'adhérence faible B dans G" d'une partie bornée convexe
cerclée fermée B de G. La bitransposée p" de l'application identique ¢ de
GB dans G (obtenue en prolongeant v par continuité faible en une applica-
tion lindaire de (GB)" dans G") applique alors manifestement la boule uhi-
té B, de (GB)" ggg'f, Bo étant faiblement compact. On a donc une applica-
tion continue naturelle f de AXB  sur AXB, donc la mesure p sur AXE est
1'image par £ d'une mesure V sur A)(Bo. V définit une application linéaire
intégrale w de fﬁ. dans (GB)", et 11 est immédiat que v = p"° w. Il g'en-
suit que w applique le sous-eapace dense EA? de é:; dans GB’ donc appli-
que ﬁ:: dans le complété de GB'

THROREME 9. - Soient E, F, deux espaces localement convexes, F guasi-

complet, v une application linéaire intégrale de E dans F.

1« v transforme un voisinage de O convenable V en une partie relati-

vement faiblement compacte de F.

2. v tranaforme toute partie faiblement compacte de E en une partie

compacte de F.

3« S1 w eat une application lindaire de F dans un espace locelement

convexe G, transformant les parties bornées en des parties faiblement

relativement compactes, alors wov est une application compacte.

(Ce résultat est démontré par une méthode différente dans [13], th.
8).

Démonstration. ~ Le lemme 13 nous ramdne aussit8t au cas od E, F
sont des espaces de Banach. Comme nous l'avons dit apr®s la définition 7,
1tapplication v de E dans F" qui correspond & v est de la forme yyx, ol a
est une application lindaire continue de E dans un espace L“’(p) construit
Sur une mesure p sur un espace compact, y une application linéaire conti-
nue de L1(p) dans F%, enfin ¢ ltapplication identique de L“°(p) dans
L1(p). On est alors aussitdt ramené au cas od v est lui-mBme l'applica-

tion identique de L* (p) dans L‘(p). (Sous les conditions de 3., on
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notera que lt'application we v sera identique a wn Y&, ol w® applique F®
dans G, car w est faiblement compacte, donc w, = w"y est une application
de L1(p) dans G, et 11 suffit de prouver que w,qx est une application
compacte). Or @

1. la boule unité de L (p) est une partie faiblement compacte de
L1(p) (car elle est m&me compacte pour la topologie faible o(L°°,L1) de
L®(p)) 3

2. toute partie faiblement compacte dans lt'espace de Banach L°°(p)
(i.e. compacte pour la topologie faible définie par le dual de 1ltespace
de Banach L% (p)) est compacte dans L1(p), car on sait qu'une application
linéaire faiblement compacte de L°°(p) dans un espace localement convexe
quelconque transforme les parties faiblement compactes en des parties com-
pactes ([13], the 1) 3

3. toute application linéaire faiblement compacte de L‘(p) dans un
espace localement convexe quelconque G transforme les parties faiblement
compactes de L1(p), et en particulier la boule unité de L°° (p), en une
partie compacte de G (th. de Dunford-Pettis [28] ; voir [13) th. 1 pour
sa forme générale).

COROLLAIRE. - Une application linéaire intégrale d'un espace locale-
ment convexe E dans un autre F est compacte si F est réflexif ou si E est

un espace de Banach réflexif.

Remarquons qu'il serait facile de déduire le th. 9 du théordme qui

va suivre, et qui le dépasse en fait de beaucoup ¢

THEORNME 10. - Soit E, F, G, trois espaces localement convexes, u une

application linéaire de E dans F, v une application linéaire de F dans G.

1. Supposons que G est du type (97), que u est intégrale et que v

transforme les parties bornées de F en des parties faiblement relative-

ment compactes de G. Alors ve u est une application nucléaire de E dans G.

Si E, F, G sont des espaces de Banach, on a v cul; < Wi “ull{.
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2. Supposons que E est du type (09‘3'), que u transforme les parties

bornées de E en des parties faiblement relativement compactes de F, et

gue v est intégrale. Alors veou est une application nucléaire de E dans

G". S1 B, F, G sont des espaces de Banach, on a lv-ull, ¢ tvll) Hul, od 1e

premier nombre désigne 1la norme-trace de v o u en tant qu'application nu-

cléaire de E dans G" (comparer prop. 15, § 3, n°® 2).
Le the. 10 est un cas particulier du

LEMME 14. - Soient E, F, G trois espaces localement convexes, u une

application linéaire continue de E dans F, v une application linéaire con-

tinue de F dans G.

1¢ S1 u est une application de type intégrel, et sl v applique les

parties bornées de F en des parties de G ayant la propriété @ (n® 1,

définition 6), alors vou est une application nucléaire. Si E, F, G sont

des espaces de Banach, on a fveul ¢ ‘un{ ivi.
2. 81 1;u applique les parties équicontinues de F' en des parties de
E; ayant la propriété Cb s €t 81 v est de type intégral, alors vou est

une application nucléaire de E dans G". Si E, F, G sont des espaces de

Banach, on a fve ul, ¢ bulivl], od le premier membre désigne la norme-

trace de v+ u en tant qutapplication de E dans G%.

Que le the. 10 soit bien un cas particulier du lemme précédent résul-
te du fait qu'une partie faiblement compacte d'un espace du type (9") pos~
séde la propriété d (th. 4). On remarquera, dans la deuxi®me partie du
the 10, que le dual de E est du type (97), et que si u transforme les
parties bornées de E en des parties faiblement relativement compactes de
F, Yy transforme les parties équicontinues de F' en des parties de E!,
relativement compactes pour 6(E',E") (voir [13], lemme 1),

Démonstration du lemme 14, -~ 1. En vertu du lemme 13, on peut suppo-
ser que E et F sont des empaces de Banach. Alors u, en tant qu'applica-

tion de E dans F", est de la forme yypx, od a est une application linéaire



134 ALEXANDER GROTHENDIECK §4,n°3

continue de E dans un espace L* (p) construit sur une mesure p sur un es-
pace compact, Yy une application linéalre continue de L1(p) dans F", enfin
% l'application ildentique de L* (p) dans L1(p). Comme v applique la boule
unité de F dans une partie convexe cerclée fermée & de G ayant la propri-
été ‘@ , et en particulier faiblement compacte, sa bitransposée v" appli-
que la boule unité de F" dans A. On a donc veu = y;¢x, ou y; = v"y eat
une application lindaire continue de L‘(p) dans @,. En vertu du critére
a. du the 3 (n° 1), 11 stensuit que Yy est une application nucléaire de
L*(p) dans G, donc veu = (Y,y)a est une application nucléaire de E dans
G. 31 E, F, G sont des espaces de Banach, alors on peut supposer que

l\p‘1 £ 1, Vol gNab) , Yyh &1 (prop. 27), d'od s'ensuit ﬂy,la fvrylg Wl
En vertu du lemme 9, comme Yy induit une application de Fredholm de L°°(p)
on a |Y1tp|14 'Y1|$“ vll, atod Wvo u|1 = “(Y1 q))a\\14 IY1 tp|'1é \\vlllul{ .

2. résulte aussitét de 1. par transposition.

COROLLAIRE 1. - Soient E, F, G troils espaces localement convexes, G

gquasi-complet, u une application linéaire intégrale de E dans F, v une

application linéaire intégrale de F dans G, Alors veou est une applica-

tion nucléaire de E dans G.

On applique d'abord le lemme 13 pour se ramener au cas oll G eat un
espace de Banach ; v est alors une application faiblement compacte (th. 9
1°) dtod 1a conclusion en vertu du th. 10, 1°,

COROLLAIRE 2., - Une application linéaire intégrale de E dans F

est une application nucléaire si F est un espace (573 réflexift,

et une application nucléaire de E dansg F" si E est un espace GMV)
réflexif.

COROLLAIRE 3, - Toute application 1linéaire intégrale d'un espace

de Banach E dont le dual fort est séparable, dans un espace loca~-

lement convexe guasi-complet F, est une application nucléaire de

E dans F%. Toute application lindaire intégrale d'un espace
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localement convexe E dans un espace de Banach F géparable, isomor-

phe an dual fort dfun espace de Banach H, est nucléaire.

Pour la premidre assertion, on considdre u comme composé de
ltapplication identique de E dans E et de u, et on applique le
lemme 14, 2°, en tenant compte de la prop. 20, 2%, Pour la deu-
xi2me assertion on consid®re u comme composé de l'application u
de E dans H; et de 1ltapplication identigque de H; dans Hé, et on
applique le lemme 14,10, en tenant compte toujours de la prop. 20
2% : comme u est aussi une application intégrale de E dans H;, i1
stensuit que u est m&me une application nucléaire de E dans H‘,
donc aussi de E dans F (voir définition 4 du § 3).

COROLLAIRE 4. - Soit E un espace du type (#F), complet. Alors

2~
tout é1ément u de DNoe est un noyau de Fredholm (i.e. - the 2 -

toute suite absolument sommable dans E est absolument sommable

dans_un espace E,, ou A est une partie bornée convexe cerclée fer-

mée de E).

En effet, en vertu de la prop. 5, 20, et du critére b. de la
prop. 27, l'application linéaire @ de co dans E définie par u
east intégrale, c'est donc une application nucléaire de Co dans
E"™ d'aprds le corollaire 3. Par sulte, i1 existe une partie bor-
née convexe cerclée fermée A de E" telle que u soit une applica-
tion nucléaire de co dans (E")A’ denc définie par un é1ément de
,v & ‘E")A' i.e. une suite absolument sommable dans (E")A‘ Cette
suite est aussi contenue dans E, donc absolument sommable dans

Eg, ol B = ANE, ce qui achdve la démonstration.

PROPOSITION 30. - 1. Solent E et F deux espaces du type &) et
A

goit u€E} ® F}. Alors la forme bilinéaire sur EXF définie par u

est intégrale.

2. Soient E et F deux espaces localement
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convex-es. Supposons que E admette un systime fondamental de voi-

sinages convexes cerclés U de O tels que l'application canonique

de (EU)' ® EU dans L(EU,EU) soit biunivoque. Soit u une forme bi-

linéaire intécrale sur EXF, alors u provient d'un é1ément de

Pad
E} 8 Py,

Démonstration. - 1. résulte immédiatement de la prop. 5, 2°,

($1, n® 3) et du critdre b. de la prop. 27. 2. En vertu du lemme
13, 1°, on se raméne immédiatement au cas ol E et F sont des
espaces de Banach, et ol E eat donc tel que l'application linéai-
re canonique de E! ® E dans L(E,E) est biunivogue. Pour tout voi-
sinage cerclé convexe V de O dans F,E s ltapplication canonique Py
de F!' dans ﬂ\‘ eat faiblement compacte (['13], lemme 1) d'ol résul-
te que si on regarde u comme une application de type intégral de
E dans P!, Prou eat une application de Fredholm de E dans F*,
(th. 10, 1°) don¢ provient d'un é1ément uy de E! & F"r. Cet 414~
ment eat uniquement déterminé grfce & l'hypoth2se sur E (voir ¢3,
n° 3, remarque 10, 2°) d'oli suit anssitdt que pour un voisinage
convexe cerclé W de O dans F' tel que WCV, oy est 1'image de uy
par l'application linéaire naturelle de E! 6 F* dans E! 6 F*.
Posons G = E! ® Pl , et soit, pour tout V comme ci-dessus, V' le
voigsinage de O dans G image réciproque de la boule unité de

E! 6 F‘} par l'application linédaire naturelle de G dans cet espace.
Alors ce dernier atidentifie a G/;, s et les V' forment un gyatime
fondamental de voizinagesde O dans G (Voir prop. 2, 2°). Comme G
est complet, 11 en résulte qu'il existe un v €G tel que pour tout
V, 1l'image canonique de v dans 6;, solt précisément Uy (voir pe.
eX. [10] , lemme du § 6, n° 2)e Il est alors immédiat que v défi-
nit précisément la forme u donnée, ce qui prouve la prop. 30.

COROLLAIRE 1. - Solent E et F deux espaces du type (F), on
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suppose que F eat réflexif et que E gatiasfait & 1a condition énon-

cée dans la prope. 30, 2°, Alors les formes bilinéaires intégrales

sur EXF sont exactement celles définies par des 418menta de

E.g’ 6]?{’. Les applications intégrales de E dans F.:) gont identiques

aux applications & trace de E dans P},

La seconde asgertion ntest qu'une autre formulation de la pre-
midre, en vertu des définitions. La premi2re assertion est obte-
nue aussitdét en conjuguant les deux parties de la prop. 30, puis-
qutici Fy = F‘:’)'
COROLLAIRE 2, - Soit M un espace localement compact muni d'une

megsure positive p, E un espace (T) réflexif, E' gon dual fort,

Alors L' (1) BE = I%,(p.) g'identifie & 1l'espace des applications
intégrales de E dans L' (p).

En vertu du th. 2 corollaire 2, l'application naturelle de
A 6 E' dans L(E,L‘) eat biunivoque, et en vertu de la prop. 30,
1°, lt'application définie par un 41ément de I»1 6 E' eat une appli-
cation intégrale de E dans I»1. Réciproquement, soit u une applica-
tion intégrale de E danaz L1 s en vertu de la prop. 30, 2°, u pro-
vient d'un é1ément v de (L1)"§ E's Or on sait qu'il exiate une
projection continue de (L1)" aur I:1 (voir note 19 page 101), on
constate alors aussit8t que u provient aussi de 1'é41ément
w=(p®1), v de ! 6 E', ce qui acheve la démonatration.

Remarque 11. - Sous les conditiona du corollaire 2 précéddent,
on voit que toute application faiblement mesurable £ de M dana une
partie équicontinue de E', définit une application 1lindaire conti-
nue naturelle de E dans L°°(p), donc une application intégrale de
E dana ! (r) (prop. 27), donc (corollaire 2 de la prov. 30) un
é1ément u, de ! (n) SE'. Cependant, m@me ai E est du type (U%)

cet é16ment up de ! (1) 6 E' peut ne pas appartenir 4 l'image
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canonigue d'aucun espace ! (1) 6EL, ol A est une partie équicon-

tinue convexe cerclée faiblement fermée de E's Cela nous donne

donc une application intégrale d'un espace E du type (‘3!) et (e/‘(:)
dans L1, qui n'est pas nucléaire, et en transposant on obtient

une application intégrale de L *° dans un espace E' du type B%)

et (M), qui n'est pas nucléaire, de sorte que dans le th. 10,
les restrictions imposées aux espaces entrant en jeu sont bien
nécessaires.- Si u, appartenait & un espace i'e E{, i1 faudrait
que £ soit scalairement presque partout égale a une application
absolument gsommable, et & fortiori fortement mesurable, de M dans
E‘, donc m#me presque partout égale & une telle application si on
suppose E séparable. Mais prenons p. ex. pour E ltespace Sohelon-
né, envisagé d'abord par G. Kothe [19], et qui nous a déja servi
dans (9] ’ §2, exemple 3, espace construit sur l'ensemble d'indi-
ces NXN (N, ensemble des entiers » 0), défini par la suite des
suites doubles a" = (a:j), ot a;j = 3% 8t 4 { n, a:J = 1" a1 iy n.
Soit A" 1a partie équicontinue de E' formée des suites doubles
majorées en module par an, les A" et leurs homothétiques forment
une suite fondamentale de parties 4équicontinues convexes cerclées
faiblement fermées de E'. Soit g une application scalairement me-
surable et bornée de 1'intervalle M = (0,1) muni de la meaure de
Lebesgue, dans le dual X ae X‘, telle que g ne soit pas fortement
mesurable (il est bien connu qufune telle g existe). Posons

g(t) =(8i(t))’ et soit £ l'application de M dans Ejo définie par
£(t) = (fij(t)), on 2,4(t) = g;(t). Clest manifestement une appli-
cation bornée et scalairement mesurable dans le dual Ele de E/v\ ’
ol V est le polaire de A* dans E (il suffit de noter que IE; est
précisément isomorphe & l'espace des suites sommables sur N XN,

et que la somme d'une série convergente de fonctions mesurables
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est mesurable). Cependant, pour aucun entier n » 0, £ n'est forte-
ment mesurable de M dans Ein s car ltapplication de M dans /(ap
qu'on obtient en composant £ aveo ltapplication linéaire continue
(€ ij}’(é nj) de Ein dans j?o, n'est autre que g, qui ntest pas
fortement mesurable.

Remargue 12. - On vient de voir que dans 1l'énoncé de la premid-
re ou de la seconde partie du th. 10, une condition restrictive
sur G reap. E était bien nécessaire. Cependant, i1 est manifeste
que la conclusion dans la premidre partie reste valable si u est
une application de F dans G transformant toute partie bornée A de
F en une partie de G qui est faiblement relativement compacte
dans quelque espace GB ol B est une partie convexe cerolée de G
telle que GB solt complet. Ainsi, i1 suffit pour la validité du
corollaire 2 du th. 10, que F soit le dual d'un espaoe réflexif
quasi-normable ([9], ‘ 3, définition 4) et que v transforme les
parties bornédes de E en des parties équicontinues de F ([b], § 3,
the 11). On voit de m8me, par transposition ;3 Supposons E réfle-
xif et quasi-normable, ou plus généralement que pour tout voisina-
ge convexe cerclé V de O dans E existe un voisinage convexe cerclé
UCV de O dans E tel que l'application linéaire naturelle de EU
dans EV’ soit faiblement compacte (voir [§], § 3, lemme 9) ; alors
toute application intégrale de E dans un espace quasi-complet F
est une application nucléaire de E dans F%,- Ce qui précdde permet
de prouver facilement le résultat, déja signalé dans la remarque
5, que si E est un espace du type 6373 ayant la propriété qu'on
vient dtenvisager, F un espace du type &F3 quelconque, alors tout
é1ément de 356 F} provient d'un é1ément d'un espace E} 6 FL, od
A (resp. B) est une partie équicontinue convexe cerclée faiblement

fermée de E' (resp. F!') ~ pourvu que l'on sache l'application
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PAY
canonique de E.B ® F} dans B(E,F) biunivoque, ce qui ezt pratique-

ment toujours le cas.

Application & la définition d'un accouplement remarquable.-

Soient E et F deux espacez de Banach, conaidérons les sous-eapacesz
I"(E',F') et E 3]? de B(E',F'), dé6finis respectivement comme eapace des
formea bilinéaires faiblement compactea (voir note 4 page 26) sur E'X F!
et cocmme l'adhérence de E @ F danz B(E!',F'),- munis tous deux de la norme
induite qui en fait des espacea de Banache. Soit J(E,F) l'eapace des formes
bilinéaires intégralea sur EXF, c'eat le dual de E g F. S1 B € TY(&',m),
A € J(E,F), prolongeons de la fagon usuelle (continuité faidble) 1'opéra-
teur de E dang F' défini par A, on obtient une application intégrale de E"
dans F!' ayant m8me norme intégrale que A (prop. 28), et que nous notonaz
encore A, Si ) désigne ltopérateur faiblement compact de F!' dans l'ezpa-
ce de Banach E%, défini par B, alors A° tB eat un opérateur nucléaire dansz
F' tel que lA o ¥B,< Walls N8l (th. 10). S1 done 1'application canonique
de P"® QF' dang L(F!',F') eat biunivoque, on peut considérer A otB comme
un élément de F" 8 F', et poser par suite

(14) (BAY =1r A olB
ce quil définit un accouplement naturel entre J(E,F) et T (E!',F!'), En vertu
de 1'inégalité éecrite pluz haut, on a

\(BAY] < MBI Iy

donc 1la forme linéaire B sur J(E,F) définie par B eat de norme £ iB\. on

a aussi §BI IBH, car ABY = {B(x*y*)|, or on a manifeste-

Sup
Ix < 1,0yM <1
ment B(x',y') = (B,x'® y') (ol x' ® y' est regardé comme un §1ément de

J(E,F)) dtod }B(x',y')I< ||ﬁ“ puiaque fx' @ yiJ< W=xh Uyl dtod enfin
IBll < 4B~ De méme, 3i 1'application canonique de E" & E' dans L(E!',E')
est biunivoque, on définit un aocouplement naturel analogue entre J(E,F)
et T"(E'",F') par 1la formule

(14 bia) (BAY =1Tr. PAoB
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Par suite
PROPOSITION 31. - Solent E et F deux espaces de Banach, on suppose
N
1'application F"® F' —L(F',F') biunivoque (resp. l'application E" "3 Et—

~?L(E',E') biunivogue). Alors 1la formule (14) (resp. (14 bis)) définit

un isomorphe d'espace normé de l'espace T'(E',F') des formes bilindéaires

faiblement compactes sur E' X F', dans le bidual de E @F, i.e. dans 1le

dual de l'espace J(E,F) des formes bilinéaires intégrales sur EXF.

COROLLAIRE 1. - Sous les conditions de la prop. 30, toute forme bili-
néaire faiblement compacte sur E' X F', de norme £ 1, eat limite simple

dtapplications de norme £ 1 éléments de E ® F.
D
En effet, la boule unité de E @ F est faiblement dense dana la boule

anité du bidual de E@F, donc¢ & fortiori, en vertu de la prop. 31, dans
la boule unité de I' (E',F') pour la dualité envisagée avec J(E,F), d'od &
fortiori le corollaire 1. Bien entendu, on peut aussi remplacer la oonver-
gence simple par la convergence bicompacte (qui donne en effet le dual

E' & F1).

COROLLAIRE 2. - Soient E et F deux espaces de Banach, A une applica-

tion 1inéaire faiblement compacte de E danas F, de norme £ 1. On_ suppose

2 A
que l'applioation F* ® F' — L(F',F') ou l'application E"'® E"—L(E",E")

est bilunivogue. Alors A est limite uniforme sur tout compact d'applications

linéaires de rang fini et de norme £ 1.
On considdre A comme un §1ément de I (E",F') = T'(G',F'), od G = EY,

et on applique le corollaire 1, qui prouve en particulier que A est adhé-
rent & l'ensemble M des opérateurs de rang fini et de norme £ 1 de E dans
F, pour la topologie faible définie par E 6 Ft', donc aussi pour la topolo-
gle de la convergence compacte qui donne E 6]?' pour dual (prop. 22)

4. Les applications linéaires intégrales dans un espace L1 .

TH]’;ORF\.‘ME 11. - Soit M un espace localement comvact muni d'une mesure

positive 1, E un espace localement convexe, u une application lindaire de
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B dans L' (p)e Lea conditions guivantes gont équivalentes ¢

a. u eat une application intégrale.
b. Il existe un voisinage V de O danz E tel gue u(V) soit une partie

de ! (1) bornée au sens latticiel (i.e. il existe un é1ément positif h de

' (p) ter que |ux)< h pour tout x€V). Si E est un espace de Banach, et

gih= “21“121 \ux|, alors Inl; = Kulj.

c. (Si E est séparable, oun si ! (1) esat séparable). Il existe un

voisinage convexe cerclé V de O dans E, et une application gcalairement

mesurable t—>2(t) de M dans le dual Ef.de Ey, telle que hz(t)l soit une

fonction sommable de t, et que pour tout x€E, ux goit la classe dans

! (p) de la fonction t—> {x,f(t)). Si E est un espaoce de Banach, on peut,

avec les notations de b., supposer que Jf£(t)| = h(t) pour tout t €M,

d. (S1 E ezt du type (‘f’)). Pour toute partie compacte convexe cer-

clée K de E, l'application de EK dans 1! (p) induite par u est intégrale.

Démonztration. - Pour prouver lt'équivalence de a., b., 0., on peut
manifestement supposer que E eat un espace de Banaoh.

a. implique be- Supposons u intégrale, donc composée d'une applica-
tion linéaire continue a de E dans un espace L™ (p) oonstruit sur une me~
sure p' de norme £ 1 sur un espace compact, de ltapplication identique ¢
de L™ (p') dans L1(p'), et d'une application linéaire continue y de
L1(p') dans le bidual de L' (p) ; on peut supposer Raﬂ(“ul{, ‘Y\\41 (voir
prop. 27, critére d.). Comme u applique en fait E dans L1 (k) et non seu-
lement dans le bidual de celui-ci, et qu'il existe une projection p de
norme 1 de ce bidual sur ! (p) (voir note 19 page 101), on peut supposer,
en remplagant au besoin y par P°y, que y est meme une application 1liné-
aire de norme £ 1 de ! (p') dans L1(p). Alors, en vertu de la prop. 9
(§ 2, n° 2), y applique la boule unité de L™ (p') (qui eat une partie
latticiellement bornée de L! (x')) en une partie de L!(p) dont tous les

éléments sont majoréds en valeur abaolue par une he L1(p) telle gue
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Iho\l14lyn f1 dp' £ 1. A fortiori les ux, avec lxl ¢ 1, sont majorés en
valeur absolue par une ney! (p) telle que ||hl1é |\u\\{ (savoir h = jall h,).

b. implique a. h étant comme dans 1l'énoncé b., soit dv = hdp, alors
L1(v) s'identifie & un sous-espace vectoriel normé de L1(p), et u appli-
que la boule unité de E dans la boule unité de L® (V). Il suit, en vertu
de la prope. 27, critdre d., que u est de type intégral, et qu'on a
ful] < Ivpy = lhﬂ1. Compte tenu de 1'inégalité inverse obtenue plus haut,
on a donc bien lul{ = ‘h“1.

b. équivaut & c. Que c. implique b. est trivial. Pour prouver la ré-
ciproque, on se ramdne d'abord immédiatement au cas od u applique la
boule unité de E dans la boule unité de L% (p) et ol h=1, (en introdui-
sant comme ci-dessus la mesure dv = hdp). Considérons alors u comme une
application lindaire continue de E dans L%® (p), et sa transposée tn comme
une application linéaire continue de L1(p) dans E'. Il résulte alors des
hypothéses faites (E ou L1(p) séparable) que lon est dans les conditions
dtapplication du théor2me de Dunford-Pettis [5], donc u est donnée par
une application scalairement mesurable £ de M dans la boule unité de E¢,
Il est alors immédiat que u n'est autre gque l'application x‘~»£x de B
dans L* (p), ok peur tout x€E, f_ désigne la classe de la fonction

t— (x,£(t)) « De plus, on a h =hxit?1‘fx|, et comme h = 1, on &
~

W (t)l { h(t) pour tout t. Le lemme A de l'Intredmction V donne alors meme
it (t)} = h(t) p.Ps, de sorte qu'on peut méme supposer l£(¢t)ll = h(t) pour
tout t.

¢. é6quivaut a d. Que a. implique d. est trivial, il suffit donc de
prouver que d. implique b. Soit (Vn) une suite fondamentale de voisinages
de 0 dans E, et supposons que aucun des u(Vn) ntest latticiellement borné.
Grice a la caractérisation clasaique des parties latticiellement bornéea

de L1(p) rappelée dang Introduction V, on peut alors trouver une partie
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finie K_ de V_ telle que, en posant £ = Sup \ux‘, on ait £ | > n. Mais
n n n o yek n“1 7
n

alors K = L.’Kn est une partie relativement compacte de E, et u(K) ne peut
manifestement pas 8tre latticiellement borné, de sorte que l'on ne peut
avoir d., ce qui achdve la démonstration.

COROLLAIRE 1. -~ Une applioation linéaire intégrale d'un espace loca-

lement convexe E dana un eapace L1(p), transforme toute suite de Cauchy

faible en une suite latticiellement bornée qui converge P.pe.

En effet, en se reatreignant au sous-espace vectoriel engendré par
les X,y 0N peut supposer E aédparable, et appliquer alors le critédre ¢ du
the 11, qui donne aussittt le résultat.- Plus généralement, ce corollaire
permet de montrer que si u est une application linéaire intégrale d'un
espace looalement convexe E dans un autre F, u transforme toute suite de
Cauchy faible dans E en une suite dans F appartenant au produit tensoriel
complété ¢ 6]?, ol ¢ eat l'espace de Banach des suites scalaires qui ten-
dent vers une limite. Si F est du type L1(p), ce n'eat autre que le corol-
laire précédent, et on se raméne aisément & ce cas dans le cas général,
en faisant usage comme d'habitude du critdre d. de la prop. 27. Une dé-
monstration directe plus simple ferait uzage du lemme 14 et de la prop.
20, corollaire.

COROLLAIRE 2., - Soit M un espace localement compact muni d'une mesure

positive p, E un eapace du type (%) géparable. Alors, tout élément u de

L1E,(p) = ¢! (p) & E' st donné _par une application abaolument sommable de

M dans E' (alors gqu'a priori, L1E,(p) eat seulement le complété de lteapa-

ce dea applications absolument sommables de M dans E?).

En effet, interprétons u comme une application lindaire de E dans
L1(p), il résulte de la prop. 5, 2°, que u est intégrale donc en vertu du
the 11, critdre c., peut se repréaenter par une application scalairement

meaurable £ de M dans le dual E*od'tnlespace EV’ ol V est un voiasinage
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convexe cerclé de O dans E. Montrons que f est absolument sommable, donc
que pour toute partie bornée convexe cerclée A de E, l'application g de ¥
dans lt'espace de Banach El° définie par f est absolument sommable. Il suf-
f£it de montrer que g est fortement mesurable, car alors, en vertu du th.
11, ¢., on aura automatiquementf\\g(t)\\ dp(t) £ +00 . Soit donc K une par-
tie compacte de M et soit € > 0, il faut trouver une partie compacte K1

de K telle que ,;(xn[:g)\z €, et que la restriction de g & K1 soit conti-
nue. Du fait que ltapplication induite par u sur E‘ est définie par un
é16ment de L' (p) 6E1’X°’ i.e. par une application absolument sommable h de
M dans EAO, i1 résulte qu'il existe une partie compacte K1 de K telle que
p(K(‘\[:K1) £ €, et que la reatriction de h a K1 soit continue. Soit (xi)
une suite dense dans A. En rap etissant K1 s On peut supposer que l'on a
<x1,h(t)> = <x1,g(t)) pour tout i pour tout t € K1 (h et g étant zca-
lairement p.p. égales) § je dis qu'alors la restriction de g a K1 eat aua-
si continue. En effet, pour tout toe K1 et « > 0, existe un volsinage U &
t, dans K, tel que In(s) - h(t )| <« pour tout t €U, i.e.

{x,h(t) - (%)) { @ pour te T, x€A, d'ol pour tout i :

\(xi,g(t) - e(to))' o (pour t€U). Cette inégalité subsiste si x, est
remplacé par un x€ A quelconque, puiaque les xy sont denses dans A, et on
a done ||g(t) - g(to)|| £ & pour t€V. Il en résulte bien que la restric-
tion de g & K1 est continue, ce qui achdve de prouver le corollaire.

Une variante du the 11 est la

PROPOSITION 32. - Soient M un espace localement compact, Q(M) l'eg-

pace des fonctions sur M continuez et "nulles & 1l'infini", muni de la

norme uniforme, E un espace de Banach, u une application linéaire conti-

nue de €O(M) dans E' ("megsure vectorielle bornéde sur M, i valeurs dans

E' "), On suppose vérifide ltune des hypothdses suivantes 3 M est métri-

sable et dénombrable & l'infini, ou plus généralement, pour toute mesure

bornée p sur M, L' (p) est séparable ; ou E est séparable. Sous ces condi-
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tions, pour gque u soit une application linéaire intézgrale (nous dirons

alors aussi gque u est une "mesure vectorielle intégrale®) il faut et 1l

suffit qu'il existe une mesure positive bornée p sur M, une application

scalairement p-mesurable et bornée f de M dans E' tels gu'on ait
wg = [ora
pour toute ¢ (ﬁo(m).- Soit alors pour tout x€E, £ 1la classe dans L1(p)

de le fonction t—>(x,f(t)) , soit h =\\ ?\up \fxl. On a alors llu\\{ = “hlh.
xll £ 1

On_peut choisir le couple (p,f) tel que h= 1, alors p eat par 13 unique-

ment déterminé, et £ est déterminé scalairement p.p., donc p.p. si E est

séparable ; on a alors nu“{ = llpn1 » €t on peut choisir f telle que

Be(t)l = 1 pour tout t.

Démonatration. - Supposons que u eat intégrale. Alors 1;u est une
application intégrale de E dans l'espace C/‘G (M) des mesures bornées sur
M. or S (M) eat, avec sa norme et sa atructure latticielle, isomorphe
4 un espace Al (V), comme 11 est bien connu (c'est une conséquence immédia-
te de [16], mais peut se voir bien plus élémentairement). Par suite
(the 11), tn transforme la boule unité de E en une partie latticiellement

on
bornée de /' (M). Posons p= \ ?lup1 | *ux] (08 pour ve A (M),‘fs‘)igne par
xll ¢

-~

IVl 1la mesure positive "variation absolue" de V )e Alors 1;u est une appli
cation linédaire de E dans L1 (p) (identifié de la fagon usuelle & un sous-
espace vectoriel normé de %A (¥)), et méme dans la boule unité de L% (p),
et on a, en notant £ 1'élément de ! (k) qui correspond &

Yux :“ iup1 ]fx| = 1. Du th. 11, critdre b., 1l résulte que ‘u est aussi
by S

une application linéaire intégrale de E dans L' (p), donc (critdre o.)
donnée par une application scalairement mesurable f de M dans E' telle que
{2(t)] = 1 pour tout t €M. L'application tp—)f(pfdp de bﬁ(u) dans E' a

alors manifestement pour transposée l'application x—>? donc est préci-

xt
sément n.- Soit réciproquement p une mesure positive bornde sur M, £ une
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application bornée et scalairement p-mesurable de M dans E', tels que

uyp =‘[91dppour toute ¢ € Ei(m) s alors tu est 1l'apprlication x-—*fx de E
dans c/c'(m) (lea fx étant comme d'habitude identifiéz aux mesures fxdp).
Cette application eat intégrale en tant qu'application de E dans L1(p)
(th. 11, b.) donc a fortiori en tant qu'application de E dans C)L1(M).
Comme il existe une projection classique de norme 1 de C/L1(M) sur L1(p)
(voir note 19 page 101), 11 st'ensuit aussitBt que la norme intégrale de
tu, en tant qut'application de E dans L1(p) ou dans 6/61(M), eat la m@me.

D'apres le th. 11, c., 81 h = |Stnxp Ifo cette norme est 4gale a ‘h‘1, done
Hxh41

égale a Ipl1 si h = 1. Mais cette norme est aussi la norme intégrale de la
forme bilindaire de type intégral sur ~é;(ﬂ))(E définie par tu, donc ausai
la norme intégrale de u (prop. 28), ce qui &tablit les &galités de norme
envigagées dans la prop. 32. D'autre part, si p est donné, £ est &videm-
ment déterminée scalairement p.p. par la donnée de u. Soit [ la mesure

t

sur M donnée par dp, = £.dp, on a p. = “ux, et Sup | px\ est la mesure
b4 P4

hdp, dtod suit que 3f h= 1, p est entidrement gé:trminé par p =“xi2?\tux\

De la proposition 32, il est immédiat de tirer une proposition analo-
gue quand E est un espace localement convexe arbitraire, ou lorsque 15;(u)
est remplacé par l'eapace !?(M) de toutes les fonctions continues sur M,
muni de la topologie de la convergence compacte. Rappelons que la prop. 32
ntest autre que la détermination du dual de ltespace go(M,E) = ‘Go(u) 6 E
dez applications continues de M dans E "nulles & lt'infiniv, muni de 1la
norme uniforme.

Remarque 13. - La condition ¢. du the 11 est encore équivalen-
te aux conditions a. et b. si M est un "espace de Kakutani" pour
la mesure p, ou si E est lui-m@me un espace du type L1(v) on un
sous-espace normé d'un tel espace. Il suffit de reprendre la dé-

monstration du fait gue b. impligue o., en faisant usage dans le
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deuxidme cas du corollaire 5 du th. 2. La conclusion subsiste en-
core si1 E est isomorphe a un sous-espace vectoriel topologique du
produit d'une famille d'espaces L1C91) construits sur des mesures
vi sur dea espaces localement compacts Mi (on se raméne aussitdt
an cas précédent) - par exemple si E est un espace "échelonné" Ade
Kothe (18] dans le cas général qui correspondrait & l'article ﬁﬂ.
Enfin, la conclusion subsiste encore si pour tout voisinage conve-
xe cerclé V de O dans E, en existe un autre UCV tel que ltappli-
cation naturelle de EU dans EV’ soit faiblement compacte. Dans ce
cas en effet toute application linéaire intégrale de E dans L1(p)
(ou m®me dans un espace quasi-complet quelconque) est nucléaire
(voir remarque 12 du n® 3), et est par suite m&me donnée par une

application absolument sommable de M dans un espace EA, o A eat

une partie équicontinue convexe cerclée faiblement fermée de E!
(voir prop. 9 du § 2, n® 2).- Ces remarques pourraient s'appli-
quer aussi pour élargir les conditions de la prop. 32, ol & la
place de lthypothdse envisagée sur E, on peut aussi supposer que
E est isomorphe & un sous-espace vectoriel normé d'un espace
L'(v), ou que E est réflexif.

5. La situation d'isomorphie et le théordme de Dvoretzky-Rogers.

LEMIE 15. - Solent E et F deux espaces du type (¥ ). Lea conditions

suivantes sont équivalentes :

N\
a. 1l'application linéaire canonique de E ® F dans 36%(E;,Fé) est un
isomorphisme topologigue.
A A
be ltapplication linéaire canonique de E ® F dans E ® F egt biunivo-

que et sure.
¢ Toute forme bilinéaire continue sur EXF est intézrale.

Démonstration. - Comme E %F est par définition l'adhérence de E @ F
A
dans &g;(Eé,Fé), ae équivaut au fait que l'applioation canonique de E ® F
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dans E @F soit un isomorphisme vectoriel topologique du premier espace
sur le second. Cela équivaut & b., grfce au th. des isomorphismes de Ba-
nach. Enfin, en vertu de l'interprétation des duals de E &rF et E g F, c.
signifie que ltapplication de E 6 F dans E @ F est un isomorphisme faible,
i1 est bien connu, E ® F et E @F étant métrisables, que cela équivaut an
fait que ce soit un isomorphisme fort ([7_] s prope. 21), donc un isomorphis-
me sur puisque l'image de E 6 F dans E é]? est dense, ce qui achdve la
démonstration.

THEOREME 12. - (Dvoretzky-Rogers [29]). Si E est un espace de Banach

dans lequel toute sulite sommable est absolument sommable, E est de dimen-

sion finie.

Les suites absolument sommables dans E sfidentifient aux éléments de
,21 6 E (th. 2, 2), les suites strictement sommables aux éléments de
1 @E (§3, n° 3, exemple 2) ; en particulier 1l'application e —
“’11 @ E est biunivogque. L'hypoth®se du th. 12 signifie que cette appli-
cation est une application de /81 6 E sur 11 @ E, de sorte quton est
dans les conditions dtapplication du lemme 15. Nous donnons alors un énon-
¢cé en apparence plus fort :

LEMME 16. - Soient E et F deux espaces de Banach, on suppose gue F

admet un espace quotient isomorphe (comme espace vectoriel topologique) &

P
,v. Si l'application canonique de F 6 E dans F 6E eat un isomorphisme

vectoriel-topologique, 2lors E est de dimension finie.

(On pourrait ss ramener en fait, immdliatement au caz ou F = 11 s car
il est bien connu Que l'hypoth2ase implique que X‘ est isomorphe & un fac-
teur direct de F. L'énoncé précédent a ltavantage de a'appliquer directe-
M w)).

Démonstration. -~ Identifions /{1 4 un espace quotient de F ; les ap-

b

ment quand F est de dimension infinie et du type F = L1 (p) ou F

plications linéaires oontinues de XJ dans E' correspondent biunivoquement

aux sultes bornées dans E' : & une application lindaire u correspond la
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sulte des images par u des éléments e, de la "base canonique" de /&1, et
4 la suite bornée (x{) correspond l'application linédaire ()\Q—)Z_Kix{
i

de /[1 dans E'. Une telle application du quotient 21 de F définit une
application linéaire continue de F dans Et', qui est intégrale par hypothe-
se {lemme 15, crit®re c.), donc applique la boule unité dans une partie
de E' relativement compacte pour 6(E',E") (the 9, 1°). Comme la suite (xi)
est contenue & une homothétie pr2s dans 1l'image de 1la boule unité de F, il
a'ensuit qu'elle est relativement compacte pour 6(E!',E")., Il résulte alors
du théordme d'Eberlein que la boule unité de E' est compacte pour 6(E',E")
i.es que E' est réflexif. Mais une application de type intégral de F dans
un espace de Banach réflexif est compacte (the 10, corollaire 2), donc le
ralsonnement précédent prouve aussi que toute suite bornée dans E! est re-
lativement compacte. Donc la boule unité de E' est compacte, d'oll résulte
que E', donc aussi E, est de dimension finie.- Ce raisonnement prouve plus
généralement que, lorsque E est un espace du type () (non nécessairement
normable) tel que toute suite strictement sommable y soit absolument som-
mable, alors E est un espace de Schwartz ([9], §3, définition 5). Nous
verrons au chap. 2, §2, th. 8, qu'alors E est méme "nucléaire", et réci-
proquement.

Soit (E,F) un couple de deux espaces de Banach satisfaisant aux con-
ditions du lemme 15, i.e. tels que E 8F =k %F. Alors les duals forts
B(E,F) et J(E,F) de ces espaces sont identiques. Supposons que la topolo-
gie induite sur E' @ F' par l'espace J(E,F) des formes bilinéaires inté-
grales sur EXPF soit identique a la topologie induite par E! 6 F' (ce qui
est vral dans tous les cas connus - voir §5, n° 2) 3 i.e. que E? 6 Al
s'identifie & un sous-espace vectoriel topologique de J(E,F). Alors, sous
les conditions actuelles, Et & Ft gtidentifie m@me & un sous-espace vecto-

riel topologique de B(E,F), ou encore de B(E",F"), (car B(E,F) se plonge
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canoniguement dans B(E",F®)). Dans ce cas, E' et F' donnent lien eux aussi
4 la situation d'isomorphie du lemme 15. Pour avoir un énoncé plus 614-
gant, ne faisant plus intervenir de condition peut-#tre surabondante, in-
troduisons, pour tout couple de deux espaces de Banach, E, F, ltespace

E eF, gomplété de E ® F pour la norme induite par 1lt'espace J(E',F') (nor-
me du dual de 3'6 F') ;3 cet espace coincide en fait avec E 6 F dans tous
les cas comnus. Le dual de E ® F s'identifie manifestement, avec sa norme,
au sous-espace B (E oF) de B(E,F) engendré par ltadhérence faible de la
boule unité de E'® F! dans B(E,F) (th. des bipolaires). Il existe une
application linéaire continue naturelle de E ® F dans E g]?, manifeste-
ment biunivoque, et dire gue ct'est un isomorphisme de E 6']? sur E 9 F (au
sens purement algébriqgue, ou au sens topologique, cela revient au mfme en
vertun du th. des isomorphismes de Banach), signifie aussi qu'on a

BO(E,F) = J(E,F)s Or J(E,F) est canoniquement isomorphe & un sous-espace
vectoriel normé de J(E",F") (prop. 28), donc sous les hypothdses précéden-
tes, comme E'@ F' stidentifie & un sous-espace vectoriel topologique de
B (E,F), 11 s'1dentifie & un sous-espace vectoriel topologique de J(En ,Fn)
donc exactement & E? ® F'. Réciproquement, si E!? @ Fr =% 0 Ft, on a
d'apreés ce qui précdde E" ® Fn 2 En @ F". Or on prouve aussitét (comme
dans le corollaire 3 de la prop. 4) que ltapplication naturelle

E® F—E"® F" est un isomorphisme d'espace normé ;3 il en est de méme de
ltapplication naturelle E § F—>E" g F", d'od résulte que l'application
naturelle E 6]?—)E§F est un isomorphisme topologique. Ainsi, pour gue
Edr=z:87, 11 faut et 11 suffit que E' & Bt = B+ ® Pr. Bien entendu,

A
i1 suffit pour cela que lton ait E 6 F=EO®F, ou méme senlement que
0 R
ltapplication canonique E ® F~—E ®F soit une application du premier
espace sur le second. Notons encore que le lemme 16 aurait pu s'énoncer

~ A
sous la forme : S1E®F =E ®F, et si F admet un espace quotient isomor-

phe & /?_1 » alors B est de dimension finie. En effet, la démonstration
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donnée subsiste telle quelle, moyennant le fait que l'on a évidemment
Bo( 21 sE) = B(/z1 +E)« Des réflexions précédentes, on déduit le résultat
suivant (qu'il aurait été possible d'obtenir plus rapidement, mais de fa-
¢on moins compréhensive, par application directe du th. 12) 3

PROPOSITION 33, - Soient E, F deux espaces de Banach. On suppose F

isomorphe en tant gu'espace vectoriel topologique, & un espace Q(M) (Q_Q

M est un_espace localement compact infini), ou gue F contient un sous-es-

pace vectoriel topologique isomorphe & eo(M). Si lt'application linéaire

2 EAY
canonique d¢e F ® E dans F ® E est une application sur, alors E est de

dimension finie.

En effet, l'hypothdse faite 4implique a fortiori F®E = F 8 E, d'ond
d'apr2s ce qui précede F! ® Et = F 8 E', Or F' contient un espace quo-
tient isomorphe au dual de ‘eo(u), i.e. & 1l'espace J{ﬂ (M) des mesures
bornées sur M, et il est immédiat que J(:ﬂ (M) contient un espace gquotient
isomorphe a /YJ (prendre une asuite de points distincts 8y de K, et 1'espa~
ce vectoriel fortement fermé engendré par les mesures "masse + 1 au point
84" ; c'est un facteur direct de cM:‘ (K), donc isomorphe & un espace quo-
tient de M (K)). Le lemme 16, sous la forme renforcée donnée plus haut,
implique donc que E!' est de dimension finie, donc E est de dimension finie
La prope. 32 est surtout intéressante pour le cas o F = co (espace des
suites qui tendent vers zéro) : si E est un espace de Banach, les suites
dans E tendant vers 2zéro, qui st'identifient & des éléments de co SE

(qu'il serait d'ailleurs possible de caractériser de diverses autres
fagons, en s'inspirant de la remarque qui suit le corollaire JA du th. 11)
forment un sous-espace vectoriel remarquable de l'esvace co @ E ge toutes
les suites dans E qui tendent vers zéro, et ce sous-espace est distinect de
co @E 81 E est de dimension infinie.

PROPOSITION 34. - Soit u une application linéaire intécrale d'un es-

pace localement convexe F dans un autre E, et soit (yi) une suite
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strictement sommable dans F. Alors (uyi) est une suite absolument sommable

dans E._Si F et E sont des espaces de Banach on a \\(u(yi))“1\<“ u\\{ “(yi)“
(on "(yi)l est la norme de la suite (y;) dans A 6 F).

En effet, on est ramené aussitbt au cas od E et F sont des espaces
de Banach. Identifiant (yi) (resp. (uyi)) a4 l'application linéaire compac-
te de co qutelle définit, 1l résulte du th. 10, 20, que la deuxidme est
une application nucléaire de C  dans E", de norme-trace £k = | ull] \Hyi)‘
done provient dtun élément de n 6E" de norme £ k, dtod Zi_“uyil\ék,

d'od enfin la conclusion voulue.

COROLLAIRE 1. - S1 E et F gont deux espaces du type (F) tels que

A Al
E®F = E®F, alors _toute application linéaire continue u de E dans F!

transforme toute suite strictement sommable dans E en une suite absolu-

ment sommable dans F'.

(En effet, u est alors une application intégrale en vertu du lemme
15). Compte tenu du th. 12, on obtient alors le
COROLLAIRE 2. - Soient E et F deux espaces de Banach, tels que E soit

isomorphe & un sous-espace vectoriel topologigue de F!' ; alors l'applica-

Pas mn
tion linéaire canonique de E® F dans E &r n'est un isomorphe topologique

gue si E est de dimension finie. En particulier, soit G un espace de Ba-

nach ; E un sous-espace vectoriel de dimension infinie, alors on n'a pas
A A
E®cr =E® G,

En particulier :

COROLLAIRE 3. - Soit G un espace de Banach, E un sous-egpace vecto-

riel fermé de dimension infinie, supposons gue l'application canonigque

N A
E®G'—-E QG' soit biunivoque. Alors il existe une application linéaire

compacte de G dans E qui ne soit pas une application de Fredholm.

Les résultats de ce numéro font penser que si E et' F sont deux espa-
N
ces de Banach, la situation d'isomorphie E® F = E QF ne peut se présen-

ter que s1 E ou F est de dimension finie, ce qui constituerait, dans le
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cadre des espaces de Banach, la véritable généralisation du th. de

Dvoretsky-Rogers. La reformulation adéquate de ce probléme pour les espa-

ces localement convexes généraux est envisagé dans le Chap. 2, ’ 2, n°

1,
remarque 8.

6. Formes bilinéaires et applications linéaires semi-intégrales.
o

Dans ce n-, nous utilisons les propriétés simples des espaces co,
Jp, ou L1(p), L°°(p), pour l'étude des espaces de Banach généraux (nous
espérons réussir prochainement un travail systématigue dans cet ordre
d'idées). Le lecteur se rendra compte gque la propriété fondamentale qui
intervient ici est le corollaire 3 du th. 2 et sa variante signalée en

m@me temps. Nous aurons & utiliser le fait bien connu : Tout espace de

Banach est isomorphe avec sa norme & un espace quotient d'un espace L‘(p),

et méme d'un espace /21(1) construit sur un ensemble d'indices I convena-

ble. (Il suffit de prendre pour I n'importe quelle partie {xi} de E dont
lrenveloppe convexe cerclée fermée est la boule unité, et de considérer

1lthomomorphisme métrigue ()\.1)—-) Z_T}‘ixi de /21 (I) sur E).

Enfin nous aurons besoin du fait suivant, qui résulte d'une proposi-

tion générale : Soit E un espace de Banach, alors l'application lindaire

A
canonique de oo® Et' dans l'espace J(/Q1 sE) des formes bilindaires inté-

grales sur 21X E est un isomorphisme d!'espaces normés. Nous ne donnons

pas ici la démonstration fort facile de ce cas particulier, et nous nous
contentons de remvoyer & la proposition générale, § 5 n° 2, prop. 41,
corollaire 1, 3°, ol la propriété tres générale de ¢, qui intervient
réellement est bien mise en évidence.

Pour abréger certains énoncés, nous dirons gu'une partie A d'un espa-

ce localement convexe E est une partie semi-intégrale 20 55 olle est

20. Pour &tre cohérente avec la définition 8 plus bas, nous devrions dire
"semi-intégrale a gauche™ ; il y aurait alors & distinguer aussi les
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contenue dans l'image de la boule unité d'un espace de Banach G par une

application intégrale u de G dans E. S1 E est un espace de Banach, on dit

gue A a une norme semi-intégrale { M, si on peut ci-dessus choisir G, u

tels que “u"{ £ M. Par exemple, le th. 11 nous apprend gue les parties

semi-intégrales d'un espace 1! (p) sont exactement les parties latticiel-
lement bornées, et nous donne ltexpression exacte de la norme semi-inté-
grale d'une telle partie de 1! (r).

THEORRME 13. - Soient E et F deux espaces du type (F), u une forme

bilinéaire continue sur EXF, interprétée comme une application linéaire

continue de E dans F'.

1. Les conditions sulvantes sont équivalentes :

a. u transforme un voisinage convenable V de O dans E en une par-

tie semi-intégrale de F!'.

be Quelle gue soit la partie compacte K de E, u(K) est une partie

semi-intégrale de F!'.
L'application linéai 16ude ¢ @ E 4 ¢ ‘3 F' applig
Ce app ca on neaiyre u_g_ o ans ° a ne

le premier espace dans c 6 Ft.

d. Ltapplication linéaire 10% g0 A 2 dans 18 & appli-
gue le premier espace dans /21 ® E' (i.e. 1;u transforme les suites stric-

tement sommables dans F en des suites absolument sommables dans E').

2. Supposons que E et F sont des espaces de Banach. Alors on obtient

des conditions équiva;l['entes a4y l:~1 » G4 d1 s en supposant dans les énoncés
8+, be ci-dessus que V est la boule unité de E, gue K est contenu dans V,

et que la norme semi-intégrale de la partie de F! obtenue est £1 3 dans

A
l'énoncé c. gque 1@® u est une application linéaire de normel de co ® B!

dans co 6 Ft ; et enfin dans 4. que 41 ® 1;u est une application de norme

perties "semi-intégrales & droite®, i.e. les parties dont 1l'enveloppe con-
vexe cerclée A est telle que l'application identigue de EA dans E soit
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115 P .
£1 de ® F dans ® E'. Enfin, soit ¢ un homomorphisme métrique

d'un espace L1 = L1(p) sur E (i.e. un homomorphisme identifiant E & un

espace guotient normé de L1). Alors les conditions 8y, by, 0y, d;, sOnt

dquivalentes & e s uey est une application intéerale de L1 dans F', ayant

une norme intégrale ¢ 1.

Signalons que méme si E et F sont des espaces de Banach réflexifs,
les conditions envisagées sur u ntimpliquent pas gue u soit de type inté-
gral 21. Dans ce cas, en effet, cela signifierait que u est mBme nucléaire
(th. 10, corollaire 2), or nous avons vu (remarque 9, ( 3, n° 2) qu*il
existe une application nucléaire v d'un espace de Banach réflexif G dans
un autre F!', stannulant sur un sous-espace fermé H, qui ntinduise pas une
application nucléaire de Q/H = E dans F' ; or, cette application de E
satisfait manifestement & la condition a. du th. 13.

Démonstration du th. 13. -~ Nous commengons par prouver 2% 11 est
d'abord trivial que a, implique b, .

b1 implique ¢+ Soit en effet v un é18ment de la boule unité de

Oo ® E i.e. une suite (xi) dans la boule unité de E, tendant vers 0. Dta-
pris b1, la guite (uxi) est contenue dans l'image de la boule unité d'un
espace de Banach G par une application linéaire de type intégral «, telle
que “au{ & 1. Il existe une suite (zi) dans G, telle gue “21“4;1 et
az, = ux, pour tout i. Si w est l'application linéaire de ‘x1 dans G qui
correspond a (zi) on a manifestement uv = aw. Comme w est une application
linéaire de norme £ 1, et @ une application linéaire intégrale de norme

intégrale £ 1, aw est une application de norme intégrale £ 1, donc uv sti-

semi-intégrale & droite.

21. Le fait que dans le th. 11 (resp. le th. 13) on puisse caractériser
les applications intégrales de l'espace de Banach E dans L1(p) (resp. de
L’(p) dans E) par des propriétés de ltimage de la boule unité, est tout a

falt exceptionnel, et 1ié directement & la propriété exprimée dans le co-
rollaire 3 du th. 2.
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dentifie & un é1ément de la boule unité de J( 21,F). D'autre part, uv
ntest autre que (1 & u).v, et lorsque vecoo E, on a (1®u).véE c ® F'C
< 6 Ft. Comme e06 Ft' est un sous-espace vectoriel normé de J(/t1 F),
il s/liit bien par continuité que 1® u est une application de norme &1 de
006 E dans 006 Fre.

cy impliqgue a. Pour cela, considérons E comme un espace quotient
normé dtun espace /[1(1) construit sur un certain ensemble d'indices I,
grice & un homomorphisme métrigue ¢ de )E1(I) sur E. I1 suffit de prouver
que ug est une application intégrale de 121(1) dans F!' ayant une norme
intégrale &£1. On s'apergoit aussit8t que up satisfait & 1lthypothese s
de sorte qu'on peut remplacer E par 421(1). Pour toute partie finie J de
I considérons 421(J) comme un sous-espace vectoriel normé de E = XJ(I),
soit py la projection naturelle de /K1(I) sur 421(J). /t1(J) est évidem-
ment isomorphe & un sous-espace 11 tel qu'il existe une projection 9y de
norme £1 de 121 sur ce sous-espace, continue pour la topologie faible de
dual de Co T eat %ge application linéaire de ‘£1 dans E, provenant de
la boule unité de CO®E, donc , en vertu de o,, uqy est une application
nucléaire de norme-trace £1 ade /[1 dans F', donc sa reatriction deA£1(J)
est de norme-trace £ 1, dtod résulte enfin gue ugJ est une application
nucléaire de norme-trace 1 de -2}(1) 2?"3 Ft, donc définit un élément
a; de la boule unité du dual de ‘XJ(I) 63 F. Quand J varie suivant le fil-
tre des sections croissantes, aJ a donc une valeur d'adhérence faible a
dans la boule unité de ce dual. a stidentifie & une application linéaire
intégrale de 1?(1) dans F!', de norme intégrale £ 1, application qui coin-
cide évidemment avec u sur les «[1(J), donc identigue a u.- Ce qui préce-
de montre l'équivalence des conditions a;s by, ¢4

e, équivaunt a ay. Il est dtabord trivial que e, implique 8. La réci-
progue équivaut au fait suivant ; Si u est une application linéaire de

L1 = L1(p) dans F' telle gue l'image de la boule unité soit contenue dans
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ltimage de la boule unité dtun espace de Banach G par une application
linéaire intégrale a telle gque "a“: £ 1, alors u est une application inté-
grale de norme intégrale £ 1. En effet, soit H le noyau de a¢, et soit ay
1'application linéaire de G/H dans F' définie par a par passage au guo-

tient, on aura évidemment n = a uy, ot uy est une application linéaire de

1
norme £ 1 de L' dans G/H. D'aprds le corollaire 3 du th. 2 (§2), on a,
en considérant ltapplication lindaire 61 de 1! aans (6/H)" 4éfinie par
uy 3 E, = Yy, ol u, est une application linéaire de norme £1 de L' gans
G", et oi Y est ltapplication lindaire canonique de G" sur (G/H)". Soit &
(resp. 51) le prolongement naturel par continuité faible de @ (resp. a1)
en une application de G" (resp. (G/H)") dans F', & est encore une appli-
cation de norme intégrale £ 1 (prop. 28). De u = @ uy, on tire u = &;ﬁ;,
d'oi, compte tenu de T o=, su= 5;¢u2 = Ehz. Il en résulte bien que
u est une application intégrale de L1 dans P!, de norme intégrale
ey ﬂuo“£51.- La démonstration du th. 13, 2°, sera achevée quand nous
aurons prouvé que

d1 équivaut & a,. Cette assertion signifie manifestement ceci :

COROLLAIRE. - Soit F un espace de Banach, A une partie de son dual.

Pour que A soit contenu dans l'image de la boule unité d'un espace de

Banach G par une application lindaire intégrale a, telle gue ua“{_é 1, i1

faut et il suffit gue pour toute suite strictement sommable (yi) dans F,

correspondant & une application linéaire de norme {1 de c° dans F, on
ait 3 Sup W{y,ex) £ 1.
st 1 7 s vy

Prouvons donc ce corollaire. Que la condition soit nécessaire ntest
autre que la partie "métriqgue™ de la prop. 34 (si A est 1l'image de la bou-
le unité de G par a, 1'inéegalité énoncde ntest autre que Z “tayi“;é 1).

i

Pour la suffisance, nous revenons au probleéme initial, et prouvons direc-

tement que d1 impligue Cye Comme U = 1 Gptu est une application linéaire
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de norme £ 1 de 21 @ F dans XJ 6 E', sa transposée tU est une applica-
tion linéaire de norme (1 de B(,%1,E') dans l'espace J(,21, F) des formes
bilinédaires de type intégral sur ,R1>(F. On vérifie aussitdt que tU fait
correspondre & tout é1ément de B(,£1, E'), stidentifiant & une applica~
tion linéaire continue v de :11 dans E, l'application uv de 4Xp dans F?'.
Par suite, tU applique c ® E dans c ® F', donc l'adhérence c 6 E de
<, ®ECB(/21, E') dans 1'adhérence de ¢ ®r'cJ(X’, F'), i.e. dans
c, ® F' 3 et l'application de c 6]3 dans ¢, ® F' ainsi obtenue est de
norme £ 1. L'application de C ® E dans C ® F' qui s'en déduit n'est
dtailleurs autre manifestement que 1 ® u, ce gui achdve la démonstration
du fait que d1 impligue Cye
Prouvons maintenant la premiére partie du th. 11. Il est trivial que
a. implique b., et on prouve que b. impliqgue c. en procédant comme plus
haut pour prouver que b1 implique Cqe Nous prouvons tout de suite que c.
implique a., d'ol l'équivalence des conditions a., b., ¢. Enfin, pour
prouver que d. est équivalent & ces conditions, il suffit de nouveau de
procéder comme dans 2°.-
Preuve gue c¢. impligue a. On a une application lindaire U =1 ® u de

Co éE dans ¢/ ® F'. Comme <, éE est du type (9'), ¢, SF' du type
G933 et complet, et qu'enfin U est continue quand on munit 0’ O F! de la
topologie induite par C: dD F', 11 suit du th. A de l'Introduction, Iv, 4,
que U applique un voisinage convenable W de 0 dans c GSIE dans une par-
tie bornée M de COQ9iF'. On peut supposer que W est défini, & partir d'un
voisinage convexe cercld fermé V de 0 dans E, comme l'ensemble des
ve Co 6 E qui appliguent la boule unité de /81 dans V, i.e. qui, inter-
prétées comme suites dans E, sont contenues dans V. D'autre part, on peut
supposer que M est identique & ltenveloppe convexe cerclée fermée d'un
ensemble A ® B, ol A est la boule unité de eo’ et ol B est une partie

bornée convexe cerclée faiblement fermde de F' (prop. S 2°). Alors tout
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616ment de M Aéfinit une application linéaire intégrale, de norme intégra~
le {1, de /Y,1 dans le dual F1' = (]?")B de 1'espace de Banach F1 = Fgoe
Du fait que U(W)C M, résulte aussitdt que u(V)C B, donc u définit une
application lindaire u, de norme <1 de l'espace de Banach E = Ey dans
F,' = Fj. De méme, posant H= C, én L= ¢, ® F', U définit une appli~
cation linédaire U de norme (1 de Bw dans I’M’ donc aussi de Hw dans
l'espace J(/z ,F ) des applications 1lindaires intégrales de 2 dans F,t.
D'autre part, on vérifie immédiatement que Hw stidentifie & ¢ 6]31 , et
qgue U (considéré comme une application linéaire de norme {1 de C 6 E
dans J(/?/1 Py )), est donnée précisément par U (v) = nev pour tout
ve ¢ @ E « Comme U, applique donc/\o ® E1 dans ¢ ® F', 11 s'ensuit
par continuité que U, applique C @ E, dans 1'adhérence C, ®F ' de
c, ® ! CJ(X1 'F, )e Ltapplication de ¢ ®E1 dans C/ e F ' définie
par U1 ntest d'ailleurs autre que 1 ® uge Par suite, le the. 13, 2° stap-
plique, l'image de la boule unité de E1 par u, est contenue dans l'image
de la boule unité d'un espace de Banach G par une application linéaire
intégrale &« de G dans F1'. Comme F,' = Fiy @ eat aussi une application
intégrale de G dans F', et l'image de la boule unité de G contient alors
a(V), ce qui achdve la démonstration.

DEFINITION 8. - Soient E, F, G des espaces de Banach .

1o Soit u une forme bilinéaire continue sur EXF, u est dite semi-

intégrale & gauche, si elle satisfait aux conditions équivalentes a,, b,,

Cqy d1 y €4 du th. 13, 2°, On appelle alors "norme semi-intégrale & gauche"

du u la norme de 1'application 1 ® u considérée comme une application de

A A
O, % E dans C ®F' (qui est donc aussi la norme de 1'application
Pa
1® t, de Ne = dans XJ ® E', ou la norme intégrale de l'application

up de ! (p) dans F', quand ¢ est un homomorphisme métrique de ! (p) sur

E)e~ u est dite semi-intégrale & droite, si la forme v(y,x) = u(x,y) sur

FXE est semi-intégrale & gauche. On appelle alors norme gsemi-intégrale &
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droite de u la norme semi-intézrale & gauche de v.- u eat dite semi-inté-

grale, si elle eat semi-intégrale & gauche ou semi-intégrale a droite.

2. Soit u une application linéaire continue de E dans G, u est dite

semi-intéerale & gauche (resp. & droite) si la forme bilindaire asur E XG!

définie par u eat gsemi-intéegrale & gauche (resp. & droite). Alors la nor-

me semi-intégrale & gauche (resp. a droite) de cette forme bilinéaire, eat

appelée la norme semi-intégrale a gauche (resp. & droite) de u. u eat dite

gemi-intégrale, gi u est semi-intégrale a gauche ou gsemi-intégrale a

droite.

s

Les formes bilinéaires semi-intégrales & gauche sur EXF forment un
espace vectoriel qui s'identifie avec sa "norme asemi-intégrale & gauche"
au sous-espace de l'espace normé J(L1,F) des formes bilindaires intégra-
les sur L1X'F, formé des formes v(x,y) qui s'annulent guand x appartient
au noyan de l'homomorphisme métrique donné ¢ de 1! sur E. Il eat immédiat
que si u eat une forme bilindaire continue sur EXF, il revient au m@me de
dire que u eat gemi-intégrale a gauche, ou gue l'application linéaire de
E dans F' qui lui correspond est semi-intégrale & gauche, ou gue l'appli-

t

cation "u de F dans E' qui lul correspond est semi-intégrale & droite ; et

alors toutes les normes correspondantes asont égales (conadqguence immédiate
de la prop. 28). Cela signifie ausai que l'application lindaire de L1
dans F' définie par u, ou gue l'application linéaire de F dans le dual L*
de 1! définie par tu, est intégrale. Signalons encore que le the 9 impli-
que aussitdt qu'une application linéaire semi-intégrale est faiblement
compacte.

On peut définir, si E et F sont deux espaces localement convexes
guelconques, lez formes bilindaires semi-intégrales & gauche sur EXF com-
me les formes provenant d'une forme bilindaire semi-intégrale & gauche sur
quelque espace E;:Kf;, ol U (resp. V) eat un voisinage convexe cerclé de O

dans E (resp. F), et on peut développer les variantes de cette définition
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comme ci-dessus. Si E et F sont du type (€F3, on retrouve la situation
envisagée dans le th. 13, 1°, Mais nous n'insisterons pas sur cette termi-
nologie dans le cas général.- Je donnerai ailleurs une étude "métrigue”
détaillée de diverses variantes de la notion de forme bilinéaire semi-
intégrale et de certaines claszes remarquables de formes bilinéaires et de
produits tensoriels topologiques lides a cette notion. Dans ce n°, nous
nous bornons & établir le résultat suivant, qui nous sera utile au chap.2,
§2 (notons d'ailleurs que nous ne nous servons ici que du criteére e

qui pourrait servir comme définition, de sorte que le th. 13 joue dans ce
premier chapitre un r8le purement platonigue) :

THEOREME 14. - Soient E, F, G trois espaces de Banach, soit u une

application semi-intégrale gauche de E dans F, v une application semi-in-

tégrale gauche de F dans G, alors vu est une application nucléaire de E

dans G, dont la norme-trace est an plus ézale au produit des normes semi-

intégrales gauches de u et v. L'énoncé analogue est valable si on remplace

le mot "ganohe" par "droite".
Nous nous servirons du lemme suivant, ayant son intér&t propre :

LEMME 17. ~ Soit u une application semi-intégrale gauche d'un espace

de Banach E dans un autre F, ayant une norme semi-intégrale gauche £ 1.

Alors, on peut trouver un espace compact munl d'une mesure positive p de

norme £ 1, une application linéaire a« de norme £ 1 de E dans La(p) et une

application linéaire y de norme £ 1 de L1(p) dans F", tels que 1'on ait

a = ygx, oi ¢ est l'applioation identique de La(p) dans L1(p).

Par transposition, ce lemme résulte du

COROLLAIRE. - Soit u une application semi-intégrale droite d'un espa~

ce de Banach E dans un autre F, de norme semi-intégrale droite £ 1. Alors

on_peut trouver un espace compact muni d'une mesure positive p de norme

£ 1, une application linéaire a de norme <1 de E dans L*(p) et une

application linéaire y de norme £ 1 de La(p) dans F, tels que l'on ait
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u = ypz, ol p est 1'application identique de L°°(p) dans La(p).

Prouvons ce corollaire. F est un souas-espace normé d'un espace de
Banach G tel que u, oonzidéré comme applicstion de E dans G, soit intégra-
le de norme intégrale £ 1, et peut donc se mettre sous la forme de composé

dtune séquence d'opérateurs
¢ 1 Y1
E—> 1% (p)— 1L (p)——6"
ol p est comrme dans 1'énoncé du oorollaire, et Ua“é‘l,‘y1l4 1, 1la f1l8&che
du milieu désignant 1'application identique. Considérant 1l'espace Lz(p)
intermédiaire entre L™ (p) et L‘(n), on obtient aussi u comme composé de

E—2r 1% () — 12 () —1 2 gn

la f1l8che du milieu désignant encore l'application identique, et “Yzﬂé'l.
Soit w = pa le composé E——aLa(p), oomme Y,W applique en fait E dans FCG",
on a w(E)(:Y£1(F), or 751(F) est un sous-espace vectoriel fermé de ltespa~
ce de Hilbert La(p), soit p l'opérateur de projection orthogonale sur ce
sous-espace. On aura donc w = pw, d'ol u = YpoPW. I1 suffit maintenant de
poser y = y,p pour satisfaire aux conditions du corollaire 1.

Prouvons maintenant le théordme 14. Plagons nous d'abord dans le cas
d'opérateurs semi-intégraux gauches. Appliquant le lemme 17 & u, on peut

mettre vu soug forme du compoaéd d'une adquence d'opérateurs

v"
E——>L2 ( }L)-—)L1 (p)—>F"———> G

(noter que v étant faiblement compact, v" applique F" dans G). Comme v est
gemi-intégral gauche, i1 s'ensuit immédiatement qu'il en est de m@me de
v", donc le composé L1(p)——aF"—-aG est intégral, donc induit une applica-
tion intégrale de Le(p). Comme L2 est réflexif, c'est m@me une application
nucléaire de L2 dans G" (the 10, corollaire 2) donc aussi de 12 dans 6

(9 3y n° 2, prop. 15). Par suite vu est aussi une application nucléaire

de E dans G.

Si u et v gont semi-intégrales droites, on applique le corollaire du



164 ALEXANDER GROTHENDIECK 9 5)n'1

lemme 17 & v pour écrire vu comme compoad d'une séquence
E—F— 1126
Comme u eat semi-intégral droite, le compos§ E——L1°° est intégral, donc
ltapplication correspondante E-——>L2 est m@me nucléaire (th. 10, 1°) dton
réaulte enfin que vu est nucléaire.
Enfin, ces raisonnements donnent aussi immédiatement les inégalités

aur lez normes affirmées dans l'énoncé du théordme 14.

§ 5. LES PROBLEMES ET LES PROPRIETSES D*APPROXIMATION

1. Le probleme d'approximation large.

Ce § est consacré au "Probldme de biunivocité" signalé au {1, n° 1,
et quelques probldmes étroitement liés a celui-ci, problime qui réapparais-
sent continuellement dans tout ce travail (et qui, pour n'avoir pas 4té
mentionnés dans [éﬂ s ne aten trouvent pas moins évidemment & ltorigine
des questions que ge pose R. Schatten dans le Chapitre 3 de son livre).
Les réflexions qui suivent montrent de fagon précise comment ces problimes
reuvent se ramener a deux conjectures (dont l'une d'ailleurs implique
l'autre). Si ltun de ces problemes se trouvait résolu par la négative, on
aura du m#me coup une réponze négative & des queations intéressantes d'aa-
pect assez divers ; mais noa réflexions donneront encore dea résultats
effectifs pour chaque espace vectoriel ou chaque couple de deux espaces
vectoriels, en particulier des critéres permettant d'affirmer gque les
conjectures envisagées agont du moins vraies dans tels ou tels cas assez
étendus.- Dans les deux premiers numéros, nous examinons séparément les
deux conjectures en question. Dans le n° 3, nous traitons, & titre d'exem-
rle, divers cas particuliers empruntés & des situations classiques de
l'Analyse. Pour simplifier, nous mettrons dans tout ceci l'accent prineci-
pal sur les espaces de Banach.

PROPOSITICN 35. - Soit E un espace localement convexe. Les hypothdses

sulvantes sur E sont dgquivalentes
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(A) ("Condition dtapproximation™) L'application identigue de E dans E

est adhérente &4 E' ® E dans LO(E,E), i.e. pour toute partie précompacte

K CE, et tout voisinage V de O dans E, existe un endomorphigme continu u

de rang fini de E tel que ux - x €V pour tout x €K.

(A1) E' ® E est dense dans L, (E,E), i.e. toute application linéaire

continue de E dans E peut s'approcher uniformément sur toute partie pré-

compacte par des applications linédaires continues de rang fini.

(A2) Pour tout espace localement convexe F, E' ® F est denze dans
LO(E,F)

(53) Pour tout espace localement convexe F, F' ® E est dense dans
LO(F,E).

Si E eat un espace de Banach, ces conditions équivalent aux condi-

tions sugvantes H

A
(A4) Pour tout espace de Banach F, F® E s'identifie & l'eapace des

applications linéaires compactes et faiblement continues de F! dans E.

(A5) Pour tout espace de Banach F, toute application linéaire compac-

te u de F dans E est adhérente & F' ® E dans 1l'espace normé L(F,E).

(B) ("Condition de biunivocité") Toute u€E? @E dont l'image cano-
nique dans L(E,E) est nulle a une trace nulle.

(B1) L'application linéaire canonigue de E! @ E dans L(E,E) est biu-
nivogue.

(B2) Quel gue soit l'espace de Banach F, 1'application linéaire cano-
nigue de F & E dans B(F',E') est biunivoque.

Démonstration, - Evidemment (Az) et (A3) impliquent chacun (A1), qui
impligue lui-méme (A). Montrons gue (A) impligue & son tour (Aa) et (A3)°
Prouvons le par exemple pour (A3), soit donc u une application linéaire
continue de F dans E, K une partie précompacte de F, V un voisinage de O
dans E, {1 faut trouver une application lindaire continue de rang fini v

de F dans E telle que vy - uy €V pour tout y€K. On prendra v = wu od
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wEE! ®E est telle que wx — x €V pour x €u(kK) ; une telle w exiate en
vertu de l'hypothd®se (A), u(K) étant précompact, et v = wu satisfait a la
condition voulue. On prouve de fagon toute analogue gue (A) impligue (A‘B).

Supposons maintenant pour simplifier qgue E soit un espace de Banach,
bien que les démonstrations qui suivent sont en fait bien plus générales.
I1 est évident que (A) implique (A4), i.e. que pour tout espace de Banach
F, toute application lindaire compacte et faiblement continue de F' dans
E est adhérente & F ® E dans l'espace normé L(F,E) : i1 suffit de procé-
der comme dans la démonstration de (A) == (AB). (A4) implique (A5) t si
en effet u est une application linéaire compacte de F dans E, u se pro-
longe en une application linéaire compacte et faiblement continue de F"
dans E, et i1 suffit alors d'appliquer (A4) 4 F'. Prouvons maintenant gque
(A5) implique (A), ce qui prouvera lt'équivalence des conditions (A),
(A1)....(A5). Soit donc K, une partie compacte, et ¢ > O, on cherche un
vVEE' @ E tel que Jvx - x| L€ pour xéKo. Soit K une partie compacte con-
vexe cerclée telle que Ko soit compacte dans EK (lemme 12), soit u l'appli-
cation identique de EK dans E. En vertu de (A5), u est adhérente a EK' ® E
dans l'espace normé L(EK,E), et & fortiori pour la topologie de la conver-
gence compacte. Or 1'image 1;u(E') de E' par le transposé *a est faiblement
dense dans le dual de Ex (car u eat biunivoque), donc dense pour la topo-
logie de la convergence compacte, d'od sult que 1;u(E') ® E est dense dans
Eg! ® E pour la topologie induite par L, (EK,E), donc dense dans I’c(EK'E)‘
Or, les éléments de tu(E') ® E sont les applications de la forme wvu, ou
VEE' ® E. Il existe donc un v€E' ® E tel que flvux - uxf £ € pour tout
x(Ko, i.e. fvx - x} £ € pour tout x(Ko, ce que nous voulions trouver.

(A) signifie aussi que toute forme lindaire continue sur LO(E,E) qui
s'annule sur E' ® E s'annule sur 1tidentité 1 € LO(E,E). Mais en vertu de
la proposition 22, le dual de I’c (E,E) s'identifie & un espace quotient de
B SE', et dire qu'une u€é E @ E' définit une forme linéaire s'annulant sur
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E'® E (resp. sur 1) signifie que u définit un endomorphisme de E nul
(reap. Gue la trace de u eat nulle), d'oh 1'éguivalence des conditions (A)
et (B). Dtautre part, il eat trivial que (Ba) implique (B1) et que (B1)
implique (B), il reste a prouver gue (B) implique (B2). Soit donc

u€E6 F tel que l'application @ de E' dans F qu'elle définit soit nulle,
vrouvons que u = 0, i.e. Gue (u, A) = 0 pour tout A €B(E,F). Désignona par
tA 1tapplication lindaire de F dans E' définie par A, on a (u, A) = Tr.v,
oavs= (10 1;A).u ¢E® E'. En vertu de la condition (B), 11 suffit donc

de prouver que 1'61ément ¥ €L(E,E) défini par v est nul. Or, on a évidem-
ment ¥ = Fa (od A est considéré comme une application de E dans F!'),
d'oh résulte bien ¥ = O.

DﬁFINITION 9. - Soit E un espace localement convexe. On dit que E

satisfait & la condition d'approximation, si la condition (A) de 1la prop.

35 (ou l'une des conditions équivalentes ) est vérifide.

PROPOSITION 36. - Soit E un_espace de Banach.
1. Si E' gsatisfait & la condition d'approximation, E y satisfait aus-

2. Pour gque E' satisfasse & la condition d'approximation, il faut et

il suffit que E gatisfasse & la condition suivante :

(A'Z Pour tout espace de Banach F, toute application linéaire compac-

te de E dans F est adhérente & E' & F dans l'eapace normé L(E,F).

Démonstration. - 1. est facile quand on prend la condition d'approxi-
mation sous la forme de la condition (B1) de la prop. 35. En effet, l'ap-
vlication lindaire canonique de E'@ E dans E! 6 E" eat biunivoque (prop.
4, corollaire 3), et si u€E" & E, et qu'on désigne par @ l'opérateur dans
E qu'il définit, par v l'image canonique de u dans E! 8 E", e est manifes
tement égal & l'opérateur dans E!' défini par 1'6lément de E"@ E' gul cor-
respond & vE€E!? @ E", Si done ﬁ', donc tﬁ', est nul, v est nul puisque E?

gatisfait & la condition (B1), d'od u = 0, ce qui prouve que E satisfait a
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().

2. Supposons que G = E' gatisfasse & la condition d'approximation,
soit u une application linéaire compacte de E dans l'espace de Banach F,
11 faut prouver que u est adhérente & E' ® F au sens de la norme, ou ce
qui revient au m8me, que l'application linéaire compacte et faiblement

continue t

u de F' dans G = E' est adhérente a F ® G au sens de la norme.
Or, ceci n'est autre que la condition (A3) de la prop. 35.- Inversement,
supposons que E satisfasse & la condition (A'), prouvons que E!' satisfait
& la condition d'approximation sous la forme de la condition (A5) de la
prop. 35. Soit u une application linéaire compacte de l!'espace de Banach
¥ dans E', i1 fant montrer gue u eat adhérente au sens de la norme &

F' ® E', ou, ce qui revient au méme, que tu, considéré comme une applica-
tion linéaire compacte de E dans F', est adhérente & E' @ F' au sens de
la norme. Cela est bien vral en effet en vertu de la condition (A').

COROLLAIRE des prop. 35 et 36. - Soient E et F deux espaces locale-

ment convexes, que pour zimplifier nous supposons 8tre des espaces de

Banach dans 2., 3., 4.

1. Pour gue toute application linéaire continue de E dans F soit 1i-

mite, pour la topologie de la convergence précompacte, d'applications

}inéaires continues de rang fini, 11 suffit que E ou F satisfasge & la

condition d'approximation.

2. Pour gue toute application lindaire compacte de £ dans T soit

limite dans 1'espace normé L(E,F) d'applicationa lindaires cortinues de

s

rang fini, il suffit que F ou E' satisfasse & la coundition d'approximation

A
3. Pour que l'application naturelle de E ® F dans B(E',F') soit biu-

nivogue, il suffit que E ou F satisfasse & la condition d'approximation.

A
4. Pour que E ® F goit identigque & l'espace des applications 1linéai-

res compactes et faiblement continues de E' dans F, il suffit que E ou F

satisfasge & la condition d'approximation.
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Ce corollaire eat immédiat.
Le lemme qui suit vermet souvent, dans les questions qui précddent,
de ge ramener aux espaces de Banach ¢

LEMME 19. - Soit E un_eapace localement convexe ayant un systime fon-

n
damental (Vi) de voisinage convexes cerclés de O tels gue les espaces Evi

satisfassent & la condition d'approximation. Alors E satiafait & la con-

dition d'approximation. Si E est complet et si F eat un espace localement

convexe cemplet quelconque, alors l'application lindaire naturelle de

Pa)
E ® F dans cﬁ(Eé R Fs') est biunivoque.

Démonstration. - Soit K une partie précompacte de E, montrons que

A
pour tout V,, existe un u€E' ® E tel que (u -1)(x)cv, . Conme By
i

satiafait & la condition d'approximation, F' ® F eat dense dans L(F,F)

=F

pour la topologie de la convergence compacte. Soit Fo ltimage de E par
ltapplication canonique ¢ de E dans F, F, est denase dans F, d'od résulte
aussitdt que F' ® F est dense dans L (F,F). Les vEF! ® F, sont d'ail-
leurs les opérateurs de la forme yw, oh WE€F' @ E. Comme ¢(K) est une par-
tie précompacte de F, 11 existe un ve F' @ F tel que (v - 1)p(X)C m.
Onav=yw, ol w€F' ® E, posons u = wp. Alors u satisfait & la condition
voulue (u - 41)(K) C V,, soit p(u - 1)(X) C W, car on a bien
(v - 1)o(K) C (V).

Supvosons maintenant E complet, F un espace localemnent convexe com-
Plet quelconque, montrons que l'application naturelle de E® F dans
og/(Eé , Fé) est biunivoque. Cela signifie aussi que E'® F' eat dense
dans B(E,F) pour la topologie faible définie par E @ F. Soit done
u€B(E,F), u provient d'une forme bilinéaire continue sur un eapace
Evix F?, ol W est un voisinage convexe cerclé de O dans F, et il eat
immédiat de prouver que cette derniére forme est adhérente a E, '@ F !

dans l'espace B(E1 ,F1) pour la topologie faible définie par E1 6 F1 (on
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on pose E1 = E; ’ F1 = f;) 3 or cela résulte en effet de ce que E1 satis-
i
fait a la condition d'approximation, mise sous la forme de la condition

(3,).

COROLLAIRE. - Soit E un espace localement convexe, isomorphe & un

gous-espace vectoriel topologigue du produit vectoriel-topologique d'une

famille d'eapace de Hilbert. Alors E satisfait & la condition d'approxi-

mation, et si E est complet, pour tout espace localement convexe complet

Pa)
F, l'application naturelle de E® F dang oﬁ(Eé,Fé) eat biunivoque.

Il est en effet immédiat que E admet alors un systime fondamental

(Vi) de voisinages convexes cerclés de O tels que les eapaces ﬁ; soient
i

dea espaces de Hilbert, de sorte que le lemme 19 s'applique.

"PROPOSITION" 37. - Toutes les conjectures qui suivent sont équiva-

lentes.

(a) Pour tout couple (E,F) de deux espaces localement convexes com-

pleta l'application linéaire naturelle de E 61‘ dans £—(Eé ,Fé) est biu-
nivoque.

(b) Pour tout couple (E,F) de deux espacez localement convexes,

E'® F' est dense dang B(E,F) pour la topologie faible définie par E 6 F.

(c) Tout espace localement convexe E gatiafait & la condition d'ap-

proximation. (Définition 9).

(d) Pour tout couple (E,F) de deux eapaces localement convexes E, F,

et tout ensemble (S de parties bornées de E, toute application lindaire

continue de B dans F transformant les A € (3; en des parties précom-

pactes de F, eat limite pour la (E;-convegggnce dtapplications linéaires

continues de rang fini 22,

(e) Pour tout espace localement convexe E, et tout novan de Fredholm

0

22. La réciproque est incluse dans le lemme 2 du § 1, n° 1,
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u dans E' @ E (§3, n° 2, définition 4) définissant un opérateur de Pred-

holm & nul, on a Tr.u = O,

(£) Pour tout espace compact X muni d'une mesure p, et toute fonction

continne K(x,y) sur XXX telle que KoK = O (od le premier membre est le

produit de composition de Volterra) on a Trace K = 0 (ou on pose
Trace K =fK(x,x)dp.(x)).

(g) Pour tout couple de deux espaces compaects X et Y, et toute fonc-

tion continue f(x,y) sur EXF, £ est limite uniforme de combinaisons 1i-

néaires de fonctions de 1la forme (x,y)-—>f(x,b)f(a,y) (o 2€X, bEY).

Oncbtient des conjectures (a'), (b*), (c*), (e') (resp. (an), (bm),

(c"), (e"),6quivalentes aux précddentes en astreignant les espaces E, F

envisagés & 8tre des espaces de Banach (resp. en astreignant B & 8tre iso-
morphe & un sous-espace vectoriel fermé de l'espace ¢ , et F & &tre son

dual). On obtient encore une conjecture (fi p) éguivalente en supposant
?

dang 1'énoncé de (f£) que X et p ont 6t6 f£ixés une fois pour toutes pourvu
que p ne soit pas la somme d'une suite de masses ponctuelles ; et une con-

jecture équivalente (gi Y) en supposant dans 1'énoncé de (g) gque X et Y
?

ont 6té fixés une fois pour toutes, pourvu que X et Y soient infinis. En-

fin, les variantes suivantes des énoncés (f) et (g) définissent enoore des

conjectures équivalentes aux précédentes 3

(£) Pour tout ue £'® ¢, v = 0 tmprique Tr.u = 0.

(g") Pour toute suite double (aij) qui tend vers zéro & 1'infini 23

(aij) est limite uniforme de suites doubles, combinaisons lindaires de

suites doubles du type (aiaapj) (x et B Stant des indices arbitraires).
Démonstration. - Il est immédiat qQue, pour tout couple donné de deux

espaces localement convexes E, F, les conjectures (a) et (b) sont équi-

23. Nous dirons de fagon générale qu'une famille (au)a €A de nombres com-
plexes, définie sur un ensemble discret A d'indices, tend vers une limite
n3d11infini", si elle tend vers cette limite suivant le f£iltre des
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valentes, d'oll aussittt les équivalences (a)&=>(b), (a')&=>(b?),
(an)e=>(b"). D'autre part, on a (b')==(b) comme on voit ausaitdt, en
considérant pour tout u € B(E,F) un voisinage convexe cerclé U (resp. V) de
0 dans E (resp. F) tels que |u(x,y)| £ 1 pour tout x€U, y€V, et en appli-
quant la conjecture (b') au oouple (E’E,IQ). Donc (a), (b), (a'), (b?') sont
équivalentes. D'antre part, en vertu de la prop. 35, on voit que les con-
jectures (a'), (b?'),(c'), (e'), d'une part, et les conjectures (a"), (b"),
(cn), (em) dtautre part, sont équivalentes entre elles, désignons les res-
pectivement par (A') et (A"). Nous avons vu que (a) et (b) sont aussi
équivalentes & (A'), montrons qu'il en est de meme de (c) et (d). (d) im-
plique évidemment (c¢) en vertu de la définition 9, mais (¢) implique (d),
comme on voit par le mBme raisonnement immédiat qui a prouvé que (A) im-
plique (AB) dans la prop. 35. Comme (c) implique (e¢') = (A'), i1 suffit
de prouver que (c¢') implique (c), ce qui eat en effet contenu dana le lem-
me 19.

Hous prouvons maintenant les implications (e")==p(f")=>(e). Cela
prouvera, puisque (e)=>(e!)=<>(e"), que les conditions (e), (e'), (e"),
(f") sont équivalentes, donc aussi équivalentes a (A') = (e') et &

(A") = (e%"). Si{ alors nous désignons par (A) cette conjecture, (A) sera
équivalente & chacune des conjectures (a), (b), (¢), (d), (e), et leurs
variantes (a‘'), (a") ..., ainsi qu'a (£"),

{£") implique (e). Soit u =; )\ixi ® X, un noyau de Fredholm dans

E? 6]; (E espace localement convexe), tel que l'opérateur U qu'il définit
soit nul, on (xi) eat une suite bornée dans E, (xi) une suite équiconti-
nue de E' tendant vers O, enfin ()\i)é 11. Posons ai(j) = )\i<xi, xj) ’
alors pour i fixé, soit ay la suite j-——-)ai(j), on a a;€ ¢ et la sulte

des a; est une sulite absolument sommable dans Cor et st'identifie donc &

co mplémentaires des parties finies de A.
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un §1ément de 11 6 Co, soit v. S1 @ =0, on a en particulier (uxa,xé) =0
pour tout couple d'indioes «, B, d'ol en multipliant cette relation par
)\u et explicitant zz_t aa(i)ai(p) = 0 pour tout a, B, i.e. vz = 0. D'a~
prds la conjecture (£n), il s'ensuit Tr.v = 0, or Tr.v = Zai(i) =
Z}\i <xi, xi) dtol Pr.u = O.

(e") implique (£"), Soit v = (aij) une matrice infinie st*identifiant
a un 818ment de /21 ® Co, i.e. & un opérateur de Fredholm dans co,suppo—
sons v2 = 0, nous voulons prouver Tr.v = 0. Soit E le sous-espace vecto-
riel fermé de c engendré par l'image de c par v, ol enoore par les

(aij)g>0€ Coe Soit e{ la restriction & E de la i.2me forme coordon-
née sur C, congidérons 1'61ément de E! @ E donné par n = ; ei ® a,
Liopérateur dans E qu'il définit n'est autre que la reatriction de v a E,
done est nul puisqgue v2 = 0. La conjecture (e®™) donne donc Tr.u = 0, or
Tr.a = Z;_<ai,e{> = [:. a4y = Tr.v, d'ok bien Tr.v = O.

Nous allons maintenant prouver les implioations
(g")==>(£")==> (A)==> (g)==3(£), (2} )==3("), ot (g} y)= (g").
Comme on a évidemment (f)=)(fi,p.) et (g)== (gi,Y), i1 suivra aussitot
que toutes les conjectures (f), (fi,p.)’ (£my, (&), (gi,r), (g"), (A) sont
équivalentes, et la prop. 37 sera prouvée. On sait déja que (£")==>(A)

(et mBme que ces deux conjectures sont équivalentes).

(g")==>(£") et (g)==> (£). Prouvons p. ex. (g)==>(f), llautre im-
plication se prouve de fagon identique. Soit K(x,y) une fonction conti-~
nue sur XX X telle que KoK = 0, i.e. telle que J‘K(x,é)l{(é,y)dp(ﬁ) =
pour tout (x,y)€ XXX, prouvons que Trace K = 0, i.e. fK(é,{.)dp(é) = O,

En effet, en vertu de (g), la fonction K(x,y) est limite uniforme de com-
binaisons linéaires de fonctions K, b(x,y) = K(x,b)K(a,y), et pour chacune

de cea fonctions on afK p{8sE)ap(E) = O par hypothdae, d'od la conclu~
sion.

(gi’Y)=—> (g"). Soit (Uy) une suite infinie d'ouverts non vides
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disjoints deux & qeux dans X, et soit, pour tout i, ¢, une fonction oonti-
nue positive et \(1 sur X, ayant son support dans Ui’ et 8y un é1ément de
Ui’ tels que <pi(si) = 1. Soient (Vj) ((pi), (tj) des données analognes re-
latives & Y. Soit enfin (aij) une suite double tendant vers O & 1l'infini,
nous voulons démontrer pour cette suite la conjecture (g")e.

213 aijcpi(x)q)j(y) est une série convergente en chagque point (x,y)€XXY

(car tous ses termes sauf un au plus sont nuls pour un (x,y) donné), et sa
somme f£(x,y) est évidemment une fonction continue de (x,y) (grfice au fait
que (aij) tend vers O & 1'infini). Soit € D O ; par hypothdse, il existe
des aaé X, bae Y, et des scalaires )‘a (1£ag n) tels que

l!’(x,y) - Za)hf(x,ba)f(aa,y)\é € pour tout x,y. On peut supposer que

chaque a, est dans un ouvert Ui(a)’ chaque ba dans un ouvert Vj () (autre—
ment le terme correspondant de la smomme ci-dessus serait nul). Faisons
X =8y,¥= tj, alors

2(ag,ty) = 84(a),5P1(a) (2)¥y(ty)

1(83000) = 84 ,5(2)?1(81)¥5 () (Pa)

d'ot, comme py(s,) = wj(tj) =1, f(ei,tj) =81

\313 ‘Za- l‘a”‘i,j(a)”‘i(a),j\é €
ol on pose By = )\acpi(a)(aa)wj (a)(ba)° I1 en résulte bien que la suite
double se laisse approcher uniformément par ces combinaisons lindaires de
suites doubles de la forme a, j(a)ai(a),j°

(fi )=o) (£"). Considérons nn ué¢ 28 c, tel que W = 0, on peut le
représenter par ane matrice ()\1 13)’ ou (.)\ )é X et ol 844 tend vers
zéro quand (i,j) tend vers lt'infini ; Wl = 0 signifie que

Zxaaiaaaj = 0 pour tout (i,j) (& condition de supposer ). > O pour

tout i1, ce qui est possible). Nous voulons prouver que Tr.u 32: )‘a 8 a

est nul. Posons p =p, + V, o B, est la somme d'une suite de masses
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discrdtes, et oli tout point de X est de mesure nulle pour V. On a VvV # o,

et on peut m@me supposer que fdv =1, et Z_ }‘a Z 1. Nous admettrons
a

comme connu qu'il existe alors une suite d'ouverts U, CX, disjoints deux &

i
deux, tels que "(Ui)> )\1 pour tout 1 (la démonstration dans le cas géné-
ral ne reldve que d'une technique trds élémentaire, et d'ailleurs dans les
caas usuels notre assertion est triviale). A fortiori on aura p(U;) > )\i
pour tout i. Soit, pour tout i, fi une fonction positive £ 1 sur X, ayant
un support contenu dans Ui’ et telle que ffidp, = )\1 } posons ¢, = \/f—i,
et £(s,t) = 12:5 ai.,‘(pi(s)npj(t), f est manifestement une fonction continue
14

sur XXX, et son itéréef(a)(s,t) est égale, comme on voit aussitdt, a
Zi—_j bij‘Pi(s)‘Pj(t)' ol bij = Zaia %y fcpi(é)dp({,) =Z;_ ’\uaiaaaj = 0,
dton 1(2) = 0., Par hypothése on peut en conclure ff(é,é)dp(é) = 0, ce qui
st'éerit aussi Z-)\aaooa = 0, Ccoeqefede

(A)==>(g). Hous prendrons (A) sous la forme de la conjecture (c).
Avec les notations de 1'énoncé (g), £ définit une application continue
8——»8 de X dans l'espace g(Y) des fonctions continues sur Y, donnée par
8(t) = £(s,t). Soit E le sous-espace vectoriel fermé de @(Y) engendré
par les 8, soit K 1l'image de X par s——%. Ctest une partie compacte de E,
donc en vertu de la conjecture (c), il existe pour tout €¢ >0 un u€E'® E
tel que fux ~ x| e pour x €K, On peut m#me supposer u€E! ® E, olt E! est
le sous-espace vectoriel de E' engendré par les images naturelles t des
t€Y dans E? ('1;~ est la restriction & E de la forme linéaire continue
p—>p(t) sur ﬁ(Y)), cer E} est faiblement dense dans E!', donc dense pour

la topologie de la convergence compacte. On aura done u = Z )‘a’{a ® 3;,
1¢aen
N~

d'ol pour s €X, t€Y : |(uf, ’t”) - (F¥)|g e sott

‘%)‘a (%, ga> (Far ¥) - (& g}‘(e, ou enfin
\2;— Nof(s,t)2 (8, ,t) ~ f(s,t)‘é €.

€ étant arbitraire, la démonstration est ainsi achevdée.
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Remarque 14. - La question de la validité de la conjecture (£%)
(1a plus faible de toutes en apparence, et aussi la plus "concrd-
te"), devrait 8tre abordable. Signalons que si A = (aij)é X1 6 Cor
et si on pose >\1 = Sgp 'aij| (donce ()\1)6 11), alors la conjec-

ture (f£%") est valable chaque fois que Zi:_}\ia/sé +00 (i.e. si

alors A2 = 0, on aura Tr. A = O0). Par le raisonnement qui a prou-
vé que (e") implique (£"), on se ramene & prouver ce qui suit :
Soient E et F deux espaces localement convexes, u un noyau de

Fredholm dans E ® F de la forme u = Z_)\ixi @ Yyo ol
i

(}\1)6 12/3, et ol (xi) (resp. (yi)) est une suite extraite d'une

partie bornée convexe cerclée A (resp. B) de E (resp. F) telle

que EA (resp. FB) soit complet. Si alors l'opérateur de Fredholm~’

de E' dans F défini per u est nul, u est nul. Or, ce dernier

énoncé ntest autre que le corollaire 3 du th. 4, Chap. 2, § 1.
Notons encore qu'il ntest pas difficile, en utilisant les ré-
sultats du chap. 2, § 1, de prouver que la conjecture (g) est véri

fide chaque fois que X est un cube de R" et que £(x,y) est un
nombre suffisant de fois continfment différentiable par rapport s}
x, les dérivées étant continues en x,y (l'ordre de différentiabi-
1ité nécessaire dépendant de n).

Remarque 15. -~ On peut se demander si la conjecture (£%) impli-
que que pour tout espace localement convexe E, et tout noyau de
Fredholm u€E' ® E, définissant un opérateur de Fredholm I, %W =0
implique encore Tr.U = O ? (En vertu de la formulation &quivalen-
te (£), c'est du moins vrai si u est un opérateur intégral Aéfini
Par un noyau continu). De fagon générale, de 6k = 0 pourra-t-on
conclure Tr.i = O comme dans le cas de la dimension finie ? En

reprenant la démonstration des implications (£")=—=>(e) et
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(e")==>(£%"), i1 n'est pas difficile de voir que cette dernidre
conjecture équivaut exactement & la suivante : Si u est un opéra-

teur de Fredholm dans co, uk'H

= 0 implique-t-il Tr.u = O ? Je ne
sais pas ramener ce problime & la conjecture (£"). Mals signalons
dans cet ordre d'idées le résultat suivant :

PROPOSITION 38.

Soit E un espace de Banach complexe, et

PA) ~
goit u¢E'® E, soit 0 llopérateur défini par u. Les conditions

suivantes sur u sont équivalentes :

a. u est topologiguement nilpotent dans l'algdbre normée com-

plite E'® E, i.0. on a 1;m (“un“1 )1/n =0

be U est topologiquement nilpotent dans 1l'algdbre normée com-
pleéte L(E,E).

¢. Il ntexiste pas de X€E et de scalaire )\ non nuls tels

w&= Xx.

d. Tr.u® = 0 pour tout entier n } 2.

Démonstration. - Hotons d'abord que E! 6 E est bien muni dtue
structure dtalgdibre normée compléte naturelle. Dtaprds la théorie
générale des algdbres normées {30] s un 81ément d'une algdbre nor-
mée compldte est topologiquement nilpotent si et seulement si son

spectre 24
celui de T dans L(E,E) sont les mtmes ([17] » chap. 1, prop. 6), de

eat réduit & zéro. Or, le spectre de u dans E! 6 E et

sorte que a. et b. sont équivalents. D'aprds la théorie de Riesz,
c. est équivalent au fait que le spectre de Q1 dans L(E,E) est ré-
duit & 2zéro, i.e. & b. Enfin c¢. équivaut & d. en vertu du corollai-

re 5 du th. 4, Chap. 2, §1. Ce méme corollaire donne une condi-

24. Rappelons que le spectre d'un élément x d'une algdbre avec unité Jtest
l'ensemble des nombres complexes A tels Qque u —~ )\4% ne soit pas inversi-
ble. Si R n'a pas d'unité, on considére lt'algdbre obtenue par "adjonc~
tion d'une unité", et par définition le spectre de u dans R est le spectre
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tion assez générale pour que les conditions précédentes impliquent
Treu = 0 (11 suffit que u soit un "noyau de puissance 2/3 somma~
ble"). Il ntest pas exclu que dans tous les cas, on ait Tr.u =0
si u est topologiquement nilpotent.

2. Le Probléme d'approximation métrique.

LEMME 20, - Soient E et F deux espaces de Banach. Considérons, sur

L(E,F) la topologie To induite par I‘s(E’Fs) 3 la topologie T") de 1la con-

vergence simple ;3 la topologie T de la convergence compacte ; 1la topolo-

gie T' indujte par LG (E,F,), od (S est l'ensemble des parties faiblement

compactes de E, et od Fc désigne l'espace F muni de 1la topologie de la

convergence compacte du dual de F' ; enfinh la topologie T, borne supérieu-

1
re de T et T'. Soit A une partie bornée convexe de L(E,F). Alors les ad-

hérences de A pour toutes ces topologies sont identigues.

Démonstration. - On a évidemment Toé T") £7, T'& Ty, il suffit de
prouver que lt'adhérence de A pour To est identique & son adhérence pour
T Or, i1 est bien connu et immédiat par application du théordme de
Hahn-Banach, que T, et T donnent le méme dual pour L(E,F) (savoir E ® F!)
de sorte que, A étant convexe, son adhérence pour To et T‘; est la m@me.
D'autre part, A étant un ensemble équicontinu d'applications de E dans F,
son adhérence pour T‘; est identique a son adhérence pour 7. Enfin, T, T°,
T, donnent de nouveau le méme dual pour L(E,F), savoir E 6]?" (voir ¢ 4,
th, 7) de sorte que, A étant convexe, son adhérence pour ces topologies
est la m@me.

DfIFINITION 10, ~ Soit E un espace de Banach. On 4dit que E satisfait

4 la condition d'approximation métrique, s'il satisfait & 1la condition :

(()%) Ltapplication identique de E dans lui-m8me est adhérente dans

L(E,E) & 1l'ensemble B, des_endomorphismes de rang fini et de norme £ 1 de

de u dans ﬁ.
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E, pour la topologie T de la convergence compacte (ou aussi pour 1'une
gquelcongue des topologies mentionnées dans le lemme 20).
Bien entendu, cette condition implique la condition d'approximation

(aétinition 9).

PROPOSITION 39, ~ Soit E un espace de Banach. Les conditions suivan~

tes sont dquivalentes.

(J%) E satisfalt & la condition d'approximation métrigue.
(ﬂ’q) La boule unité de L(E,E) est l'adhérence, pour la topologie de

1a convergence compacte, de l'ensemble des opérateurs de rang fini gqu'elle
contient.

(ﬁ»z) Pour tout espace de Banach F, la boule unité de L(E,F) est

l'adhérence, pour la topologie de la convergence compacte, de l'ensemble

des opérateurs de rang fini gu'elle contient.
(J‘h;) Pour tout espace de Banach F, la boule unité de L(F,E) est

l'adhérence, pour la topologie de la convergence compacte, de l'ensemble

des opérateurs de rang fini qu'elle contient.
(551) L'application linéaire canonique de E 6 E' dans l'espace

J(E',E) des formes bilinéaires intégrales sur E'X E est un isomorphisme

normé du premier espace dans le second.

(5552) Pour tout espace de Banach F, ltapplication linéaire canonigue

de E ®F dans ltespace J(E',F') des formes bilinéaires intézrales sur

E'X F' est un isomorphisme normé du premier espace dans le second.
Bien entendu, dans 1l'énoncé de (&1), (cﬁ'.z), (ﬁ;3), on peut remplacer

la topologie de la convergence compacte par n'importe laquelle des topolo-~

gles mentionndes dans le lemme 20,

Démonstration de la prop. 39. -~ Il est évident que (&) et (Jt )
impliquent chacun (J‘k ), qui implique (J%) Dtantre part, la preuve que
(()%) & son touy implique (J‘L ) et (J‘l:e) est immédiate (voir la partie

correspondante de la démonstration de la prop. 35), donc les quatre
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conditions kft), (J%1), (Jtz), (J%3) sont équivalentes.

Soit maintenant F un autre espace de Banach. Sur E ® F, la norme in-
duite par E 61‘ donne pour boule unité le polaire de la boule unité de
B(E,F) et la norme induite par J(E',F!') donne pour boule unité le polaire
de la boule unité de E'® F' ; d'aprds le th. des bipolaires, ces deux
normes sur E ® F coincident si et seulement si la boule unité de E'gg F
est dense dans la boule unité de B(E,F) pour la topologie de la convergen—
ce eimple. Pour ceci, il suffit manifestement que la condition (diz) soit
satisfaite (il suffit alors d'y remplacer F par F'), donc (Jta) implique
652). Comme J(E',E) se plonge isométriquement dans J(E!',E") {prop. 28),
(32) implique ('YJ1). prouvons enfin que (31) implique (¢7%1), ce qui
achévera la démonstration de la prop. 39. En remplagant, dans le raisonne-
ment qui précdde, F par E', on voit que la boule unité de L(E,F) est conte-
nue dans l'adhérence, dans BB(E,E'), de la boule unité de E'éSZE", dtod
la condition (Jt) grfce au lemme 20.

PROPOSITION 40. ~ Soit E un espace de Banach. Si E' gatisfait & la

condition d'approximation métrigue, il en est de meme de E. Pour gue E?
satisfasse & la condition d'approximation métrique, il faut et il suffit

Gue pour tout espace de Banach F, l'application linéaire canonique de
n
E'® F' dans l'espace J(E,F) des formes bilinéaires intégrales sur EX F

soit un isomorphisme normé du premier espace dans le second.

Démonstration. ~ Si E' satisfait & la condition d'approximation mé-
trique, considérons le diagramme (évidemment commutatif) d'applications
canoniques

E' ® En—> J(E",E?)

> ed>

T

Lthypothése signifie que la premi2re application horizontale est un iso-

E'® E —> J(E ,E')

morphisme normé. Dtautre part, les deux applications verticales sont des

isomorphismes normés (prop. 4, corollaire 4, et prop. 28) il s'ensuit
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aussitbt que la deuxid®me application horizontale est un isomorphisme nor-
mS, i.e. que E satisfait & 1la condition d'approximation métrique (prise
sous la forme de la condition (Jt1) de la prop. 39). Si E! satisfait & la
condition d'approximation métrique, et si F est un espace de Banach quel-
conque, comme J(E,F) se plonge isométriquement dans J(E",F") (prop. 28),
ltapplication canonique de E'GS F' dans J(E,F) est une isométrie en vertu
de la condition (d&é) de la prop. 39, appliquée & E!', F', Réciproquement,
8'il en est ainsi pour P = Et, Et patisfait & la condition d'approximation
métrique, en vertu du critére (551) de la prop. 39.

Résumons la signification pratique de la condition dtapproximation
métrique :

COROLLAIRE 1. - Soient E et F deux espaces de Banach.

1. Pour que la boule unité de L(E,F) soit l'adhérence, pour la topo-

logie de la convergence compacte, de l'ensemble des opérateurs de rang

fini qu'elle contient, il suffit que E ou F satisfasse & la condition

d'approximation métrigue.

A
2. Pour que l'application linéaire canonique de E ® F dans J(E!',F')

goit une isométrie, il suffit que E ou F satisfasse a la condition d'ap-

proximation métrique.

3+ Pour gue l'application linéaire canonique de E'és F' dans J(E,F)

goit une isométrie, il suffit que E' ou F' satisfasse & 1a condition d'ap-

proximation métrique.

COROLLAIRE 2. ~ Soit E un espace de Banach réflexif. Si E satisfait

& la condition d'approximation (d4finition 9), il satisfait mlme & la

condition d'approximation métrique. Et pour qu'il soit ainsi, il faut et

il suffit que E*' satisfasse & la condition d'approximation.

Cela résulte immédiatement de la prop. 40 et du th. 8, § 4 : pour
tout espace de Banach F, les conditions de ce théordme sont vérifides,

ltapplication canonique de E'éa F' dans B(E,F) est en effet biunivoque,
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car E' satisfait aussi a 1la condition d'approximation (prop. 36, 1°) H
donc B! 6 F! gtidentifie avec sa norme & J(E,F), par suite le critire de
la prop. 40 est vérifié.

Je ne connais pas d'exemple d'espace de Banach qui ne possede
pas la propriété dtapproximation métrique. La conjecture que tout
espace de Banach poss®de cette propriété entratne la conjecture
étudide dans la "proposition® 37. On pourrait alors lui donner au
moins trois formultations équivalentes, analogues aux conjectures
(a), (v), (c), de la "proposition™ 37. Mals je ne sais plus rame-
ner ce probldime & un probléme ne faisant intervenir que les seuls
sous—~espaces de co’ comme dans la "proposition" 37.~ On pourrait
aussi considérer une variante purement topologique de la proprié-~
té6 dt'approximation métrigue, qui serait : il existe une partie
équicontinue de L(E,E) formée d'applications linéaires de rang fi-
ni auquel lt'application identique est adhérente pour la convergen~
ce compacte. S1 E est un espace de Banach, B la boule unité de
L(E,B), posons Bo =B N (E'®E), soit 1_3; ltadhérence de B, pour
la topologie de la convergence compacte, goit enfin M le plus
petit nombre (s'il existe) tel que 1 € M.Bo. Il est facile de
stassurer gue si on peut trouver des espaces de Banach avec M
arbitrairement grand, on peut aussi trouver un espace de Banach
pour lequel un tel M ntexiste pas, i.e. qui ne satisfait pas & la
variante affaiblie de la propriété dtapproximation métrique envi~
sagée plus haut.

Donnons encore un résultat positif, variante du corollaire 2 de la
prop. 40, ainsi qQue des corollaires de la prop. 28 et du th. 8.
THﬁORﬁME 15, -~ Soient E, F, G trois espaces de Banach, u une applica-

tion linéaire continue de E dans F, v une application linéaire continue de

F dans G. On suppose gue l'une des deux applications u, v est faiblement
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compacte, et l'autre limite uniforme sur tout compact d'applications 1iné-
aires continues de rang fini. Alors w = vu est limite, uniforme sur tout

compact, d'applications linéaires de rang fini et de norme ¢ Wwh.

Démonstration. ~ Supposons par exemple que ce soit u qui est faible-~
ment compact. On peut &videmment supposer gue lton a Wwh = 1. Si A est la
boule unité de E, B la boule unité de G, B la boule unité de G, on aura
donc u(A)C 1'71 (B). En remplagant au besoin la norme de F par une norme
équivalente (ce qui ne change rien aux hypoth®ses, purement topologiques,
ni a la conclusion, gui ne fait pas intervenir F), on peut supposer gue
la boule unité de F est comprise entre u(A) et u(B). Pour cela, U &tant la
boule unité donnée de F, on peut supposer d'abord, gque UD u(A), puis on
remplace U par U, = N7 (B). Sous ces conditions, on a fukg 1, Whg1,
iwh = 1, et 11 suffit donc de prouver que l'on peut approcher w, unifor~
mément sur tout compact, par des applications lindaires de rang fini et de
norme ( |jul- vl Considérons l'espace de Banach E 6(}', adhérence de E ® G?
dans l'espace J(E',G) des formes bilinéaires intégrales sur E'X G ; c'est
aussi le complété de E ® G' pour la norme polaire de la boule unité de
E! 6 G, et la boule unité de son dual est donc l'adhérence, pour la con~
vergence simple, de la boule unité de E? g G dans B(E,G'). S1 a€E ®c
est interprété comme une application intégrale de G dans E, alors ux est
une application de Fredholm de G dans F, de norme-trace £ ||u||.l|a||{ (th. 10
1°), i.e. un 61ément de F 6 G'/I, oi I est le noyau de l'application 1liné~
aire naturelle de F 6(}' sur lt'espace des applications de Fredholm de G
dans F. Donc u définit une application linéaire a—*¢(a) = uea, de norme
£ Wul, de E © G' dans F ® G'/I. La transposée de cette application est
une application linéaire, de norme ( lull, du dual de F & 6Y/I,~qui est
1torthogonal BO(F,G') de I dans le dual B(F,G!) de F 6 G',~dans le dual
de E&qr. Or, I étant ltorthogonal de F' & G dans F @G', son orthogonal
B,(F,G') est 1'adhérence faible de F'® G dans B(F,G'), pour la dualité
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avec E'éSGJ. Dl'autre part v, interprété comme un §1ément de B(F,G') appar-
tient & cet espace BO(F,G') par hypoth2se (le dual de LO(F,G) étant
F 6(}' ~ prop. 22 ~). Par suite, t(p.a est un §1ément du dual de E 6(}', de
norme ( full ivl. Dol 1la conclusion voulue, grfice & la caractérisation du
dual de E EFGJ ~ car on vérifie immédiatement que y.v ntest autre que
veou.

On trouve une amélioration du corollaire 2 de la prop. 31 ;

COROLLAIRE 1. - Soient E et F deux espaces de Banach, dont 1l'un au

moins satisfasse & la condition d'approximation (définition 9, n° 1).

Alors toute application linéaire falblement compacte u de E dans F est
limite uniforme sur tout compact, d'applications linéaires de rang fini

et de norme ¢ Wull.
I1 suffit en effet de prendre, dans le th. 15, pour v l'application
identigue de E sur E ou de E sur F. On prouve de méme

COROLLAIRE 2. ~ Soient E, G des espaces de Banach, F un espace loca~

lement convexe, u une application linéaire continue de E dans F, adhéren-

te & E' ® F pour la convergence compacte, v une application 1linéaire fai~

blement compacte de F dans G. Alors w = vou est limite, uniforme sur tout

compact, d'applications linéaires de rang fini et de norme £ lwll de E
dans G.

On est en effet immédiatement ramené au cas od F est un espace de
Banach, en considérant l'image réciproque V par v de la boule unité de G,
et remplagant F par l'espace de Banach f;.- En particulier :

COROLLAIRE 3. ~ Soient E, G deux espaces de Banach, F un espace loca-

lement convexe isomorphe & un sous—espace vectoriel topologigue du produit

Yectoriel topologique d'une famille d'espaces de Hilbert. Soit u une ap-

Dlication linéaire continue de E dans F, v une application linéaire conti~

nue de F dans G. Alorz w = ve u est limite, uniforme sur tout compact,

d'applications linéaires de rang fini et de norme £ liwl de E dans G.




§5,n°3 PRODUITS TENSORIELS TOPOLOGIQUES 185

On est en effet immédiatement ramené au cas o} F eat un espace de
Hilbert, car F admet un systéme fondamental de volsinages convexes cerclés
V de O tels que f; soit un espace de Hilbert. Alors v est évidemment fai-
blement compacte, et u adhérente & E* ® F pour la topologie de la conver-~
gence compacte (puisque ltespace de Hilbert F satisfait & 1la condition
d'approximation), de sorte qu'on est dans les conditions du th. 15.

Ltintéret du th. 15 est qu'il permet (comme le th. 8) de déduire
dt'hypotheses purement veoctorielleas-topologiques, et de vérification facile
le plus souvent, des conclusions métriques (qui resteront donc valables
lorsquton remplace les normes des espaces envisagés par des normes équi-~
valentes).

3. Exemples.

La proposition qui suit est connue (voir p. ex. [25]) :

PROPOSITION 41. - 1. Soit M un espace topologigue, soit G (M) 1les-

pace des fonctions continues et borndes sur M, muni de la norme uniforme.

t?"(u) joult de la propriété d'approximation métrigue ainsi que son dual,

son bidual, etc.

2. Soit M un espace localement compact muni d'une

mesure positive u, et soit 1 Lp<g+00. Alors LP(p.) jouit de la propriété

dl'aporoximation métrique, ainsi que son dual, bidual, etc.

Démonstration. ~ Il est bien connu que 1?“?M) est isomorphe avec sa
norme & ltespace 1§?K) des fonctions continues sur un certain eapace com-
pact K, ce qui nous ramdne & M compact. Alors le dual de 1&%M) est ltespa~
ce o/CJ(u) des mesures de Radon sur M, qui est isomorphe avec sa norme a
un espace L'(p) (voir p. ex. [36]). Son bidual est donc isomorphe & un
espace L® (p), qui est lui-méme isomorphe, comme il est bien connu, & un
espace 1§(K'), ol K' est un espace compact convenable. Tenant compte de
la prop. 40, les deux parties de la prop. 41 seront prouvées si nous mon~

trons qu'un eapace LP(p) possdde la propriété dtapproximation métrique,
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pour 1£p<+0 . Solent £,, oo £ n éléments de I.P(p) = I.P, et soit € 50,
montrons qu'il existe un endomorphisme de rang fini et de norme £ 1 de LP
tel que Ilufi - fi‘pse pour tout i. Soit X un compact contenu dans M tel

que f |fi(t)|pdp(t) £ ¢/2 pour tout 1, et tel gue chaque f; soit bor-

née sur K. Si p(K) = O, on prend u = O. Sinon,pour & > O donné, soit (Kj)
une partition de K en un nombre fini d'ensembles mesurables de mesure 3 O
tels que ltoscillation de chaque fi dans KJ soité a. Soit cpj la fonction

caractéristique de Kj, et posons

1
. £y.d
“f=§-$mgfﬁﬂwa
pour toute f(I.p. On a 46fini par 1a un endomorphisme u de rang f£ini de
IP. On laisse au lecteur la vérification du fait que u est de norme £ 1,

et que pour tout 1 on a
€ 1
Mty - 2,0, <5 + atuE)'/?
Prenant a assez petit dans ce gqui précdde, u satisfait & la condition
voulue.

PROPOSITION 42. -~ Soit G un groupe compact, p sa mesure de Haar (voir

[27] ), E un espace de Banach, s—-ﬂJa une représentation continue de G

dans L_(E,E,), telle gue |[U | = 1 pour tout s. On suppose gue pour tout

caractire X sur G, l'opérateur de composition U)L =stX(s)dp(s) est de
rang fini. Alors E satisfait & la condition d'approximation métrigue.

Démonstration. ~ Posons L' = 1! (), et pour toute f€L1, posons
Uy =stf(s)dp.(s). On a “Uf“ £ lf\s1 » done 1'application linéaire £—> U,
de Io' dans L(E,E) est de norme £ 1. Il est bien connu que l'application
identique de E dans E est limite dans LB(E,E) d'applications du type Uf,
ol II]?'H1 £ 1. D'autre part, le th. de Peter-Weyl nous apprend que les
combinaisons linéaires de translatées de caractires sont denses dans L',
de sorte qu'on peut supposer que les f envisagées ci~dessus sont des com-

binaisons lindaires de translatéés de caractdres. Comme les Ui' od X est
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un caractdre, sont supposés de rang finl, 11 en est alors de méme des Uf
envigagés, ce qul prouve la prop. 42.

COROLLAIRE 1. — Sous les cbonditions de la prop. 42, si F est un sous-

espace vectoriel fermé de E invariant par G, F et E/F satisfont & la con-

dition d'approximation métrigue.
I1s satisfont en effet manifestement aux m@mes hypothéses que E.

COROLLAIRE 2. — Soit G un groupe compact, E un espace de Banach dont

les 81éments sont des fonctlons sommables sur G, ou des distributions sur

G si G est un groupe de Lie. On suppose E et sa norme invariante par trans

lation & gauche, et la représentation correspondante de G dans Ls(E’Es)

continue. Alors E satisfait & la condition d'approximation métrique.

En effet, ici les opérateurs Ux-sont manifestement de rang fini.
COROLLAIRE 3. ~ Soit G un groupe de Lie compact, p sa mesure de Haar,

Soit 1{p <+, et soit n un entier > O. Désignons par f;g) l'espace

des distributions sur G qui sont dans ? ainsi que leurs dérivées d'ordre

‘é n. Muni d'une norme compatible avec sa topologie naturelle d'espace

normable complet, et invariante par translation, ffé;) posséde la proprié~

té d'approximation métrique. Il est dtailleurs inutile que la norme soit

invariante par translation si 1¢p<g+c0.

On laisse au lecteur, le soin dtexpliciter la définition de l'espace

normable complet }f(;), et de stassurer qu'il existe des normes compati-~
L

bles avec la topologle et invariantes par translation, et qutenfin la

représentation de G dans LB(E,E) (ol E = zf(;)) par les translations a
L

gauche est bien continue, de sorte que le corollaire 2 peut stappliquer.
(Noter dtailleurs que si dans la prop. 42, on supprime lthypothése

“Usu =1, 11 est facile de voir qu'on peunt trouver sur E une norme équiva-
lente & 1a norme donnée et qui soit invariante sous G ; pour cette nou~

velle norme, E jouira donc de la propriété d'approximation métrique). La



188 ALEXANDER GROTHENDIECK §5,n°3

premidre assertion du corollaire 3 est alors un cas particulier du corol-~
laire 2. La deuxidme assertion résulte du fait gue pour 1L p+°0 , lles~
vace E est réflexif, de sorte qu'il suffit d'appliquer le corollaire 2 de
1la proposition 40.~ Remarquons que pour p = +@ , 11 faut remplacer dans

n ‘g(n) R R
1t'énoncé du corollaire 3, f]:,"" par ltespace des fonctions n fois

continfiment différentiables sur G, et on obtiendra le m8me résultat.
A titre dv'application du th. 15, donnons encore la

PROPOSITION 43. ~ Soit E un espace de Banach formé de distributions

sur ﬁd (d entier >0), satisfaisant aux conditions suivantes :

a. E contient ltespace (D) des fonctions indéfiniment différentia~

bles & support compact, l'application identigue de (uB) dans E est conti-

nue.

b. E est invariant ainsi que sa norme par les opérateurs de transla-

tion U, et 1'application s—>U, de R dans L_(E,E,) est continue.

c. E est stable par multiplication par les ¢ € (cB). 51 pour toute

¢ é(cf)), on désigvne par u(P l'opérateur de multiplicaticn f£—> ¢f gu'elle

définit dans E, on suppose gue les u(P tels que “u(Pll$1 approchent l'appli-
cation identique de E dans E pour la topologie de I’s (E ’Es)’

Sous ces conditions, E satisfait & 1a condition d'approximaticn mé-

trique.

Notons gque la condition ¢. se vérifie le plus souvent sous la forme

suivante ; Si ¢ € (D) est telle que 0 L ¢(t) ¢ 1 pour tout t, ¢(t) =1
pour \tl\( r, et si pour tout indice de dérivation a, dtordre \z\ >0, on
a % < €)q)» O (€ 4) est une suite donnée de nombres > O, alors u,
a une norme dépassant arbitrairement peu 1, et différe arbitrairement peun
de 1lt'identité sur des 41éments de E donnée, pourvu que r soit
assez grand et la suite (¢ 4) assez petite (11 est d'ailleurs connu que,

r et la suite des (¢ 1.) étant donnés ardbitrairemert,il existe une ¢ € (D)
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satisfaisant aux conditions ci~dessus). Désignons p. eX., pour 15 pg+™,

et pour un entier n donnés, par f(g) ltespace des distributions sur nd
L

qui sont dans L® ainst que leurs dérivéesd'ordre £ n, muni de la norme

fith = Sup “Dafllp , évidemment invariante par translation. Si p = + 00,
lalgn

désignons par ‘8‘“) le sous espace de f(:g adhérence de (oﬁ). Posons
L

-~

o
Ep = f‘g) pour 14p &+ 00 et Ep = f(n) pour p = +00 , Adlors les condi-
L = o

tions a. et b, de 1'énoncé de la prop. 43 sont trivialement vérifides. La
condition c¢. se vérifie immédiatement par la méthode ci~dessus. Il suffit
ici dtimposer @(t) = 1 pour || T et “Dawamge pour tal g n.
Démonstration de la prop. 49. ~ Pour tout r » O, soit Er le sous-es~
pace de E formé des éléments ayant leur support dans rB, ol B est la bou~
le unité dans Rd. De la condition c. 11 résulte immédiatement qutil suffit
de prouver que lt'application identique de Er dans E est adhérente, pour
la tovologie de la convergence compacte, & l'ensemble des applications
linéaires de rang fini et de norme £ 1 de Er dans E; D'autre part, on
conclut de b., par un raisonnement bien connu, gue l'application identi~
que de E dans E est limite, pour la convergence compacte, d'opérations de
composition f-—’U‘Pf = pxf, olt ¢ est une fonction € (L) ayant son support
dans B, et nU(P" &1+ A fortiori l'application identique de E_ dans E est-
elle limite, pour la convergence compacte, des opérateurs restrictions
V(P des U‘P a Er’ opérateurs qui sont encore de norme £ 1. I1 suffit par
suite de prouver gqufun tel V(P est limite, pour la convergence compacte,
d'opérateurs de rang fini et de norme £ 1. Solt F 1l'espace des ¥ €(H)
ayant leur support dans (r + 1) B. V(P applique E_ dans F, d'ol V(P = Boa,

ol a est ltapplication de Er dans F induite par V., et on p est l'appli-~

¥
cation identique de F dans E (condition c¢.). F est isomorphe & un sous-
espace vectoriel topologique du produit vectoriel~topologigue d'une suite

d'espaces de Hilbert (c'est implicitement contenu dans [é?], tome 1,
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page 86, démonstration du th. 23). Il suffit maintenant d'appliquer le
th. 15, corollaire 3.

Remargue 16. ~ 1. Dans la proposition 43, on peut manifestement rem-
placer Rd par n'importe guel groupe de Lie.

2. Nous nous sommes bornés dans ce n° 4 la propriété
d'approximation métrique, relative & des espaces de Banach. Les m@mes
méthodes prouveraient p. ex. la condition d'approximation de la définition
9 pour des espaces localement oonvexes plus généraux soumis a des oondi-
tions analogues aux précédentes mais purement topologlques.

3. J'ignore si les espaces 15(23 (non séparables !)
L

définis apreés lt'énoncé de la prope. 43 joulssent de la propriété d'appro-
ximation métrique ou m@me seulement de la propriété d'approximation. De
méme, 81 F est un sous~-espaée vectoriel fermé de E = t;;g), invariant
par translation, il n'est pas certaln qgue F ou E/F jouisse de la proprié-
té d'approximation. Les guestions analogues sont ouvertes p. ex. pour les
sous-espaces vectoriels fermés invariants par translation des espaces
,2?(39 constrults sur le groupe additif ?7 des entiers rationnels. (Ici
11 est bien certain que ni les méthodes de régularisation, ni les métho~
des de "troncage" ne peuvent rien donner).

Nous aurons besoin au Chap. 2 du résultat suivant ;

PROPOSITION 44. ~ Soit E un_espace localement convexe, M une rartie

de E contenue dans l'image de la boule unité d'un_espace de Banach par une

application de Fredholm. Alors, quelle gue soit l'application linéaire

continue A de E dans un espace localement convexe F, A peut s'approcher

uniformément sur M par des applications linéaires continues de rang fini.
I1 suffit évidemment de prouver que si M est l'image de la boule

unité d'un espace de Banach G par une application de Fredholm u, alors

1'application identique de E dans lui-m&me peut s'approcher, uniformément,
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sur M, par des applications linéaires continues de rang fini. Posons

u =Z;r )\ixj'_ ®yy, ou ()\i)e ,(7,1 , )\1> 0, (xi) suite extraite de la boule

unité de G, (yi) sulte extralte dtune partie compacte convexe cerclée K

de E. Soit v l'application de L2, dens B, aéfinie per

v((§i)) = Z-\/)tigiyi’ et soit K' la partie de /22 formbe des (§1) tels
i

que ":'1‘4 \/—)\—1 pour tout i. C'est manifestement une partie compacte de
/8,2, et M est contenu dans l'image de K' par v.

Soit H le noyau de v, v induit une application linéaire continue
biunivogue w de l'espace de Hilbert /Q,Z/H dans E et M est contenu dans

1'image par w d'une partie compacte de XZ/H. I1 suffit alors d'appliquer
le

ILEMME 21, ~ Soient E, F, deux espaces localement convexes, A une ap-

Plication linéaire continue biunivoque de E dans F. Si K est une partie

compacte convexe cerclée de E telle gque l'applioation identique de E dans

lui-m@me puisse s'approcher, uniformément sur K, par des applications

linéaires continues de rang fini, alors A(K) jouit de la propriété corres~

pondante dans F.
Démonstration. ~ E' @ E est dense par hypothdse dans L(E,E) pour la

topologie de la K-convergence. Or, A étant biunivoque, E") = 1;A(I"') est
faiblement dense dans E', donc aussi dense dans E' pour la topologie de
la K~convergence (K étant compact convexe cerclé), dtold s'ensuit aussitdt
que E") ® E est dense dans E' & E pour la topologie de la K-convergence.
D'ailleurs, les u€E} ®E sont les opérateurs de la forme wA, o) WEF'®E.
Soit maintenant V un voisinage de O dans F, montrons qu'il existe un
VEF!' ®F tel que vy -~ y€V pour y€A(K). Soit d'abord u€E] ®E tel que
(u - 1)(X)C 'l(v). On aura u = wA, ol WEF! ® E, posons v = Aw, il est
manifeste que v satisfait & la condition voulue, i.e. que (VA -~ A}(K) C V,
puisqQu'on a vA = Au, et Au - A =A(u~1) , (u~ 1) (K)C—l(v).







APPENDIX TO CHAPTER I*

M. J. Dieudonné vient d’attirer mon attention sur une démonstration incorrecte de ce
mémoire. Il s’agit du lemme 13, 2° (chapitre 1, paragraphe 4, n° 3, pages 130-131): avec
les notations de la démonstration de ce lemme, il ne sera pas vrai en général que 9" est
injective, et pour cela la conclusion de la derniére phrase de la démonstration, affirmant
que w applique E, dans Gpg, est injustifiée, Ci-dessous, je vais esquisser un contre-
exemple, prouvant que la conclusion du lemme 13, 2° est en effet fausse. Tout ce qu’on
peut dire, comme conséquence immédiate de la premiére partie du lemme par exemple,
c’est que toute application intégrale d'un espace localement convexe E dans un autre G
provient d’une application intégrale d’un espace f\\/ dans G (V étant un voisinage con-
vexe cerclé convenable de O dans E); ou encore peut, en tant qu’application de E dans
G’, s’obtenir en factorisant en E — E; — G; — G, o1l toutes les applications linéaires
sont continues, celle du milieu écant intégrale, et les espaces E; et G; étant des
espaces de Banach (si on veut, des espaces L™ et L1 respectivement). Mais comme
nous vertons, on ne peut dans cet énoncé se dispenser de faire intervenir le bidual G”.
Signalons cependant que le t3le de ce lemme 13 (et en particulier de sa deuxiéme partie
fausse) était de pure commodité, pour nous épatgner une fois pour toutes plusieurs pas-
sages fastidieux aux biduals, -Mlénoncé ultérieur dans la démonstration duquel nous
avons fait appel 4 ce lemme n’a besoin de rectification. Ces énoncés sont le théoréme 9,
le lemma 14 (qui implique le th. 10) et son corollaite; enfin nous référons aussi au lemme
13, 2° dans la démonstration du théoréme G du chapitre II, paragraphe 2. Pour le théoréme
9, on note que sa troisiéme partie est contenue par exemple dans le théoré¢me 10, 1% pour
les deux premiéres, on note d’abord que, une fois qu’elles sont prouvées dans le cas des

espaces de Banach, la version correcte du lemme 13 nous prouvera que v transforme un

* Reprinted from Annales de 1’Institut Fourier, Tome, VI, pages 117—120, published by
the Université de Grenoble, 1956.

193



194 ALEXANDER GROTHENDIECK

voisinage convenable de 0 dans E en une partie faiblement relativement compacte de
I’espace localement convexe F” (*‘faible’” signifiant ici la topologie faible associée A la
topologie ‘‘naturelle’’ de F”, i.e., celle de la convergence équicontinue sur F'), et que v
transforme les parties faiblement compactes de E en des parties relativement compactes
de F” (toujours muni de sa topologie “‘naturelle’’). Comme F est quasi-complet, donc ses
parties convexes cerclées et fermées sont fermées aussi dans F” (tant pour sa topologie
naturelle, que pour la topologie faible associée) il s’ensuit que pour une partie de F, il
revient au m@me d’etre faiblement rel ativement compacte (resp. relativement compacte)
dans F, oudans F”, d’od aussitdt la conclusion voulue, Dans la démonstration du lemme
14, 1°, on peut encore factoriser comme indiqué plus haut u en E 4, E, J, | —Ii’ F"
mais v transformant toute partie bornée de F en une partie de G ayant la propriété @, et
A forciori faiblement compacte, v” transformera les parties équicontinues de F” en des
parties de G (et non seulement G”), ayant encore la propriété &; comme on peut supposer
que k transforme la boule unité de F, en une partie équicontinue, il s’ensuit que 1"k
transforme la boule unité de F, en une partie de G ayant la propriété ®. Remplagant E
par E;, F par Fy, v par v"k, on est bien ramené au cas ol les espaces E, F sont des
espaces de Banach. Quant au corollaire 1 du lemma 14, il résulte aussi tout de suite de
la conjonction du th. 9, 1° et du lemme 14, 1°. Enfin, dans la premiére partie de la démon-
stration du théoréme 6 du chapitre 2, nous ne nous référons qu’en apparence A la deuxiéme
partie du lemme 13, car I’espace dans lequel on applique E étant un dual, c’est la pre-
miére partie du lemme 13 qui intervient réellement ici.

Je profiterai aussi de I’occasion pour signaler que je me référe plusieurs fois, notam-
ment au chapitre II, paragraphe 1, 4 un article “*La théorie de Fredholm’’ (2 paraftre daas
Summa Mathematicae Brasiliensis; cette référence est notée [11] dans mon mémoire),
po;n' certaines propriétés fines des valeurs propres des opérateurs compacts dans 1’espace
de Hilbert. M’étant apercu ensuite que ces résultats étaient connus déja, [essentielle-
ment contenus dans: H. Weyl, Proc. Nat. Acad. Sci. U.S. A., 35, 408—401 (1949)] j’ai

tenoncé A les faire figurer dans 1’article en question, contrairement A mon intention
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premiére, de sorte que les références que j’y avais faites deviennent inadéquates,

Voici enfin le contre-exemple promis au début. Soit M un espace de Banach, F un
sous-espace vectoriel fortement ferme de M’ dont la boule unité soit faiblement dense
dans celle de M’, enfin u une application linéaire d’un espace de Banach E dans F, in-
tégrale en tant qu’'application dans M’ mais non en tant qu’application dans F. (On va
prouver plus bas qu’on peut trouver une telle situation, m@me avec E réflexif.) Soit G
I’espace F muni de la topologie r(F, M) induite par r(M’, M), donc le dual de G est M,
les parties bornées de G sont celles qui sont bornées dans M’ i. e., bornées dans F au
sens de la norme, donc la topologie forte du dual de G est la topologie normée de M.
Comme u définit une forme bilinéaire intégrale sur E x M, u est une application intégrale
de E dans G. Cependant, u n’est pas une application intégrals de E dans un espace
Gpg (B étant une partie bornée convexe cerclée convenable de G) car (G et F ayant les
mémes parties bornées) u serait aussi intégrale en tant qu’application de E dans F, ce
qui est contraire A 1I’hypothése. Il reste A prouver qu’on peut trouver M, F, E, u comme
indiqués. Nous admettrons pour ceci le fait élémentaire suivant (non publi€): Soit Q un
espace de Banach, P un sous-espace de Banach, alors les conditions suivantes (prises
d’ailleurs parmi une vingtaine de conditions équivalentes du m&me genre) sont équivalentes:
a. P" est facteur direct dans Q" (ou encore: PO est facteur direct dans Q’); b. Pour
tout espace de Banach E (qu’on peut supposer aussi restreint 4 8tre réflexif et séparable
par exemple), toute application intégrale de E dans Q telle que u(E) C P, est une appli-
cation intégrale de E dans P. Ceci admis, prenons M= 11, et prenons pour F un sous-
espace vectoriel fortement ferme de M’ C I contenant ¢ (de sorte que sa boule unité
sera bien faiblement dense dans celle de M’). Il faut montrer seulement qu’on peut choisir
F de telle fagon que F” ne soit pas facteur direct dans le bidual de I, Posant R =1"/c,
il suffit de prendre I’image réciproque dans 1*° d’un sous-espace de R dont le bidual n’est
pas facteur direct dans le bidual de R. Or R est isomorphe A un espace C(K) des fonc-
tions continues sur un espace compact infini K (K est le complémentaire, dans le com-

pactifié de Stone-Cech de I’ensemble N des entiers naturels, de ce m&me ensemble N).
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Comme bien connu, tout espace de Banach séparable est isomorphe A un sous-espace d’un
tel C(K), qui contient en particulier, par exemple, un espace de Hilbert de dimension in-
finie. Ce dernier est identique 2 son bidual, et comme il est bien connu n’est pas iso-
morphe & un facteur direct d’un espace C(K); il répond donc 3 la question.

Je profite de I’occasion pour signaler une affirmation etronée de 1’article: **Sur les
applications linéaires faiblement compactes d’espaces du type C(K)’’, Can. Journal of
Math,, vol. 5, pp. 129—173 (1953). Il s’agit du lemme 4 de la page 144, affirmant que
I’espace M des fonctions m fois continiment différentiables sur un ouvert ou un cube
compact de R™, muni de sa topologie naturelle, est isomotphe A un facteur direct de
I’espace des fonctions continues sur un espace localement compact convenable, La démon-
stration est manifestement erronée, les &p construites ne satisfaisant pas aux conditions
voulues; il en est encore de m&me de la démonstration donnée en note de bas de page,
car (avec les notations de cette note) il n’est pas vrai que m) (K, m) (KO)) s’identifie
a MK x K(). En fait, j’ai démontré que pour un cube K de dimension > 2, £M™(K) ni
méme son bidual ne peut &tre isomorphe 3 un facteur direct de 1’espace de fonctions con-
tinues sur un compact convenable, (Pas de démonstration ici.) De ce fait, la prop. 7 de
PParticle cité reste non démontrée. Le résultat faux du lemme 5 est mentionné A diverses
teprises dans des travaux ultérieurs, comme mon mémoire aux **Memoirs®’ cité dans le
titre, et est donné en exercice dans mon cours d’Espaces Vectoriels Topologiques (Sdo
Paulo, 1953—1954), on il ne figure pas dans les Errata. Cependant en aucun endroit il ne

figure dans la démonstration d’une proposition autre que celle signalée plus haut,
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CHAPITRE II

ESPACES NUCLEALRES

§ 1. CLASSES REMARQUABLES D'OPERATEURS DE FREDHOLM
ET DE PARTIES DANS UN ESPACE LOCALEMENT CONVEXE.

Ce ¢ donne dez résultats fins, stappuyant essentiellement sur [11] .
Il n'est pas indispensable pour le reste de ce travail, sauf pour le 92,
n°® 4, mais permettrait de simplifier certaines démonstrations.

1. Opérateura de puigsance p.2me sommable.

DEFINITION 1. - Soient E, F, G des espaces localement convexes, et
Boit O0Lp<1.,

1. Un élément de ¢ ®F est appelé "noyau de Fredholm de puissance
p.2me gommable®, s'il est de la forme Z_;)\izv:i@ ¥y, 08 ()‘1)5 XP’ ot od

(xi) (resp. (yi)) eat une suite extraite d'une partie bornée convexe cer-
clée A (resp. B) de G (resp. F) telle gue Gy (resp. FB) soit complet.
L'engemble de ces opérateurs est noté G(g)]?.

2. Une application linéaire de E dans F est dite de puiasance p.éme

gommable, 21 elle provient d'un noyau de Fredholm de puissance p.dme som

mable dans E{)@'F. L'engemble de ces opérateurs eat noté L(p)(E,F).

Si p= 1, on retrouve les notions de noyau de Fredholm et d'opéra~
teur de Fredholm (Chap. I, §3, définition 4). Il y a lieu ici de répéter
des remarques analogues, notamment la suivante ; Si u eat un opérateur de
puissance p.®me sommable de E dans F, il existe dans E une partie V, po-
laire d'une partie compacte convexe cerclée de E%, et dans F une partie
compacte convexe cerclée A, telles que u provienne d'une application de
puisaance p.eme sommable de é; dans FA‘ Pour le voir, 1l suffit de remar~
quer que dans la définition 1, 1° on peut supposer que (%4) (resp. (y4))

tend vers zéro dans GA (resp. FB), en mettant au besoin )\1 aous la forme

3
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)\1 = )‘1'.91’ ot ()\i)e Xp’ (pi)e c s et en écrivant u = [Y{A{ a, @ by, ol
ay = \/Fi Xy bi = Vpi Yy~ Aussi, dans la plupart des propriétés que

nous verrons par la suite, le passage des espaces localement convexes gé-
néranx aux espaces de Banach est~il immédiat . Mais & cause des applica-

tions, notamment aux espacez nucléaires, il importe de donner des énoncés

tout & fait généraux.

E(&)F est un sous—~espace vectoriel de E 5?, et en général distinct
de E®F sip & 1, comme on s'en convainc facilement sur des exemples
(grfice aux propriétés spéciales des éléments de B ®@F qu'on verra plus
bas). Il suit, en vertu de la définition de E ® F, qu'on ne peut alors

(p)
mettre sur E 3 F une topologie localement convexe séparée gqui le rende

complet, et pour laquelle l'application bilinéaire canonique de E XF dans
(g)
E® F soit séparément continue. S1 E et F sont du type (F"), nous allons

(p)
néanmoing munir E£ F d'une topologie, non localement convexe en général,
gui en fera un espace vectoriel topologique métrisable complet, E @ F sera

(p)
partout dense dans E @ F. Tout d'abord, si E et F gont normés, on conside~

(p)
re sur E® F la fonction
(1) () = Inf(Z_|\I? )
p i
le Inf étant étendu & toutes les repréasentations de u sous la forme
u= Z.)\ixi ® y,, avec leiﬂg 1, Wy 1. Cette fonction jouit manifestement
des propriétés d'une "distance & llorigine" pour une métrique invariante
dans le groupe abélien E(g)]? ([4], page 36), en vertu des deux premidres
des relations
+ - =
(2) Sp(l; v) Sg(u) + Sp(v) ) Sp( u) Sp(u)
S =N} ¥Ys
p(Aw) =INPs ()
La dernidre relation prouve gque pour p £ 1, Sp n'est pas une norme, mais

ces relations permettent cependant de prouver aisément que la topologie
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sur E& F définie par la métrique S (u—v) est compatible avec la structure
dt'eapace vectoriel. B § F est complet pour cette topologie, car il eat
trivial que toute série absolument convergente d'éléments de E 8 F est
convergente dans B(§)F. Enfin, i1 est aussi trivial que E @ F est dense.
S1 E et F aont des espaces du type (Cj') non nécessairement normables,
ayant respectivement la suite fondamentale (pa) et (q,) de semi-normes
continues, on définit sur E &F une topologie compatible avec sa structure
d'espace vectoriel par la famille des "écarts & lloriginen
S(a)(u) S (<pa.u)
ol Pa est l'application lindaire naturelle de E &F dans E (G@)F a’
reap. a’ étant l'espace de Banach associé & la semi-norme Pys Tespe qa).
Cette topologle est évidemment indépendante de la suite fondamentale de

semi-normes choisie dans E ou F. Elle est métrisable, et E @ F est mani-~

featement dense dans E%)F. Enfin, E(&)F eat complet. Pour le voir, on
montre, en procédant comme dans le début de la démonstration du th. 1 du
Chap. I, §2, n°1 ,» Que E(g)]? stidentifie & un espace quotient d'un espace
{p(I) construit sur un ensemble d'indices convenable. Il est bien connu
que ce dernier espace est métrisable et complet pour sa topologie naturel~
le, or 11 est bien connu qu'un groupe quotient d'un groupe abélien topolo-
glque métrisable et complet est métrisable et complet, ([4), page 37).-
D'ailleurs, la démonstration du th. 1 du Chap. I a été construite de fagon
& ge transposer sans modification au cas présent, de sorte quton a le

THEOREME 1. - Soient E et F deux espaces du type (F'), et soit

0L p£L 1. Tout é1ément u de E(§)F east somme d'une série absolument con-
vergente

u=Z)\x eyi

ol (Xi)éxp , od (x4) est une suite tendant vers zéro dans E, (yi) ne

suite tendant vers zéro dans F. Si u parcourt un compact de Eé)]?, on peut
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choizir lez suites (xi) et (yi) fixea, et faire parcourir a ()\1) une par-

tie compacte de _ep. Si de plus u parcourt une suite convergente dans

(p)
B %F, on peut supposer que 1l'élément ()\i) de ‘ep parcourt une suite con~
vergente dans lp.

Ctest dans le but d'obtenir ce résultat que les lemmes 5 et 6 du

Chap. I ont 6t¢é énoncéa avec une si grande généralité. La dernidre partie
du th. 1 correspond & la remarque 4 du Chap. I.

Soit maintenant E un espace du type (DF), F un espace du type (g/),

(p)
alors L(p)(E,F) peut 8tre conasidéré comme un espace quotient de G @& F, oit
G = E{), et sera muni de la topologie quotient de la topologie naturelle de

G®F ( qui en fait donc un eapace vectoriel topologigque, en général non
localement convexe, mStrisable et complet), et de la métrique quotient si
E et F sont normés. Le th. 1 se transpose alors (grfce au lemme 6 du Chap.
I, §2, n®1) de fagon évidente & 1'espace L(p)(E,F).

2, Ordre d'un ovérateur, opérateura d'ordre zéro.

DEFINITION 2. -~ Solent E et F deux espaces localement conveXes.

1. Soit u un noyau de Fredholm dans E @ F. On appelle ordre de u la

borne inférieure des p (0<pg1) tels que u s0it un noyau de Fredholm de

puiggance p.éme sommable (définition 1). L'ensemble des noyaux de Fred-

(]
holm d'ordre ¢ p eat noté E® F.

2, Soit u une application de Fredholm de E dans F. On appelle ordre

de u la borne inférieure des p (0« pg1) tels que u goit de puissance p.ome

sommable. L'ensemble des opérateurs de Fredholm d'ordre £P de E dang F
est nots 117l (E,F).

Il ezt immédiat que E ‘&]F et I.[p] (E,F) aont dea espaces vectoriels.-
Fous nous intéresserons surtout aux opérateurs dtordre zéro, i.e. & ceux
qui aont € L(p) (E,F) pour tout 0L pgi. Mais pour la démonstration des

propriétéa que nous avons en vue, le caz général ne cofite pas plus cher.
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Soit 0L p«1, et aoit ()\1) une suite de scalaires ayant un "exposant
de convergence" ( p, (x{) (resp. (yi)) une zuite extraite d'une partie

compacte convexe cerclée de EJ (resp. F ). Alors Z_ }‘1’:1 @yi eat un
i

noyan de Fredholm dtordre p. Malheureusement, la réciproque est trés faua~
se en général, var exemple sl E eat un ezpace de Banach, F un espace (1).‘7)
(p. ex. l'easpace des suites & croissance lente, voir §2, n® 4, remarque
11). Mais nous allons voir qu'elle est vraie gi E et F aont deaz espacea de
Banach, plus généralement, si E eat du type (.b‘y’) et F du type (f).
Soient E et F deux eapaceaz du type (‘f), et goit OLpl. E%)F gera

mani de la topologie borne supérieure des topologies induites par lea

E‘g)F, avec pLqg1, topologie qui visiblement falt de E%]F un eapace
vectoriel topologique métrisable et complet (non localement convexe en
général). Dltautre part, soit I un ensemble d'indices; on désigne aussi par
ﬂ[p] (I) Ltintersection des eapaces /Rq(I) pour pLqg?, muni de la topo-
logie borne supérieure des topologies induitez par ces X,q(I). Ctest donc
un eapace vectoriel topologique métrisable et complet, non localement con-
vexe d'ailleura si I est infini. S1I I eat l'ensemble des entiers >0, on
note simplement /ﬁ[p] au lieu de /Y,[p](l). Ceci poaé, on a l'analogue
suivant du the 1 3

THEOREME 2. - Soient E et F deux espacea du type (‘f’), et goit

0K pr<1. Alors tout ueE%JF (noyaun de Fredholm d'ordre _gp) est de la

u = Z;-Xixi®yi

ol ()\i) est une sulte de scalaires ayant un exposant de convergence £ p,

forme

et ol (xi) (resp. (y;)) est une suite tendant vers zéro dang E (resp. F).

Si u parcourt une partie compacte de E E}F, (resp. une suite convergente

dana E[g] F), on peut suppoger dans cette représentation que (x;) et (yy)

gont fixes, et que ()\i) parcourt une partie compacte de X[p] (re p. une
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suite convergente dans /Q(P] Yo

Démonstration. - On procdde encore exactement comme pour le th. 1 du
Chap. I, §2, & cela prds que la fin de cette démonstration (qui était
néceasitée par un raffinement spécial de 1'énoncé de ce théordme) est ici
inutile. Toutefois, il nous faut utiliser ici une variante du lemme 5 du
Chap. I, §2, savoir :

Soit (pa) (@ =1,2,...) une suite de suites positives telle gue pour

tout 1, exiaste un a tel gue "a(i) £ 0, et s0it O(p <+ . Soit A 1'espa~

ce dea suites )\ = ()\i) dont le produit par toute auite Po 2.un exposant

de convergence £ P, muni de la topologie borne asupérieure des topologies

induites par les espaces /\q avec 4> p, ou /\q eat l'eapace dea suites

()\i) dont le produit par tout p, est dans eq’ muni de 3a topologie natu-
relle (définie au Chap. I, §2, lemme 5). Soit enfin K une partie compacte

de /\ o Alors il existe une guite i—p(i) telle qu'an ait

lim p (1)/p(i) = O pour tout «, et telle gue XK soit une partie compacte
Jy 00

de l'espace des suites dont le produit par la guite p est dang /Rp (muni

de sa topologie naturelle, déduite de celle de fp par trangport de
structure).

Pour prouver ce réasultat, on applique d'abord, pour tout entier n>0,
le lemme 5 du Chap. I, §2, pour ¢ = p + 1/n, ce qui permet de trouver une

suite 1-——>vn(1) telle que 1lim pa(i)/v (1) = O pour tout a, et telle que
i—as00 n

K soit une partie compacte de l'espace des suites dont le produit par la
suite Vn goit dans /Y,p+1/no Si alors i—> p(i) eat une suite dominée par
chacune dez suitesz i-—-)\)n(i) (i.e. telle gue pour tout n, on ait

\)(i)/vn(i) = 0(1)), maia telle qu'on ait encore 121;15 pe(i)/p(1) =0

pour tout a, alors cette suite répond & la queation ; car pour toutn K
gera a4 fortiori compact dans l'espace des suites dont le produit par la

suite p est dans /f'p+1/n’ donec K est ausai compact dans lt'intersection de
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ceg espacea. Or cette suite p se conatruit trés facilement. Suppoaons la
suite des suites Bys Boseee croissante, la suite dea sultes v1 ,vz,...
décroigsante, ce qui est évidemment loisible. Construisons alors la suite
p par récurrence, la prenant égale & la suite (1,1 ...) jusqu'éa un rang
1, tel que 1 ) 1, implique p1(iL/\?1(i)4g 1, puis & partir du rang i,+
1la prenant égale & v1(i) juaqu'a un rang 12 > 11 tel que 1 7;12 implique
pz(i)/va(i)g 1/2 5 de fagon générale, p(i) = V (1) pour i, <ig1 .4»
od 1 .4 est tel que 1)1 .. implique pn+1(i)/\)n+1(i)=; 1/(n+1). Alors il
eat immédiat qQue la suite 1—ap(i) est dominée par chacune des asuites
i-—9Vn(i), {elle finit m8me par &tre majorée par chacune de ces sultes),
d'autre part, on a bien lim. pa(i)/p(i) = 0 pour tout a. Car soit n a,
si 1>/in, on a pa(i)/p(i)\<1[n,car on aura 1m<i\(1m+1 pour un m)n conve-
nable, d'od p(i) = V (1), dtod p (1)/p(l) = R (1)/ V(1)L pg (1)/V (1)
e 1/m £ 1/n, coq.fede

COROLLAIRE. ~ Soient E et F deux espaces G}“), u un noyau de Fredholm
d'ordre O dans E ®F. Alors on a u -Z Mx{@ Iy ou (x{) (zesp. (y4))

eat une suite convergeant vers zéro dans E} (resp. F), et ol ()\ ) eat une

suite & décroisasance rapide.

Rappelons qu'on appelle sulte & décroissance rapide toute suite de
acalairez dont le produit par toute suite 1— i reste bornée. Le corol-
laire résulte du fait bien connu que les suites dont lt'exposant de conver-
gence est zéro sont exactement cellez qgui, rangées par ordre de modules
non croissanta, deviennent a décroissance rapide.

Notons pour finir le fait trivial suivant, que nous utiliserons asana

y référer explicitement ¢ Soient E, F, G trois espaces localement conve-

Xeg, goit u une application de Fredholm de E danas F de puissance p.eme

sommable, soit v une application linéaire continue de F dang G (resp. G

dang E). Alora vu (resp. uv) esat un opérateur de Fredholm de puissance

p.%me sommable, et sl E, F, G gont dea espaces de Banach, on a
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Sp(vu) £ \\v\psp(u) (reap. Sp(uv) £ Sp(u) i viP).
On en déduit immédiatement que 1l'énoncé analogue, guand u eat d'or-
dre p, eat valable.

3. Compoaéa d'opérateurs de Fredholm.

ILa aéfinition 1 du n°1 est une généralisation d'une définition posée
pour ltespace de Hilbert dans [11] , ou cette définition est envisagée
pour 0L pg+ oo (done pas nécessairement pour p £ 1). Si u est un opérateur
compact danz un espace de Hilbert H, on désigne par (pi(u)) 1la suite des
valeurs propres de jul| = (u"‘u)”2 rangées par ordre décroissant (et répé-
tées suivant leurs mulkiplicités). Si 0L pg+00, un opérateur u dans H

est dit de puisgsance p.dme sommable, s'il est compact et si S (u)

Z_ (pi(u))p &£ +a0 . Rappelons alors le résultat suivant (voir P. ex.
A. Horn, Proc. Nat. Acad, Sci. U.S.A., 36, 373-375 (1950)) : Soit H un
espace de Hilbert, et soient u €L(P) (H,H), veL(Q)(H,H) (od p, q sont deux

nombres 0L p, ¢ <+ ). Alors on a uv € L¥ (H,H), ol 1/r = 1/p +1/q, et on
a "l'inégalité de Holder"

(3)  (s,av)T ¢ (s, )/ Ps (v))!/8

THI-fORELIE 3. - Soit (Ei) (1 = 1,2,... n+1) une suite de n+l espaces

localement convexes, (pi) (1 = 1,.es n) une suite de n nombres 0Lpy &1,

et pour tout 1£igLn, goit u,€ L(pi)(Ei,Ei_H) an opérateur de Fredholm de

puizsance p:éme sommable de Ei dana Ei+1' Alora u = W0, qeeely eat un oﬁ

rateur de puissance r.®me gommable, o_t‘x r eat donné par
(4)  1/r=(2_ 1/p;) - (a#1)f2
i

Si leas Ei gont des eapacea de Banach, on a
1/r 1/ pi
(5) s nTe TT s, (w, )Y

Nouz nous intéresserons surtout aun

COROLLAIRE. ~ Le compoaé d'une aéguence de n opérateurs de Fredholm

eat _un opérateur de puissance (2/(n-1)).%me gommadble, pour n )3.




[
§1,n°3 ESPACES NUCLEAIRES 1

Pour prouver le th. 3, on est immédiatement ramené au cas od les Eg
sont dea espacea de Banach. Conzidérons dt'abord, pour deux eapacesa de
Banach quelconques, E et F, un ueL(p)(E JF), od 0Lpg1. On a done
u =Zi_ x} ®yi, oft (N )€ Xp, et on (x ) (resp. (y;)) eat une suite

bornée dana E' (reap. F). Alors u eat le composé d'une séquence de troias
opérateurs
E—rd? B ¥
a étant défini par (a.x); = ()\i)p/2 {x, x}) , Y par Y((&)) =
=Zi_ ( )\i)p/zéiyi, enfin p étant 1l'opérateur de multiplication par la sui-

te ()\11'1’). Soit at' une application linéaire continue de F dans »22, je
dis que l'endomorphisme (ax'y)p de /82 eat de pulasance ¢.&me sommable,
o 1/qa = 1/p - 1/2. En effet, 11 eat immédiat que a'y est un opérateur de
HFilbert-Schmidt, car 3a matrice, qui eat ()\ip/zaij), avec a,y = (a'yi)j’
est une suite double de carré gsommable, car

%xip‘aijlz = Zi-)‘ipzj- ‘aij‘a = zi——)‘ip““'yi“g £ Mzi-)‘ip <+

Dtautre part, p eat de puissance (p/(1-p)).éme gommable, puiagde
B =Z_)\i1'p ef ® ey (od (ei) eat 1la "bage canoniquen de XZ). I1 suffit
i

alora dtappliquer le résultat rappelé plua haut pour trouver que a'yp eat
dana L(Q)(Xa, X.a), od 1/¢ = 1/p - 1/2. Revenant maintenant aux condi-
tiona du th. 3, on voit que le compoaé u dez ovérateurs u; sera auasl le

compoaé dtune aséquence dtopérateurs :

5 §2 N N . f2 L f2 N 2
E1 a7/8 p1 (X 7E2 ,/t 1 Y2 7E3-—)ooof TX '?:E

1 Y %2 B2

ou encore, en effectuant les produits v, = a,Y Bg,eeeVy 4 =2 Y, 4 pn_1 y U

eat le compoaé de la aséquence

E,—s X2 2 pp— [ 2 ——E,
L %4 l l - vn—1 pn 1 ¥Yn

Or, dtaprdas ce qui précdde, chague v; est dans L‘Qi)(/ﬁz,iz), ol
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1/q = 1/pi -1/2, et B, eat dana L‘qn)(/ﬁz,,fz), od 1/q, = /o, - 1.
Dtapreéa "1'inégalité de Hélder" rappelée pluz haut, le compoazé des vy et
de B, est alors dans L(r)(iz,«ez), avee 1/r :Z_ 1/qi = Z 1/pi -

i i

- (n#+1 )/2, d'oll la partie qualitative du th. 3. Lt'inégalité donnée danas
1'énoncé résulte aussitdbt de la démonatration précédente, a condition
dvéerire partout lez majorations naturellez des normea des opérateurs qui
entrent en jeu.
Remarque 1. - Quand, dans 1'énoncé du th. 3, on a n = 2, il sge
peut que dans la formule (4), on trouve un r>»1 (c'eat le cas no-
tamment si Py =Py = 1), aloras le th. 3 ne donne aucun renaseigne-
ment. Il gemble trds plaugibdble que dans la formule (4), on doive
pouvoir remplacer -(n+1)/2 par -(n-1)/2 (comparer avec le n® sui-
vant, prop. 1), alors on aurait automatiquement, pour n>2, 1'iné-
galité r\<2/3. Pour prouver cette conjecture, on voit immédiate-
ment qu'on peut se ramener an caa du produit de deux opérateurs.
Dtajlleurs, les opérateurs de puiszasance p.&me sommable d'un eapace
E dans un egpace F gont manifeatement lea compozés d'une aéquence
de troig applicationz linéaires continues
B P ' — F
ol a(x) = (<x,xi>), Y((&)) = Zl_ £i%yy et o B eat l'opérateur

de multiplication par la suite ()\i), opérateur qui east évidemment
de puissance p.&me sommable. On voit donc gue pour prouver la con-
jecture cl-dessus, i1 suffit de prouver que 3i u eat le compoaé

dtune aéquence
© s {1 s % s N
P I —p 4™ 4

ot B et B! sont deas opérateurs de multiplication par une suite de

&P et ae fq respectivement, et ol A eat une application linéaire

continue quelconque, alors u est un opérateur de puissance r.dme
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gommable de ,taodans 11, od 1/r = 1/p + 1/q - 1/2. (Cela eat vral
en tous cas sl u est conaidéré comme un opérateur de 12 dans 12’
voir n° 4, lemme 1). En termes "matriciela", cela signifie aussi

qutune auite double (aij)’ majorée en module par une suite double

()\ipj), ol (>\i)€ Xp’ et (pj)é Xq;’ (0<p, 9£1), est un élément

(x)
de A ® /2,1, r étant défini comme ci-deasus.

4. Ordre du déterminant de Fredholm. Décroissance de la suite des

valeurs oropres.

Nous avons défini dans [11] le déterminant de Fredholm det(1 - zu)

d'un novau dtopérateur de Fredholm dana un eazpace localement convexe E.
Cteat une fonction entiére

det(1 - zu) =1 - z Treu + oo + (-1)nznan(u,) + eee
dont lea zéros sont exactement, avec les ordreas de multiplicités corres-
pondanta, les inverses des valeurs propres hon nulles de ltopérateur W
défini par u ([11], chap. I, §2, n®6). 81 u = Z )\ix{ ®x,, ot (x})
(reape. (xi)) eat une suite extraite d'une partie bornée convexe cerclée
de E' (resp. F) engendrant un eapace de Banach, et ()‘i) une suite gomma-
ble de scalaires, les coefficients an(u) précédents stexplicitent par

(5 big) «a_(u) = Z_ N, «ee N det({x, ,x]Y)
n 11(...(1n 11 in ia’ 1p> 1ga, pgn
Dtautre part, rappelons le résultat suivant (H. Weyl, Proc. Nat.
Acad, Sci, U.S.A. 35, 40-411 (1949)) : Soient H un espace de Hilbert,

O0Lp<+o00, et ue L(p)(H,H). Alora le déterminant de Fredholm de u est

d'ordre ¢ p, et 8i (Zi) est la suite deg valeurs provwres_de u, (répétéeas

guivant leur multiplicité,) on a
P
6) 2 }zlP &)

St p& 1, alors le déterminant de Fredholm de u est de genre O.

LEMME 1. - Soit A = (pje,; V) une matrice infinie, ol p = (p,)€LP,

V= (Vj)eiq, et \eijl 1 pour tout 1, j, et od p et q sont dea nombres
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0<Lp, 9<£2. C'est donc une matrice de Hilbert-Schmidt, définissant un opé-

rateur v dans ca. Soit r tel que 1/r =1/p + 1/q - 1/2. Alors v est un

opérateur de puissance r.®me sommable, et
(5,0 YT g (8, )/ Pisy(v))'/9
Compte tenu du résultat rappelé au début, il en résulte le

COROLLAIRE. - Soua les conditions précédentes, si r £ 1 (i.e.

1/p +1/a £ 3/2), le déterminant de Fredholm de la matrice donnée est de

genre zéro et 4d'ordre £r, et ai (Zi) eat la sulte de sea valeura propres

(répétéea chacune selon 22 multiplicité), on a
AN TAN */P(s_(v))T/a
- |zi| < (Sp(p)) (Sq( ))

Pour prouver le lemme 1, on Serit A = BA_C, oli B eat la matrice dia-

gonale (|,111""’/2 Sij)' C la matrice diagonale (\)3.1"1/2 Sij)’ et A1 la
matrice de Hilbert-Schmidt (p.iplacijvjq/a). On aura évidemment, en posant
p' = p/(1-pf2), a' = q/(1-q/2)

S5 (B) = Sp(k) » sq,(C) = sq(v) » Sp(A) £8,(p) 5,(V)
d'oll suit, en vertu de 1'inégalité de Hélder pour opérateurs, rappelée au
début du n°3, que 3i on pose

1/r = 1/p* +1/q' +1/2 = 1/p + 1/q - 1/2

alora A = BA1C eat de puissance r.&me gommadble, et on a

CHAPSERMINE SCHONANCHMERING
Le deuxi®me membre n'est autre que (Sp(p.))1/p(Sq(V))1/q, ceQef.d.

PROPOSITION 1. - Solent E et F deux egpaceg localement convexesg, et

{p) (q)
uGE'é F, v€EF' ®E, o O(p, Qg 1. Considérons le noyau composé

voueE'ﬁE (dont 1a définition eat évidente). Cfest un noyau de Fredholm

dont le déterminant de Fredholm egt d'ordre ¢ r, od 1/r = 1/p + 1/2 - 1 3

?

et la guite (zi) des valeurs proprez de ltopérateur défini par vou,

(répétéea chacune gselon son ordre de multiplicité), eat de puissance r.2me

sommable. Si E et F gont des espaces de Banach, on a
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<Zi. \2,1%) VT ¢ (Sp(u))1/p(Sq(v))1/q
Démonstration. - Posons comme dthabltude
é )\il‘j <yi’y3! y e x5 = Zi— xix{ ® X, avec

Xi =§ "'j(yi’ y3!>xj. Zerivant veu = Zl-\))\ixj'. ® )\1Xi, on voit que le

d'olt v o

déterminant de Fredholm de veou est aussi le déterminant de Fredholm de la

matrice A = (Ai.), oll
by = <\/§1X1 ’ \/;\—;]X;;> = Zk—f):—i_)‘j"ﬁyi'ylﬁ GIES

=Zk: (\/.)-\j—pk<xk’x5> ) (mk vy » ¥3))
Posons B, = \/X;:;{:i, xJ!> ) Cyy = V )\1";] (v3» 71
on a alors la relation matricielle A = C.B. Or, C et B sont dez matrices
dtopérateura de Hilbert-Schmidt dans /[2 qui, dtaprés le lemme 1, sont de
puissance r'.2me sommable, od 1/r! = 1/2p + 1/2q - 1/2, donc, d'apr2s
1'inégalité de Hdlder pour opérateurs, A est la matrice d'un opérateur de
puigsance r.2me somnable dana /82, o 1/r = 2/r* =1/p +1/q -1, done

ltordre de son déterminant de Fredholm est LTy et ona Z |zj_|r L +oo,
ot meme (2 [2g) IV £ (5807 6, @) ¢ (5,000 )1/ 202
si |(xi,x'>| ar |<yi,y'>| £ 1 (lemme 1), or le dernier membre est égal
a SP(X)1/qu(}L)1/q. S1 E et F aont des eapaces de Banach, on en déduit
1'inégalité de la prop. 1, puisque Sp()\ ) et Sq(p) peuvent 8tre rendus
arbitrairement voisina de Sp(u) et Sq(v). De plus, comne r £ 1, det(1-zA)
est de genre O, donc :

COROLLAIRE 1. - Sous les conditions de la prop. 1, le composé vou

est un novau de Fredholm dont le déterminant de Fredholm est d'ordre (1

et de genre zsro. En particulier, la suite de ses valeurs propres est

gomnable, et a pour somme Tr. vo .

Il suffit de se rappeler, pour la dernidre assertion, la forme
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1 — 2 Tre VoU + +es du déterminant de Fredholm de vo u et le falt que les
valeurs propres de vou gsont les inverses des zéros du déterminant de
Fredholm (bien entendu, on convient comme toujours de compter aussi bien
les zéros que les valeurs propres selon leur ordre de multiplicité, nous
ne le apécifierons plus).

COROLLAIRE 2. - Soient E, F, G trois easpaces localement convexés, u

(resp. v) un noyau de Fredholm dans E! ®F (ze p. dans F! ® E). Si 1'opé-

rateur de E dans ¢ défini par le noyau de Fredholm vou est nul, alors ce

noyau est nul.

I1 faut montrer que pour tout AGX(E{),E), on aveu, A) = 0. Or
le vremier membre s'écrit, en posant w = vou : (w, A) = Tr. wotA
(Chap. I, §3, n°2, formule 12 bis), ol we tA eat un noyau de Fredholm

tA,

dans G‘:') ® G. Ce noyau eat composé de deux noyaux de Fredholm v et u e
done (corollaire 1) sa trace est la somme de ses valeurs propres. Or 1l'opé-
rateur défini par ce noyau eat 'i'otA, ol W est l'opérateur défini par w,
il est donec nul, et n'a pas de valeurs propres non nulles, dfod la conclu-
sion.

THEOREME 4, - S0oit E un esvace localement convexe, et soit u un noyau

de Fredholm de puissance p.&me som—able dans E! ® E, od O0¢pgl. Alors le

déterminant de Frednolm de u est une fonction entidre dtordre (r, ol

1/r = 1/p - 1/2, et de genre O 81 pg2/3. La suite (zy) des valeurs pro-

pres de u est de puissance r.eéme gomnable. Si E est un, eapace de Banach,

alors
DI ENLRLP RN
Supposons comme d'habitude que u = 2 Xix{ ®x,, ou (N,)E€ P,
i

)\1>/, 0, et ou (xj'_) (resyp. xi)) est une suite extraite d'une partie com-

vacte convexe cerclée de E} (resp. E). On a
o0

£(2z) = det(1 + zu) = g azn(u)zn

n=
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a - x ....)\ dt( ’ !
ol a (u) 1,;7741,, 1, 1, %€ (=g, "15))140‘. Pgn

d'oll, d'aprds la majoration de Hadamard du déterminant, en supposant
|<xi,x5>|$ 1 pour tout i, j @
nf2
ja (w)| g n / Gn(>\)

ou an()\)= : xi XX )\1

11(000(1n 1 n
Or, la fonction g(z) = ‘1‘ 1+ )\iz) eat d'ordre £ p, et ses coefficients

sont les an(X), df'ol pour ces coefficients, pour tout ¢ >p, une majora-
tion o (N) & Ma™9, arod

|an(u)| < - (172 = 1/2)n _ y,-n/s ,ou1/s =1/q - Y2
Dtaprds un théoréme classique de Hadamard, il suit que f£(2z) est d'ordre
£ s, donc d'ordre (T, od 1/r = 1/p - 1/2, puisque ¢} p était arbitraire,
ce qui prouve notre assertion relative a ltordre du déterminant de Fred-
holm. Pour ltassertion relative a la suite des valeurs propres, il suffit
d'appliquer la prov. 1 asnoyau u2, dont la suite des valeurs propres est
(ziz). Supposons enfin que u est un opérateur de puissance 2/3 sommable,
alors avec les notations ci-dessus, on peut écrire aussi

u = Zi \/)\—1 x} ® \/)\—1 xy

donc son déterminant de Fredholm est aussi le déterminant de Fredholm de
la matrice A = (aij)’ ot a;4 = V)\i)\j (xi, x}‘) + Bomme (\/;\—:)6,24/3, on
peut appliquer & cette matrice le lemme 1, donc avec les notations de ce
lemme on a 1/r = 3/4 + 3/4 - 1/2 =1, d'od r§ 1. Donc (corollaire du lemme
1), le déterminant de Fredholm de A est de genre 2zéro.

COROLLAIRE 1. — Le déterminant de Fredholm d'un noyau de Fredholm

dans E! éE est dlordre 2, et la suite de ses valeurs propres est de carré

sommable.

COROLLAIRE 2. - Soit E un espace localement convexe, u un noyau de

Fredholm dans E'@ E. Le déterminant de Fredholm de u est de la forme
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(7) det(1 - zu) = e‘m““rir (1 - zz,)e?%1

le produit étant étendu aux valeurs propres non nulles de l'opérateur dé-

fini par u. En particulier, si Z \zil £ +00, on a
i
det(1 - zu) = e~92 | | (1 - 22, ) ol @ = Treu - 2:_ zy

Dtaprds le corollaire 1, et un théordme classique de Hadamard,on a
(8) det(1 - zu) = AZ+BZ { l (1 - 22 )ezzi

(le terme constant du polynBme qui est en exposant peut &tre pris nul,
pulsque pour z = O le premier membre est &gal a 1). Changeant z en -z, et
mudtipliant membre & membre les deux relations obtenues, il vient

det(1 - zzua) = e2Bz ‘ | (1 - 22 z4 ), d'od, en posant 2 = zz, U= u? :

det( 1 ZU) = eaBZTT (1 - 22,%)

Mais d'aprés la prop. 1, le premier membre est une fonction entidre d'or-
dre £ 2/3, donc de genre zéro, d'oll B = O. D'autre part, développant alors
le deuxidme membre de (8) en fonction entidre, on obtient 1 + Az + ...,
dtoll A = - Tr.u, ce qui achdve de prouver le corollaire 2.

COROLLAIRE 3. - Soient E, F deux espaces localement convexes, et soit

(p)
0< g 2/3. Alors l'application linSaire canonique de E & F dans B,(E{),F.l'))

est biunivoque.

On procéde comme pour le corollaire 2 de la prop. 1, en utilisant le
fait que la trace d'un noyau de Fredholm de puissance p.2me sommable dans
F'® F est la somme de ses valeurs propres (puisque en vertu du the. 4 le
déterminant de Fredholm est de genre 2zéro).

COROLLAIERE 4. -~ Soit u un opérateur de puissance 2/3 gommable dans un

espace localement convexe B. Alors on peut considérer le déterminant de

Fredholm de u, (qui est le déterminant de Fredholm du seul noyau de Fred-

holm de puissance p.2me sommable dans E'&5 E gui définisse l'opérateur u

-~ voir corollaire 3), On a
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det(1 - zu) =.T;r (1 - zzi)

le produit du second membre étant étendu aux valeurs propres non nulles 24

de u, suite qui_est sommable. En particulier, on a
Tr.u = Z_ Zi
i

COROLLAIRE 5. - Soit E un espace localement convexe, u un noyau de

Fredholm dans E'&ﬁ E. Pour que u n'ait pas de wvaleurs propres non nulles,

il faut et i1l suffit qu'on ait fr.u® = 0 20ur|1}2. Si alors u eat de

puissance 2/3 sommable, on a ausai Tr.u = O.
=z

Comme det(1 - zu) = exp.(zz; (—1)nznTr.un) pour |z{< 1, on aura, si
n=0

r.u® = 0 pour n»2 ¢ det(1 - zu) = exp. (-zTr.u) pour }sz) &1, done pour
tout z par prolongement analytique, donc le déterminant de Fredholm n'a

pas de zéros, et par suite nu n'a pas de valeur propre non nulle. Récipro-

quement, si u n'a pas de valeur propre non nulle, et si n 2,2, on a
u? = un"1u, done u® est le composé de deux noyaux de Fredholm, donec son

déterminant de Fredholm est de genre zéro (prop. 1, corollaire 1), donc sa

trace est la somme de ses valeurs propres. Comme u?

n'a pas de z@leur pro-
pre non nulle, il suit bien que Tr.u® = 0. De m#me, si u est de puissance

2/3 sommable, sa trace est la somme de ses valeurs propres ( corollaire 4)
done nulle.

COROLLAIRE 6., - Solt E un espace localement convexe, u un noyau de

Fredholm d'ordre O (n°2, définition 2) dans E? ® E. Alors la suite des

valeurs propres de u, rangées par ordre de modules non croissants, est a

décroisaance rapide.

Remargue 2. -~ Il existe dea opérateurs de Fredholm dont la suite
des valeurs propres n'est dans ep pour aucun p<£2 (ce qui prouve
que le th. 4, corollaire 1, ne peut &tre notablement amélioré).

On prendra une fonction continue £ gur le tore & une dimension T,

dont la suite des coefficients de Fourrier ne soit de puissance
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p.2me sommable pour aucun p<L 2 (voir [é7]), et l'opérateur de com-
position par £ dans l'espace de Banach C(T) des fonctlions conti-
nues sur T (c'eat bien un opérateur de Fredholm, comme il résulte
par exemple de [rﬂ ,j}, th. 1, cor. 3). Cela prouve ausai que la
prop. 1 ne peut 8tre notablement améliorée m8me si p=q=1 :
prendre le carré de ltopérateur précédent.

On peut se demander si, dans le cas ol la suite des valeurs pro-
pres est sommable, le déterminant de Fredholm est forcément de
genre O, ou, ce qui revient au m8me en vertu du th. 4, corollaire
2, 8i alors on a Tr.u = zz;zi (od (zi) eat la guite des valeurs
propres). En particulier, si u n'a pas de valeur propre non nulle,
a-t-on Tr.u = O ? Comparer avec le corollaire 5 du th. 4, et le
Chap. I, §5, prop. 38.

Remarque 3. - La prop. 1 se généralise sans peine au composé d'une
séquence quelconque d'opérateurs de Fredholm. On obtient un résul-
tat qui serait un corollaire direct du th. 3 et du th. 4, si on
pouvait donner du th. 3 la version améliorée signalée dans la re-
marque 1.

Remarque 4. -~ Appelons "suite non ordonnée de nombres complexes"

toute fonction & valeurs entidres ;;0, définie sur le plan com-
plexe privé de ltorigine, ne prenant qu'une infinité dénombradble
de fois au plus des valeurs non nulles. Toute suite ordinaire de
nombres complexes définit de fagon naturelle une "suite non ordon-
née de nombres complexes". Si u est un opérateur compact dans un
espace localement convexe, i1 Ilni correspond de fagon naturelle

"la suite non ordonnée des valeurs propres de u". Soit O p{+w» ,
une suite non ordonnée de nombres complexes est dite de puissance
p.2me sommable, si,6 elle provient d'une suite ordinaire (z;) de

puissance p.eme somrable. On définit une distance dp dans lt'ensem-
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ble des suites non ordonnées de puisaance p.ime sommable, en po-
sant dp(a,ﬁ) = Infl(a,) - (pi)lp, od (ay) (resp. (By)) parcourt
ltensemble des éléments de AP qui définissent la suite non ordon-
née a (resp. B). Il est immédiat de vérifier que les axiomes d'une
distance sont vérifiés, et que ltespace métrique ainsi obtenu est
complet. On ltappellera "espace des suites complexes non ordonnées
de puissance p.dme sommable®™, et on le notera Z-(p). Ltintersec-
tion des espaces Z(q) pour q¢» p, oll maintenant 04p &+ ©, est
appelé "egpace des suites non ordonnées dfordre £p", et gera muni
de la structure uniforme borne supérieure des structures uniformes
induites par les esyaces Z.(q) avec ¢ p. C'eat un espace unifor-
me métrisable complet comme on vérifie trivialement, que nous
noterona Z. ®).

Ceci dit, soit E un espace de Banach, et soit 0 {p<£1. Pour
tout u €E! (g)E, soit @ la suite non ordonnée des valeurs propres
de u, on a (th. 4) @ € Z(r), ol 1/r = 1/p - 1/2. On peut montrer
que l'application u—> @ de E! (&)E dans l'espace Z.(r) des suites

non ordonnées de puissance r.2me gsommable est continue. Voici le

principe de la démonstration ¢ il suffit de montrer que l'applica-
tion u—> @ est continue pour les suites. On utilise alors le th.i
qui donne une représentation commode des sultes convergentes dans
E'(&)E, ce qui permet facilement, comme dans la démonstration de
la prop. 1, de se ramener & un résultat plus fin sur les espaces
de Hilbert : Si H est un espace de Hilbert, 1l'application u— Q
de H!? g)H dans Z-(p) est continue. D'ailleurs, du résultat que
’
u~—> @ est une application continue de E? g)E dans Z(r) suit

~ J]
aussit8t ¢ L'application naturelle u — u de E'g E dans 1'espace

Z.(r) des suites non ordonnées d'ordre £ r, est continue. En par-
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ticulier, pour p = 0, onaxr = 0, d'oll un résultat intéressant sur
les suites converge-ntes d'opérateurs de Fredholm dfordre zéro.

5 Magnitude d'un ensemble.

DE"FINITION 3. - Soient E un espace localement convexe, A une partie

bornée de E, B son_enveloppe convexe cerclée, soit O pg1. Qn dit que A

est de magnitude p, si 1l'application linéaire naturelle de l'espace E]3

dans E est de puiszance p.2me sommahle (définition 1). Un ensemble de ma-

gnitude 1 est dit ensemble nucléaire. On appelle ordre d'un ensemble nuclé-

aire A, la borne inférieure des pg1 tels que A solt de magnitude p.

S1i nous supposons pour simplifier que E est quasi-complet ; dire que
A est de magnitude p signifie qu'il existe une suite (xi) bornée dans E,
une suite (x{) de formes linéaires sur Eg» uniformément bornées sur B, et
une suite ()\1)6 11’, telles que pour tout X €Ey, on ait

x =7:1_ )\1 (=, xi)xi

On peut alors supposer que (x{) tend méme vers O dans le dual fort de Eq,
et que (xi) tend vers O dans E. Si A est de magnitude p (resp. d'ordre ép)
alors toute partie de A est de magnitude p (resp. d'ordresp).

PROPOSITION 2. - Solent E et F deux espaces localement convexes, u
une application linéaire continue de E dans F, et soit O« pg1. Pour que u

goit de puissance p.dme sommable (resp. d'ordre ¢p), il suffit que u trans-

forme un voisinage convenable de O dans E en une partie de F de magnitude

p (resp. d'ordre £p).

Réciproquement, si u est une application de puissance p.éme sommable,

et si u est biunivoque, ou plus généralement, si son noyau admet un supplé-

mentaire topologigue, alors u transforme un voisinace de zéro de Et, en une

partie de F de magnitude p. Quand u eat de puissance p.e&me sommable sans

plus, et p< 2/3, alors u transforme un voisinage de O dans E, en une par-

tie de F de magnitude r, od 1/r = 1/p - 1/2.

Démonatration. - Elle est triviale, sauf la dernidre affirmation,
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relative au cas ou on suppose u de puissance p.éme sans plus, avec pg 2/3.
On se ramdne immédiatement au cas ol E et F sont des espaces de Banach.

Décomposons encore u = Z)\ix{ ® ¥y en produit de deux applications 1liné-
i

aires continues

xta‘,‘j,a ‘3>F

~ 2 1-p/2
ol @ est dfini par (a.x); = )\11’/ {x,x]) , B par B. (&) =Z§?\1 v/ &4¥4
soit encore B =z )\11'p/2ei ®yy, oll les e] sont les fornes linéaires
i

coordonnées sur A2. Comme ()\11-1)/2)( A, od 1/r = 1/p - 1/2, et que rg1
(puisque p$2/3), B est une application de puissance r.eme soumable de 12
dans F. Comme son noyau admet un supplémentalire topologique (comme tout
gous-espace vectoriel fermé de XZ!) on peut appliquer la premidre asser-
tion de la prop. 2, 2°, dtol résulte aussitdt la conclusion voulue.

COROLLAIRE 1., - Si 0<p42/3, ltenveloppe convexe cerclée d'un nom~

bre fini d'ensembles de magnitude p dans E est de magnitude r, 2_1_i_

1/r = 1/p - 1/2. (En_particulier, l'enveloppe convexe cerclée d'un nombre

fini d'ensembles d'ordre zéro est d'ordre zérok

COROLLAIRE 2. - Solient E et F deux espaces localement convexes, et

soit O pé2/3. Alors l'image d'une partie de E de magnitude p par une

application linéaire continue de E dans F est de magnitude r, od

1/r = 1/p - 1/2. En particulier, l'image d'un ensemble d'ordre zéro_est

d'ordre zéro.

On notera gu'il n'est pas vral que si u est un opérateur de puissan-
ce p.2me sommable, d'un espace de Banach E dans un autre F pour fixer les
idées, u transforme la boule unité de E en une partie de F de magnitude p,
(m@me si E et F sont réflexifs, et p = 1). Cela aignifierait en effet, en
désignant par N le noyau de u, que l'application de E/N dans F définie par
u eat de puissance p.2me sommable. Or on a vu guten général i1 n'en est

rien (Chap. I, (3, n°2, remarque 9). On voit de la m8me fagon que si M eat
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un sous-espace vectoriel fermé de F, une partie de M peut 8tre de magni-
tude p dans F sans 1'2tre dans N (prendre encore p = 1). Cependant, on a

le

THEOREME S« — Solent E, F deux espaces localement convexes u une ap-

plication linéaire de puissance p.dme gommable de E dans F, ol 04p42/3.

Soit N un sous-espace vectoriel fermé de E contenu dans le novau de u

(resp. M un sous—espace vectoriel fermé de F contenant u(E)). Alors l'ap-

plication linéaire v de E/N dans F (resp. de E dans M) définie par u est

de puissance r.eme sommable od 1/r = 1/p - 1/2.

Démonstration. - Envisageons d'abord l'application de E/N dans F dé-
finie par u. D'apres la deuxidme partie de la prop. 2, u transforme un
voisinage de O pour T(E,E') en une partie de F de magnitude r, ol
1/ =1/p - 1/2, 11 en est donc de m#me de v, d'oll la conclusion voulue en
vertu de la premidre partie de la prop. 2 (compte tenu du fait que les
applications de pulssance r.2me sommable d'un espace E ne dépendent pas de
la topologie de E, mais seulement de son dual). Supposons maintenant que v
soit 1ltapplication de E dans M définie par u. Soit Fé lt'eapace F' muni de
la topologie de la convergence uniforme aur les parties compactes conve-—
Xea cercléea de F. tu est évidemment une application de puiasance p.2me
gommable de Fé dans E'. , s'annulant sur le polaire M° de M, donc l'appli-
cation v' de Fé/M0 qui lui correspond est de puissance r.2me sommable,
d'aprés ce qui précéde. Comme le dual de Fé/Mo est évidemment M, il suit

que tv' est une application linéaire de puissance r.2me sommable de E danas

M. Or 11 est immédiat que tv' = V.

COROLLAIRE 1. ~ E, F, M et N étant comme dans 1'énoncé du th. 5, ltap-
plication de E/N dans M définie par u est de puissance r.2me sommable, gg

1/r = 1/p - 1, pourvu que r¢1, f.e. pgif2.
I1 suffit d'appliquer deux fols de suite le th. 5.

COROLLAIRE 2. - Sous les conditions précédentes, gl u est une appli-
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¢ation d'ordre zéro de E dans F, u définit aussi une application d'ordre

zéro de E/N dans M.

COROLLAIRE 3. - Si M est un sous-espace vectoriel fermé d'un espace

localement convexe F, A une partie de M qui est de magnitude p dans P (o_D.

0<4pg£2)3), alors A est de magnitude r dans M, od 1/r = 1/p - 1/2. En_par-

ticulier, si A est d'ordre zéro dans F, i1 est d'ordre O dans M.

Un autre conséguence intéressante du the S est la

PROPOSITION 3. - Soit ® un espace localement convexe, F un gous-espa-

ce vectoriel fermé, u un opérateur de puissance p.eme sommable dans E tel

gue u(F)CF, ol 0Lpg1/2. Solent r et s tels que 1/r = 1/p - 1/2,
1/s = 1/p - 1. Alors u est de la forme

e N @5 + iy O3,

o (Ne &7, (u)ed®, od (x]) et (y]) (zesp. (x;) et (yy)) sont deux sui-

tes extraites d'une partie compacte convexe cerclée de Et') (resp. E), avec
x, € F, y] €F°%

Démonstration. - On peut trouver un voisinage convexe cerclé V de O
dans E_ tel que u provienne d'une application de pulssance p.2me sommable
de f.:, dans E; 11 suit, en posant U = VNF, que la restriction de u a F
provient d'une application de puissance p.&me sommable de F{I\J dans E. En
vertu du th. 5, comme cette application applique F’I; dans F, c'est une ap-
plication de puissance r.dme somnable de F/I\J dans F, oa 1/r = 1/p - 1/2,

donc de la forme Z{)‘i zi@xi, o ()\i)elr, et ol (Zj',) (resp. (xi))

est une sulite extraite d'une partie compacte convexe cerclée de (E%)'
(resp. de F). En vertu du th. de Hahn-Banach, les z], identifiés a des
formes linéaires sur F, sont les restrictions d'une suite (x{) de formes

linéaires sur E, uniformément bornées sur V. Posons v = u - Zi_)\ix{ ®zx,,

c'est une application de E dans E de puissance r.e&me somnable, z'annulant

sur F. En vertu du th. 5, l'application de E/F dans E qu'elle définit est
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de puissance s.2me somnable, od 1/s = 1/r - 1/2 = 1/p -~ 1, donc de la
forme 2 pe¥] ® ¥y, ol (py)e€ 28, et on (y]) (resp. (y;)) est une suite
i

extraite d'une partie compacte convexe cerclée du dual fort de E/F (resp.
de E), Comme le dual fort de E/F s'applique continfment dans le sous-

espace F° de E la conclusion voulue suit aussitét.

1
b’
COROLLAIRE. - Sous les conditions de la proposition 3, si uy (resp.

u2) désigne l'opérateur dans F (resp. dans E/F) défini par u, uy, et u,

sont des opérateurs de Fredholm. Supposons que péz/s, ou que E est un es-

pace_de Banach et que E, F, E/F satisfont & la condition d'approximation

(Chap. I, §5, n°1, définition 9). Dans le premier cas, u, u et u, sont

de puissance 2/3 sommable, donc dans tous les cas on peut prendre Tr.u,

Truy , Treu, (voir corollaire 3 du th. 4). Alors on a
Tr.u = Tr.u1 + Tr.u2
Ce corollaire résulte immédiatement de la décomposition donnée dans
la prop. 3. D'ailleurs, sous les conditions du corollaire, en appliguant
ce m8me corollaire aux itéré: successifs de u et en appliquant la formule
générale det(1 - zu) = exp(nZO(A)nznTr.u") (valable pour z assez petit),
on conclut aussi
det(1 - zu) = det(1 - zuy ) det(1 - zu2)
Jtignore si le corollaire est vrai si on suppose seulement p(2/3,
ou 81 u est le composé de deux opérateurs de Fredholm.

PROPOSITION 4. - Soit E un _espace localement convexe, guasi-complet

pour simplifier.

1. Soit 0Lpgl, et soit A une partie de E de magnitude p. Alors A

egt contenu dans l'enveloppe convexe cerclée fermée d'une suite (Xixi),

ol (xi) est une suite bornée dans E, et oi ()\i)elr, avee i/r = 1f/p - 1.

2. Soit (x;) une suite bornée dans E, et soit (Xi)e 29, o 0&£qgts

Alors l'enveloppe convexe cerclée fermée de la suite ()\ixi) est de
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magnitude p, ol 1/p = 1/q - 1/2
Démonstration. - 1. Supposant A convexe cerclé, on a pour xeFA :

x =Z Py & xi)xi’ od (x{) est une suite bornée de formes linéaires
!

bornées sur FA’ (xi) une suite bornée dans E, et (p.i)( AP. on peut suppo-
ser Z-%‘p.i\pé 1 et |¢(=, x])| & 1 pour x €A. On aura alors, pour x €A :
X = Zi_—_ E4¥ys ou & = p‘ip (x,xly, et y; = V},-pxi’ Comme ;‘ﬁi‘é‘l, x
est dans l'enveloppe convexe cerclée feemée de la suite fixe (yi)’ qui
est bien du type annoncé (faire )\i = p.;.'p).

2. La deuxieme partie est un corollaire de la prop.
2, car l'enveloppe convexe cerclée fermée de la suite ()\ixi) est identi-
que & l'ensemble des sommes Zl_ By )\ixi, ot Z'V‘il £ 1, done identique

a l'image de la boule unité de X1 par ltapplication u = Z)\ie{ @xi
i

(e{ étant la i.éme forme coordonnée dur 11 ), application qui est de puis-

sance g.éme sommable,

COROLLAIRE 1, — Soit A une partie de £ de magnitude p, ou O<p$2/5.
Alors son enveloppe convexe cerclée fermée est de magnitude r, 93
/r =1/p - 3/2.

Il suffit d'appliquer successivement les deux parties de prop. 4

COROLLAIRE 2. - Soit E un espace du type (F ). Pour qu'une partie A

de E soit d'ordre 0, il faut et il suffit qu'elle soit contenue dans l'en-

veloppe convexe cerclée fermée d'une suite a décroissance rapide dans E.

En particulier, son enveloppe convexe cerclée fermée est d'ordre zéro.

Rappelons gqu'tune suite (xi) dans un espace localement convexe E est
dite "a déoroissance rapide®, si pour toute semi-norme continue p sur E,
la sulte (p(xi)) est & décroissance rapide ; et que si E est du type (F),
cela gignifie aussi que cette suite est de la forme ()\iyi), ot (y4) est
une suite bornée dans E, et ol (A i) est une suite de scalaires & décrois-

gsance rapide (comme on s'en convaine facilement en utilisant la "propriété
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de dénombrabilité de Mackey"). La partie directe du corollaire 2 résulte

alors immédiatement du corollaire du th. 2 (n®2), la réciproque résulte de

la prop. 4, 2%,
Remarque 5. - Dans la remarque 1 (n°1) nous posions une conjecture
qui impliquait que le produit vu de deux opérateurs de Fredholm
(u de E dans F, v de F dans G) est de puissance 2/3 sommable. En
composant avec la prop. 3, 1l suivralt aussitdt que v ou transfor-
me un voisinage V de O dans E_. convenable en une partie nucléaire
A de G. Ce résultat est effectivement vrai, et peut se démontrer
trés élémentairement ainsi ¢ on considdre encore u comme composé

de deux applications linéaires continues :

E = \12 £ > F,

de telle sorte qu'on est ramené au fait gque lt'application de Fred-

holm vB de X2 transforme la boule unité de £2 en une partie nu-
cléaire de F, ce qui résulte en effet aussitft du fait que tout
sous-espace vectoriel fermé de /[2 admet un supplémentaire topolo-
gique (prop. 2, 2°9).

6. Exemples.

La théorie des espaces nucléaires (voir§§suivants) nous donnera un
grand nombre dtexemples d'applications d'ordre zéro et d'ensembles d'ordre
géro (voir §2, n%, th. 11, corollaires 1 et 2).

Les applications de Fredholm d'un espace localement convexe dans un
espace L‘(p), et les parties nucléaires de L1(p), ont 6té caractérisés
trés simplement au Chap. I, §2, prop. 9 et corollaire. Il est facile, par
transposition, d'en déduire une caractérisation concr2te des applications
de Fredholm d'un espace C(K) (espace des fonctions continues sur l'espace
compact K) dans un espace localement convexe quelconque (voir [1ﬂ s §3,
the 1, cor. 2).

En dehors du cadre des espaces nucléaires et des deux cas précédents,
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11 ne semble pas y avoir de caractérisation simple des applications de

Fredholm, ou des applications d'ordre O, d'un espace localement convexe
donné dans un autre, autres gque les caractérisations générales obtenues
sux numéros précédents. (Nous mettons 2 part le cas des applications d'un
espace de Hilbert dans un autre, ol toutes les classes d'opérateurs envi-
828468 précédemment sont particulidrement bien connues - voir [1ﬂ , Chap.
2). Dans la suite de ce numéro, nous nous bornons & établir que certaines
applications linéaires, importantes en pratique, sont de puissance p.dme
sommable. Ces résultats sont d'ailleurs sans doute bien connus, a la nota-
tion générale et commode développée précédemment prés.

Td désigne le tore a 4 dimensions, espace produit de d espaces iden-
tiques au tore a une dimension T = R/Z (groupe quotient de la droite réel-
le par le groupe des entiers Z). Soit m un entier,E un espace localement
convexe }z(m)(Td,E) désigne l'espace des applications de Td dans E qui
sont m fois continliment différentiables, ffé%)(Td,E) ltespace des appli-~

d

cations de T° dans E qui sont "m fois différentiables au sens de Pn -

ol 0L pgt+oo est donné —, ce qui signifie que pour tout x'€E!,

(f(t),x') est une fonction sur rd

qui est dans 1P ainst que ses distri-
bvutions dérivées d'ordre & m, et que pour tout indice de dérivation «
dtordre ¢ m, on a

D* (£(t), 'y = (£,(t), x')
ol fa(t) est une application de Td dans E quil est scalairement de puis-
sance p.eme sommable.? On a donc

€Wl €Padmc ElPal s

PROPOSITION 5. - 1. Soit £ une application de Td dans un espace localement

convexe, quasi-complet E, X fois différentiable au sens de L1. Si m est un

entier tel que X,)m + d (ce qui implique done ] S>d)y on a
(9) ¢ =Z;_ Nypy ® 2,
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ob (ai) est une suite bornée dans E, ((pi) une suite bornée dans ‘ﬁ(m)(Td),

et ol ()\1) est une suite ayant un exposant de convergence £r, oil
r=a/(A - m

Par suite, on a, si Lsm+a,r=a/(d -,

‘El‘})md,n)c €@t &

2. Soit £ une application de Td dans un espace de Hilbert

E, X/fois différentiable au sens de L2, Alors, si m est un entier 0 tel

gue 1 >m + d/2 (ce gui impligue donc A > d/2), on_a encore la formule (9)
mais oli r est donné par

yr=1/2 + (1 - m)/a
Par suite on a, si A>m + &/2, 1/r = 1/2 + A - m)/d s

‘(‘,’I“;t)(rd,E)c €@t B 5

Bien entendu, comme d'habitude, p®a désigne la fonction t — p(t)a.

Les deux inclusions Gonnées dans 1l'énoncé sont justifiées si on identifie,
1
comme i1 est toujours possible, ~g(m)(Td) (®) E (donc son soua-espace

d

r)
g(m)(Td) ® E) a un espace d'applications de T" dans E.

Démonstration. - Nous utiliserons la transformation de Fourier. Soit

zd l'engsemble des éléments de rd a coordonnées entidres, n = (n1 ,...,na)

1'é1ément générique de Zd, {n] son module; soit e, l'exponentielle

d

d
e, (&) = exp. (Z_1 21Ww¢ n,), considérée comme une fonction sur T°. La série
a=

de Fourier de £ est 2 :

1. Bien entendu, une fonction f & valeurs dans E est dite scalairement de
puissance p.éme sommable, si pour tout x'€ E', la fonction scalaire
{2(t)3x'y est de puissance p.2me sommable.

2. Bien entendu, les coefficients de Fourier de la fonction vectorielle f

sont donnés par définition par a = fd f(§)en(§)d§. S1i E est quasi-come-
T

plet et £ faiblement continue, ou si E est un espace de Banach réflexif
{en particulier, dans les conditions envisagées dans la prop. 5), ces
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f == Z.aHQen
n

La fonction n— a, (définie sur Zd, & valeurs dans E) est telle que son
produit par (1 + {n| )’?’ reste borné, comme on voit en se ramenant immédia-
tement au cas scalaire, ol cela résulte d'intégrations par parties clas-
siques. Posons done b = (1 + |n\)1an, Py = en/(1 + |nf )m,
)‘n = (1 + n)'d‘m). On vérifie immédiatement que ((pn) est une suite
(multiple) bornée dans g(m) (Td); d'autre part l'exposant de convergence
de la suite ()\n) est LT = d/(X- m)é 1, et on aura manifestement
f = ZE' )\nﬁpn ® bn.

2, se démontre de fagon analogue, mais ici le produit an(1 + n)’t
est non seulement borné dans E, mais a m8me décroissance & 1'infini qu'une
transformée de Fourier (vectorielle) d'une fonction de carré sommable sur
Td & valeurs dans l'espace de Hilvert H, i.e. est elle-m&8me de carré som-

mable, d'ol aussit6t l'amélioration voulue de la conclusion de la premi2re

partie.

COROLLAIRE 1. -~ Soit f une application d'un ouvert U de Rd’ dans un

espace localement convexe quasi-complet E, /‘fois continlment différen-

tiable, avec X > 3/2 4; soit K un compact dans U. Alors l'enveloppe con-

vexe cerclée fermée de f£(K) est d'ordre r, od 1/r = ild - 1/2. 81 E est

un espace de Hilbert, il suffit que /[/d, et on peut prendre r = d//P, .
Recouvrons K par un nombre fini d'homothétiques Ka du cube Id conte-

nus dans U (od I est lintervalle compact (0,1)). Soit K! un autre cube

homothétique a Id, contenu dans U, tel que K soit intérieur a K', et soit

Y, une fonction indéfiniment différentiadble sur rd égale 41 sur K , 2 0

intégrales représentent bien des éléments de E. Il est bien connu que la
formule de Fourier-Plancherel vaut encore pour des fonctions de carré
somnable & valeurs dans un espace de Hilbvert.
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dans CK&’ Posons &y = ﬂtaf. f(Ka) est contenu dans l'image de 1la boule
unité de l'espace (M:(Ka) des mesures de Radon sur Ka per une application

linéaire faiblement continue Z‘)\iq’i ® :3.i (o} les (Pi sont des fonctions
i

continues sur Ka interprétées comme des formes linéaires faiblement conti-
nues sur oﬂkxa), dual de C(Ka)) qui est d'ordre s, ol 8 = d/l» (appliquer
la prop. 5, 2% & _a fonction gy sur K!, qui y eat la restriction d'une
fonction 4 fois périodique et X fois continfment différentiable sur Rd H
on feram = O dans l'énoncé de la prop. 5). Si E est un espace de Hilbert,
on peut m&me prendre z tel que 1/s = ,g/d.+ 1/2 (prop. 5, 2°). Prenant la
somme directe des CAL(KQ), dual de la somme directe des C(Ka), on voit que
£(X) est contenu dans l'image de la boule unité du dual d'un espace de
Banach par une application lindaire faiblement continue d'ordre s. Comme
cette image est convexe, cerclée, et faiblement compacte, et & fortiori
faiblement fermée, elle contient l'enveloppe convexe cerclée fermée de
£(X). Il suffit maintenant d'appliguer la prop. 3, 2° pour obtenir le

corollaire 1. En particulier :

COROLLAIRE 2. -~ L'image d'une partie compacte K de r? par une appli-

cation indéfiniment différentiable d'un voisinage de K dans un espace lo-

calement convexe quasi-complet est d'ordre zéro.

COROLLAIRE 3. - Soit £ une application X fois différentiable au seng

de 1! ge 7°

dana un espace localement convexe quagi-complet Ej goit m un

entier >0 tel que X)m + d, et considérons l'apolication lindaire natu-

relle u, de l'eapace de distributions ~8'(m)(Td) dual de !f(m)(Td), dans
E, définie par f

u, = [e(4)1,a8
transposée de 1'application linéaire v, de E' dans 'E(m)(Td) définie par

b
(vx)(8) = (£(t), x')



{
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u, et Ve aont dea applications linéaires d'ordre r, ol T = a/(X - m).

En effet, appliquant la prop. 5, 1°, la décomposition (3) de £ impli-
gque une décompoaition correspondante de up et Ve qui donne le résultat
voulu.

COROLLAIRE 4. - Soient L, m deux entiers tels que £ »m + d. Alors

ltapplication identigue de t'(m)(Td) dana ﬁ'(L)(Td) et ltapplication

identique de “8(2)(Td) dans ‘8(m)(Td) sont d'ordre « aj(h- m).

En effet, c'est 13 un cas particulier du corollaire 3, en prenant
E = ‘gvd) (Td) muni de la topologie de la convergence compacte sur
€M) 19y et 2(t) = masse + 1 au point t. Cette application est bien A
fois continfiment différentiable, et ltapplication de €' (™) (pdy gang
f'a)(Td) qu'elle définit eat lt'identité. Il en est donc de m&me de l'ap-
plication tranaposée.

Le corollaire 4 se compl2te par la

PROPOSITION 6. - Solent m, £ deux entiers » 0, £ non nul. Alors 1tap-

plication identigue de ©(™ (7%) gans €' @) (19) est une application de

Frednolm. Si m + X.) d, alors c'est méme une application d'ordre 5d[(m+1).

Pour la premiére partie, on est ramenéd & prouver que l'application
identique de i(o)(l‘d) dana ﬁ'(1)(Td) est une application de Fredholm.
Par transposition, il suffit manifestement de prouver que l'application
identique de ‘8(1)(Td) dans 1',1 (Td) est une application de Fredholm. Or
cette dernidre est la composée de lt'application identique de '8(1)(Td)
dans ~g(o)(Td)c L”(Td), qui est compacte comme il est bien connu (cri-
tére dtAscoli), et de l'application identique de L°° danas L1, qui est de
"tvpe intégral®™ (Chap. I, §4, prop. 27 et définition 7), donc elle est
une application de Fredholm en vertu du th. 10 du Chap. I. Supposons main-
tenant A+ m >d, nous écrivonsz pour toute £ € E(m)(Td) son développement

de Fourier £ = Z an(f)en. Quand £ parcourt la boule unité de E(m)(Td),
n
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(1 + |n|)man(f) reate uniformément borné ; et d'autre part pour n variable
(1 + \n\)j'en reate borné dans ~8'(1)(Td), car son prodult scalaire par
toute g€ ’g‘x)(Td) est (1 + |n\)£an(g), qui reate borné. Si donc on poae
(f,xa) = (1 + \n\)man(f), yp = 0+ |n\)2£n, alors les x! forment une
guite bornée danz le dual de 1E(m)(Td), les ¥, une sulte bornée dana
1?'(1)(Td), et on aura pour toute £ € 1§(m)(Td) :

t = Zn’)\" (%), ot N, = (1 + nybm
La prop. 6 en résulte auasitdt. Bien entendu, on aurait pu démontrer di-

rectement le corollaire 4 de la prop. 5 de cette manidre.

§ 2. THEORIE INTERNE DES ESPACES NUCLEAIRES

1. Définition et caractérisationa des eapaces nuclbaireas.

DEFINITION 4. - Un_espace localement convexe séparé est dit nuclé-

aire, si quel gue soit l'espace localement convexe géparé F, l'application

linéaire naturelle de E ® F dana :ge (Eé, F&!,) eat un igomorpniasme topolo-

gique du premier eapace dana le second (quand E ® F eat muni de sa topolo-

gie de produit tensoriel projectif - Chap. I, définition 2).

THEOREME 6. - S0oit E un eapace localement convexe. Lea hypothdsea

suivantes aont équivalentes.

a. E est nucléaire.

a. bis. Lea conditiona de la définition 4 sont satiafaites quand on

¥y suppose que F est un eagpace de Banach.

b, Quelle que soit la partie équicontinue convexe cerclée A de E', il

exiate une partie équicontinue convexe cerclée faiblement fermée B telle

gque A goit une partie nucléaire de Eﬁ, i.e. telle que l'application

identique de E] dans E} 30it nucléaire (Chap. I, §3, n° 2, définition 4).

c. Pour tout voisinage convexe cerclé V de O dans E, l'application

canonigue de E dang E;

S'il en est ainsi, alors pour tout espace localement convexe F, E @ F

eat nucléaire.
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est dense dana lge(Eé,Fé), et ai E et F gont completa, l'application li-

néaire canonique de E ®F dans £e (Eé ,FE") egt un isomorphisme vectoriel

topologique du premier eapace gur le gecond.

Remargue 6. - Notons d'ailleurs que 2i E eat quasi-tonnelé, plus gé-
néralement, ai toute partie compacte convexe cerclée de E} eat équiconti-
nue, on peut remplacer l'énoncé b. par l'énoncé plus court : b. bis. Toute

partie équicontinue A de E' est nucléaire dang E%. (Voir §1, n°5, défini-

tion 3). En effet, b. implique trivialement b. bis. de toutes fagona, et
b. bia. implique que pour toute partie équicontinue convexe cerclée ACE!?,
existe une partie compacte convexe cerclée B de E' telle que BDA, et que
lrapolication identique E] —> E{ soit nucléaire (voir Chap. I, 3, n°2,
texte auivant la définition 4), et en vertu de l'hypothége sur E, B sera
équicontinu, ce qui prouve b. Cette subatitution peut se faire en particu-
lier si E eat métrisable, ou du type (HF). b bis. signifie ausasi que
toute application linéaire u d'un eapace de Banach F dans Eﬁ transformant
la boule unité en une partie équicontinue (i.e. qui est gimplement conti-
nue, loraqu'on suppoase E quasi-tonnelé) est nucléaire. (On peuf en effet
dang b bis. supposer E| complet, et alors ltéquivalence des deux énoncés
ge voit en pogant d'une part F = Ef, et en congidérant d'autre part u
comme le composé F—> E] —» E', oi A est 1l'image de la boule unité de F
par u). Notons que, danz tous leg cas, la condition c. est éguivalente a

la condition ¢ bis. Toute application linéaire continue de E dans un ea-

pace de Banach est nucléaire. En effet ¢ bis. implique trivialement c.,

et la réciproque se voit en remarquant que toute application linéaire con-
tinue u de E dana un eapace de Banach F eat la compozéede deux applica-
tionz linéaires continuea E-—*Ié}-—4~F. (ol V eat p. ex. l'image inverae
par u de la boule unité de F).

Démonatration du th. 6. - Dire que E eat nucléaire, i.e. que pour

tout eapace localement convexe F, l'application canonique de E ® F dana
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Qge(Eé,Fé) eat un isomorphisme topologique, aignifie ausai (par polarité)
que tout engemble M de formez linéaires sur E ® F, équicontinu pour la
topologie de produit tensoriel projectif, eat aussi équicontinu pour la
topologie induite par Qee(Eé,Fé). Nous allona montrer que 2i on exprime
ceci seulement pour tout eapace de Banach F et dana le cas ol M est réduit
a up sepl élément, on obtient la condition b., d'od & fortiori les impli-
cationa a.==pa bige=—=p b. La condition envisagée aignifie que toute forme
bilinéaire continue sur EXF, ot F eat un espace de Banach, eat intégrale
(Chap. I, $4, n°3, définition 7). Soit alors A une partie équicontinue
convexe cerclée faiblement fermée de E', pogons F = E}» ltapplication i-
dentique de F danz E' dé6finit une forme bilinéaire continue sur EXF, qui
eat donc intégrale. En vertu du Chap. I,4$4, lemme 13, 2°, 11 exiate une
partie équicontinue convexe cerclée faiblement fermée A1:) A de E telle
que l'application identique de F = El dans E&1 goit intégrale. Appliquant

ceci a A1 au lieu de A, on voit donc qu'il exiate une partie équicontinue
convexe cerclée faiblement fermée B DO A1 de Ev, telle que l'application
identique de E& dang Eﬁ 8oit intégrale. L'application identique de E‘

1

dans E} apparait donc comme compoade de deux applicationa intégrales, et
eat par suite nucléaire. (Chap. I, §4, th. 10, corollaire 1). On a bien
prouvé la condition b.

b. impligue a., car soit M un ensemble équicontinu de formea biliné-
aires sur EXF, i.e. correspondant & un ensemble d'applications lindaires
de F dans E' appliquant un voiginage fixe V de O dana F en une partie
équicontinue convexe cerclée faiblement fermée fixe A de E'; montrons que
M eat un ensemble Squicontinu de formez linéaires asur E® F pour la topo-
logie induite per R?e(Eé, F!). En vertu de lthypothéae, il exiate une
partie équicontinue convexe cerclée faiblement fermée B de E', telle que

ltapplication identique de El dans E} aoit nucléairey supposons p. ex. za
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norme-trace £ 1. Il suit que lea u€M g'identifient & des applicationas

nucléajires de Fy dans Eﬁ, de norme-trace ¢ 1, i.e. proviennent tous de la

boule unité de Ef 6Eg.., d'oll augsitdt la conclusion. On a ainai prouvé
que lea conditions a., a bis., b. du th. 6 gont équivalentes. D'autre
part, c. implique b., car supposant vérifié c., soit A une partie équicon-
tinue convexe cerclée faiblement fermée de E', aoit U son polaire, et asoit
V un voisinage convexe cerclé de O dana E, VCU, tel que l'application li-
néaire canonique de E; dans ﬁ; aoit nucléaire. Alors l'application trans-
poaée, qui n'eat autre gque l'application identique de E] dans Ef, oll B

est le polaire de V, eat aussi nucléaire (Chap. I, §3, n®2, prep. 15, 1°).
Réciproquement, preuvona que b. implique c., et plua généralement le

LEMME 2. - Soit E un espace nucléaire, F un egpace de Banach, M un

engemble équicontinu d'applicationa linéairea de E dana F. Alora il exiate

une partie équicontinue convexe cerclée faiblement fermée A de E' telle

que M goit contenu dang l'engemble Jes opérateurs définig par la boule

unité de EA ® F.

On voit d'abord comme dana la preuve de b.==sda. que les *u aont tous
des applicationz nucléaires de norme-trace £ 1 de F! dana®un espace EA, od
A eat une partie équicontinue convexe cerclée faiblement fermée convena-
ble de E'. Donc lea ‘u proviennent tous de la boule unité de lteaspace
F"@ EA Il en eat donc de m&me des u &M eux-m@mes, quand on lez conaiddre
comme dea applications linéaires de E dans F". Cela démontre déja le lemme
2 quand F eat réflexif. Par ailleurs, il est immédiat qu'il suffit de vé-
rifier ce lemme quand F eat un ezpace ﬁ;, ol V parcourt un systdme fonda-
mental de voiasinagea convexea cerclés de O dans E. Le lemme 2 résultera

alora du

LEMME 3. - Un espace nucléaire E admet un systd®me fondamental de voi-

8inages convexes cerclés fermés de zéro V tels que les ﬁ; goient des espa-

ces de Hilbert.
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Soit en effet A une partie équicontinue convexe cerclée faiblement
fermée de E'jy il existe une partie équicontinue convexe cerclée faiblement
fermée B D A telle que l'application identique de EA dans E} soit nuclé-
aire. Or, on a vu (par exemple dans la démonstration de Chap. I, §5, n°3,
prop. 44, ou Chap. II, §1, n°3, th. 3) qu'une application nucléaire eat
la composée d'une application linéaire continue de E] dans A2 et d'une
application linédaire continue de L2 dana Eé. Si Ao eat l'image de la

boule unité de X2 par cette dernidre application, A_ eat équicontinue,

0

contient & une homothétie prdaz ltenzemble A, et E{ eat un eapace de Hil-
c
bert (car isomorphe a un espace quotient de ,XZ). Soit V le polaire de Ao,

é; eat un eapace de Hilbert, car son dual EL eat un eapace de Hilbert.
°

Par conatruction, lea V et leurs homothétiques parcourent un systdme fon-
damental de voisinages de O dans E, d'oli le lemme 3.

Pour achever de preuver le the. 6, il reste A montrer que zi E eat
nucléaire, aloras E® F eat dense dans xe (Eé, F;-!;)’ i.e. que toute appli-
cation linéaire continue de EY dana F eat limite, uniforme sur toute
partie équicontinue de E', d'applications linéaires continues de rang fini.
Mais cela résulte auasitdt de la condition d. du th. 6, et de la prop. 44
du Chap. I, §5, n° 3.

COROLLAIRE 1. - Un espace nucléaire est du type (f) ({91, §3, n%,

définition 5). En particulier, ses parties bornées sont précompactes.

Dire que E esat du type Cfﬁ, aignifie en effet gque pour toute partie
équicontinue convexe cerclée faiblement fermée A de E', en exiate une su-
tre B D A telle que A goit compact dans Eé, ce qui est évidemment une con-
séquence de la condition b. du th. 6, une application nucléaire &tant com-
pacte. En particulier :

COROLLAIRE 2. - Un espace de Banach nucléaire esat de dimengion finie.

Signalons cependant, qu'un eapace nucléaire complet peut &tre non
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tonneld (& fortiori non bornologique), et avoir un dual fort non quasi-
complet : voir ¢ 3, n°3, exemple 4 (avec F nucléaire), et §4, en particu-
lier n°1, prop. 14. Un autre corollaire, & vrai dire trivial & priori,

est le

COROLLAIRE 3. - Un espace localement convexe E est nucléaire si et

geulement ai aon complété l'eat.

En effet, la condition b. du th. 6 eat la méme pour E ou son complété,

COROLLAIRE 4. - Soit ® un eapace nucléaire, F un egpace localement

convexe.

1. Pour qu'une application linéaire u de E dang F goit nucléaire, il

guffit que u tranaforme un voisinage convenable de O en une partie bornée

de F dont l'adhérence est compldte (donc, si F est quasi-complet, il faut

et il suffit que u goit bornée).

2. Toute apvlication linéaire de F dana E' qui transforme un voisgi-

nage de zéro convenable en une partie dquicontinue de E', est nucléaire,

et m&me une application nucléaire de F dans un eapace EA, ol A est une

partie dquicontinue convexe cerclée faiblement fermée convenable de E'.

3. Toute forme bilindaire continue sur EXTF provient d'un élément

"N
d'un_espace EA G)Fé, od A (resp. B) eat une partie équicontinue convexe

cerclée faiblement fermée convenable de E (reagp. F).

Pour 1. la nécessité eat triviale de toutes fagons (une application
nucléaire étant compacte), et pour la suffisance on eat aussit8t ramené au
cag ol P eat un espace de Banach (en introduisant au begoin un espace de
Banach FA)’ et on applique alors la condition ¢. du th. 6. D'autre part,
2. réaulte de 3., qui eat une conséquence immédiate de la condition b. du

th. 6.

COROLLAIRE S. - Soit E un_espace nucléaire complet, M un espace loca-

lement compact muni d'une mesure positive p. Alors toute application liné-

aire faiblement continue de L°° (p) dana E provient d'un §lément de L%(p)
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(voir aéfinition au Chap. I, §2, n°2). Si E est du type (F), toute appli-

cation £ de M dang E gui est gcalairement gommable (i.e. telle que la fonc

tion t-—a(f(t),x'> goit sommable pour tout x'€ E') eat gommable.

La premiere partie du corollaire résulte de la fin du th. 6, joinigau
fait que E & L' (p) peut a'identifier & Li(p) (Chap. I, §2, n°2, th. 2). La
deuxid®me partie du corollaire en résulte, car E &tant aéparavle en tant
qu'espace du type (F) et (f) (voir corollaire 1) £ sera fortement mesu-
rable; d'autre part, E étant du type () (corollaire 1), ltapplication li-
néaire w——ifwfdp de L° (p) dans le dual algébrique de E' eat en fait une
application de L°°(p) dans E (car, comme il est bien connu - conaéquence
du th. du "graphe fermé" - .fwfdp est une forme lindaire sur E' bornée sur
lea parties équicontinues, d'ol suit ici, E &tant du type (55,qu'e11e est
m@me faiblement continue sur lea partieas équicontinuez, donc € E puiaque
E est complet). Cette application étant faiblement continue, eat donc don-
née par vn §lément de Lé(p), qui ne peut &tre que f. On a dea énoncés ana-
loguez pour lez applications lindaires d'un espace Lp(p) dans E, et les
applications de M dans E qui sont scalairement de puissance p.2me zommable,
On pourrait multiplier les exemples de cette nature.

THEOREME 7« - Soit E un espace du type GTV), ou du_ type (&ff3 et com~

plet. Les conditions suivantes sont équivalentes :

a. E est nucléaire.
be. E% eat nucléaire.

a'. Toute partie bornée de E% eat nucléaire.

b'. Toute partie bornée de E eat nucléaire.

Démonstration. — Notona d'abord que chacune des 4 conditions envisa-
géea implique que E eat réflexif (& cause du th. 6, corollaire 1 dans le
cas de a. et b., et parce qu'un ensemble nucléaire est relativement com-
pact et & fortiori faiblement relativement compact, dans le cas de a' et

b'). Cela permet, par raison de symétrie. de nous borner au cas ol E est



§2,n" ESPACES iGCLEATRES 41

du type (F ). Alors le th. 6 (condition b bia de la remarque 6) prouve
1'équivalence de a. et a'., ainzi que de b, et b's Il guffit donc de prou-
ver que a. implique b'. et que b', implique a. Supposons donc d'abord E
nucléaire, et aoit A une partie bornée convexe cerclée fermée de E. Comme
A eat compacte (th. 6, corollaire 1) et a fortiori faiblement compacte, A
est ltimage de la boule unité du dual F' d'un espace de Banach F = ET., par
une application linéaire faiblement continue u. Dtapréds la fin du th. 6,

u provient donc d'un élément de E 61", et d'aprds le Chap., I,$§2, th. 1,

u est donc nucléaire, ce qui signifie que A est une partie nucléaire de E.
Réciproquement, si toute partie bornée de E eat nucléaire, nous allons
prouver que E est nucléaire en appliquant le critére a bis. du th. 6 s il
faut prouver que pour tout eapace de Banach F, lt'application canonique de
E@F dans &(Eé, Fé) est un igomorphisme topologigque. Il suffit pour
cela de prouver gue l'application canonique de E ® F dans %(Eé, Fé) est
une application biunivogque du premier eapace sur le second, car en vertu
du "théordme dea homomorphismes" de Banach, il suivra que cteat m@me un
igomorphiame topologique. Que 1l'application précédente soit une applica-~
tion du premier easpace gur le asecond résulte immédiatement de 1'hypothese
et du début (trivial) de la prop. 2 (§1, n°5), en interprétant les &16-
ments de £‘e (Eé, F&!’) comme des applicationa linéairea faibdblement continuea
de F' dans E. (En fait, remplagant dana ce raisonnement $e (Eé, F,‘!,) par
Eg F, on voit qu'il suffit méme de supposer que les parties compactez de
E soient nucléairea ; nousz obtiendrons un résultat plus fort comme conzé-
quance du the. 8 ci-deasous). Dire que ltapplication précédente eat biuni-
voque signifie que toute u€E é\JF orthogonale & E' ® F' est nulle, ctest
a4 dire par pelarité que toute forme bilinéaire continue sur EXF eat adhé-
rente & E' ® F! pour la topologie faible définie par E @ F, ou encore pour
la topologie de la convergence bicompacte (Chap. I, §4, n°2, PTop.21).

Maig interprétant une forme bilinéaire continue sur EXF comme une
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application linéaire continue de E dans F', il suffit encore dtappliquer

la prop.44 du Chap. I, §5, n°3, leas parties compactea de E étant nucléai-~

rea.
Remarque 7. — Il semble que le th. 7 zoit valable dans desg condi-
tiona bien plus généralea, englobant tous les eapacea nucléairea
qu'on rencontre en Analyse (voir p. ex. th. 9, 4°% et th. 10). On
notera cependant que dans le cas général , si E eat un eapace nu-
c¢léaire, son dual fort E' peut ne pas 8tre nucléaire. Ainsi, un
eapace E qui eat le produit vectoriel-topologique d'une famille de
droites esat manifestement nucléaire (car les parties équicontinues
de zon dual gont de dimension finie), mais son dual fort E!' n'est
Pas nucléaire si l'ensemble d'indices nteat paa dénombrable. Car
il faudrait, d'apr2s le corollaire 1 du th. 6, que les parties
bornées de E soient métrisables comme parties équicontinues du
dual d'un espace (jﬁ, ce qui n'eat pas le caa. I1 semble posaible
que tout eapace nucléaire dont les parties bornées zont métrisa-
bles, ait un dual fort nucléaire.

Il apparaitra que lea eapaces du type &)L) quton rencontre

uguellement en Analyse sont nucléairez (voir n® 2 et 3). Cependant
il eat tr2s facile de conatruire dea exemplea d!'eapaces (gf) du
type (ﬂQ) gqui ne sont pas nucléairea. Il en eat par exemple ainai
de lteapace "échelonné®™ défini par la suite des suites 1——*1",
espace qui n'est pas nucléaire (voir n°3, prop. 8), mais dont on
vérifie facilement qutil eat du type (:f’).

THﬁOHﬁME 8. - Soit E un eapace localement convexe, F un espace loca-

lement convexe isomorphe & co ou admettant un eapace quotient isomorphe &

21. Pour que E goit nucléaire, il faut et il suffit que ltapplication
naturelle de E® F dans &gé(Eé, Fé) goit un igomorphisme topologigue

(quand E® F est muni de 12 topologie de produit tensoriel projectif). Si
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E et P gont du type (), 11 faut et 11 suffit aussi que 1l'application na-

A
turelle de E 6 F danz E ® F goit une application du premier eapace sur le

gecond,
Signalona tout de guite le corollaire suivant, obtenu en prenant
1 =
Xv ou F = e, ¢
COROLLAIRE 1. - Soit E un easpace du_type (5’). Pour que E goit nuclé-

aire, il faut et i1 guffit que toute suite gommable dans E 30it absolument
gommable. Ou encore que toute guite dana E qui converge verg zéro, provien-

A
ne d'un 61ément de co® E.

I1 suffit d'appliquer le th. 8, compte tenu de ltinterprétation dea
eapacea X @E, 11 g E, cogE (Chap. I, §2, n°2 et Chap. I, $3, n°3,
exemplea). Nous montrerona (corollaire 2) que le corollaire 1 reate vrai
81 E et F gont du type (OF).

Démonatration du th. 8. - La deuxi®me assertion du th. 8 eat conte-
nue, grfice au théordme dea homomorphismes de Banach, danz l'amélioration
gsulvante de la premidre assertion : E est nucléaire gsi 1t'application 1iné-

A A
aire canonique de E® F dana E ®F est un homomorphiame topologique du

premier eapace dana le second. Soit N le noyau de cette application, le
dual de E@ F/N eat le sous-eapace BO(E,F) de B(E,F), adhérence de E' ® F!
pour la topologie faible définie par E 6 F. Lthypothease aignifie que toute
partie équicontinue M de B, (E,F) provient d'un ensemble équicontinu de
formes linéaires gur E@ F, i.e. atidentifie & un ensemble borné d'appli-
cationa intégrales dfun eapace FV dana un eapace EA, ot V est un voisina-
ge ccnvexe cerclé de O dans F, A une partie équicontinue convexe cerclée

faiblement fermée de E'. Identifions 11 Teape. ¢ & un eapace quotient de

o
F, que nous notonas dana tous les cag par N . Soit A une partie équicon-
tinue convexe cerclée faiblement fermée de E'. Soit M l'ensemble dea ap-
Plications linéairea de F dana E' qui proviennent des applicationz 1liné-

aires de norme ( 1 de N dans E& Dtaprés ce qui précede, il exiaste une
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partie équicontinue convexe cerclée faiblement fermée B de E' telle que
tout ue M définisse une application intégrale dtun eapace f; (V fixe) dans
Eﬁ. Par suite, toute application linéaire continue de N dans EA transforme
la boule unité de A en une partie de Eﬁ contenue dans lt'image de la boule
unité d'un eapace de Banach f; par une application intégrale. Si A= «11,
i1 stensuit que toute application linéaire continue de ‘11 dans EA eat
elle-méme une application intégrale de )? dans E' (voir Chap. I, §4, n°6)
donc 1tapplication identique E&-—éE' définit une application linéaire

¢, 69 EA-—»I(EA, G) (od G = .), donc par raison de continuité m@me une
application c, ® EL—*c ®G' Par guite (Chav. I, §4, n 6 th. 13, con-
dition ¢, et définition 8) E&——)Eﬁ = G' est une application semi-intégrale
gauche. Dans le cas od F = N = C,» on conclut de méme que EJ—>E} est
gemi-intégrale droite. Le th. 8 résulte maintenant du lemme zuivant, qui
noug gsera encore utile plus bas

LEMME 4. - Soit E un espace'localement convexe tel que pour toute

partie équicontinue convexe cerclée faiblement fermée A de E', en existe

une autre B telle gue ltapplication identique de EA dang Eﬁ goit semi-in-
tégrale (Chap. I, §4, n®%, aéfinition 8). Alors E est nucléaire.

En effet, si alors Ao est une partie équicontinue convexe cerclée
faiblement fermée quelcongque de E, 1illui correspond une autre telle partie
A1ZD Ao telle que l'application identigue de EA dans Ea

o 1
grale, A A1 corregspond de la m8me fagon un A2. On peut considérer 1l'appli-

goit zemi-inté-

cation identique de E& dans Ea comme compoad de deux applications semi-
o

intégrales, et il eat manifeate qu'on peut aupposer que ces applications
aont toutea deux gemi-intégrales a gauche, ou toutes deux semi-intégrales
& droite. (Autrement, on commencerait par aller jusqu'a A3, et au moins

2 parmi les trois applicationa succeasivea obtenues seront du m@me type

gauche ou droite). lais il en résulte alors que cette application de
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E} dans E} eat nucléaire (Chap. I, §4, n%, th. 14) ce qui achdve la
o )

démonatration en vertu du critére b. du th. 6.

COROLLAIRE 2. ~ Soit E un espace (HF), goit F un _espace igomorphe &

11 ou ¢ . Pour que E goit nucléaire, il faut et il suffit que l'applica-
A

”N
tion naturelle de E 6 F dang E @ F goit une application du premier espace

sur le gecond. Cet énoncé reste valable si F contient senlement un soua-

espace vectoriel isomorphe a e

Démonstration. - On peut évidemment aupposer E complet. Soit A une
partie bornée convexe cerclée fermée de E, tout 61lément de F@ E définit
un 818ment de F ® E, donc d'aprds lthypothdse un élément de F& E. Comme
E' est du type (F), 11 suit que 1la forme bilinéaire naturelle sur E,XE!
satisfait & la condition ¢ du Chap. I, §4, n%, th. 13, 1°, ou & la condi-
tion symétrique (suivant que F=c¢ ouF = 11), de sorte qu'il exiate une
partie équicontinue B convexe cerclée faiblement fermée du dual E® de E!,
telle que l'application identique de E% dana E" provienne d'une application

A

gemi-intégrale de Ex dans Eﬂ. Il en résulte d'abord que A est faiblement

relativement compact dana Ef, donc dans le sous-easpace ferné Eg (ol B, =
BNE), et & fortiori dana E. Comme A &tait indéterminé, il suit que E est
réflexif. Donc, dana ce qui préceéde, B est en réalité une partie de E. Le
lemme 4 appliqué & E' prouve maintenant aue E' est nucléaire. Donc E est
nucléaire (th. 7). Supposonz maintenant seulement gque F admette un sous-
eapace vectoriel igomorphe a oo Identifionz done c, & ce sous-espace vec-
toriel, et soit V un voisinage convexe cerclé de O dana P découpant la
boule unité aur ¢, e Tout u € coé E stidentifie & un é1lément de F é E, donc
provient d'un élément de F &= rar hypoth®se, qui a son tour définit un
81lément v de I'%gE. e, peut aussi stidentifier & un sous-espace vectoriel

topologique de F";, donc son dual Al stidentifie & un eapace quotient du

”~\
dual de FV' I1 est alors immédiat que ltapplication linéaire de /[1 dans E
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f
AN v
celle définie par 1'é61lément v de FV ® E. Grfice & la propriété de reldve-

définie par u €c0§ E induit une application de (F_,)' qui nteat autre que
ment bien connue de l'eapace A1 (voir p. ex. Chap. I, th. 2, corollaire
3), i1 suit que ltapplication de A1 dans E aéfinie par u est elle-mBme
définie par un élément de X.”@ EA évidemment unigue. On a ainzi une appli-
cation linéaire naturelle de 006 E dans 1”6 E. Pour txute partie bor-
née convexe cerclée fermée A de E, l'application de c06 EA dans 1”6}3
induite par 1ltapplication précédente eat continue ; car elle est continue
quand le deuxid®me eapace eat muni de la topologie induite par /EwéE, et
on peut alora appliquer la veraion généraliade du théor2me du "graphe
fermé™ de Banach (Chap. I, Introduction IV, théor2me B). Comme c06 E eat
un sous-eapace vectoriel topologique de Xﬂ@ E (Chap. I, §1 » Prop. 4,
corollaire 4), il suit par raison de continuité que l'on a ooé EACoosE.
Cteat 1a une forme affaiblie de lthypothéase de la premidre partie du co-
rollaire 2, qui avait suffi dans la démonatration de cette premidre par-
tie pour assurer que E eat bien nucléaire.

COROLLAIRE 3. - Soit E un eapace complet du type (‘.7) ou (l)‘f). Pour

gue E goit nucléaire, il faut et il suffit que toute partie compacte de E

aoit nucléaire. Ou ausasi que toute partie compacte du dual soit nucléaire.

Cltest évidemment nécessaire (th. 7). Cteat suffiaant, car alors p.
ex. toute application linéaire compacte de c, danas E (resp. E') est nu-
cléaire, de gorte que E (resp. E!') eat nucléaire grfice aux corollaires 1
et 2 ou on fait F = A, Notons dtailleurs que i E eat du type (£F), et
complet, pour qu'il soit nucléaire, il suffit mlme que zoient nucléairea
lea parties de E relativement compactes dana un eapace EA’ ot A parcourt
une suite fondamentale de parties bornéea convexea cercléea ferméea de E.

Remarque 8. - Il gemble que lea résultats indiqués dana les corol-
laires précédents doivent pouvoir se généraliser beaucoup. On no-

tera cependant qufune gomme directe non dénombrabdble de droites
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nteat pas nucléaire, (voir remarque 7), bien que sea partieas bor-
néez zolient nucléaires, car de dimenaion finie.

Le th. 8 et seaz corollaires 1 et 2 suggdrent la conjecture
guivante : Soient E et F deux eapaces localement convexes tels
que ltapplication naturelle de E g F dans xe(EE',, Fé) goit un iao-
morphiame topologigue ; eat-ce que alorz E ou F eat forcément nu-
cléaire ? - Je ne oonnais pas de contre-exemple m@me dans le cas
le plua général, ni de démonatration meme si E et F sont dez ea-
paces de Banach. Il eat possible de montrer que la réponse eat
affirmative 31 E et F zont touz deux isomorphea a dea sous-eapaces
vectoriels topologiques du produit dtune famille dtespaces de Hil-
bert. Signalons qu'on peut se ramener facilement au cas ol E et F
sont dea eapaces (GJ).

2. Théordme de permanence.

THﬁORi‘ME 9. - 1. Un gous-eapace vectoriel, un espace gquotient séparé,

d'un eapace localement convexe nucléaire eat nucléaire.

2. Le produit vectoriel topologique d'une famille dtes~

paces nucléairea est nucléaire. I1 en est de mBme de leur somme directe

topologique pourvu que la famille dea eapacea facteurs soit dénombrable.

3. Le produit tensoriel projectif de deux eapace3s nu-

cléaires eat nucléaire.

4. Soit F un eapace nucléaire tel que toute partie fai-

blement compacte du dual golt équicontinue (p. ex. un _espace (3') ou (£YF)

nucléaire), et soit E un_espace (HF) nucléaire et complet. Aloras le pro-

duit tengoriel inductif complété E® F (Chap. I, §3, n®, définition 3)

est nucléaire.

Rappelons ausai pour mémoire que le dual fort d'un eapace (‘f) ou

(#F) nucléaire est nucléaire (th. 7).

Signalona tout de suite des corollaires importants
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COROLLAIRE 1. - Un eapace localement convexe géparéd, limite inductive

d'une suite d'esvaces nucléairea, est nucléaire.

COROLLAIRE 2. - Un espace localement convexe E aéparé dont la topo-

logie eat définie comme la moins fine des topologiez rendant continues

certaines applicationa linéaires uy de E dang des espaces nucléaires Ei

eat nucléaire.

En effet, le corollaire 1 réasulte de ce que la limite inductive aépa-
rée d'une suite d'eapacez localement convexes stidentifie i un espace
quotient de leur somme directe topologique, le corollaire 2 de ce gque,
gous lea conditions indiquées, E atidentifie a un aoua-espace vectoriel
topologique du produit dea Ei'
COROLLAIRE 3. - Soit E un eapace nucléaire, du type (F) ou du type

(HF) et complet, F un espace nucléaire. Alors Ly (E,F) est nucléaire. Si
de plus F est du type (F), ou si E est du type ©F), F quasi-complet et

F} nucléaire, alors le dual fort de L,(E,F) est nucléaire.

En effet, E est le dual fort de l'eapace nucléaire E} (th. 7), done
I.b(E,F) a@tidentifie & un sous-eapace vectoriel dense de E{) @F (fin du
th. 6), eapace qui est nucléaire (th. 9, 3.), done Lb(E, F) esat nucléaire.
Si F eat quasi-complet, le dual de E @ F{, qui s'identifie a & (E, F}),
s'identifie augei 4 L(E,F) (car le dual de F) est F, F étant réflexif -
th. 6, corollaire 1 - et la topologie de E eat T(E,E')), et lea parties
équicontinuea de ce dual, i.e. les parties séparément dquicontinues de
dg(E, F%), g'identifient manifeatement aux partiea bornéea de LS(E,F)

(E et F} étant quasi-tonnelés), ou aussi de Lb(E,F) (E é6tant quasi-tonnelé)
I1 suit que E ® P} s'identifie avec la topologle induite par E & F} 4 un
gous-eapace vectoriel topologique du dual fort de Lb(E,F). Ce sous-eapace
eat manifestement faiblement dense, et comme Lb(E,F) est réflexif, (Chap.
I,4$4, n®1; prop. 19, corollaire 1), il eat m8me fortement dense dans ce

dual. Ce dernier eat donc nucléaire si et saulement si E 552F5 lteat
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(th. 6, corollaire 3). Appliquant le th. 9, 4., le corollaire 3 en résulte
aussitot.

Démonatration du théordme 9. - 1. Soit E un eapace nucléaire, F un
aous-eapace vectoriel fermé, montrona que F et E/F aont nucléairea. Cteat
une conadquence & peu prés immSdiate du lemme 4. Soit A une partie édqui-
continue convexe cerclée faiblement fermée du dual de F!, cteat l'image
canonique d'une partie équicontinue convexe cerclée faiblement fermée Ao
de E'. Soit BOZ) Ao une partie équicontinue convexe cerclée fziblement

fermée ce E' telle que l'application identigque de EL dana Eﬁ goit nuclé-
o o

aire (th. 6, critdre b.), soit B 1l'image canonique de B  dans F!', on &

B D A. A esat contenu dana l'image de la boule unité Ao de EA par une ap-
(o)

plication nucléaire et a fortiori intégrale de cet easpace dans F} , savoir

celle quton obtient en composant ltapplication identique de EL danas Eﬁ
() ()

et l'application canonique de ce dernier eapace dans Fﬁ. I1 suit que ltap-
Plication identique de Fl dans Fﬁ eat semi-intégrale & gauche, donc que E

eat nucléaire en vertu du lemme 4. On procéde de fagon toute analogue pour
prouver gque E/F eat nucléaire ; on obtient cette fois-ci des applications

geni-intégrales & droite.

2. La premidre aasertion, relative & un produit vectoriel topologique
d'espaces nucléaireas, eat immédiate grfice au critdre b. du th. 6, compte
tenu que le dual du prodult E des Ei eat la somme directe des duals E{,
les parties équicontinuesz de E' étant celles contenues dans la somme d'un
nombre fini de parties équicontinues d'espaces Ei. On emploiera ce m8me
critdre pour la geconde assertion, relative a la gsomme directe topologique
d'une suite d'eapacea nucléaires Ei' Il faut, pour toute partie équicon-
tinue A de E! =.TIT E{, trouver une autre partie équicontinue convexe cer-
clée faiblement fermée B telle que A moit une partie nucléaire de Eé. On
peut suppoaer A de la forme T;T Ai, ol pour tout i, Ai déaigne une partie
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équicontinue convexe cerclée faiblement fermée de E{. Soit alors, pour
tout 1, Bi une partie équicontinue convexe cerclée faiblement fermée de

Ei telle que Ai goit une partie nucléaire de (E{)B , €t conaidérons ltes-
i
pace F produit topologique desz eapaces (E{)B « Il guffit de prouver que A
i

est une partie nucléaire de F (car toute partie bornde de F eat manifeate-
ment une partie équicontinue de E'). Maiaz cela résulte en effet de la

premidre partie du

ILEMME 5. - 1. Soit (Fi) une guite d'espaces localement convexes, et
pour tout i zoit Ai une partie nucléaire de Fi' Alors A = ‘i‘ Ai eat une
partie nucléaire de F = ‘il F,.

2. Soit (Ei) une suite d'eapaces de Banach, et goit E ltess

pace de Banach formé des (x,)é€ li' B, tels que “(xi)‘ = Suplx;l<+00 ,
i

muni_de la norme “(xi)‘ précédente. Solt F, une autre suite d'espaces de

Banach, et pour tout i soit u; une application nucléaire de Ei dana Fi'
Alors lt'application linéaire u de E dana F = T:T F; déduite des uy est
nucléaire.

Pour prouver 1., on eat immédiatement ramené au cas ol lea F; aont
dea easvaces de Banach, les Ai convexes cercléa, et en posant alors

7N
Ei = (Fi)A » On se raméne aussitdt & 2. Pour prouver 2., on note gue pour
i

chague i exiate une suite (x'(i)) extraite de la boule unité de Ei, une

guite bornée (y (1)) dans F,, enfin un )41) = ()\(1))6 1. tel que lfon
b i b '

ait, pour tout :v:itEi 3

-= (1 (1 (i
uyxy “Z_,‘; )‘j )(xi’ x!y )) ¥3 )
On peut dtailleurs auppoaer que

(1 - (1 i
INDN = fj;lkj Ng 12
en multipliant au besoin la suite j-’(ygi)) par un ascalaire convenable.

Alors on a Z : 'xéi)':é 1, la suite double (yéi)) eat bornée dans
’
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F= ‘1‘ Py (lea F, étant identifiés & dea sous-espacez de F), et lea for-
mes linéaires x'nfi) , conaidérées comme des formes linéaires sur E, sont
toutes de norme £ 1. Enfin, il eat immédiat que pour tout x€E on a

ux 2 )\(1) (x, x'(i)> y(i), ce qui prouve que u eat nucléaire.

3. Pour prouver que le produit tensoriel projectif de deux eapaces
nucléaires E et F est nucléaire, on applique le critédre c¢. du th. 6.
Dtaprés la caractérisation des voisinages de O dans E 61" (Chap. I,§1,
prop. 2), on est ramené & prouver que ai U (reap. V) eat un voiszinage
convexe cerclé de O dans E (resp. F), alors ltapplication linéaire natu-
relle de E 61" dans EUs FV eat nucléaire, Cela réaulte en effet du

LEMME 6. - Le produit tensoriel de deux applications nucléaires (con-

81d6ré oomme une application entre les produitas tensoriels projectifa com-

plétéa) eat nucléaire.

La démonstration eat triviale, et vaut d'ailleurs aussi bien pour les
applications de puissance p.2me sommable (§ 1, n°1 » dé6finition 1). On re-
marquera méme que 3i u est une application de puiasance p.dme sommable de
E dans F, v une application de puissance p.&me sommable de G dans H, aloras
u®v peut 8tre regardé comme une application de puisaance p.2me gommable
de E@G dans F® H : sl en effet u =Z)\ixi ®y;, v= Zj"‘:iz:% ®tj, ou

()\1)6 Xp, (Pj)é lp’ lea suites (x{), (yi) etc. étant extraiteas de parties
convexea cerclées compactes de E', rezp. F eto., alora

u®v =Zkip.(x{ ® z') ® (v, Otj), et on a ()\ipj)e/lp(.)ll’x.ﬁl’) ((/V’,

ensemble des entiers naturels), et x} @ 2! reap. yiO t, est extrait dtune

partie convexe cerclée compacte de (E 6(}:)" reap. F OH:.j

4. Pour la dernidre partie du th. 9, nous utiliserona encore le lemme
4. Une partie dquicontinue du dual G!' de G = E ®F s'identifie & une par-
tie aéparédment équicontinue M de cﬁ(E,F), que l'on suppose convexe cerclée

faiblement fermée, tout revient & trouver une partie analogue X de



[ ]
52 ALEXANDER GROTHENDIECK §2.n°2

G = ﬁ(E,F), contenant M, telle que 1l'application identique de Gy dans
Gk goit semi-intégrale. Soit (Ai) une suite croissante fondamentale de

parties bornées convexes cercléea fermées de E, posona Ey, = Ei' On peut
i

suppoger (the 7) que lt'application identique de Ei. dans E“_1 eat nucléaire,

Pour tout i, M définit un ensemble Mi dtapplications linéaires de E; dans

Ft, je dis que Mi(Ai) = Uu(Ai) eat une partie faiblement compacte de
ue€

F1, donc une partie équicontinue en vertu de l'hypothése. En effet, M
définit un ensemble borné donc équicontinu d'applications linéaires de
Ei+1 dans F&!, (car E eat complet, donc les Ej aont completsa), et Ai eat
une partie compacte de Ei+1’ d'oll suit que 1t'application naturelle de
Aix M dans F&!’ eat continue loraque M-eat muni de la topologie de la con-
vergence simple, et comme Ai et M, donc leur produit, gsont compactsa, il
suit que 1l'image de Aix M dans F&!’ est compacte (M eat compact comme par-
tie équicontinue fermée du dual faible G' de G = E @ F). Soit donec €
ltenveloppe convexe cerclée faiblement fermée de M(Ai), et soit Bi une
partie équicontinue convexe cerclée faiblement fermée de Ft! telle que
ltapplication identique de Féi dans I"l'3i goit nucléaire et ait une norme-
trace\< 1. Il suit que les applicationz de Ei induites par les u €M pro-
viennent toutea d'éléments de la boule unité de E} gFﬁi;on peut d'aillews

suppoger gue l'application canonique de Ei@Fﬁi dans B(Ei,F’;o), donc dans
B(Ei,F),est biunivoque, en prenant par exemple les Ai tela que lea Ei goi-
ent des espaces de Hilbert (n® 1, lemme 3) et satisfont par suite a la
condition d'approximation (Chap. I, §5, n° 1, définition 9 et corollaire
3 des propositiona 35 et 36). Il existe alora pour tout i une application
linéaire continue naturelle uy de Gﬁ dana Hi = Ei @7 Fﬁi, appliquant M

dans 1a boule unité, d'ol une application linéaire naturelle u de Gh dans

lteapace de Banach H, eapace deas (vi) € li>‘1Hi tela que

“(vi)u = Supl\vill <+ ., D'autre part, on pouvait &évidemment choisir la
i
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suite des ]3i croiassante et telle que l'application identique de Fﬁ‘ dans
i

F
ﬁi+1

le de E{ dans E:'L—1 ’ pi ltapplication identique de Fﬁi dans Fﬁi+1 s 801t Yy

aoit nucléaire. Pour i > 1, soit ay lt'application linéaire naturel-

leur produit tensoriel , qui est une application linéaire de Hi = E{ ® Fﬁ
i

dans L, = E{_1® Fi . o et B; étant nucléaires, 11 en est de méme de

i+
Yi (lemme 6), d'od suit que l'application linéaire naturelle y de H dana
}:‘-1 I’i est aussi nucléaire (lemme 5, 20), i.es quton peut trouver une
partie bornée convexe cerclée fermée N =4r.1\‘ I\Ii deT;r I’i’ {od pour tout
i, Ni eat un homothétique convenable de la boule unité de I’i)’ telle que
y définiase une application nudléaire de H dans L = (T-;T I’i)N' Soit I’o le
sous-eapace fermé de L formé des (vi)e L tels que pour tout 1 > 1, la for-
me bilinéaire sur Ei—1 X F définie par vie I’i goit la restriction de la
forme bilinéaire zur EixF définie par Vidge 11 eat immédiat que yo u ap-
pligue Gl'{ dana I’o’ et étant nucléaire donc intégrale en tant qu'applica-
tion de Gf; dans L, ctest par suite une application semi-intégrale & droi-
te u, de Gj dans I’o (Chap. I, §4, n°6, définition 8). D'autre part, tout
v = (v;)€ L, définit de fagon évidente une forme bilinéaire S.v sur EXF,
et quand v parcourt la boule unité, les S.v forment un ensemble aéparé-
ment équicontinu X de formes bilinédaires sur EXF ; car pour tout i leurs

A
restrictions & E;X F proviennent d'une partie bornée N, ., de Ef ®Ff .
i i+ 142

K eat donc une partie équicontinue convexe cerclée du dual G de G = E @ P,
Enfin, i1 est immédiat que l'applioation & °uo de Gﬁ dana C—ﬁ ntest autre
que ltapplication identique. Elle eat d'ailleurs semi-intégrale a droite,

puisque u, 1teat 3. Comme nous ltavions dit au début, cela achdve notre

3¢ Il est immédiat que l'application compoaée de deux applicationz lindai-
rea continues, dont l'une eat semi-intégrale, eat semi-intégrale de m8me
type (& droite ou & gauche).



54 ALEXANDER GROTHENDIECK §2,073

démonstration.

3. Exemples usuels d'espaces nucléaires.

Fous donnong d'abord quelques exemples d'espaces de distributions qui
gont des eapaces nucléaires. Nous suivonz [22] pour 1a définition et la
notation des eapaces suivants : (f) eapace des fonctions indéfiniment
différentiables sur R" ; (©) espace des fonctions indéfiniment différen-
tiablez & support compact ; (j)) eapace dea fonctions "indéfiniment diffé-
rentiablez & décroisaance rapide" ; (@M) espace des fonetions "indéfini-
ment différentiables & croiasance lente", qui szt'identifie auszi & l'espa-
ce des opérateurs de multiplication dana (F) ; (O'G) eapace des distri-
butiona & décroissance rapide, qui s'identifie ausai & l'eapace dea opé-
rateurs de composition dana (f). On conaidere ausai les duala de ces
espaces, (€, B, (‘«.'P'), (Oy)» (Og), les trois premiers sont reap.
lteapace dea diatridbutions a support compact, lteapace de toutea lea dis-
tributiona, l'espace des distributions tempérées. Noua donnona gquelques
indications sur les deux derniers espacez ((D;d) et (Og) au §4, n°. Fous
conaidérona aussi l'espace (s) des suites & déoroissance rapide (i.e. dont
le produit par toute suite 1i—> i® reste borné), et aon dual (a'), eazpace
des suites & croissance lente. D'apria [22], tome 2, p.117,118, (f) et
(3) sont isomorphes (on utilise la tranaformation de HMermite). On sait
ausai, grfice a la transformation de Fourier, que lteapace des fonctions
indéfiniment différentiables sur le tore & n dimensions Tn, (ezpace qui
peut ausai stidentifier & un certain sous-eapace vectoriel fermé de ltes-
pace des fonctionz indéfiniment différentiablea sur le cube unité de Rn),
eat aussi isomorphe & (z) 4, Enfin, (@M) et ((9(':) gont canoniquement

4. A priori, la tranaformation de Fourier donne un igomorphiame de f(Tn)
sur lteapace (sn) des suites n-uples "a décroissance rapide™ (sur l'ensem-

ble d'indices fbn, ot '}est l'ensemble des entiers). Mais si & la suite
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isomorphes par la transformation de Fourier.

Notona auzsi que les eapaces (f), (eﬁ), (f’), (-b') peuvent aunaai
8tre conatruita sur un ouvert quelcongue de Rn, ou m@me sur une variété
indéfiniment différentiable gquelcongue, et quton peut construire les ea-
pacea analogues pour n'importe quel type de tenseur donné. Le théordme qui
suit restera manifestement valable pour cez eapaces généraux.

THEOREME 10. - Les eapaces (ﬁ), CgH, BH), B, (:P), (f'), (a),

(a'), ((9M), ((96), gont tous nucléaires, ainsi que leurs duals fortas.

Démonatraticn. - Pour (f), d'apr2a la définition de sa topologie et
le th. 9,corollaire 2, il suffit de prouver que l'eapace des fonctions
indéfiniment différentiables sur un cube gui stannulent sur le bord avec
toutes leura dérivées eat nucléaire (car la topologie de (‘ﬁ) peut 8tre
obtenue comme 1a moina fine des topologiea rendant continuez certains
opérateurs de multiplication de (€) dans dem espaces du type précédent,
savoir les multiplications par les ¢ € b ) Or, ce dernier est manifes-
tement isomorphe & un gous-espace de ltespace des fonctionz indéfiniment
différentiables sur le tore Tn, et cet eapace est nucléaire comme il ré-
sulte par exemple du critére c. du th. 6 et de la prop. 5, corollaire 4
(§1, n°6). Comme (a) eat igomorphs & ce dernier espace, il eat ausai nu-
cléaire. (Remarquona dtailleurz que la démonstration par l'intermédiaire
de la prop. 5, i.e. de la tranaformation de Fourier, revient en fait & aze
ramener d'abord & lteapace (a) dont en effet on prouve directement aans

difficulté qu'il est nucléaire (voir prop. 8 plus baa)). Donec (f) eat

n-uple (N ) on fait correspondre la suite zimple obtenue en or-

11 geeeyl
donnant n1 une fo?s pour toutesz par modules ‘11| + ooe + |in\ croisasanta
(et de fagon par ailleurs quelconque), on constate aisément qu'on obtient
ainai un isomorphisme de (sn) sur (2). Notons qu'on voit de fagon analogue
que le produit vectoriel topologique d'un nombre fini d'espaces isomor-
phea a (3) eat isomorphe a (s).
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nucléaire, car isomorphe & (s). Dtaprda le th. 7, les duals (125, (s'),
et (f') sont donc ausai nucléaires. (cﬁ) eat la limite inductive dtune
guite de sous-espaces qui sont aussi des gous-espaces vectoriels topolo-
giques de (I?), donc eat nucléaire d'aprda le th. 9, 1% et son corollaire
1. D'ailleurs, le dual fort de toute limite inductive compldte d'une sui-
te dt'eapaces d?/) nucléaires (et en particulier ($')) est nucléaire, car
11 est isomorphe & un sous-espace vectoriel topologique du produit des
duals de cea eapaces (gr) nucléaires (utiliser Chap. I, Introduction IV,
th. A, corollaire 1). Enfin, les topologies de (O) et ((9&) ont 6t& aé-
finiea de fagon & rendre cez eapaces lsomorphes a4 dea aous-eapaces vecto-
riela topologiques de Lh((JP),(CP)) (savoir reap. le gous-egpace des
opérateurs de multiplication ou de compoasition). Or ce dernier eat un es-
pace nucléaire complet dont le dual eat nucléaire (th. 9, corollaire 3).
Done (QQM) et ((96) sont nucléaires (th. 9, 1°), et leurs duals, qui
atidentifient, puisque Lb((j)), (j’)) eat réflexif, & des easpaces quotienis
du dual de ce dernier ([7], prop. 1), sont aussi nucléaires (th. 9, 1°).
Cela achdve la démonatration du th. 10,

D'ajlleurs, en vertu du th. 9, lea sous-eapaces vectoriela et les
espaces quotients dea eapaces précédents sont ausai nucléaires. Il en eat
par exemple ainsi de l'eapace dez solutionsz, danz n'importe lequel des
eapaces de distributions précédents, de n'importe gquel systeme d'équationa
aux dérivées partielles 1lindaires homogdnes (& coefficients indéfiniment
différentiadbles). En particulier

COROLLAIRE. - L'eapace QC(v) dea fonctiona holomorphes sur une va-

riété holomorphe donnée, muni de la topologie de la convergence compacte

eat nucléaire.

En effet, i1 est bien connu gque 9C(v) eat un sous-eapace vectoriel
topologique de 1?(V) (th. de Weleratrass).

Nous verrons plus bas (§ 3, n°3) 1tinterprétation simple du produit
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tenaoriel projectif complété de ces easpacesz avec un espace localement con-
vexe guelconque.

Soit maintenant V une variété holomorphe, soit CID un filtre sur V
ayant une base formée d'ensembles ouverts. Soit 9‘&(@) lteapace des fone-
tions holomorphes définies sur dea ouverta € ¢’ » avec l'identifioation
naturelle conasiatant 2 ne pas distinguer deux fonctionaz holomorphes qui
coincident sur un m@me ouvert € @ , et sa structure vectorielle évidente.
Pour tout ouvert Ue ¢) s 11 existe une application linéaire naturelle de
ltéapace H'C(U) dez fonctions holomorphes sur U dans g‘ﬁ(@), munisgons done
‘Jf.(@) de la topologie limite inductive correspondante. Si ¢ eat le f£il-
tre dea voisinagea d'une partie non vide quelcongue A de V, on retrouve
les eapaces ?C(A) conaidérés dans ﬁ(ﬂ (d'ailleura, la théorie expoade
1ans [1(8 quand V eat la aphdre de Riemann admet dans ce casz, entre autres,
la généralisation aux espacez qu'on vient de définir).

PROPOSITION 7. - Si le filtre & admet une base dénombrabile, R(CP)»
est un espace ((fc}’) nucléaire. Si (b eat méme le filtre des voisinages
d'une partie compacte K de V. K x) = ‘J‘C(@) est un espace (HF) nucié-

aire et complet.

La premidre partie de la propoasition est une conaéquence immédiate
du th. 10, corollaire, et du th. 9 corollaire 1. La deuxidme partie eat
aussi facile, et a 6té montréedans [9], § 1, n°, exemple.

Il y aurait lieu d'ailleurs, avec lez notationz précédentes, d'in-
troduire 1'v"antifiltre complémentaire de d)", i.e. 1'ensemble ¥ dea com-
plémentaires dana V dea U € cI:» , et ltespace H(y), sous-espace vectoriel
topologique du produitT;{T%(K), ol K parcourt les compacts € ¥, formé
dea syatimes (fK) tela que K1CK2 implique que fK1 est la "reatriction®

de £

X a K1. On a alors le

2
COROLLAIRE. - Avec les notations précédentes, * (¥) eat un eapace
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nucléaire.

En effet, cela résulte du the 9 et du fait que les gﬁ(K) gont nuclé-
aireas. Notons que 3i @ eat le filtre dez voisinages d'une partie non vide
A de V distincte de V, alors JO(V¥) s'identifie en tant qu'espace vectoriel
(non topologiqgue) & l'eapace 7€ ( CV A) (les notationa étant comme ci-dea-
sus ; notre asgertion nteat autre que 1'é1émentaire lemme de [iQ], §4,
n°5). Quand V est la gphdre de Riemann, on a vu dans [10] , prop. 14, que
cette identification reapecte lea topologies. En particulier, B étant une

partie non vide guelconque de la aphere de Riemann, gt(B) eat un eapace
nucléaire.

I1 n'est pas certain gue ce fait snbasiste quand on remplace EC(B)
par un espace 5@(4?) général, ou quand on remplacera la aphdre de
Riemann par une variété holomorphe quelcongque. Rappelons aussi
gn'il résulte d'un théordme de J. S. Silva, mia sous sa forme
générale dans [10), §4, que dans le cas od V est la asphére de Rie-
mann, '}ﬁ(@) atidentifie vectoriellement au dual d'un hyperplan
fermé de J6(¥), lequel hyperplan stidentifie lui-mlme au dual de
x P °.

Notona enfin que les considérations qui précaddent peuvent z'é-
tendre a d'autres clazses de fonctionz que lea fonctiona holomor-
phea sur des variétés holomorphes, p. ex. aux eapaces de solutions
de aystemes d'équations aux dérivées partielles elliptiques, qu'on
prendra plus ou moina généraux suivant les résultats quton déaire

étendre. Voir p. ex. mon article ¢ Sur les eapacea de solutions

d'une claage générale d'Squations aux dérivées partielles, & pa-

rattre au Journal d'Analyse Mathématique, Jérusalem.

5. Prenant un point éo arbitrairement dana un K€ ¥, l'hyperplan en Gues-
tion est formé des £€ M (¥) qui "arannulent en éo"
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Appelons avec G. Kdthe [18) espace échelonné tout eapace de suites

E défini, a partir df'une suite croiasante 3(1),...,a(n¢..de guitea posi-
tives al®) = (ain)), comme ltensemble des gsuites A = ()‘i) dont le pro-
duit )\a(n) = ()\iain)) par toute suite a(n) est sommadble, muni de la
snite des semi-normes

p,(N) = (P, =Zr|)\ia{")|
qui en fait un eapace (gf) si on suppose que pour tout indice i exiate
un n tel que ain) # 0. On a alors la

PROPOSITION 8, - Pour que lt'eapace échelonnd E correapondant & la

gsulte de définition (a(n)) goit nucléaire, il faut et il suffit que pour

tout indice n existe un indice m>n tel que 1l'on ait
(11) P a{n)/ a:{m) & + o
i

(S1 lea deux termea de aén)/aim) gont nula, on prend le rapport égal a
0).

Démonstration., -~ On vérifie que le dual de E sz'identifie & l'espace
dea suites qui sont majorées en medule par le multiple de quelgque a(n),
et les parties équicontinues gont celles contenuea dans un homothétigue

d'un des ensembles An, ot A_ egt l'ensemble des suites A = ()‘i) majorées

n

en module par a(n) (voir p. ex. |:1 8]). En vertu du critdre b. du th. 6,

il suffit de montrer que la condition (11) est, pour tout couple m, n

avec m»n, équivalente au fait que ltapplication identique de EA dana
n

E} est nucléaire, Il revient évidemment au m@me de dire que ltapplica-
m
tion ¢ de ¥ dans ] définie par p((£;)) = (£;8{™)) est nuciéaire. or 2
m

priori la formule (11) exprime que la reatriction ¢, de ¢ & ¢, est nuclé-
aire, car cela signifie aussli que la suite (ain)ei) (ol les ei aont les

formea coordonnées sur E) est absolument sommadble dans EL (Chap. I, §2,
m

n°2 s the 2) ce qui nteat autre que (11). Cette dernidre condition est

donc néceassaire pour gue E asolt nucléaire, et elle est de plus suffisante
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00
car alors i1l est immédiat que ltapplication nucléaire de )/ dans Ei ob-
m

tenue en prolongeant 9, par continuité faible est identique a ¢.

On retrouve par exemple que ltespace (s) des suites & décroisaance
rapide est nucléaire, car ctest lteapace échelonné qui correspond &
a(n) = i(n). Signalonz aussi le

COROLLAIRE. - L'eapace des fonctiona entidres d'ordre fini, muni de

ga topologie naturelle d'eapace (b‘?") (voir fg], §1 , n°4, exemple c) eat

nucléaire.

En effet, identifiant une fonction entiere & la suite de ses coef-
ficientz de Taylor, l'eapace des fonctions entidrea d'ordre fini apparait
comme le dual de l'eapace 8chelonné construit & partir des suites
aln) o (y/(i!)n), qui est nucléaire en vertu de la prop. 8. Nous retrou-
veronz l'espace précédent et ses variantes au § 4, n°3.

A, Propriédtés de décroisaance rapidee.

Alors que les théor2mes précédents de ce paragraphe ne s'appuyaient
que sur des techniques assez élémentaires, le théoréme qui suit et ses
corollaires font un usage essentiel des ¥ésultats du §1.

THﬁORﬁME 11, - Soit E un espace nucléaire, A une partie éguiconti-

nue de son dual. Alora pour tout 0L pgl1 11 exiaste une partie équiconti-

nue convexe cerclée faiblement fermée B de E' telle que A soit une partie

de magnitude p de Ej. (Voir §1, n®5, définition 3).

Démonstration. - En effet, en vertu du critére b, du th. 6, il exiao-
te une suite croissante A1, Ag «se de parties équicontinues convexes cer-
clées faiblement fermées de E?, A1 contenant 4, telles que l'application

identique de Ea dans EL soit une application de Fredholm pour tout i.
i i+1

Alora, en vertu du th. 3, corollaire (§1, n°3), ltapplication identique

de Ea dans Ea est de puissance (g/n-Z).éme sommable, donc de pulissance
1 n

P.2me sommable pour n assez grand, d'ot le théordme,
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COROLLAIRE 1. - Une partie dquicontinue du dual fort d'un espace nu-

cléaire est d'ordre 2zéro (voir définition 3). Une partie bornée dtun espa-

ce () ou ©OF) nucléaire complet est d'ordre zéro.

La premidre assertion est un corollaire immédiat du th. 11, la deu-
xidme assertion en résulte compte tenu du th. 7

COROLLAIRE 2. - Toute application linéaire bornée d'un egpace nuclé-

aire E dans un espace localement convexe quasi-complet est d'ordre zéro.

Il en eat de m®me de toute application linéaire d'un espace localement

convexe G dans E' gui transforme un voisinage convenable de O en une par-

tie dquicontinue.

La seconde assertion résulte aussittt du th. 11. Pour la premidre,
on est aussit8t ramené au cas ol F est un espace de Banach; alors la trans-
vosée de l'application donnée u est, d'aprds ce quton vient de dire, une
application d'ordre zéro, d'ol suit que u est une application d'ordre
zéro de E dans F", appliquant E dans F. On en conclut que c'est m®me une
application d'ordre zéro de E dans F, grfice an corollaire 2 du th. 5
(§1, n°5), (ou aussi en utilisant le lemme 3, qui nous raméne au cas ol
P est réfilexif).

COROLLAIRE 3. ~ Soit E un espace nucléaire guasi-complet, u un_opé-

rateur borné dans E. Alors u est un opérateur de Fredholm, d'ordre zéro.

Le déterminant de Fredholm de u est bien défini et dtordre zéro, la suite

des valeurs propres de u, rangées par ordre de modules non croissants,

est & décroissance rapide.

u est bien un opérateur de Fredholm d'ordre zéro en vertu du corol-
laire 2, donc son déterminant de Fredholm est bien défini (th. 4, corol-
laire 3), et d'ordre zéro (th. 4), d'od enfin la propriété de décroissan-
ce rapide pour la suite des valeurs propres.

COROLLAIRE 4. - Soit E un espace (F) nucléaire. Alors toute partie

bornée de E est contenue dans l'enveloppe convexe cerclée fermée d'une
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suite & décroissance rapide dans E. Toute application linéaire bornée d'un
espace localement convexe P dans E est de la forme Zi_ )xiyi ®z,, o ()\1)

est une suite & décroissance rapide, (yi) ane suite éguicontinue dans F!,
(x;) une suite bornée dans E.

La premidre partie du corollaire résulte du corollaire 1, compte
tenu du corollaire 2 de la prop. 4 (§ 1, n°4); la deuxidme partie résulte
du corollaire 2 et du corollaire du th. 2 (§ 1, n°2), qui peut s'appliquer
car on se ram®ne immédiatement aun cas ou P est un espace de Banach (savoir
un espace EA’ ot A est une partie bornée convexe oerclée fermée de E).
Remarque 9. - Le corollaire 3 ne peut pas s'améliorer dans le cas
général, car d4ja pour l'espace nucléaire (s) des sultes & décrois-
sance rapide, i1l est immédiat que n'importe quelle suite & décrois-
sance rapide (A 1) est la suite des valeurs propres d'un opérateur
borné dans E = (8), savoir l'opérataur de multiplication par cette
suite. I1 en résulte aussi que toute fonction entidre d'ordre
2éro, égale & 1 & l'origine, est le déterminant de Predholm d'un

tel opérateur de multiplication. Cependant, pour certains espaces

nucléaires, les résultats précédents peuvent encore s'améliorer.
Ainsi, si E est l'espace (nucléaire) des fonctions holomorphes
sur une variété holomorphe donnée V, il n'est pas difficile de
voir que la suite des valeurs propres d'un opSrateur borné dans E
est m8me & décroissance exponentielle (i.e. majorée par une suite
(ki), oll k &£ 1 ; comparer ce résultat et les précédents avec
{15])« En effet, on montre successivement ce qui suit.

a. 81 £ est une application holomorphe de V dans un espace locale-
ment convexe quasi-complet F (il suffit de le montrer quand F est
un espace de Banach), K une partie compacte de V, alors f(K) est

contenu dans ltenveloppe convexe cerclée fermée dfune suite (kixi)
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ol (xi) est une suite bornée dans P, et (Xj) ane suite de scalai-
res & décroissance exponentielle (on se ramdne au local et on é-
orit le développement de Taylor de f£).

b. Toute partie équicontinue A de E' est contenue dans l'enveloppe
convexe cerclée fermée d'une suite ()‘1x1) coume ci-dessus - ap-
pliquer a. & l'application holomorphe de V dans E' qui & tout seV
fait correspondre la forme linéaire ¢ ~>yp(s) sur E -

¢. Toute application lindaire bornde u de E dans un espace locale-
ment convexe quasi-complet P est de la forme u = z%_%ixl @yy» ol
(x,) est une suite a décroissance exponentielle, (x{) une suite
équicontinue dans E!, (yi) une suite bornée dans F 6.

d. Enfin, si u est un opérateur borné dans E, on déduit alors, de
la représentation précédente, par le calcul correspondant du dé-
terminant de Fredholm,une majoration de ce déterminant qui impli-
que le résultat annoncé grfice a& la théorie classique des fonctions

entidres d'ordre zéro.

On voit de fagon analogue, dans le cas particulier ol E est

6. Pour le prouver, on peut supposer que F est un espace de Banach. Soit
V un voisinage de 0 dans E tel que u définisse une application compacte de
EV dans F, alors tu est une application lindaire continue de P! faible
dans l'espace (E'%pmnni de la topologie faible définie par le dual de cet

espace de Banach. Il suffit maintenant d'appliquer & v° 1'énoncé b., et le
lemme suivant, qQui se démontre facilement comme les prop. 2 et 4 (§1, n°5)
LEMME. - Soit H un espace localement convexe, (x;) une suite dans H,
soalairement de carré sommable, soit A gson enveloppe convexe cerclée fer-
hée. Alors l'application identique de H, dans H est de la forme
le@xi, ou (x{) est une suite scalairement de carré sommable dans le

dual de HA'
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1tespace des fonctions entidres & n variables, que la suite des
valeurs propres d'un opérateur borné dans E, rangées par ordre de
modules non croissants, est dominée par la suite (ki) quel que
soit 0Lk 1. On obtient des propriétés de décroissance encore
plus fortes pour d'autres espaces nucléaires, p. ex. certaine des
espaces nucléaires échelonnés de la prop. 9, qui se prétent parti-
culidrement bien au calcul (p. ex. pour l'espace des fonctions en-
tidres d'ordre fini - voir corollaire de la prop. 9 -).

Ces remarques suggdrent un classement des espaces nucléaires
d'aprds les "propriétés de décroissance" des parties équicontinues
du dual, qui peut-8tre ne serait pas sans utilité, mais que nous
n'entreprendrons point.

Remarque 10. - Soient E et P deux espaces nucléaires, M un ensem-
ble d'applications lindaires appliquant un voisinage convexe cer-
clé fixe U de O dans E dans une partie équicontinue convexe cer-
clée faiblement fermée fixe B de F'! ; on suppose M fermée pour la
topologie de la convergence simple. Comme E ® P est un espace de
Schwartz (Chap. I, §1, n°3, Prop. 7, 2°), on peut meme supposer
que M provient d'une partie compacte de 1l'espace L(E’B,F]'s). Soit
alors 0<pg1, et soit B1D B une partie équicontinue convexe
cerclée faiblement fermée de F'!', telle que l'application identi-

que de P1'3 dans Pl'3 soit de puissance p.dme sommable. Alors il est
1

immédiat que M définit un ensemble compact d'applications de puis-

sance p.&me sommable de EIB dans Ffa s, et provient donc d'une partie
1
compacte M, de E;‘(g)rﬁ , od A = U° (voir §1, n% et 2 pour les no-
1

tations). On peut d'ailleurs supposer que l'application naturelle

ZN
de E} ®Fl'31 dans B(E,F) est biunivoque, en supposant par exemple

que El" ou I’ﬁ1 est un espace de Hilbert (lemme 3), de sorte que
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ltapplication naturelle de M1 sur M est biunivoque, donc un homdo-
morphisme quand M est muni de la topologie de la convergence sim-
ple sur EXF. (D'ailleurs, si E} ou F} est du type (F), 11 est

immédiat, grfice au corollaire 4 du th. 11, que l'on peut méme rem-
(5) )}
placer Eﬂ Fé par ltespace E] GDFﬁ ) Supposons maintenant que
1 1

E est un espace nucléaire quasi-complet dont le dual fort E!' soit
nucléaire, et prenons dans ce qui précéde F = E'. Avec les nota-
tions précédentes, notons maintenant que le déterminant de Fred-

holm d'un opérateur provenant dtun uG.EA&B)EB1 est aussl identique
an déterminant de Fredholm de l'image canonique de u dans
(EB1)'gy(EB1) (pour l'application produit tensoriel de 1l'appli-
cation naturelle de Eﬂ dans le dual de EB1 et de 1lt'identité). Soit

alors G la "auite non ordonnde des valeurs propres de u"au sens de
la remarque 4 du §1, n°. Tenant compte de cette remarque 4, on

trouve le résultat suivant : Soit E un espace nucléaire guasi-

complet dont le dual est nucléaire, M un ensemble équiborné d'opé-

rateurs dans E. Alors l'application u—> a gui, & tout u€M,

associe la suite non ordonnée de ses valeurs propres, est une ap-

plication continue de M, muni de la topologie induite par

LS(E,ES), dans l'egpace des guites non ordonnées & décroissance

rapide (i.e. dtordre O ; voir la définition 2 la remarque 4).
Dtailleura, i1 n'est pas difficile de z'assurer qu'il n'est pas
néceszaire en fait que E% soit nucléaire, ni E quasi-complet,
pourvu que A soit une partie convexe cerclée bornée compldte de E.
Reconsidérons l'espace (s) des suites & décroissance rapide (n°3) et
gon dual (s'!') des suites & croissance lente, et soit E un espace locale-

ment convexe quelconque. Une suite (xi) dans E est dite a décroissance
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rapide si pour tout x'€ E', la sulte ((xi,x')) est une suite a décroissan-
ce rapide, ou, ce qui revient manifestement au méme, si pour tout entier
n )0, la suite (1"x,) dans E est bornée. Si E est normé, cela signifie
donc aussi que la suite des normes (§x;0) est & décroissance rapide. Plus
généralement, si E est un espace (F), il résulte aussit8t de la "propri-
6t6 de dénombrabilité de Mackey" ([7] » Prop. 3) que si (xy) est & déorois-
sance rapide, il existe une partie bornée convexe cerclée A de E telle que
(xi) soit & déoroissance rapide dans EA' S1i E est localement convexe quel-
conque, une suite qui posséde cette propriété est dite a décroissance triés
rapide. Une telle suite est & fortiori & décroissance rapide, mais la
réciproque n'est pas vraie en général : ainsi, dans l'espace du type F)
nucléaire (s'), la suite (e{) des formes coordonnées est manifestement &
décroissance rapide, mais ilnexiste pas de suite & décroissance rapide

()\1) telle que la suite (11— el) soit bornée. Il est facile de voir (voir
i

43, n°3) que l'espace de toutes les suites & décroissance rapide dans un
espace localement convexe complet E s'identifie & (s) @ E } par suite, les
suites & déoroissance trés rapide dans E s'identifient aux noyaux de Fred-
holm de l'espace (s) ® E, ce qui explique de nouveau pourquoi les deux
notions envisagées coincident dans le cas ol E est du type (F) (voir
Chap. I, th. 1).

Une suite & décroissance rapide dans un espace quasi-complet E a une
enveloppe convexe cerclée fermée dtordre zéro (¢ 1, n°5, prop. 4, 2°), et
si E est du type (F ), réciproquement toute partie d'ordre zéro est conte-
nue dans une telle enveloppe (prop. 4, corollaire 2). J'ignore si cette
réciproque est encore vraie si E est du type (¥F), meme si E est nuclé-
aire (voir proposition 9).

Notons du moins que si A est une partie bornée d'un espace
(OF) nucléaire (A est donc dtordre zéro), A n'est pas contenu en

général dans l'enveloppe convexe cerclée fermée d'une suite &
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décroissance trds rapide. Il suffit de prendre E = (s'),

A = engsemble des formes coordonnées e{. A n'est pas dlordre zéro
dans an espace EB, ol B est un borné défini par : ()\1)6 B équi-
vaut a |)\1‘ < 1" pour tout 1 (od n est un entier ) O donné). Car
si A 1'était, 1'opérateur de multiplication par la suite (1~%)
dans EB, qui applique B dans A, serait d'ordre zéro, et aurait
donc une suite de valeurs propres & déoroissance rapide, ce qui
n'est pas, cette suite n'étant autre manifestement gue (1~ 7).

PROPOSITION 9. - Soit E un espace localement convexe. Pour que E soit

isomorphe & un gous-espace vectoriel topologique d'un espace produit
(s)l (oi ¥ est un ensemble d'indices convenable), il faut et il suffit

gue toute partie équicontinue de E' gsoit contenue dans l'enveloppe convexe

cerclée faiblement fermée d'une suite (x]) dont le produit par toute suite

gcalaire (1“) (oli n est un entier > 0 arbitraire) soit équicontinue (c'est

& dire une suite & décroissance rapide dans E{ si E est quasi-tonnelé).

Si E est du type (¥'), on peut supposer dans cet énoncé que N est l'ensem-

Dble des entiers naturels.

Démonstration. ~ Nécessité. Elle résulte de ce que la condition énon-
cbe est manifestement stable par passage & un sous-espace vectoriel topo-
logique et par l'opération de prodult vectoriel topologique, et qutelle
est de plus vérifide pour (s). Pour ce dernier point, on peut supposer
que la partie équicontinue envisagée A soit llensemble des (A 4) €(s')
tels que l)\il £ 1P pour tout i, o n est un entier > 0 donné. Soit
xi = 1n+2e{, la suite (xl) est évidemment & déoroissance rapide dans (s'),
et s1 A= ()\1)€A, on a

A =Zi_)\ie1 = Zi ( 7\11"1)1‘2:{
I1 suit, si p = Zi;i'z, que A est contenu dans l'enveloppe convexe cerclée

fermée de la suite des px}.
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Suffisance. Soit (Av)ve § une famille fondamentale de parties équi-
continues de E', et pour tout v € N, soilt (xl(v)) une suite dans E' dont
le produit par toute suite (1") reste équicontinue, et dont 1l'enveloppe
convexe cerclée faiblement fermée contienne A. Pour tout x€ E, la suite
((xy xi(v))) est donc & décroissance rapide, soit y,(x) cette suite, et il
eat immédiat que l'application x —¢,(x) de E dans (s) est linéaire et
continue, et que la topologie de E est la moins fine des topologies ren-
dant continues les applications ¢y pour Y € N, d'od la conclusion voulue.

Un espace E qui satisfait aux conditions de la prop. 9 est évidemment
nucléaire (th. 9). Il semble plausible que Yout espace nucléaire satisfailt
réciproquement & ces conditions. Comme il est trds facile de voir que tout
espace nuclédaire est isomorphe & un sous-espace vectoriel topologique da
produit dtune famille d'espaces nucléaires du type (gr), (on utilise le
th. 6, oritére b.), il suffirait de prouver la conjecture suivante pour
les espaces nucléaires du type (F) : un tel espace est-il isomorphe & un
sous-egspace vectoriel topologique de (s)N, ol ¥ est l'ensemble des entiers
naturels ? Il est d'ailleurs facile, en vertu de l'isomorphie de (s) avec
l'espace 1§(T) des fonctions indéfiniment différentiables sur le tore
& une dimension, de montrer que chacun des espaces (s)N et 'ﬁ(R) (espace
des fonctions indéfiniment différentiables sur la droite réelle R) est
isomorphe & un sous-espace vectoriel topologique de 1'autre, de sorte que
1'on peut dans la question précédente remplacer aussi (s)R par ‘€(R).
Wotons qu'il est du moins immédiat que les espaces nucléaires du th. 10
et de la proposition 8 satisfont bien aux conditions de la prop. 9 (pour

les espaces nucléaires échelonnés de la prop. 8, on procdde exactement

comme pour (s)).
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§ 3. PRODUIT TENSORIEL TOPOLOGIQUE D'UN ESPACE NUCLEAIRE
PAR UN ESPACE LOCALEMENT CONVEXE

1. Propriétés de reldvement.

PROPOSITION 10. - 1. Solent E1, 32 deux espaces localement convexes,

golt F1 (resp. F2) un sous-espace vectoriel de E1 (resp. E2). On _suppose

F, ouF, nucléaire. Alors toute forme bilindaire continue sur F,XF, est
restriction d'une forme bilinéaire continue sur E1X EZ' Tout ensemble

équicontinu de formes bilinéaires sur F1x F2 est 1l'ensemble des restric-

tions d'un ensemble éguicontinu de formes bilinéaires sur E1 x Ea.

2. Soit E un espace looalement convexe, F nn sous=~

espace vectoriel nucléaire, G un _espace localement convexe quasi-complet.

Toute application linéaire bornée de F dans G est la restriction d'une

application nucléaire de E dans G. Tout ensemble équiborné 4'applications

linéaires de F dans G est l'ensemble des restrictions d'un ensemble équi-

borné d'applications nucléaires de E dans G.

3« Soit E un espace localement convexe, F un sous-

espace vectoriel, H un espace du type (f?‘) ou le dual fort d'un espace du

type (F), G un_espace gquotient de H par un sous-espace vectoriel fermé

(faiblement fermé si H eat un dual d'espace du type ﬁfﬁ). On suppose F

ou G nucléaire. Alors toute application linédaire bornée de F dans G pro-

vient d'une application de Fredholm de E dans H (en prenant la restriction

de cette dernidre & F, puls en composant avec l'application canonigque de

H sur G). Enoncé analogue pour les ensembles 4quibornés d'applications

linéaires de F dans G, pourvu que toute partie bornée de G soit 1'image

canonique d'une partie bornée de H (ce qui est le cas p. ex. si H est le

dual d'un espace du type ﬁfﬁ,done G le dual d'un sous-espace fermé de ce
dernier - donc les parties borndes de G Squicontinues, d'od la conclusion-

ou si H est du type ﬁ?ﬁ et G du type knﬁ, P ex. G nucléaire).
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Démonstration. - 1. En vertu de la prop. 4 du Chap. I (§ 1, n°2), la
premi®re partie de la prop. 10 équivaut au
COROLLAIRE. - Soient E1 ’ Ez deux egpaces localement convexes, soit

(P,) (resp. P,) un sous-espace vectoriel de E, (resp. E,). S1 F, ou F, est
nucléaire, l'application linéaire naturelle de r, 6 P, dans E, 632 est un

isomorphisme vectoriel topologique.

Ce corollaire résulte immédiatement de la définition 4, d'aprés la-
gquelle on a P § P2 = F1 @ Pa et du fait général que lt'application canoni-
que envisagée est un isomorphisme pour les topologies induites par P1 g P2
resp. E ®Ea (comme 11 a ét6 dit au Chap. I,§3, n °3), et enfin que
E1 ®E2 induit sur E, ® Ea une topologie moins fine que la topologie de
produit tensoriel projectif.

2. On est aussit®t ramené au oas oti G est un espace
de Bgnach. Alors la conolusion résulte du lemme 2 (n°1), et de la propri-
6t6 évidente de reldvement des applications nucléaires signalée au Chap. I
§3, n°2, prop. 16. En fait, on trouve mBme qu'il existe une partie 4qui-
continue convexe cerclée faidblement fermée A de E' telle que les applica-
tions linéaires données soient toutes des restrictions & F d'applications
linéaires de E définies par les é1éments de la boule unité de E‘ @ Ge

3. Soit u une application linéaire bornde de F dans
G. Comme les parties bornées de G sont nucléaires quand G est nucléaire
(th. 7), ou & cause du corollaire 4 du th. 6 quand F ezt nucléaire, u est
nucléaire. Il suffit maintenant d'appliquer successivement les deux par-
ties de la prop. 16 du Chap. I,§3, n°2, qui est bien valable ici ; {1l
faut seulement vérifier que toute partie compacte oonvexe oerclée de G est
l'image canonique d'une partie bornée de H. Mais cela est vrai si H est du
type (5) (Chap. I, lemme 6) ; et si H est le dual fort d'un espace du
type (F'), 11 est bien connu (par raison d'Quicontinuité) que m&#me toute
vartie bornée de G est l'image canonique d'une partie bornée de H. On
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procdde de la m8me fagon pour le cas d'un ensemble équiborné d'applica-
tions 1inéaires de F dans G.
De ltordre d'idées précédent procdde aussi la

PROPOSITION 11, -~ Soit E un espace localement convexe, F un sous
espace vectoriel nucléaire, A nne partie équicontinue convexe cerclée de
son dugl F', identifié a E'/Fo. Alors i1 existe une part.e équicontinue
convexe cerclée fajblement fermée M de E' et une application nucléaire u

de F] dans Ef gui, composée avec l'application canonigue de E! dans F!,
donne lt'application identigue.

Démonstration. - Soit en effet B une partie équioontinue convexe
cerclée faiblement fermée de F', contenant A, telle que l'appli-
cation identique de Fa dans F} soit nucléaire (th. 6, critdre bv.),
B est l'image oanonique d'une partie équioontinue convexe cerolée
faiblement fermée M de E', et par suite Fﬁ stidentifie & un espace
quotient de Eﬁ. La proposition résulte alors encore de la prop. 16
du Chap. I, §3, n%.

Ces propriétés exigent usuellement, pour 8tre valables, llexis-
tence de supplémentaires topologiques pour les sous-espaces vecto-
riels qui entrent en jeu. On jugera combien on est loin pourtant,
en général, de ltexistence d'un supplémentaire topologique dans

les énoncés précédents, par le

LEMME 7. ~ Soit E un espace du type (573 gqui n'est pas isomorphe

a _un produit d'une suite d'espaces de Banach, ou un espace Gbﬁj
qui n'est pas la somme directe (algébriquement) d'une suite de

sous-espaces vectoriels fermés engendrés par des bornés. Alors E

admet un sous-espace vectoriel fermé sans supplémentaire topolo-

gique. I1 en est ainsi en particulier si E est un espace nucléaire

du type (F) ou HF) gqui n'est pas isomorphe au produit vectoriel
topologigue ou & la somme directe topologique d'une suite de
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droites.

Faisons p. ex. la démonstration dans le cas o} E est du type
(F7), 1'autre cas se traite de fagon duale. Supposons d'abord qu'
11 existe une partie équicontinue A de E!' telle que l'espace vec-
toriel faiblement fermé H qu'elle engendre ne puisse @tre engen-
drée algébriquement par un seul borné. Il existe donc dans H une
suite fondamentale strictement croissante de parties borndes con-
vexes cerclées faidblement fermées Ay, d'ol résulte facilement
1texistence d'un sous-espace vectoriel ¢y de H de dimension infi-
nie, dont 1l'intersection avec chaque A; est de dimension finie.
D'aprds un critdre fin de Banach (voir {7}, th. 5), ¢ est faible-
ment fermé ; mals ¢ n'admet pas de supplémentaire faidble dans E!,
i.e. 11 n'existe pas de projection faiblement continue de E'! sur
p - car 1'image de A dans ¢ serait une partie bornée faidblement
totale de ¢, ce qui est impossible par construction (cette image
devant 8tre contenu dans l'un des A, donc 8tre de dimension finie)
Donec 1'orthogonal de ¢ dans E ntadmet pas de supplémentaire topo-
logique. - Supposons maintenant qu'il n'existe pas d'espace H
ocomme ci-dessus. I1 en résulte que E! est la réunion d'une suite
croissante de sous-espaces faiblement fermés H1 dont chacun est
engendré algédbriquement par un borné, ces bornés formant une suite
fondamentale de bornés. Si dans E tout sous-espace vectoriel fermé
admettait un supplémentaire topologique, alors chaque Hy admettrait
un supplémentaire topologique dans E;, d'ol résulterait faoilement
que E! est, algébriquement, la somme directe d'une suite de sous-
espaces vectoriels faidblement fermés Li, engendrés par des dbornés,
tels que la somme directe Fi des Lj pour jJ # 1 soit un supplémen-
taire faidle de Li. Pogons alors E, = (Fi)o, la somme des E; se-

rait directe et dense dans E, et i1 est manifeste que la
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topologie induite sur Z. Ei par E serait la topologie induite par
leé produit vectoriel to;ologique des Ei' d'ou résulterait que E
est isomorphe au produit U Ei' Comme enfin les Ei sont manifes~
tement normables cela est contradiotoire avec l'hypothése du
lemme 7.

Notons Que, d'aprds ce qui précéde, si E est un espace du type
(F) dans lequel tout sous-espace vectoriel fermé admet un supplé-
mentaire topologique, E est isomorphe au produit d'une suite
d'espaces de Banach Ei’ et ces derniers devront forcément avoir
la m&me propriété. Si, comme i1 est plausible, un espace de Banach
dans lequel tout sous-espace vectoriel fermé admet un supplémen-
taire topologique est forcément isomorphe & un espace de Hilbert,
alors les Ei sont des espaces de Hilbert. Mais 1l résulte immédia-
tement de [9],§2, n°2 qutun espace produit d'une suite d'espaces

de Hilbert de dimension infinie contient un sous-espace vectoriel

fermé sans supplémentaire topologique. Sous réserve que la conjec-
ture plus haut soit exacte, 11 suivrait done que E est isomorphe
soit & un espace de Hilbert H, soit & l'espace w produit d'une
suite de droites, soit enfin & un produit wXH.
Le "Problime des topologies™ du Chap. I,§1, n°1 , 8@ résoud ici par
1taffirmative dans les conditions suivantes :
PROPOSITION 12. - Soient E et F deux espaces localement convexes qui

sont tous deux du type (F) ou tous deux du type WOF) et complets. Sup-
posons E nucléaire.

1. Pour toute partie bornée M de E @F, i1 existe une partie bornée

convexe cerclée fermée A (resp. B) de E (resp. F) tels que M soit contenu

N
dans 1'image canonique de la boule unité de l'espace EAQ Fge

2. Si M est oonvexe cerclé, il exigte une suite (xi) dans E tendant

vers zéro, une suite ()\1)6 A y 8t une suite équicontinue (cpi) d'applica-



74 ALEXANDER GROTHENDIECK $3,n°1

Pal
tions linéaires de (E ® F)M dans F, de telle fagon que pour tout u €M, on
ait

(12) u =Zi_)\1x10<pi(u)

Démonstration. - La deuxidme partie implique manifestement la premid-
re. On sait qu'il existe un voisinage convexe cerclé V de O dans E' et une
Partie bornée oonvexe cerclée fermée B de F tels que les u €M, oonsidérées
oomme des applications linéaires de E' dans F, appliquent V dans B (si E!
et F!' sont du type (fT), c'est 14 un résultat olassique sur les ensembles
simplement bornés de formes bdilindaires oontinues sur le produit de deux
espaces (G/), résultant du théordme de Baire ; et si1 E et F sont du type
(‘3‘), cela résulte de [7] s the 8, mis sous une forme légérement plus géné-
rale). Donc, E' &tant nucléaire (th. 7), les u €M sont des applications
nucléaires,donc compactes, de EV dans PB sl V et B sont choisis convena-
blement (lemme 2 du n®1). Soit A = V°, U= BO: les ué& M peuvent aussi 8tre

congidérées comme des applioations linéaires faiblement continues de P!

dans E,, appliquant U dans A. Comme A est une partie nuoléaire de E,

1'application identique de E, dans E est de la forme 2_ Np, ® x , ol
A T "1 1

()\1)6 yA , o0 (Pi) est une suite de formes linéaires sur E, bornées par 1
en module sur A, et oh (x4) est une sulte tendant vers zéro dans E. Posons
¢ =E 6]?; on aura,pour tout ué€ Gys yr'€E F! ¢
uy! = Zi- )\1 {u.y?, Pi) xg -

Comme u est une application faiblement continue de F! dans EA' 1;u.pi est
un 61ément de F, dépendant linéairement de u, soit tpi(u). On a done

(u.y', Py) = (g (0), ¥'y , d'od u.y' 211 )\1(?1(11), NAD x,, d'ou la
formule (12). Enfin, les ¢4 forment un ensemble égquicontinu d'applications
linéaires de GM dans F, et de fagon préciase les ¢y appliquent M dans B.
Car s1 u€M, y'€B° = U, on a bien \(tpi(u), ¥y'H1 £ 1, puisque le premier
membre est |(u.y', P>l » et que u.y'e A. La prop. 12 est ainsi démontrée.
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Notons d'ailleurs que si E est Adu type (‘}/), on peut supposer que la suite
()\1) est méme & décroissance rapide, et si E est au type (HF), que cette
suite décroit plus vite que (1™") pour un n > 0 donné & l'avanoe (utiliser
le th. 11 et son corollaire 4). Notons aussi que si E est un espace nuclé-
aire quelconque, F un espaoe localement oonvexe quelcongue, alors on a
encore nn énoncé analogue & la prop. 12, 2° pour tout ensemble &quicontinu
¥ de formes bilindaires sur EXF (i1 suffit de reprendre la fin de 1la
démonstration précédente).
COROLLAIRE 1. ~ Sous les conditions de la prop. 12, la topologie de

1la convergence bibornée sur B(E,F) est identique & la topologie de dual
A
fort de E ®@F.

COROLLAIRE 2. - Sous les conditions de la prop. 12, si G est un espa-

oe de Banach guelcongue, alors les espaces veotoriels L(G,E @ F) et

Pal
E ®L(G,F) sont oanoniquement isomorphes veotoriellement.

A priori, i} y a une application linéaire continue naturelle de
E §L(G,F) dans L(G,E 6]?), correspondant & l'application bilinéaire con-
tinue naturelle de E XL(G,F) dans L(G,E 6]?) qui, a tout couple (x,u)€
E XL(G,F), fait correspondre l'applioation linéaire z — x ® u.z de G
dans E &F. Montrons que o'est 1a une application biunivoque de E 61»((},]?)
sur L(G, E 6 F). Que ce 3oit une application gur résulte aussittt de la
prop. 12, 2°, 1'image de 1la boule unité de G par une u€L(G,E @F) étant
une partie bornée de E ®F. D'autre part, si A€E 61»((},]?) eat tel que
son image dans L(G,E 61’) est nulle, alors son prodult scalaire avec ‘tout
é1ément de E'® G ® F!' est nul. Comme G ®F' est total dans le dunal de
L(G,F), il suit aisément gue A est orthogonal a E' @ (L(G,F))', dono nul
puisque pour tout espaoe localement convexe H (ici L{G,F)), l'application
canonique E 6H dans xe(E', H') est bilunivoque (car ctest m#me un iso-
morphisme vectoriel topologique en vertu de la 46finition 4 au N°1). Bien
entendu, la démonstration vaut encore si G est du type () (resp. (HF))
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quand E et F sont du type (HF) (resp. (?’)).
2. Propriétés de permanence et de dualité.

PROPOSITION 13. -~ Soit E un espace nucléaire non nul, F un_espace

localement convexe complet. Chacune des propriétés suivantes de P est

A
vraie si et seulement si E @ F pogsdde la méme propriété.

a. F eat un espace de Schwartz ([9), §3, n%).
b. F est quasi-normable ({9}, §3, n°1).

c. F est nucléaire.

4. F est du type ((M:)-
es F est réflexif.

Démonstration. - Les réciprogues rézultent toutes du fait que F est
isomorphe & un facteur Adirect de E 6]? (Chap. I, §1, n°3, lemme 3)s reate
& prouver la partie directe. a. et b. sont des cas particuliers de Chap.I,
§1, n°3, prop. 7, puiasque E lui-mtme est un espace de Schwartz, donc
quasi-normable (th. 6, corollaire 1). 0. n'est autre que le th. 9, 3°, Four
les deux derniers points, on note 4'abord qu'on peut supposer E complet
(car E 6 F ne change pas quand on remplace E par son complété). I suffit
alors d'identifier E 6]? & Lo(E'. , ) (th. 6), de noter que E est un es-
race de Schwartz complet et d'appliquer le Chap. I, §4, n°2, prop. 24,
corollaire.

Soit E nn espace nucléaire, F un espace localement convexe. Le dual
de E 6]? s'identifie & B(E,F), et ses 61éments se représentent par des
noyaux de Fredholm (th. 6, corollaire 4). Voici un résultat plum particu-

lier

THEOREME 12. - Soient E et F deux espaoces localement oonvexes qui

sont tous deux du type (F ) (resp. du type (HF')), E Stant nucléaire.

A
Alors E ® F est du type (F) (ze p. (HF)), et 1a topologie de son dual
fort B(E,F), gqui est du type (6F) (resp. (F)), est identigue & la topo-

logie de la convergenoce bibornée. On a B(E,F) = x«(E,F), et Y'application
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Pal
linéaire canonigue de E'@ F'! dans le dual fort B(E,F) de E @F est un

isomorphisme vectoriel topologique 4du premier espace sur le seoond.

Signalons toute de suite les corollaires.

COROLLAIRE 1. - Sous les conditions du th. 12, le bidual de E & F,

muni de 1la topologie forte 4u dual de (E & F)' = B(E,F), s'identifie a

E® Py, oit F est le dual fort de Fy.

I1 suffit A'appliquer deux fois le th. 12.

COROLLAIRE 2. - Soient E, F deux espaces du type (5), E nucléaire.
Pour gque E <§ F soit distingué, il faut et 11 suffit que F le soit.

En effet, par 46finition, un espace est distingué si et seuement si
son dual fort est tonneld, or le dual fort de E BF eat E} 8 F} et i1 guf-
f£it alors d'appliquer le Chap. I, §1, n°3, prop. S5, corollaire.

Démonstration du the. 12. - La premidre assertion n'est qu'un rappel
de propositions antérieures (notamment Chap. I, prop. 5 et Chap. II, prop.
12, corollaire 1). B(E,F) = L (E,F) est toujours vrai si E et F sont
au type (‘3’). Si E et F sont du type (HF), E étant de plus du type (cM:),
ctest enoore vral et résulte du th. 2 de [9) , §1 : on doit seulement prou-
ver qu'une forme bilindaire séparément continue sur E 6 F est "hypocon-
tinue", i.e. que l'application de E dans F! et l'application de F dans E!
qu'elle 46finit transformestles parties bornées en des parties Squiconti-
nues. Or dans le premier cas cela résulte du fait que les parties bornées
de E sont compactes et les parties compactes de F{) équicontinues, dans le
deuxidme cas du fait que E est évidemment tonnelé. Fnfin, 1'application
naturelle de E! 3 F' dans B(E,F) est un isomorphisme topologique Au pre-
mier espace sur le second, puisque, E! &tant nucléaire (th. 7), E! &
st'identifie précisément & Le(E,F') en vertu du th. 6 (le dual de E' &tant
E s1 E est complet, cas auquel on se raméne aisément), et Le(E,F') s'iden-
tifiant & son tour a By (E,F)e

Le corollaire 2 du th. 12 est aussi contenu dans la caractérisa-
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ol
tion suivante des parties équicontinues du dual e E®F, ol E et
F sont des espaces du type (HF°), E nucléaire : Une partie M du
A
dual B, (E,F) = L, (E,F') de E ® F est équicontinue si et seulement

si pour toute partie bornée A de E, l'ensemble M(A) = LGJM u(d)
u

est une partie équicontinue de F'. En effet, il suffit de prouver

qu'alors il existe un voisinage de zéro V dans E tel que M(V) soit
une partie équicontinue de F'!'. Pour cela, solit (Ai) une suite fon-
damentale de parties bornées de E. Comme les M(Ai) sont des par-
ties équicontinues de F', 11 existe une suite (ki) de nombres O
tels que la réunion des kiﬂ(Ai) soit une partie équicontinue ae
Ft, I1 suffit alors de prendre pour V ltenveloppe convexe cerclée
fermée des ki‘i’ qui est bien un voisinage de zéro, E étant évi-
demment tonnelé.
Pour un résultat plus général que le th. 12, nous renvoyons au Chap.l
§4, n°2, prop. 25, qui s'appliquera surtout quand E est un espace nuclé-
aire quasi-oomplet quelconque, F un espace localement convexe quelconque.
Signalons aussi les prope. 23 et 24 4u Chap. I, qui s'appliquent iei pour
donner, entre autres, un critdre de faidle compacité dans E @F (E nuclé-
aire) ; nous ne répdterons pas ces énoncés.

3. Espaces fonotionnels nucléaires usuels.

LFMME 8. - Soit T un ensemble, E un espace vectoriel de fonctions

scalaires sur T, muni &'une topologie localement convexe plus fine que la

topologie de la convergence simple. Soit F un espace localement convexe

complet. Alors 1'espace L(Fé, Es) s'identifie & l'espace des applications

£ 3¢ T dans F telles que pour tout y'€ F', t— (£(t),y') soit une fonec-

tion € E, soit Ufy', et que Ury' parcoure une partie faiblement relative-

ment compacte de E gquand y'! parcourt une partie équicontinue de F'. Cette

dernidre condition est inutile guand E est un espace réflexif, et que E
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est du type &F), ou plus généralement si sa topologie est la moinsg fine

de celles rendant continues les applications identiques de E dansg des

espaces E, du type Cf?;}, formés de fonctions scalaires sur T avec des

topologies plus fines gue la convergence simple. (Il suffit mlme que la

topologie de chaque Ei soit moins fine qu'une certaine topologie d'espace
&5Y).

Démonstration. - Soit u(L(Fé,Es); pour tout t€T, y'—>u.y'{t) est
une forme linéaire continue sur Fé, dono un é1lément de F qubon peut noter
Fu(t). F, est une application de T dans F définie par

(Fo(8), 7'y = u.yt (%)
pour t€T, y'€ F',donc satisfait aux conditions de 1'énoncé du lemme 8,

car manifestement UF = u, et u é§tant une application continue de F; dans
u

Es’ transforme les parties relativement compactes, et & fortiori les par-
ties équicontinues, de F; en des parties relativement compactes de Es' Il
reste & montrer que si f est une application de T dans F satisfaisant aux
conditions da lemme 8, alors l'application u = Uf de F' dans E qu'elle
définit est faiblement continue, i.e. que sa transposée tu (qui est &
priori une application 1linéaire de E' dans le dual algébrique F'!¥ de F!)

applique E' dans F. En effet, l'hypothdse falte exprime que °

u est une
application continue de E; dans F'* muni de 1la topologie de la convergen-
ce uniforme sur les parties équicontinues de F'. Dtautre part, désignons,
pour tout t€ T,par €y la forme linéaire p-—>¢(t) sur E; les € sont tota-
les dans Eé donc dans Ey (car 9(t) = O pour tout t€T implique ¢ = 0),
donc ltespace vectoriel fermé dans Ey engendré par les €y est identique
a E;. Or th(et) = £(t)€F, d'od sult par continuité (F &tant oomplet),
que *a applique E} dans F. Si maintenant E est réflexif, 1'hypoth2se que
Uf transforme les parties équicontinues de F!' en des parties faiblement
relativement compactes de E devient : pour toute partie &quicontinue con-

vexe cerolée faiblement fermée A de F', la restriction de
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Uf a FA est une application continue de F& dans E, ou, ce qui revient au
mlme, de FA dans chaque Ei’ Or si la topologie de Ei est moins fine qu'une
topologie d'espace (XF ), on peut appliquer le critdre du graphe fermé
(Chap. I, Introduction IV, th. B), qui permet de conclure, car les formes
yt—a(Ufy',et> sur F] sont continues, et les €, sont totales dans Ej.
Remarquons que le méme raisonnement aurait pu s'appliquer si, aun lieun de
supposer E réflexif, on supposait F quasi-normable, et réflexif, ou plus
généralement que F satisfait aux conditions du lemme 9 de [§), §3, n°3.

Supposons maintenant que E est un espace nucléaire oomplet, et & for-

Pad
tiori réflexif. Alors Le(F%,, B) stidentifie a E ® F (th. 6), etllemme 8§
donne une nouvelle interprétation du prodauit tensoriel projectif complété
A
E®F :

THEOREME 13. - Soit T un ensemble, E un espace de fonctions scalaires

sur T, mani d'une topologie localement convexe plus fine que 1la topologie

de 1la oonvergenoe simple, et qui en fait un espace nucléaire complet.

Vo)
Alors pour tout espace localement oonvexe complet F, E ®F s'identifie &

l'espace des applications f de T dans F telles que pour tout y'€ Fr, pE:}

fonction t— (£(t), y') soit dans E, du moins si E est du type (£TF), ou
plus généralement si sa topologie peut se définir oomme & la fin de 1'4-

noncé du lemme 8.

De plus, la topologie sur cet espace fonctionnel définie par 1la topo-
logie de ESF s'interpréte, dans chaque cas précisé, de fagon immédiate,
en se référant par préférence & ltespaoe Le(F%:, E). ¥otons aussi qu'il
est le plus souvent facile, meme si E ntest pas du type Gf?Fj, d'établir
la validité du th. 13 a 1vaide d'un emploi convenable du théordme du
graphe fermé classique (voir exemple 5 plus bas).

Exemples. -

1. Soit V une vari&té indéfiniment différentiable ! soit E = &(V)
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l'espace des fonctions indéfiniment différentiables sur V, aveo sa topolo-
gie usuelle qui en fait un espace nucléaire du type (6'/) (the 10). Alors
(F 6tant un espace localement oonvexe oomplet), E @F stidentifie & ltes-
pace E(V,F) des fonotions vectorielles indéfiniment différentiables sur
V, & valeurs dans F, muni de la topologie de la convergence compacte de la
fonction et de ses dérivées. Soit (Di) un systime d'opérateurs différen-
tiels dans E(V), soit E = g(ni)(v) le sous-espace de ‘é(v) formé des

N
solutions du systime Dif = 0 pour tout i. Alors E @ F est le sous-espace

E(D )(V,F) de ‘&’(v,r) formé des fonctions vectorielles satisfaisant an
i

systéme d'équations Dif = 0.

Dans ceci, on peut remplacer ~8(\7) par un espace de tenseurs indéfi-
niment différentiables de type quelconque sur V. On peut aussi, pour toute
partie fermée K de V, considérer le sous-espace EK(V) des ¢ € ‘€ (V) dont
le support est dans K. Alors fx(v) @ F gtidentifie au sous-eapace cor-
respondant &y (V,F) de E(V,F).

2. Soit V une variété holomorphe, soit E = ?C(V) ltespaoce des fono-
tions holomorphes sur V, mani de sa topologie usuelle qui en fait un es-
pace nucléaire du type (Cf’) (th. 10, corollaire). Alors E 61‘ st'identifie
&4 1'espace ?’C(V,F) des fonctions vectorlelles holomorphes & valeurs dans
F, muni de la topologie de la convergence compacte. Cet exemple peut se
modifier comme 1'exemple précédent, et peut dtailleurs aussi &tre consi-
déré comme un cas particulier de ce dernier (car i1 est bien connu que la
topologie de la convergence compacte dans H‘l’,(\r) est identique a la topolo-
gie induite par €(V)).

3. On a des énoncéds tout analogues si E est ltespace (DO) des fonc-

7. Comme d'habitude, toutes les variétés que nous envisagerons sont impli-
citement supposées dénombrables & Yt'infini.
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tions sur R" nindéfiniment différentiables & décroissance rapide", ou un
espace nucléaire échelonné (voir prop. 8), en particulier, l'espace (s)
des suites & décroissance rapide.

4. Soit V une variété indéfiniment différentiable, soit E = (V)
l'espace des fonctions indéfiniment différentiables sur V & support com-
pact, muni de sa topologie limite inductive naturelle. Alors E 6]?' s'iden-
tifie & 1l'espaoe 5(v,r) des fonotions vectorielles indéfiniment différen-
tiables sur V, & valeurs dans F, qui sont "soalairement & support compact®.
Si F est un espace de Banaoh, plus généralement si F est du type (.‘D‘f), la
topologie de D (V,F) qui correspond & oelle de E ® F est 1la topologle de
la limite inductive des sous-espaoes aﬁK(V,F) (ol pour tout compact Kcv,
.‘bK(V,F) est le sous-espaoce de g(v,F) formé des fonotions ayant leur sup-
port dans K), munis de la topologie de la convergence uniforme de la fonc-
tion £ et de ses dérivées. Pour le voir, on applique 1l'exemple {1, qui
prouve gque obK(V,F) = eﬁK(V) @F, et le Chap. I, §1, n®3, prop. 6, corol-
laire, et enfin on note que, puisque la limite inductive des bx(v,r) est
une limite inductive stricte d'espaces complets, cet espace est complet,
dono identique & E @F. S1 F est un espace localement convexe oomplet
quelconque, on prend sur 5 (V,F) la topologie borne supérieure des topolo-
gles des espaoes Ea) (V,I{E) , o U parcourt un systdme fondamental de voisi-
nages oonvexes cerolés de O dans F.

On se gardera, si F n'est pas du type (43‘3’3, de confondre l'es-
pace 5(\7,]?) avec 1'espace£ (V,F) des applications indéfiniment
différentiables & support oompact de V dans F, muni de la topolo-
gle limite inductive striote des espaces @K(V,F) considérés pré-
cédemment. Prenant par exemple F = O '(V) (dual de & (v)), et
définissant une application £ de V dans F par f(s) = €, (masse + 1
au point s8), £ est évidemment scalairement A support compact, mais

non & support compact si V est non compaote. Drailleurs, si V est



§3,°3

ESPACES NUCLEAIRES 83

non compacte et si ¥ admet un sous-espace vectoriel du type &)

non normable, alors $ (V,F) = X)) (V) &F et b(v,r) n'induisent pas

la m8me topologie sur é(v) ®@F, et y donnent méme des duals dis-

tinots. En effet, la topologie induite par le deuxidme espaoe est
la topologie limite inductive des espaoes QK(V) @ F munis de la
topologie de produit tensoriel projectif (qui est en effet la
topologie induite par i)K(V,F) en vertu de lt'exemple 1), de sorte
qu'il suffit d'appliquer la remarque 1 du Chap. I, §1, n°3. Si

cependant i1 existe dans F‘:') une partie bornée oonvexe cerclée

compldte A gqui est faiblement totale (& fortiorl s'i} existe une

partie équicontinue faiblement totale, i.e. si dans F existe une

vrale norme continue), alors les espaces vectoriels O (v,F) et

b (V,F) sont identiques, et ont méme les mBmes parties bornées.

—~ ”n
En effet, si M est une partie bornée de D (V,F) = H(V) ®F, en

interprétant M oomme un ensemble dtapplioations linéaires conti-
nues de F} dans E, on voit que M(4) est une partie bornée de

E=9 (V), dono contenue dans un sous—espaceeﬁ K(V), dtol résulte
par prolongement par continuité que M(F')Cﬁx(V), d'ol aussitodt
le résultat annonoé. Comparant les deux remarques précédentes, on

voit que g1 V n'est pas compact, si F admet un sous-espaoe vecto-

riel du type ("3") non normable et si F admet une semi-norme conti-

-~ N
nue quil est une vrale norme, alors HWE,F) = H(V) ®F n'est pas

bornologique $ il n'est d'ailleurs pas méme tonnelé, et son dual

fort n'est pas guasi-complet. En effet, S (V,F) est égal & 5(v,r)
et a les m8mes parties bornées, mais une topologie strictement
plus fine, dono ﬁ(v,F) ntest pas bornologique. Remarquons de plus
que toute forme linéaire continue v sur £ (V,F) est limite forte
d'une suite de formes lindéaires continues sur §(V,F), P. ex. les

formes v, (£) = v(p?), ol (p;) est une suite de fonctions € H (W)
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qui finissent par 8tre égales & 1 sur tout compact. Prenant alors
v non dans le dual de & (V,F), (vi) est une suite de Cauchy dans

le dual fort B(D (V),F) de O (V,F) qui ne oonverge pas dans ae

dual, qui n'est par sulte pas quasi-complet. 4 fortiori S(V,F)
ntest-i1 pas tonnelé.

Si F est du type (F), alors -ﬁK(v,r) = .ﬁx(\r) ®F = -ﬁK(V)5F
(exemple 1), donec £ (V,F) s'identifie & H (V) ®F (Chap. I, §3,
définition 3 et prop. 14). Quand F n'est ni du type (HF) ni du
type (5), on n'a pas d'interprétation de H (V,F) par une des no-
tions de produit tensoriel topologique rencontrée précédemment. On
peut seulement dire que c'est un espace compris entre $H (V) ®F et
D (V) r = E(v,r), avec une topologie intermédiaire. Son dual
est manifestement l'espace des formes bilinéaires sur b (V)xF
dont la restriction & tout 5)K(V)XF est continue. La structure
de ces formes bilinéaires est &tudide, ainsi qu'en général les
espaces P (V,F), g(v,F) etc., dans (23].

Soit W nne deuxi®me variété indéfiniment différentiable, et
faisons F = O (V). Alors le produit tensoriel inductif complété
D (V) ® H(W) stidentifie avec sa topologie & llespace D (VX W)
construit sur la variété produit VX W. Pour le voir, il suffit
d'appliquer ltexemple 1 aux espaces cf)K(V)é éL(V) = .QK(V)E.éL(v)
qui stidentifient dono a beL(VxW), puis d'utiltiser le Chap. I,
§3, prop. 14, d'aprés lequel H (V) ® H (W) est la limite induc-
tive des eﬁK(V) 6"61;(')’ D'autre part, i1 existe dans D (¥) une

vraie norme continue, p. ex. g—\ell de sorte que

[ve] ?
SN HM =5V, H (W)) stidentifie en tant quespace vecto-

riel & H(V, H (¥)), qui lui-méme s'identifie manifestement &

D (VXVW) et donne méme les m@mes parties bornées. Ainsi, ltespace

D(VXV) est muni de trois topologies localement convexes
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naturelles, donnant les m&mes parties bornées, savoir la topologie

T, de HV)® H (W), qui est la topologie usuelle de H(VXW) ; la

topologie T, de H (V, H(W)) ; enfin la topologie T, de
H ) & H (W) = g(v,.é(W)). (On pourrait aussi envisager la topo-
logle T; de D, H(V)). Onar yT, » T,e I1 est facile de

voir, grfice a ce qui précedde, que l'on a To = T1 8l et seulement

81 W est compacte, et Ty = T, 8i et seulement si V est compacte,

done T, =T, g1 et seulement si V et W sont compactes. De plus, si

deux de ces topologies sont distinctes, elles donnent m&me des
duals distincts.

5. Soit E = ((DM) l'espace des fonctions sur R" "indéfiniment diffé-
rentiables & croissance lente", muni de sa topologie usuelle qui en fait
un espace nucléaire (th. 10). Alors E @F s'identifie & l'espace
OM(Rn,F) des fonctions sur R" & valeurs dans F, "indéfiniment différen-
tiables & croissance lente", i.e. dont le produit scalaire par tout
y'€F!' est une fonction((@m). Pour le prouver, il suffit de noter que la
topologie de OM est bien définie comme & la fin du lemme 8, les Ei étant
des espaces ('{F) isomorphes & (JO). En effet, pour toute ¢ € (f) telle que

p(t) # O pour tout t € B.n, on pose E‘P = %(JO), espace des quotients f
9

avec £ € (.)o), muni de la topologie déduite de celle de (30) par transport
de struacture. La topologie sur @M(Rn,]?) qui oorrespond & celle de
((9M)® F st'interpréte facilement. Regardant (OM) comme un sous-espace
vectoriel topologique de Lb((f),()o)) = (P @ ), (@M) ® F s'identi-
fie & un sous-espace vectoriel topologigue de (:P’) @ (f) &F (prop. 10,
corollaire), gue nous interprétons comme Lb((f),(f) @ F), i.e. ltespace
des applications linéaires continues de (Ja) dans ltespace (JF) &F =

= f(Rn,F) des fonctions sur Rn, a4 valeurs dans F, qui sont "indéfiniment
différentiables & décroissance rapide" (voir exemple 3). Il est immédiat
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qu'a f ¢ CQM(Rn,F) correspondra, par l'interprétation précédente, ltopéra-
teur de multiplication p—>¢f de (F) dans O, (r",F).

6. On traitera de fagon analogue l'espace (OC), dual fort de ltespa-
ce ((96) des "distributions & décroissance rapide® (voir th. 10). ((DC)
stidentifie & l'espace des fonctions sur ) qui sont "indéfiniment diffé-
rentiagbles & croissance tres lente", i.e. qui sont produits d'un polynSme
var une fonction indéfiniment différentiable bornée ainsi que toutes ses
dérivées ; et (00) est un espace I5) nucléaire et complet (voir ¢4,
n°4, th. 15). Le th. 13 est donc directement applicable & cet espace.

Un autre type d'espaces nucléaires, qui ne se raménent pas utilement
aux espaces fonctionnels envisagés dans le lemme 8, sont les espaces de

distributions nucléaires, notamment les espaces (&), (F'), (') de

L. Schwartz (th. 10). Si F est un espace localement convexe complet, alors
() F (resp. (PP F, (H") & F) s'identifie & 1'espace L, ((E), F)
(resp. a Lb((.)a), F), Ly((H), F)) en vertu du th. 6, et s'identifie donc
4 un espace de noyaux-distributions lorsque F est lui-m@me un "espace de
distributions" ; tandis que si F est quelconque, on a affaire & des espa-
ces de "distributions vectorielles" (voir [23] pour ces notions). Si F
est un espace du type (.ﬁf}'). on a & envisager le produit tensoriel de deux
espaces (OF) lorsque E est l'espace (&') ou (F'), ce qui permet dtutili-
ser la prop. 12 pour des théordmes de structure explicites. On trouvera
dans [23] un procédé plus direct qui permet d'obtenir ces "distridutions
vectorielles™ comme des sommes de dérivées de fonctions vectorielles con-
tinues.

Nous terminons ce § avec quelques indications sur les utilisations
possibles des résultats de ce §, et en donnant an hasard quelques exem-
ples dans cette voie. Le théordme 13 et les exemples qui précddent sont
utiles pour appliquer aux espaces de fonctions vectorielles envisagés les

théordmes généraux sur les produits tensoriels topologigues, et notamment
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les résultats des n°% 1 et 2 de ce §. Ainsi, je ne connals pas de démons-
tration directe, sauf sous des hypoth®ses trés particulidres sur la vari-
6té holomorphe V, pour prouver dans le cas de l'exemple 2, que les fonoc-
tions holomorphes vectorielles de la forme simple, z—>f(z)a, od £ € X
et a €F, et leurs combinaisons linéaires, sont denses dans J6(V,F). Dans
cet ordre d'idées, lorsque E et F sont du type (3’), on peut mme appli-
quer le th. 1 du Chap. I et obtenir lzs 41émenta de 1l'espace fonotionnel
ESP envisagé par des séries de la forme Zi— )\ifi ®g,, o (7\1)6 A , et

ol (fi) (resp. (gi)) est une suite bornée dans E (resp. F). Appliquant le
th. 11, corollaire 4, on peut m®me supposer la suite (A 4) & décroissance
rapide. En particularisant, on trouve par exemple que si V et W sont des
variétés indéfiniment différentiables (resp. holomorphes), alors toute
fonction indéfiniment différentiable, (resp. holomorphe) sur la variété
produit VX W est la gomme d'une série > N2y ® gy, ol (N 4) est une sui-
te & décroissance rapide, (f,;) une suite bornée de fonctions indéfiniment
différentiadbles (resp. holomorphes) sur V, et (gy) une sulte bornée de
fonctions indéfiniment différentiables (resp. holomorphes) sur M. On peut
méme supposer que dans cette repréaentation h = Z.)\ifi ® g4, chaque f,
eat une combinaison linéaire de fonctions du type x —-h(x,y), et chaque
g4 une combinaison linéaire de fonctions du type y—h(x,y). Cela est
contenu dans les réflexions générales suivantes ; Soient E et F deux eapa-
oes du type (F), E nucléaire, et zolt ue€E & F. Soit Fo le sous-espace
vectoriel de F adhérence de u(E'), quand u eat interprété comme une appli-
cation linéaire de E' dana F, et solt E, le aous-espace de E adhérence de
1;u(I"'); ctest ausal le gous-espace de E orthogonal du noyau de u. u ati-
dentifie donc & une application linédaire continue de E'/ (E°)° dans F,, et
oomme le premier espaoce s'identifie an dual de ltespace nucléaire Eo' u

s'identifie & un é1ément de Eo & F,, et peut par sulte se représenter par
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une série Z‘xixi ®y,, od (N,) est une suite & décroissance rapide, et
(x4) (resp. (yi)) une sulte bornée dans E, (resp. Fo). Ces réflexions res-
tent d'ailleurs valables si E et F sont du type ($3), grfice & la prop.
12, & cela pr2s qu'on ne peut plus en général supposer la suite ()\1) a
décroissance rapide, mais geulement qu'elle est majorée par une sulte
(1'"), oll n est un entier > O donné. 8. Signalons aussi quton peut, dans
des énoncés du type précédent, tenir compte de la prop. 12 pour avoir une

décomposition simultanéde dt'un ensemble borné de fonctionz vectorielles,

dépendant "linéairement® de la fonction variable envisagée.

Un autre genre d'applications a été vu au Chap. I, §1, n°3. Signalons
dans le m@me ordre d'idées (savoir l'application de la propriété de rele-
vement exprimée dans le Chap. I, § 1, n°3) des résultats comme le suivant.
Soit K une partie fermée de la variété indéfiniment différentiadle V, soit

f(K) 1'espaoce des fonotions scalaires indéfiniment différentiables sur
K, i.e. des fonotions scalaires sur K quil sont restriction d'une fonction
indéfiniment différentiable définie sur V. ‘8(!() peut dono &tre regardé
comme un espace quotient de & (V), et est & ce titre un espace du type
(57) nucléaire (th. 9, 1°). Appliquant le th. 13, qui caractérise l'espa-
ce f(K) @F, et la prop. 3 du Chap. I, on trouve : Soit £ une application

de K dans ann espace F du type (T), telle que pour tout y'€F', la fonc~

tion t-— (f(t),y') goit 1a restriction & K d'une fonction scalaire indé-

finiment différentiable sur V. Alors £ est la restriction d'une applica~

tion indéfiniment différentiable de V dans F. Cet énoncé eat d'ailleurs

en défaut quand F n'est pas du type (¥ ), par exemple, en général, pour
1'application t—> ¢ de K dans le dqual de €(K), ou €, est la forme

8. 81 E et F sont des espaces localement convexes quelconques, en appli-
quant le th. 5 du §2, n°5, on trouve une généralisation du résultat qui

précdde pour les opérateurs de puirssance p.2me sommable, pourvu que
0gp<if2.
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p—> p(t) sur E(K).

Remplagons E(K) par l'espace quotient €(x) de E(V) par le sous-
espace des ?€~g(v) tels que ¢ et chacune de ses dérivées s'annule sur K.
€(K) est donc un espace nucléaire du type () (th. 9, 1°). Supposons
pour simplifier V = RP. Une @'e‘%ix) est déterminde quand on connalt les
reatrictions (?p) 4 X des dérivées multiples Dpy dtun représentant quel-
congque ¢ 67§(V) de @; restrictiona qui ne dépendent pas du choix de ce
représentant ; et les syifémes (?p) de fonctions sur K qui correspondent
effectivement & une @'é‘g(K) convenable peuvent se caractériser de fagon
intrins®que (voir H. Whitney, Analytic extensions of differentiable func-
tions defined in closed sets. Tranz. Amer. Math. Soc. Vol. 36, 1934,

p. 63-89). Soit P l'ensemble des indices de dérivation multiples

P = (p1 ’“”pn) sur R?, soit T = KXP, identifions les ¢ € g(K) 4 des
fonctions acalaires (t,p)—-)yp(t) sur T. Alors ‘%&K) devient un espace
nucléaire du type (€F3 formé de fonctions sur T. Appliquant le th. 13, on
voit que si F est un eapace localement convexe complet, alors g(K) @ F
stidentifie & ltespace des systimes (fp) (o pour tout p€P, 2, est une
application de K dana F) tels que pour tout y'€ F', le syatdme des fonc-
tions fl()y')(t) = <fp(t), y') soit e‘g(x). S1 P est du type (), on
trouve, compte tenu de la prop. 3 du Chap. I, et en ae rappelant l'inter-
prétation de ig}x) conme un quotient de ‘TE(V) s Soit (fp) une famille
dtapplicationa de K dans un espace F du type cB’), telle que pour tout

y'€F', 1a famille des fonctions scalaires t«-»(fp(t), y') soit la famil-

le des restrictions & X d'une fonction indéfiniment différentiable sur R"

et de ses dérivées. Alors il existe une application indéfiniment diffé-

rentiable f de R" dans F, telle gue pour tout p, fp soit la restriction de
Pt a K.
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§ 4. PRODUIT TENSORIEL TOPOLOGIQUE D'UN ESPACE ()
PAR UN ESPACE (HF)

1. Considérations générales, contre-exemples.

Nous avons vu (¢ 3, th. 13 et corollaires) que la théorie de la dua-
1it6 pour un espace E 6]?, E nucléaire, était particulidrement simple
quand E et F sont tous deux du type (F), ou tous deux du type (HF) ;
en particulier, le dual fort de E gF s'identifie alors & E! @ Fr, I1 est
évident que dans le cas général, cette formulation doit pour le moins se
modifier. Si par exemple E est un espace qui est nucléaire et complet ain-
si que son dual fort, et si on prend P = E!, alors E @F et Et 6?' sont
identifidés tous deux & l'espace Lb(E sE), or ce dernier ne peut évidemment
se mettre en dualité avec lui-m@me a4 1l'aide de la fonction trace si E est
de dimension infinie, car l'opérateur identique ne peut raisonnadlement
avoir une trace finie. Mais dans les cas favorables, on peut espérer que
le dual de E &P soit identique &4 E! ®F s

LEMME 9. ~ Soit E un espace nucléaire, F un espace localement convexe

guelcongue. Tout é1lément u du dual B(E,F) de E 6 F provient d'un élément

u, d'un espace E} @Fﬁ, ol A (resp. B) est une partie équicontinue convexe
cerclée faiblement fermée de E' (resp. F'). D'autre part, si 1'61ément v

de E! S r! gui provient de u, est nul, alors u est nul, d'ol une immersion

canonigue de B(E,F) dans E! 3P, Supposons E et F complets. La topologie

induite par E! ® F! sur B(E,F) est plus fine que 1la topologie de dual fort
A

de E®F, et est identique & cette dernidre si (par exemple) F est réfle-

xif. Dtautre part B(E,F) est dense dans E! ® F', qui est donc le complété
de B(E,F) si F est réflexif. Si de plus chacun des espaces E, F est du
type (F) ou (HF), alors le dual fort B(E,F) de E ®F est au type &£F).
(Pour la définition des espaces (¥F), voir Chap. I, Introduction IV).

COROLLAIRE. - S1 E et F sont complets, E nucléaire, F réflexif, alors
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le dual fort B(E,F) de E ® F s'identifie 3 E' ®F' gi et seulement si ce

dual fort est complet.

Démonstration du lemme 9. ~ La caractérisation des é1léments de B(E,F)
par des noyaux de Fredholm a été donnée avec le th. 6, corollaire 4. Avec
les notations du lemme, prouvons que v = O implique u = 0. Grfice au lemme
3 du §2, n°1 » on peut supposer que EL est un espace de Hilbert. Posons

A e
E; = Ejos P, = Fypo, donc E} s'identifie aE!, Fi a4 P}, et v = 0 implique

1

N
que u, €E! ®F1' définit une forme bilinéaire nulle sur E, X F,, d'oi suit

1
que u, est nul puisque E1 est un espace de Hilbert, (et satisfait donc &
la "propriété d'approximation® du Chap. I, §5, n°1 s Ce qui permet dtappli-
quer & E1' et F1' le corollaire dea prop. 35 et 36, 3°), et & fortiori on a
u = O, Ainsi, B(E,F) stimmerge dans E! ® F', et est évidemment dense dans
E? @F' puisque E' @ F' y est déja dense. Le dual de B(E,F) pour la topo-
logie T, induite par E! ® P! est donc Rﬁ(E',F'), et les parties équicon-
tinues de ce dual sont les ensembles séparément Squicontinus de formes bi-
linéaires sur E' X F', En particulier, toute partie bornée de

E @F = xe(Eé, Fé) est une partie équicontinue du dual de B(E,F) pour
la topologie To’ de sorte que To eat plus fine que la topologie T1 du dual
fort de E ® F. Si F eat réflexif, on a meme JE(E!,F!) = &, (EL, L) =

= E @F, et comme toute partie séparément équicontinue de 3@(E',F') est
bornée pour la topologie de la convergence simple, don¢ aussi pour la to-
pologie de la convergence bi-équicontinue, elle est bornée dans E @F, ar
od alors T, = T,. Si de plus E et F sont tous deux du type (F) (resp.
(D%)), alors B(E,F) est du type (DF) (resp. du type (F)), donc & for-
tiori du type (i%l) (car dans le premier cas, B(E,F) étant le dual dtun
espace du type (C}') réflexif -~ voir prop. 13 -, sera bornologique - voir
(9], §1, the 7 - donc du type (XF)). Nous allons voir dans un instant
que si E est du type ($), F du type (DF), ou vice-versa, alors B(E,F)
est encore du type (SB‘F), ce qui achéve la démonstration du lemme 9.
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Une question naturelle est donc, dans chaque cas, si le dual fort
B(E,F) de E ® P s'identifie bien & E' @ F'. Dans le cas ot la tcpologie
induite par E! ® P! sur B(E,F) est bien la topologie de dual fort, une
question équivalente est donc : le dual fort de E ®F est-11 complet ? Ou
encore g tout 816ment de E! ® F' est-11 un noyau de Fredholm, provenant
dfun espace EL @Fﬁ, oi A (resp. B) est une partie équicontinue convexe
cerclée faiblement fermée de E' (resp. F!') ? Supposons maintenant, dans
ce qui précdde, que E soit du type (¥) et F du type (DTF), ou E du type
(DF) et F au type (F) et distingué (i.e. dont le dual fort soit tonnels,
11 suffit donc par exemple que F soit réflexif). Alors E!' et F!' sont des
espaces (6F) ({9}, §1, th. 7), donc B(E,F) est un espace (%) pour 1a
topologie induite par E' ® F' (Chap. I, §3, n®1, prop. 14). On est donc
ramenéd & la question ai ltespace des formes bilinéaires continues sur le
produit d'un certain espace du type (Q') par un certain espace du type
CD% est complet pour la topologie limite inductive naturelle déja consi-
dérée au Chap. I, Intrcduction IV, exemple c. Nous allons voir que la ques-
tion et ses formulations équivalentes peut avoir une réponse négative m@me
81 E et F sont tous deux nucléaires (E du type (F), F du type (PF)),

m@me dans les cas les plus usuels. De fagon générale, on a la

PROPOSITION 14. - Soit E un espace (ﬁg) ne contenant pas de partie

bornée totale, P un espace (¥) dont le dual faible ne contient pas de

partie bornée totale (i.e. F n'admet pas de semi-norme continue qui soit

une vrale norme). Soit G un_espace (T) dont le dual n'est pas réunion

dtune suite de sous-espaces vectoriels faiblement fermés engendrés par des

bornés (voir lemms 41 plus bas); soit H un espace (DF) gui n'est pas réu-

nion d¢'une suite de gous-espaces vectoriels engendrés par des bornés.

S R
1. Désignons par P ltun gquelcongue des espaces EQ® G, E®G,

I'e(E't' s &), Le(E{, s G)y Lb(F,G), L,(H,E), ou le sous-espace vectoriel

fermé de l'un de ces deux derniers espaces, formé par les applications
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qui transforment les parties bornées en des parties relativement compac-

tes. Alors P n'est pas bornologigue ni tonnelé,son dual fort n'est pas

gquasi-complet, et contient mBme des suites de Cauchy non convergentes.

2. Soit J 1'un quelconque des 3 eapacea suivants : eapace des appli-

cations linéaires bornées (resp. compactes) de E dans H, muni de aa topo-

logie d'espace Gi%f} naturelle (voir Chap. L, Introduction, 1V, exemple

¢), ou le sous-espace de F® H formé des noyaux de Fredholm, muni de 1la

topologie induite par F @H (qui en fait un eapace (f‘y) 3l H eat borno-

logique - voir Chap. I, §3, n®1, prop. 14). Alors J n'est pas quasi-com-

plet, et contient mBme des suitez de Caunchy non convergentes.

Démonatration. - Prouvona d'abord le

LEMWE 10. - 1. Soit E un eapace (DS ). Pour que E ne contienne pas de

Dbartie bornée totale, i1 faut et 11 suffit que E contienne un facteur di-

rect isomorphe & l'espace p, somme directe topologigue d'une suite de droil-

tes.

2. Soit F un espace (<§), pour que son dual faible ne contienne pas

de partie bornée totale (i.e. que F n'ait pas une vraie norme continue),

i1 fant et i1 suffit que F contienne un facteur direct isomorphe & 1l'es-

vace w, prodult vectoriel topologique d'une suite de droites.

Prouvons d'abord 1. La condition énoncée eat manifestement suffisante
car p ne contient pas de partie bornée totale. Elle eat nécessaire, car si
E ne contient pas de partie bornée totale, soit (Ai) une suite fondamen-
tale de parties bornéea de E, solt E; le aous-espace vectoriel fermé en-
gendré par Ai, on peut aloras supposer la suite (Ei) atrictement croissan-
te. Il eat alors facile de construire par récurrence simultanée, deux
suites (xi) et (xi), d'é1léments de E et de formes lindaires continues sur
E, telles que 1l'on alt (xy,x{) =1, {xi,xs)‘= 0 si 1 ¢ J, x| nulle sur
Ey. Aloras pour tout x€E, la suite (( x, xi_)) eat finie (i.e. a tous ges

termes nuls sauf un nombre fini), on peut donc poser
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UeX = Z(x, x{) Xy 0 est manifestement une projection de E sur le souse
i

espace Eo engendré par les X4y et les restrictions de u aux E; sont mani-
festement continues, mBme si Eo est muni de la topologie limite inductive
de ses sous-espaces de dimension finie. Il en résulte que u est une appli-
cation continue de E sur Eo muni de la topologie limite inductive ({9] N
$1, th. 3, corollaire), d'ol suit aussitdt que cette dernidre topologie
est aussi celle induite par E, d'ou la conclusion. Pour prouver 2., il
suffit dans ce qui précdde de faire E = F', de prendre les E; faiblement
fermés et les x{ faiblement continus. Alors on vérifie facilement que la
projection de E sur Eo construite plus haut est faiblement continue,de
sorte que Eo est un facteur direct dans E;. Donc son orthogonal dans E
admet un supplémentaire topologique, isomorphe au dual de E o? donc & w.
Le lemme 10 implique que l'espace P (resp. J) est une somme directe
topologique de deux espaces, dont l'un s'obtient en remplagant, dans la
définition de P (resp. J) E par ¢y, F par w. Ce facteur est alors toujours
isomorphe & ¢ @G ou ¢ @H{) (resp. & l'espace des noyaux de Fredholm dans
w®H 9), comme on vérifie aussittt. Il suffit donc de prouver 1l'énoncé
1. (resp. 1'énoncé 2.) pour ces espaces. D'ailleurs H} est un espace (¥)
satisfaisant & la mBme hypothdse que G, on est donc ramené, pour prouver
1.y & 1ltegpace 9 6(}. Pour cela, i1 suffit de trouver dans le dual fort
B(yp,G) de ¢ @G une suite de Cauchy non convergente. Alors 11 suivra que

N
B(y,G) ntest pas quasi-complet, & fortiori ¢ ® G n'est pas quasi-tonnelé,

9. La topologie & prendre sur cet espace de noyaux de Fredholm est, sui-
vant les cas, soit la topologie induite par w ® H, soit sa topologie

(ffr) naturelle. Cependant, on peut toujours se ramener an premier cas,
car la deuxi®me topologlie est la topologie induite par w éH“ ol H.' est
l'espace H muni de la topologie bornologique associée a la topologie don-
née de H, topologie qui en fait manifestement un espace (ﬁq’) bornologique
qui n'est pas non plus réunion dtune suite de sous-espaces vectoriels fer-
més engendrés par des bornés.
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ni & fortiori bornologique. Nous allons méme construire dans B(yp,G) une
suite de Cauchy forte, qui ne converge pas dans B(y,G) mBme pour la topo-
logie de la convergence simple sur ¢ ®G. En meme temps nous aurons donc
prouvé, si G est réflexif, que dans l'espace des noyaux de Fredholm dans
w® 6! (qui n'est autre que B(y,G)), existe une suite de Cauchy pour la
topologie induite par w ®6! qui ne converge pas dans B(?,G) pour cette
topologie. Nous laizserons au lecteur le soin de faire les adaptations
évidentes dans ce gui suit pour prouver le résultat analogue dans le cas
général ou G ne serait pas réflexif.

Soit Go un sous-espace vectoriel fermé de G, posons G1 = G/Go. Alors
B(yp, G1) s'identifie & un sous-espace vectoriel de B(y,G) fermé pour la
topologie Ts de la oonvergence simple sur ¢ 69G, et la topologie de dual
fort de ¢ 65G1 y est plus fine que la topologie induite par B(?,G). Enfin
la topologie sur B(y,G,) de la convergence simple sur tp®G1 est identi-
que & la topologie induite par la topologie Ts sur B(yp,G). Il suffit donc,
pour notre propos, de trouver une suite dans B(?,G1), de Cauchy pour la
topologie de dual fort de ¢ 65G1, qui ne converge pas dans B(y,G1) pour
la topologie de la convergence simple sur ¢ Q9G1 3+ en d'autres termes, on
peut remplacer G par G, = G/G,. Notons meintenant le

LEMME 11. - Soit G un espace du type (5 ). Pour gue le dual de G ne

8soit pas 1la réunion d'une suite de sous-espaces vectoriels falblement fer-

més, engendrés par des parties bornées, il faut et i1 suffit gue G admette

un espace quotient G1 = G/Go non normable, dont le dual faible contienne

une partie bornée totale.

Ltexistence dtun quotient G/Go comme dans 1'énoncé gignifie qu'il
existe un sous-espace vectoriel faiblement fermé L de G', contenant une
partie bornée faiblement totale A, mais qui n'est pas engendré par un seul
borné. Cela exclut la possibilité que G' soit la réunion d'une suite de

sous-espaces vectoriels faiblement fermés Li engendrés par des bornés,
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car 1l'un des I‘i contiendrait A (d'aprés le th. de Baire, ou le th. A de
1'Introduction, IV), donec L, qui serait donc engendré par une partie bor-
née. Réciproquement, s'il ntexiste pas L comme ci-dessus, on considdre une
suite fondamentale croissante (A,) de parties bornées de G', et on dési-
gne par I'i 1tespace vectoriel faiblement fermé engendré par Ai‘ Alors I‘i
doit @tre engendré par un borné, et la réunion des I‘i est G'.

Grfice an lemme 11 et les considérations qui l'ont précédé, nous som-
mes ramenés an cas ou E = P, ot ol le dual de G contient une partie bornéde
faiblement totale, G non normable. Dans la suite, i1 est commode de chan-
ger de notation et de remplacer G par E.

D'apres le th. 13, pour tout espace localement convexe complet E,
?@E stidentifie & l'espace des suites dans E qui sont "faiblement fi-
nies", i.e. dont le produit scalaire par tout x'€ E' est une suite € y.
Soit M une partie bornée de ¢ @E, et soit A une partie bornée convexe
cerclée complete de E.g,. Interprétant M comme un engemble borné dtapplica-
tions linédaires continues de E{) dans ¢, on voit que M(A) est une partie

bornée de y, donc qu'il existe un entier n tel que pour tout (x1)€ M, et

xt'€A4, on ait (xi, x') = 0 pour i>dn. Si en particulier A est faiblement

A
dense dans E', on voit gue toute partie bornée de ¢ ®E est aussi une

partie bornée de la somme directe topologique cp@E d'une suite d'espaces

identiques & E. Alors les ensembles q)@ E et q)@B sont les m@mes, le pre-
mier espace a & priori une topologie plus fine, mais les parties bornées
sont les m@mes. Par suite le dual fort B(q),E) de ¢ éE gstidentifie a un
sous-espace vectoriel topologique du dual fort de ¢ 5E, qui s'identifie
an produit vectoriel topologique w éE' d'une sulte d'espaces identiques
a E' = E.") (o w = p! désigne le prodult vectoriel topologique d'une suite
de droites). Il est visible que le sous-espace B(y,E) est exactement
l'espace des suites dans E' contenues dans un sous-espace EL convenable,

ol A est une partie équicontinue convexe cerclée de E' (ctest ce qui
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exprime qu'on a une application linéaire de ¢ dans un EA). Revenant alors
an cas ou E est un espace du type (gr) non normable, dont le dual contient
une partie bornée faiblement totale, 11 existe manifestement dans E' des
suites qui ne sont pas du type précédent, de sorte que B(y,E) est diffé-
rent de son complétécoéSE'. Pour construire mfme une suite de Cauchy
dans B(yp,E) quli ne converge pas dans B(y,E) m8me pour la topologie de la
convergence simple, sur ¢ @ E, 1l suffit de prendre un é1ément (x}]) de
u)éSE' qui n'est pas dans B(y,E), et la suite de ses "sections"
w, = (x{,...,xﬁ, Oy Ogeve)e

COROLLAIRE 1 de la prop. 14. - Soit F un espace (5 ) dont le dual ne

contient pas de partie bornée faiblement totale, soit G un espace du type

673 nucléaire non isomorphe au produit vectoriel topologigue d'une suite

de droites. Alors Lb(F,G) n'est pas bornologigue ni tonnelé, son dual

fort ntest pas quasi-complet. Il existe des applications & trace de G

dans F qui ne sont pas des applications de Fredholm. (Chap. I, §3, n°2,
définition 4).

Montrons d'abord que G' ntest pas la réunion d'une suite de sous-es-
paces vectoriels faiblement fermés Li engendrés par des bornés. En effet,
chaque I, serait le dual d'un espace guotient de E ([9], §3, th. 12),
donc le dual d'un espace (QY} nucléaire (the. 9, 1°) qui serait forcément
normable puisque son dual est engendré par un borné, donc de dimension
finie ; par suite la topologie de G serait une topologie faible compldte,
donc G serait isomorphe & un produit de droites, contrairement a& lthypo-
th2se. On peut donc appliquer la prop. 14, qui prouve immédiatement la
premidre partie du corollaire. Pour trouver une application & trace de G
dans F qui ne soit pas une application de Fredholm, on peut, en vertu du
lemme 10, supposer que F est identique a w. Alors le dual fort de q>éSG
est l'espace des noyaux de Fredholm dans w 35G', muni de la topologie in-

duite (lemme 9). En vertu de la prop. 14, ce dual n'est pas complet, dono
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distinct de w &G, Soit alors u€w ®6', uéB(yp,6), u définit une appli-
cation & trace de G dans P qui n'est pas une application de Fredholm. Nous
pouvons prendre par exemple P = G = (E), espace de toutes les fonctions
indéfiniment différentiables sur Rn, muni de sa topologie usuelle, et on
trouve le

COROLLAIRE 2, - Lb((g),(ﬁ)) n'est pas bornologique ni tonnelé, son
dual (espace des opérateurs bornés dans ('€ )) n'est pas guasiocomplet. Il

eximte dans (f) des opérateurs & trace qui ne sont pas des opérateurs de
Predholm.

Nous allons maintenant montrer que la conolusion du lemme 9 est en
défaut quand on n'y suppose plus que F est réflexif. De fagon précise,
solt toujours y l'espace somme directe d'une suite infinie de droites,
etest donc un espace (;5‘55') nucléaire particulidrementasimple. Nous allons
donner un exemple simple d'un espace E du type (5’), Quasi-normable et &
fortiori distingué ([9), §3, aéfinition 4 et §1, th. 5), tel que sur le
dual de ¢ @E, 1a topologie forte soit strictement moins fine que la topo-
logie induite par w §E', et donne m@me un dual strictement moins grand.
(Rappelons encore gue la topologie induite sur B(yp,B) par w ®E' est une
topologie d'espace (XF)). I1 suffira que l'espace E (du type () et

quasi-normable) soit tel que son dual contienne une partie bornée faible-

ment totale, mais pas de partie bornée fortement totale. En effet, le dual
de B(y,E) pour la topologie induite par wéE', i.e. le dual ﬁ(m,E') de
wéE', s'identifie & ¢ @B" ($2, n°1, th. 6, fin de 1'énoncé). Le dual
de B(y,B) pour la topologie forte de dual est donc contenu dans ¢ @E", et
cl'est exactement la réunion des adhérences faibles, pour la dualité avec
B(y,E), des parties bornées de ] 6};. Or on a vu que les parties bornées
de ¢ 6E sont aussi des parties bornées de la somme directe topologique

L4 SE (en raison du fait que E' contient une partie bornée faiblement
totale), d'od suit aisément que le bidual de P gE s'identifie vectorielle.
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ment & l'espace somme directe ¢ ® E". Montrons donc qu'il existe un 614-
ment de ¢ @E" qui n'est pas dans ¢ ® E", En effet, soit (Ai) une suite
fondamentale croissante de parties bornées de E!', il existe pour tout i,
une forme lindaire continue x; sur E', non identiquement nulle et nulle
sur A, (car A, n'est pas fortement totale). Alors la suite (x:) dans E%
est faiblement finie, et définit donc un é1ément de q)éSE", qui nt'appar-
tient pas & yp ®E",

Reste & construire un espace E du type (57) comme ci-dessus. Nous
prendrons l'espace échelonné E8-_‘ construit sur l'ensemble d'indices N XN
(N, ensemble des entiers » 0), défini par la suite des suites doubles
aln) = (a{?%), ot

ai?% - {J: si 1 (n#

3 8i i > n+1

(n=0,1,ee¢)s Soit A(n) l'ensemble des suites doubles (xi,j) telles que
|x1,j|‘é,a{?% pour tout i, 3} ; les A(n) et leurs homothétiques forment un
systéme fondamental de parties équicontinues de E'. A(O) est manifestement
faiblement total (Hahn-Banach). Montrons que A(n) ntest pas fortement to-
tal. Pour cela, considérons le sous-espace Qn+2 de E' formé des suites
doubles (xi,j) telles que xi,j = 0 pour i # n+2, Qn+2 est exactement l'es-
pace des guites (xi,j), nulles sur les lignes de rang # n+2, qui sont do-

winées par jnH

sur la ligne de rang n+2 ; et la topologie induite par la
topologie forte de E!' est la topologie normée maturelle, pour laquelle cet
espace est isomorphe ai‘” par la transformation de multiplication par 1la

suite (J'n'1). Cette application envoie A(n)nQn+2 dans c , de sorte qu'il
existé une forme lindaire continue non identiquement nulle sur °n+2’
nulle sur A‘“)n °n+2° Il suffit de composer cette forme avec la projection
naturelle de E!' sur Qn+2 pour trouver une forme linéaire fortement conti-
nue sur E', non identiquement nulle, et nulle sur A(n), ce gui prouve bien

que A(n) ntest pas fortement total. Montrons enfin que E est quasi-norms-



100 ALEXANDER GROTHENDIECK §4,nt

ble. Nous utiliserons le

IEMME 12. - Soit E un espace localement convexe, tel que l'endomor-

Phisme identigue de E soit limite, pour la convergence bornée, d'une suite

(uy) d'applications linéaires bornées. Alors les parties équicontinues de

E' sont fortement métrisables.

En effet, pour tout i, soit Ai une partie bornée convexe cerclée fer-
mée de E telle que El(Ai) soit un voisinage de O dans E, et soit (E;la
famille des Ai' Soit B une partie équicontinue convexe cerclée faiblement
fermée de E', je dis que la topologie forte y est identique & la topolo-
gle de la (E;-oonvergence (qui est en effet métrisable). Elle est & priori
plus fine, pour voir 1l'inverse, il suffit, B étant convexe cerclé, de se
borner an filtre des voisinages de zéro dans B pour ces deux topologies
(comme il est bien connu). Il suffit done, pour toute partie bornée con-
vexe cerclée fermée A de E, de trouver an A; et un 7\)>0 tels que
(N A)°nBC A%, ce qui s'éerit aussi, en désignant par V le polaire de
B dans E 3 |=()\A1,V)D A. Comme 2‘1()\A1 +V)C T (NAy,V), 11 sufeit
qu'on ait AC2‘1()\A1 + V), soit 2AC )\Ai + V. I1 suffit en effet de
prendre { tel que (ui - 1).240CV, d'ou 24 C ui(ZA) + ¥, et de remarquer
qu'il existe un )\)0 tel que ni(ZA)C}\Ai (d'apres la définition de A
et 2A étant borné).

1’

Revenons & l'espace échelonné E considéré plus haut, et pour tout m,
soit Uy ltopérateur dans E qui fait correspondre & la suite double (xi,j)
la suite double identique & (xi,j) pour les indices (i1,3) tels que isém,
J{m, et nulle pour les autres indices. Il est immédiat gue chaque a, est
un opérateur borné (et de fagon précise, transforme le polaire de A(O) en
une partie bornée). D'autre part, (um) tend vers l'identité pour la topo-
logie de la convergence bornée, ou, ce qui revient au méme, la suite des
transposés tum tend vers ltidentité dans L(Eﬁ, E%) pour la topologie de

t

la convergence éqQuicentinue. En effet, u, se définit dans l'espace de



§4,m" ESPACES NUCLEAIRES 101

suites E' exactement d& la méme fagon Que wy dans E, et 1l est alors immé-
diat que si x' parcourt A(n), alors u x' - x' tend vers zéro uniformément,

o Car 8i md»n + 1, et x'GA(n), alors on a

dans E}, et meme dans Ei(n+1)

x! - umxlf m-1A(n+1)
Ll.e. ‘x' j\ <u'a (n+1) pour tout i>m, j> m. Car on a pour de tels indices
\Ii,j‘éag.l::), = jn, aj(.l,l';]) - jn+1, dtol \xi j‘ <j ain;“]) —13{[:-;1). 1

résulte donc du lemme 12 que les A(n) sont métrisables.
Prouvons maintenant que 1l'application identique de A(n), mini de la

topologie forte, dans E! s est continue, ce gui prouvera que E est
A (n+1)

quasi-normable. Comme A(n) est convexe cerclé, il suffit de prouver que
cette application est continue & 1l'origine, done, A(n) étant métrisable,
continue pour les suites tendant vers zéro dans A(n). Soit (x'(k)) une

telle suite, si elle ne tendait pas vers zéro dans EA'(n+1)’ on pourrait

supposer (par extraction d'une suite partielle) qu'il existe un € >0 tel

que x'(k) ¢ € A(n'H) pour tout k. Il existerait donc pour tout k un couple
(k (n+1

(1,5 3,) tel que |x{k,%k|> ¢ aik,j) . Soit (e] ,) la suite des formes

(n+1)

coordonnées sur E, el,j € E', et posons )\k alors )\kei

kK
est majoré par 1'41ément x} en module, donc est dans A(n), tend vers zéro

fortement pour k¥—>+o0 , mais ne tend pas vers zéro dans E'(n+1)‘ Montrons
A

d'abord que cela implique 1k > n+2 sauf pour un nombre fini d'indices k,
et jk—>+ao pour k—>+0 « £1 en effet on n'avait pas jk—->+ao s ON pour-
rait supposer (par extraction d'une suite partielle) que Jk reste égal a
un indice fixe j ; or, sur le sous-espace PJ de Ev, formé des suites dou-
bles qui se réduisent & la colonne de rang j, i1 est immédiat que la topo-
logie forte est identique 2 la topologie induite par EA'(O)' et a4 fortiori

a4 celle induite par EA'(n+1)’ d'od une contradiction. De meme, si on avait
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ik <n#2 pour une infinité d'indices k, on pourrait supposer que i, =
i{n2 est fixe ; or, il est immédiat que sur 1l'espace Q; formé des suites
doubles de E!' qui se réduisent & la ligne de rang i, la topologie forte
est identique a la topologie induite par EA'(‘) pour nt'importe quel n),1-1,

et en particulier a celle induite par E'(n+1)’ d'oll encore une contradic-
A

tion. On peut donc supposer ik? n+2 et Jk—>+°o o« Mais alors, de
(n) n
)\keik’jke A on déduit )\k S (jk) , dtautre part on aura

a{;’r‘ji = (3", arod Ay = e(3 )™ ¢ (3", arod 3, (€77, co qut est
encore impossible, puisque Jk--)+oo .

Signalons que la démonstration que E est quasi-normable vaut exacte-
ment pour prouver ce qui suit : Soit E un espace échelonné construit sur
un ensemble d'indices I, & 1'aide d'une suite (a(n)) de suites
a(n) = (agn))ie 1 Supposons qu'il existe une suite croissante (Im) de
parties de I telle que

a) pour tout m la "section de E sur Im" (i.e. e sous-espace des
é1éments de E nuls dans CIn) est normable, i.e. il existe un entier n 30

(ng)

b) si Q) est le filtre des complémentaires des Im, pour tout entier

tel que chaque a(n) soit, sur Im’ majorée par un multiple de a

n>0 existe un entier n'» n tel que 1%:1 a{n) a{n') = 0, Sous ces condi-

tions, E est quasi-normable. Cet énoncé généralise [18] y Satz 6.
2. Un_théorsme général.

THEOREME 14. - Soit B un espace (DTF) tonnelé complet, F un espace
N
(T). Soit P un espace vectoriel compris entre E ®F et E ®F, muni de la

P
topologie induite par E @ F (le dual de P sg'identifie donc & B(E,F)). Hous

congidérons sur P les diverses hypoth®ses suivantes s
ap. P est bornologique,

bpe P est gquasi-tonneld,
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Cpe Le dual fort de P est quasi-complet,

dP. Le dual fort de P est complet.

Avec ces notations, on a ce qui suit

1. On a les implications suivantes :
b
apg dpﬁ op = P
et 51 Q est un espace analogue & P, contenant P, on a
bpﬁbﬁ

2. Supposons vérifide ltune ou l'autre des deux hypothéses suivantes:

a) Il existe un filtre (¢, ) sur une partie équicontinue de L(E,E),

formée d'opérateurs de rang fini, et convergeant vers 1'identité dans
L, (E,Ey).

b) Hypothdse analogue sur F, et on suppose de plus E bornologigue.

Sous ces conditions, la topologie de dual fort de P sur B(E,F) est
indépendante de P. Si on pose P =E @F, les conditions &, , b, , ©
o o

P ?
0
dP , bP, Cpy dP sont toutes équivalentes et impliguées par epe
0

3. Supposons gqu'il existe une suite fondamentale de voisinages (Vn)

dans F telle gue, pour tout u€E &F, 1l'image canonique u, de u dans

Pa)
E BDFV soit un noyau de Fredholm. Supposons de plus vérifiée l'une ou
n

1tantre des deux hypothdses suivantes :

a) Il existe une suite (?k) d'endomorphismes de rang fini de E, telle
gue pour tout x€E, P tende vers x au sens de Mackey 10.

10. Par définition, une suite (xi) dans l'espace localement convexe E tend
vers la limite x au sens de Mackey, s'il existe un ensemble borné convexe
cerclé A dans E tel que (x ) tende vers x dans l'espace normé Eye I1 re~
vient au mfme de dire qu'il existe une suite de nombres €4 > 0, tendant
vers O, telle gque ——(x—x ) reste borné. La propriété (évidente) de cette

notion de convergence qui nous servira, est g Si x' est une forme linéaire
sur E bornée sur les parties bornées de E, et si (xi) tend vers x au sens
de Mackey alors (x,,x') tend vers (x,x').
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b) B est bornologigue, et il existe une suite (?k) d'endomorphismes

de rang fini de F, tendant vers lt'identité pour la topologie de la conver~

ence simple, et telles que ¢ (V) C V, pour tout k et n.
Sous ces conditions, la topologie de dual fort de P sur B(E,F) ne

dépend pas de P, et les conditions ap, bp, Cp, dP sont équivalentes, et
indépendantes de F.

Signalons tout de suite le
COROLLA1RE. -~ Sous les conditions du th. 14, 2° supposons gue l'un

des espaces E, F soit nucléaire, l'autre réflexif (de sorte que E BF est

isomorphe & Lb(E',F), et & Lb(F',E)). Alors les hypothdses que P = E éSF

so0it tonnelé, ou que son dual fort B(E,F) soit quasi-complet, ou complet,

sont équivalentes. Si elles sont vérifides, alors le dual fort B(E,F) de

n —
P=FE QF stidentifie & E'® P' (gqui est aussi l'espace des opérateurs &

trace de E dans F' ou de F dans E'), et c'est un espace Gfﬁ?} complet ;

Pal —
E®F ot son dual E' @ F' sont complétement réflexifs. Ils sont de plus

nucléaires si E et F sont tous deux nucléaires.

o
La premidre assertion nt'est autre gue l'application du th. 14, 2, 1la
deuxidme assertion en résulte aussit8t grfice au lemme 9, enfin la dernidre
assertion résulte alors du th. 9.
Démonstration. - 1. Les implications a?==?d?==%cP€==bP et bP=-->bq
sont triviales, reste a prouver cPs=$bP. Cela résulte aussitdt du

LEMME 13. ~ Les parties équicontinues de P' sont identiques aux par-

ties borndes de P% dont l'enveloppe convexe cerclée fermée est compldte.
Il suffit de prouver gue toute partie bornde convexe cerclée compldte
de Pﬁ est dquicontinue. Soit (Vn) une suite fondamentale de voisinages

a3
convexes cerclés de O dans F ; pour tout n, Bb(E,Fv ) est un espace du
n

type (€73 ([§], prop. 3), et il existe une application linéaire continue
évidente de cet espace dans P%. P} est évidemment la réunion des images
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canoniques des espaces Bb(E,f; ) 3 11 suffit maintenant d'appliquer, In-
n

troduction IV, 4°, théordme A, corollaire 1, et de remarqguer gqu'une partie

bornée de Bb(E,f; ) est équicontinue puisque E est tonnelé, donc donne une
n

image équicontinue dans P' = B(E,F).
2. Prouvons d'abord l'équivalence des conditions ap » bp 5, 6p s dp
o o ° o

En vertu de 1°, il suffit de prouver bP====§aP , donc gue si Po est quasi-~
o o

tonnelé, alors toute forme lindaire v sur Po’ bornée sur les parties bor-
nées de Po, est continue. Soit, pour tout k, ¥, la produit tensoriel de
Py et de l'application identigue de F, ou de l'application identigue de E
et de P (suivant que les P sont définis dans E ou dans F). Les formes
Ve = v¢>¢k sont continues, car on peut écrire wk =@ - pk, olt pk est une
application linéaire continue de P dans un espace localement convexe
bornologique Pk’ et @, une application linéaire continue de Pk dans P :
si en effet les P sont définis par exemple dans E, on pose Ek = ¢k(E)
(espace de dimension finie) et B, = E ®F, et g = ¢ ® 1, @ étant
1'immersion canonique de Ek® F dans E®F ; et si les ¢y sont définis
dans F, on définira de fagon analogue Py = E &)Fk' Dans chacun de ces cas,
Pk est bien bornologique, car isomorphe au produit d'un nombre fini dl'es~
paces E, ou F. Il vient alors Ve = (V'°Gk)° Bys» et v°>a, est une forme
linéaire sur P, bornée sur les parties bornées, donc continue, d'old suit
que v est bien continue. D'autre part, v est limite des V) pour la con~
vergence simple, car il suffit de vérifier que v(x ®y) = lim v(cpkx ®y)
(resp. v(x ®y) = lim v(x GDq%y)), ce qui est immédiat, car pour y donné
(resp. x donné) v est une forme linéaire de x bornée sur les parties bor-
nées de E (resp. une forme linéaire de y bornée sur les parties bornées
de F) -~ et par suite continue puisque E et F sont bornologiques. Il suffit
donc, pour prouver la continuité de v, de prouver que la suite des Vi est

équicontinue ou aussi, Po = E ®@F étant quasi-tonnelé par hypothdse, que
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cet ensemble est borné dans le dual fort de Pb’ Cela signifie que pour

toute partie bornée M de Po’ on a

Sup Sup {u, v +00 . Or {u, v = v(du)
P Sp () (0 00 () = i),

il suffit donc de prouver gue \E) ﬁk(M) est une partie bornée de Pb’ donec
que l'ensemble des *k est borné pour la topologie de la convergence bor-
née dans L(PO,PO). Cela résulte en effet du

LEMME 14. - Sous les conditions du th. 14, 2°, et avec la définition

al
précédente des Vo opérateurs continus dans P = E ®P, on a : (ik) est un

filtre équicontinu d'opérateurs dans P, tendant vers l'identité dans
Ls(P’Ps)°

Tout d'abord, il est immédiat que pour tout u€¢E ®@P, ¥u tend fai-
blement vers u : il suffit de faire u = x ®y, avec x€E, y€F. Comme
E ®@F est dense dans E éSF, le lemme sera prouvé si nous prouvons seule~
ment que lt'ensemble des ¥ est équicontinu (a fortiori sera-t-il équicon-
tinu comme ensemble dtapplications de P dans Ps)° Or, de fagon générale,
11 résulte aussit8t des définitions (voir Chap. 1, prop.2, 20) que si E,,
F, sont des espaces localement convexes (i = 1, 2), et si A, est un ensem-
ble équicontinu d'applications linéaires de E, dans Py, alors 1l'ensemble
A; ® A, des applications lindaires u, ® u, de E, @Ee dans P, ®F2’ oa u,
parcourt A, et u, parcourt Aa, est édquicontinu. Dans le cas actuel, on
fera E1 = F1 = E, E2 = F2 = F, enfin A2 réduit & ltapplication identique,
A1 ensemble des $ ou inversement.

I1 est donc prouvé que les conditions ap » bp 5 ¢p , dp sont bien
(o] (o] (o] (o]

équivalentes. Si nous prouvons gue la topologie de dual fort de P sur

B(E,F) ne dépend pas de P, il est évident gue les conditions précédentes
sont aussi dquivalentes & by, ¢p, dp, done impliguées par ap en vertu de
1%, ce qui achdvera de prouver 2°. Il reste donc & montrer que toute par-

tie bornée A de P est contenue dans l'adhérence faible d'une partie
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o~
bornéeBde P, =E ® P, et on peut alors évidemment supposer P = E ® F. Il
suffit alors de prendre B = L_) wk(A), qui est borné puisqgue l'ensemble
k

des ¥, est équicontinu (lemme 14), évidemment contenu dans E ®F, et dont
lt'adhérence faible contient A en vertu du lemme 14.
3. Gardons la définition précédente des ¥» et prouvons dtabord le
IEMME 15. - Sous les conditions du th. 14, 3° pour tout u€E &F,

¥ (u) tend vers u au sens de Mackey.

Ce lemme résultera du

LEMME 16. ~ Soit P un espace localement convexe dont la topologie est

la moins fine des topologies rendant continues des applications linéaires

a, de P dans des espaces localement convexes P, (n =1, 2 ...). Pour

qu'une suite (uk) dans P tende vers une limite u au sens de Mackey, il

faut et il suffit gue pour tout n, an(uk) tende vers an(u) an sens de

Mackey.
La nécessité de la condition est triviale. Réciprogquement, si cette

condition est remplie, 1l existe pour tout entier n > O une suite

e(n) = (el(cn)) de nombres > O tendant vers zéro, telle que la sulte des
(an(uk) - an(u))/elin) (pour k = 1, 2 ...) reste bornée dans rn. Soit alors
€ = (€) une suite de nombres > O, tendant vers zéro moins vite que cha-

cune des suites e(m) (par exemple € = 2 e(n)/un, ol ¥ = 2™ %sup e]((n);
n k

alors la suite (u ~ u]‘_,)/ek reste bornée dans P, donc u, tend vers u au
sens de Mackey.
0
Appliquons le lemme 16 &8 P = E @ P, dont la topologie est la moins
fine des topologies rendant continues les applications linéaires naturel-~

A A .
les de E® F dans les P,=E @Pv , ou (Vn) est la suite fondamentale
n

donnée de voisinages convexes cerclés de O dans F, (comme il résulte aus~
s8it0t de la définition du produit tensoriel topologigque, et du Chap. I,
prop. 2, 2°). Dans le cas 3°, b, pour tout n, chaque P définit un



108 ALEXANDER GROTHENDIECK § 42

) (n)
opérateur de norme \(1 dans Fv, donc aussi dans Fvn, soit P o Pour n

~
F

donné, les ‘Pl(:n) tendent vers lt'identité sur les points de v
n

qui provien-~

nent de F, donc partout par raison d'équicontinuité. Ceci posé, soit, pour

A
tout n et tout k, \b]((n) l'opérateur dans E ®FV identique a P @1 81 les
n

¢, sont définis dans E (hypothdse 3%, a), ou & 1 ®‘Pl(cn) si les ¢, sont
”
définis dans F (hypoth2se 3°, b). Dans les deux cas, pour tout u€E ®F,

Pa)
1'image canonigue de wku dans E ®FV est wl((n)un, od a, est 1l'image ca~
n
a)
nonigue de u dans E ®FV « Pour prouver maintenant le lemme 15, on est
n

Il
ramené, en vertu du lemme 16, & prouver gue peur tout a €E ®FV prove~
n

Al
nant d'un élément de E @F, la suite des \b]((n)a tend vers a an sens de
]?{; . En vertu du Chap. I, §2, n%1,
n
th. 1, corollaire 1, on a a € r“o ® B), ou A, Tesp. B est une partie

Mackey. Posons pour simplifier G =

compacte de E resp. G. On a donc, sous la condition a. resp. b. ¢
vkaé F(cpkAOG B) (resp. vkaé F(Ao @cpkB)). Dans le deuxi?me cas, B

étant compact, on a qakB ekv, ol V est la boule unité de G et ¢,— 0,

k
— PAY

dtod ha€e M, od M= [ (A, ®V) est un borné dans E ®G. Dans le premier
cas, on conclut de la m®me fagon, en notant qu'on peut supposer méme Ao
compact dans un espace de Banach EA’ od A est une partie bornée convexe

cerclée fermée de E, et en faisant usage du

LEMME 17. - Soit E un _espace du type (&5‘5’) complet, (‘Pk) une suite
d'applications lindaires continues de E en lui-m@me, telle gue pour tout

x€E, ¢ x tende vers une limite yx au sens de Mackey. Alors pour toute

partie bornée convexe cerclée fermée A de E, en existe une autre B telle

gue ¢ (A) € B pour tout k, d'ou ¢(A) C B, et que la suite des restrictions

des P a EA tende vers la restriction de ¢ dans l'espace I’s(EA'EB)°
Démonstration du lemme 17. -~ ¢ est évidemment un endomorphisme conti-

n de E (voir [:9], prop. 1, corollaire 1), et on peut se ramener immédia~
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tement au cas od ¢ = O, en remplagant au besoin les ¢, par ¢, —~ ¢. Soit
alors §'1'espace des suites dans E qul convergent vers O au sens de Mackey
muni de la topologie de la convergence simple. Soit (An) une suite fonda-
mentale de partjies bornées convexes cerclées fermées de E, et solit,pour
tout n, E; l'espace de Banach des suites qui convergent vers zéro dans

EA s 1tapplication identique de ﬁ; dans E est &videmment continue, et £
n

est la réunion des ﬁ;. Pour tout x€E, considérons @x = (cpkx)é E. @
eat une application lindaire de EA dans ﬁ} évidemment continue. D'apris
Introduction IV, th. A, corollaire 1, qD(A) est donc contenu et borné
dans un espace ﬁ;. Il suffit alors de prendre B = An pour satisfaire &
1'énoncé du lemme 17. Le lemme 15 est donc, par lia, lul aussi prouvé.
Compte tenu du th. 14, 2°, la partie 3% du th. 14 sera prouvé si nous
prouvons bp==>a,. Cette implication résulte du résultat plus général :
LEMNE 18. -~ Soit F un espace localement convexe, et (wk) une suite

d'endomorphismes de P satisfaisant aux hypothd®ses suivantes

a. Pour tout x€P, la suite (¢kx) tend vers x au sens de Mackey ;

b. Pour toute partie bornée A de P, la réunion des wk(A) est bornde

14

¢. Pour tout k, il existe un espace bornologique Pk tel que

Ve = % ° By ou By est une application linéaire continue de P dans Py, @)

une application linéaire continue de Pk dans P.

Sous ces conditions, si P est guasi-tonnelé, il est bornologigue.

Ce lemme s'applique en effet directement au cas particulier envisagé,
car en vertu des lemmes 14 et 15, les deux premidres conditions sont sa~
tisfaites, et la dernidre condition est aussi satisfaite comme il a 6té
vu dans la démonstration de 2°. ILa preuve du lemme 18 est trds facile.
Supposons P quasi-tonnelé; pour prouver qu'il eat bornologique, il suffit
de prouver que toute forme linéaire v sur P, bornée sur les parties bor-

nées, est continue. Pour cela, on pose Ve =S Vol =V °(ak° ﬁk); v est
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une forme lindaire continue sur P en vertu de la condition c., et la

suite (vk) tend vers v pour la topologie de la convergence simple en ver-~
tu de a. Il suffit donc de prouver que la suite (vk) est équicontinue, ou
encore bornée dans le dual fort P' de P puisgue P est quagi~tonnelé. Cela

signifie aussi que pour toute partie M de P, on a Sup Sup v(wku) L+,
k ueM

et cela résulte de la condition b. et de ce que la forme v est bornée sur
les parties bornées de P. Le th. 14 est ainsi compl2tement démontré.
Remarque 11. ~ Il semble possible, avec les notations générales du
th. 14, que les hypoth2sges apy bp, ¢ps dp, sOnt toujours équivalentes,
quels que soient l'espace (HF) bornologique complet E et l'espace F du
type (€Y3 11. Du moins les conditions envisagées dans 2° ot 3% sont-elles
peu restrictives en pratique. Ainsi, les conditions de 3° sont vérifides

si P est un espace échelonné de Kbthe [18] -~ il suffit alors de prendre

pour ¢, 1topérateur faisant correspondre & chague suite (xi)E;F sa

"section &u rang n" (x1, XyseessXyy Oyeee), et pour (Vn) le systeéme fonda-

n’
mental naturel donné dans la définition d'un espace &chelonné. Alors les

ﬁ; sont de dimension finie ou isomorphes a -£1, et on peut donc appliguer
n

le résultat du Chap. I, §4, n°3, lemme 14, corollaire 4. 11 semble aussi
que les conditions du th. 14, 3% sont vérifides chaque fois que E ou F est

nucléaire (voir gquestion non résolue 4).

Remarque 12. ~ notons que sous les conditions du th. 14, 3°, si on
désigne par P* l'espace des formes lindaires sur P qui sont bornées sur

les parties bornées de P, P* est indépencant de l'espace P envisagé. De

fagon précise, si Po =E ®@F, toute v&Po* se prolonge de fagon unique en
une forme € P* sur P. Pour le voir, il suffit dtappliquer le lemme 15 de

fagon évidente.

11+ Rappelons qu'on ne connalt pas encore d'exemple d'espace quasi-tonneléd
non bornologigue.
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On voit aussi que, sous les conditions du th. 14, 3°, les for-
mes lindaires sur P bornées sur les parties bornées sont exacte-
ment les formes qui sont adhérentes, pour la topologie de la
convergence simple, & une partie fortement bornée de P', ou aussi
qui sont limites simples d'une suite fortement bornée dans P!'.
Cette caractérisation est en effet valable sous les conditions
plus générales du lemme 18, comme on voit facilement (voir note
11 page 110).

3., Cas dea eapacea échelonnéa.

Préliminaires. - Nous allons précizer compldtement le th. 14 dans le
cas ol E et F sont certains espaces de Kothe d'un type courant. Nous
pourrions nous placer dans le cadre des espaces échelonnés conatruits sur
une mesure p sur un espace localement compact arbitraire [5], mais pré-
férons, pour la simplicité des notations, nous en tenir aux espaces de
suites. Solent (a(")), (b(n)) deux suiteaz croissantes de sultes positives,
telles que pour tout i, existe n avec a§“) # 0, bgn) # O. Soit, pour tout
m, a(m)/[1 l'espace des produits des suites 6111 par a(m), muni de 1la
topologie quotient de la topologie de A par l'application précédente de
L sur a(m),21 (a(m),£1 eat alorg de dimenaion finie, ou isomorphe 2
,21). On a évidemment a(mX£1 C;a(m+1)/€1, et cette inclusion est une
application continue. Soit alora E l'espace limite inductive de la suite

des a(m)/ﬁ1.

(1) E est un espace (HF) complet, tonnels et bornologigue.

Que E eat tonneld et bornologique est trivial par définition. Dtautre
part, 11 est facile de voir que toute suite x = (xi) telle que

2 lxixil<:+ o0 pour toute suite x' = (x])€E', est daus E, d'ol suit
i

que E est un "espace parfait" de Kbthe,donc complet (voir [6] ou [19]). Le

dual de E st'identifie, comme on vérifie aussitft, & ltespace des suites
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x! = (xi) dont le produit par toute suite a(m) est bornée. Plus générale~
ment 3

(2) Pour tout espace de Banach G, l'espace des applications linéaires
continues de E dans G g'identifie & l'espace des suites (Ii) dans G dont

le produit par toute suite a(m) =(a§m)) reste borné 3 ou encore, telles

gque la suite des normes des Ii soit dans E'. (Vérification immédiate).
Soit d'autre part F l'espace échelonné défini par la suite des b(n),

i.e. l'espace des sultes y = (yi) dont le produit par tout b(n) est som-

mable, muni de la suite des semi-normes “b(n)y“1 = 2;-‘b§n)y1\’ qui en

fait un espace (QF) complet. Son dual s'identifie & l'espace des suites

y!' = (yi) qui sont dominées par quelque b(n), et si Bn désigne 1l'ensemble

des suites majorées en module par b(n), alors les Bn et leurs homothéti-

ques forment un systime fondamental de parties équicontinues convexes

cerclées faiblement fermées de F'. Soit Y le polaire de Bn dans F, ltes~
A\

pace Fv eat isomorphe & l'espace 4ohelonné défini par b(n) tout seul,
n

donc isomorphe & l'espace des suites sommables conatruit sur 1l'ensemble
des indices i tels que b{n) # O. Avec cette identification, l'application
canonique de P dans f;\ n'eat autre que la multiplication par b(n).

n

Nous nous proposons d'interpréter E @F comme un espace de suites
doubles. Notons d'abord que le produit tensoriel E 65111, identifié a un
espace de suites doubles de fagon évidente (p. ex. moyennant le th. 2 du
Chap. I), n'est antre que l'espace de suites construit sur le m@me moddle
que E, mais & partir de la suite des suites doubdles &™), od E{?) = agm).
En effet, ce dernier espace s'identifie & un sous-espace vectoriel topo-
logigue de E é?Jﬂ (voir Chap. 1, §1, n°3, prop. 6, 2%, corollaire et
Chap. I, §3, th. 2), évidemment dense, et comme nous avons vu qu'il est
complet, notre assertion est établie. (Nous aurions pu aussi utiliser

Chap. I, §4, n®3, lemme 14, corollaire 4). En particulier, tout &1ément
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A
de E L' ost un noyau de Fredholm. Par suite
(3) Le couple E, F satisfait aux hypothdses du th. 14, 3°, b).

De plus, nous pouvons maintenant prouver que

(4) E @F s'identifie & l'espace P des suites doubles (nij) telles

Que, pour tout n, existe un indice m, tel que
Zij bén)\uij\ /aimﬂ) { + 00

muni de la topologie la moins fine rendant continues les applioations

(uij)—-—> (bgn)uij) de P dans E §/[1. (Nous convenons pour la suite de
prendre la‘valeur nulle pour un rapport a/p dont les termes a et [ sont
nuls).

En effet, pour tout n, la multiplication par la suite double
(1,3)—> bgn) applique E ® F (identifié de fagon évidente 4 un espace de
suiteas doubles) dans E® A » car ce n'est autre que l'application compo-

A
sée de l'application naturelle E @ F—E ®Fv , avec l'isomorphisme de
n

E ®FV dans E ® déduit de l'isomorphisme défini plus haut de Fv sur

n n
un facteur direct de X«'. De cela résulte que E @ F eat bien un soua-

espace vectoriel topologique de F car sa topologie est a priori la moins

N Ta)
fine de celles rendant continues les applications E®@ F—E ®Fv « Il est

n
immédiat de constater que P est complet. Enfin E @F est dense dans P, car

1'eapace dea suites doubles "finies" (i.e. dont touz les termes sauf un

nombre fini sont nuls) est déja dense dans P, puisque pour tout n, l'ima~

ge de ce sous~espace par l'application (uij)é(bgn)uij) de P dans E @X'
A

est dense dans ce dernier espace. Il suit bien que P = E @F. De plus, on

vérifie facilement :

Al
(5) Les parties bornées M de P = E ®F gont celles pour lesguelles

il existe, pour tout n, un oy tel que

(n) (my)
igﬁ(iz; by ‘uij|/ai )L+ 00
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Al
(cela exprime en effet que, pour tout n, l'image de M dans E ®/[1 par ltap-
¢ s (n)
plication (uij)—) (‘nj uij) est bornée).
Soit P* l'espace des formes linédaires sur P qui sont bornées sur les
parties bornées. Pour tout v&Pf posons vij = v(eiﬁ ej) (ou (ei) resp.

(ej)) est la "base canonique®™ de E (resp. F). On a2

(6) Pour u€P, v€P*, on a {u, v) =% Ry 47440 ol la série du second

membre est convergente. Réciproguement, si (vij) eat une suite double dont

le produit par toute suite (uij)EP est sommable, la forme lindaire v
gqu'elle définit sur P est € P*.

Pour le premier point, notons d'abord qu'en vertu de (5), ltensemble
des suites doubles (aij) nfinies" et majordes par (uij) en module est une

partie bornée de P, d'ou résulte gue Sép (ZT@ uy4Vy4s 6tendu aux
—— ij)e

parties finies @ de 1l'engemble des (i,j),est fini, d'old la convergence du
second gembre de la formule donnde dans (6). Si réciproquement (vij) est
une suite ‘doubdble telle que uijvij soit absolument convergente pour tout
u= (uij)é P, la somme de cette gérie est bien une forme lindaire sur P
bornée sur les parties bornées, comme il résulte du th. de Banach-~Stein-
haus, P = E @F étant complet et la forme lindaire envisagée limite sim-
ple d'une suite de formes linéaires continues (savoir les sommes partiel-

les finies Z__ uijvij) (on applique alors le th. de Banach-Steinhaus
Lign

aux espaces PA’ A ensemble borné convexe cerclé fermé de P). Enfin, si v
est une forme linéaire sur P bornée sur les parties bornées de P, le fait
que la formule donnde dans (6) soit valable, i.e. que v soit identigue a
la forme linéaire ¥ définie par le deuxi®me membre, se vérifie d'abord
sur les éléments de E ®F (tout x @y, avec x€E, y€F, est en effet 1la
limite au sens de Maokey de la suite des PALN y, ot 2 eat 1a
gection au rang n* de x), puis sur tout E @F grfce & la remarque 12

(£in du n®2 de ce §) et au fait gue ¥ €P*,
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Identifions P* & un espace de suites doubles gréce & ce qui précede.
P* est &videmment complet pour la topologie de la convergence bornée
(fait général et trivial). (C'est d'ailleurs aussi l'espace de Kéthe
fdnal® de P). Le dual fort P' = B(E,F) de P eat un sous~espace vectoriel

topologique de P*, de fagon précise :

(7) P' = B(E,F) s'identifie & l'espace des suites doubles (vij)
telles gue, pour un entier n > O oonvenable, on ait pour tout m :
(m) (n)
Sup ay ‘vij| /bj L + 00

Ou, ce qui revient au méme, telles que (pour un n convenable) il existe

une suite A= ()\1)EE' telle que l'on ait ‘vij‘ <>\1b§.n) pour tout
(1,3).
En effet, la premidre condition signifie manifestément que (vij)

stidentifie 3 une application linéaire de E dans ]?'l'3 » dont les restric-~
n

tions aux sous-espaces a('"),ﬁ‘ sont continues, 1l.e. qui eat continue. La
deuxime condition n'est qu'une autre formulation de la premidre, comme
11 a ét§ dit dans (2).

Nous en arrivons au théordme principal de ce §.

THEOREME 15. - Soit E l'espace (M) bornologique et complet défini

par la suite des suites a(m) = (aim)) comme limite inductive des espaces

a("‘)./t‘ ,» et F ltespace échelonnd (du type (5)) aéfini par la suite des

suites b(n) = (bgn)) (voir développements ci-dessus). Soit P = E ®F,
N
P=E®F, Alors gur P' = B(E,F), les topologies de dual fort de P ou de

Po sont identiguea. De plus, les conditions qui suivent sont toutes éauni-

valentes.

a. P est bornologique (ou at. Po est bornologique)
b. P est tonnelé (ou b, P, est quasi-tonnels)

c. Le dual fort B(E,F) de P est quasi-gomplet

d. Le dual fort B(E,F) de P est complet

e. Pour toute suite double
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v = (vij) telle gue Zuijvij soit absolument convergente pour tout ué€F,
1]

on a vEB(E,F), i.e. 11 existe un entier n > 0 tel gue pour tout entier

m}O, on ait

(m) (n)
S b + 00
itzg ay lvij\/ 34

f. Désignons, pour deux entiers m,, m ) 0 et toute suite poaitive

A= ()\ 4) €E', par cbmo,mﬂ\ le filtre (éventuellement ®impropre®, i.e.

contenant l'ensemble vide), dont une base est formée des ensembles
cbmo,m’ NR), R >0, définis par
. (mg) (m),(m) |
(1) (1,3 € cl)mo’m’)\(n) Squivent & Eb;"0) L N, 8™ b

Désignons encore, pour trois entlers m,, D,y m > 0 donnés, par

\bn o .m le filtre (éventuellement impropre) dont une base est formée des
o’ o’

engembles L n(R)» R> O définis par
o' o?

(1 vi8) (4,)€¥, o o
o? o’

(R) équivaut a a{"‘)bg"o) > Rag“‘o)bg“‘o)

La condition f. g'énonce alors : Pour tout entier n > O, existe un entier

m, tel gue, quel que soit l'entier m 3 0, et la suite positive
A= (N{)€E', le filtre interseotion de P,

or N et de wno,mo,m est
impropre.

Démonstration. - Ltéquivalence des 5 premidres conditions résulte
des développements du début de ce n°, de fagon précise des aassertions
(3), (6), et (7), et du th. 14, 3°, Pour 1'énonocé de la condition €.,
rappelons que nous convenons ici de ragarder comme nul un quotient dont
les deux termes sont nuls. Dans les calculs qui vont suivre, la posaibi-
1ité de termes nuls aux dénominateurs demanderait & plusieurs endroits
quelques précautions d'écriture supplémentaires et d'ailleurs immédiates,
que nous nous dispensons de détailler. Il suffit de prouver l'équivalence

des conditions e. et £. On peut évidemment se borner, dans l'énoncé de e.,
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a4 conaidérer des suites (vij) positives.

La terminologie suivante nous sera utile. Nous dirons qufune suite
double (wij) eat une section d'une autre (vij) si on a, pour tout (i,j),
'1j = v1j ou w1j = 0. Soit N lt'ensemble des entiers » 0, soit I une par-
tie non vide de NXN? on appelle section de v = (vij) sur I la suite dou~
ble w = (wij) définie par '13 = V44 pour (1,5)€I, et Wyy = 0 pour
(1,5)€ 1. Appelons filtre associé & I le filtre dans N XN dont une base

eat formée, dea complémentaires danas I des parties finles de I ai I est
infini, de I tout seul s1 I eat fini. Si une fonction fij conveege vers

une limite k suivant ce filtre, nous 4crirons lim fij = k. Enfin, appe-
I

lons contrariante toute zuite doudble v = (vij) qui ezt dans P* et non
dans P'. La condition e. signifie qu'il n'existe pas de suite contrarian-
te.

19 £, implique e. - Nous procédons par l'absurde, en supposant que
v = (vij) est une suite contrariante positive. Conatruisons alors par
récurrence une suite décroissante, éventuellement finie, de parties
I 11””’In”” de NX ¥, telles que pour tout entier n »1, existe un

entier m, > 0 tel que l%m a§mn)vijlbgn) = +00 et que la section de v
n

sur In soit contrariante (ce qui implique évidemment que In eat infini).
Nous prendrons pour 10 ltensemble des (i,j) tels que Vi3 # O. Montrons

(sans faire usage de f£.) qu'il eat impossible que cette suite Io’ 11,...

soit infinie. S'il en était autrement, aoit I une partie infinie de Io
telle que pour tout n, I soit contenue dans In a4 ltexception d'un nombre
fini d'éléments (1l'existence d'un tel I eat classique par le "procédé
diagonal"). On a donc l%m a§mn)vij/bgn) = + 9 pour tout n. Montrons qu'il

existe une suite double positive (aij)’ ayant un support contenu dans I,
non sommable, et telle que la suite double (uij) donnée par ugy = aij/vij

pour (i1,j) €I, uyy = 0 pour (i,j)¢1, soit € P. Cela prouvera notre
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asaertion, puisque on aurait Z, uijvij 11 aij = + 00, contrairement
J

4 un€B, v €P*, Or, pour tout n, posons M(n) = a(mn)vij/bgn), on a donc
lém Mj(.g) = +00 , et en prenant les o suffisamment grands, on peut suppo-
ser que ll(n) # 0 pour (1,3)€I (car & priori, on ne peut avoir M(n) =0
que pour un nombre fini d'indices (i,j)€I). On a alors, pour (1,j)€I,
(2, étant supposée choisie) : uyy = aijlvij a (aij/mj(.g))(aimn)/bgn))’
goit bgn)uij/aimn)
plus haut (4) de P

“13/"‘%1)' et en vertu de la caractérisation donnée

E @F, on est ramené a trouver une suite non somma-

ble (xy,) sur I telle gue (aijlmig)) 801t sommable pour tout n. Soit My

une founction sur I tendant vers l'infini plus lentement que chacun des
ig) (existence immédiate); 1l suffit que Z.a =00, Z“n’“ij L+,
Si une telle suite (aij) n'existait pas, il s'ensuivrait (en posant
Byy = aijluij) que pour toute suite sommable (By4) sur I, la suite
(Mijpij) seralt encore sommable, donc que (Mij) est borné, contrairement
a l'hypothese que M,; tend vers l'infini.
La construction de la suite Io’ 11,... doit donc s'arreéter a un ter-

me, que nous noterons I = I _,. Alors la section de v sur I est contra-
()

riante, et pour toute partie J de I, on ne peut avoir I}m ag.m)vij/bgno) =

= +00 gque si la section de v aur J est non contrariante. La section de v

sur I étant contrariante, il existe pour tout entier n)no un entier L

tel que S%p aimn)vij/bgn) = +00 , donc une partie Jn de I telle que l'on

ait

(2) 1lim aj(.mn)vij/bgn) = 4 00

In

A fortiori, on aura I}m aj(.mn)vij/bg.no) = + % , donc, d'aprés la définition

de I, la section de v sur Jn eat non contrariante. Il existe donc un en~

tier assez grand (qu'on peut prendre pour simplifier égal a m_, en

n’
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augnentant au besoin ce dernier, ce quil est évidemment possible), et un
N e 51, positir, tels que
(3) vijS )\in)bg'n) pour (1,3) éJn

comme i1 a &%6 vu dans les préliminaires (7). Comparant (2) et (3), on

voit aussitdt que le filtre associé & Jn est plus fin que le filtre
CD (n) 4éfini dans 1'énoncé de la condition f. Supposons alors vé-
n’mn’ N

rifidecette condition f., et soit o, 1l'entier qui figure dans cet énoncé
(no étant déja défini ci-dessus). Je dis qu'on a alors

4) I}m agmo)vij/bgno) = + 00 pour n » m,

En effet, on 2

a§m°)vijlb§"°) - (aimn)vij/bgn))(agmo)bgn)/aimn)bgno))’

ot le premier facteur du deuxi®me membre tend vers l'infini sur Jn en ver-—
tu de la formule (2), et le deuxidme membre est plus grand que

aj(_mo)bgmo)/ag.mn)bg.no), qui reste minoré par un nombre ) 0 fixe, dans un

ensemble convenable §lément du filtre associé a Jn. En effet, ce dernier

filtre, avons nous dit, est plus f£in que @n )\(n): et & fortiori

’mn’
plus fin que (Emo’mn’ Nn)s de sorte qu'il suffit d'appliquer la condi-
tion f. La formule (4) montre que l'on peut supposer, en rétrécigsant aun
besoin Jn' que pour tout n ) m,, on ait
(mg) (n,)
(5) Igf ag vij/bj °’> n
n

les formules (2) et (3) restant vérifides. Soit alors J = \_) Jn, la
nym,

conjonction de (4) et (5) prouve aussitdt que l'on a

lim ag.mo)vij/bgno) = +00 , d'ou suit, puisque J C I, que la section de v
J

sur J est non contrariante. Mais cela est contradictoire avec les formu-
les (2). L'implication f.==pe. est ainai prouvée.

2° e, implique f. - Nous 2llons prouver que "non £" implique 'hnon e".
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Nous supposons donc qgu'il existe un entier n,> 0, tel que pour tout en-
tier n ) O, existe un entier m > O et une suite positive /\(n) é16ment
de E', telle que les filtres ®n’mn’ A(n) et wno’n’mn ajent un filtre

intersection propre 6:1‘ Nous allons alors construire, pour tout n, ure
suite double positive v(n) = (vg.g)) telle que

(my)_ (n)/ (n) _ . o
6 lim. - b = +
(6) l‘jl.l gup ay Vij / j

(7) a{n)vg_g)/bg%) L2

@)  viP g N vim)
Pour cela, soit I, 1l'ensemble des indices (i,]) tels que

bgno) )2’" )\{n)agn)bgmn). Si %’n a une trace sur I,» on posera

vj(.g) = )\ﬁ.n)bgmﬂ) pour (1.,;))€In et v{g) = 0 pour (1,j)¢ I ; alors (8) et

(7) sont vérifiés par définition, et (6) est vérifié grfice au fait que

®n’mn’ N\(n) @ une trace sur In‘ Si ?n n'a pas de trace sur In’ on pren-
dra v{g) = 0 pour (1i,J) GIn, et v{g) = Z'Hbgno)/aj(_n) pour (1,3) € (:In,

(ce qui est possible, car on aura a(n) # 0) ; alors (8) et (7) sont encore
i

vérifiés par définition, et (6) grfice au fait gue ¥ a une trace
Ny, M,
sur CIn. De (8) on tire

(9) v(n)éP'

Je dis que 1la série Vyy = 2 vg.g) converge pour tout (i,j) et que
n)O
la suite double somme v = (vn) appartient a P*, et non & P', i.e. est

contrariante (ce qui achdvera la démonstration). Soit en effet, pour
(1,J) donné, m un entier > 0 tel que a{m) # 0, on a alors, en vertu de
(7)y pour n ym v{g) £ LN ok u= b;no)/a{m),d'oﬁ résulte la conver-

gence de la série Z-O vij‘ Que la suite v = (vn) ne puisse appartenir
ny
a4 P! résulte de la formule (6), qui implique & fortiori
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11m-sup. a mn)v /b(n) = +00 . Heste & prouver que v €P* i,e. que pour
1,d
toute u = (uij)e P, 1la série Zu 14714 converge abzolument. On peut suppo-

ser les uij > 0, on est ramené & prouver que l'on ne peut avoir

> Z_ “13"§3) = 400 , En effet, en vertu de (9), on a, pour tout n,
n

Z By V3 (n) & +00; 11 existerait donec pour tout n une
section finie w ‘“) de v{1) te11e que 1'on ait encore Z Z_ By 3" 13) =

= +00, Soit alors w = Z"(n) s Je dis que weP!', ce qui 1mp11querait
contradiction, et achdvera la démonstration. De fagon précise, nous al-
lons prouver que Sup. aj(. )w j/bgno) & + 90 pour tout entier m >/ Oe On a
en effet
(m) (ng) (m) (ng) (m) (ng)
ai '13/b3 0/ = ai w{j/bj o + ai "{j/bj o

ok w! = 2 '(n), wn o= Z '(n). w! st une sulte finie, on peut la
ngm n)m

négliger pour la vérification en vue. D'autre part, on a
(m)wg /b(n0)< Z_ (m) (n)/b(no) < Z__ 27D en vertu de (7), d'od
nym
bien Sup. a g.m) 13 /bgn") { +00, ce qul achdve de prouver le théorime.

Nous appliquerons le th. 15 surtout quand les espaces E et F sont

nucléaires. Pour que E (resp. F) soit nucléaire, il faut et i1 suffit gue

pour tout m, existe un m tel gue la suite a(mo)/a(m) (resp. la suite

b(mo)/b(m)) soit sommable. Pour l'espace F, ce n'est 1a autre gue la yprop.
8, et pour l'espace E, la démonstration de la prop. 8 s'applique telle
quelle (compte tenu du the 7). Si par exemple la sulte des a(m) satisfait
a la condition précédente, il est immédiat que l'espace échelonné corres-
pondant (espace des suites x = (xi) dont le produit par toute suite a(m)
est sommable) est aussi identigue & l'espace des sultes x = (xi) dont 1le
produit par toute suite a(m) est bornée. Et dualement, gue l'espace E,
limite inductive des a(m)./21, est identique au dual de 1l'espace échelon-

né précédent, i.e. & la limite inductive des espaces a(m). X,w (on encore
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1tespace des suites qui sont majorées en module par un multiple d'une des
sultes a(m)). En dépit de son apparence rébarbative, la condition £. du
th. 15 est trés maniable dans chague cas particulier, comme nous allons
nous en convaincre sur quelques exemples. Nous commengons par définir une
classe intéressante d'espaces échelonnés.

Soit b = (bj) une suite fixe de nombres > 0; considérons pour tout
a >0 1la suite % = (bg). Lt'espace F des sulites dont le produit par toute
bv* est sommable est &videmment un espace échelonné, car il suffit évidem-
ment de faire prendre & a toutes les valeurs de la forme n et 1fn, of n
est un entier > O. Décomposant l'ensemble N des entiers naturels en deux
ensembles, correspondants & des indices j pour lesquels on a respective-
ment bj)/1 et bj\<1, i1 en résulte une décomposition correspondantede F
en somme directe topologiqgue, ce gul permet de se borner au cas ol on a
bj ) 1 pour tout j, ou ‘nj &£ 1 pour tout j. Dans le premier cas, F est dé-
fini par la suite des b(n) = ! = (bg), avec n entier )0, dans le second
par la suite des b(n) = ‘91/n = (b;/n), avec n entier > O. F est appelé

1'espace échelonné défini par la suite des puissances croissantes (resp.

décroissantes) de la suite b = (bj), od by 1 (zesp. by < 1) pour tout
Jo On peut aussi, plus généralement, pour un 0\<°‘o & +9% donné, considé-
rer l'ensemble des suites ¥¥* = (b‘;) avec a(ao si bj>/1 (on suppose alors
a, ¥ 0), ou avec a>a si b3$ 1 (on suppose alors &, # + ), et 1l'espace

échelonné correspondant F, noté Fb,a « Les deux espaces envisagég d'abord
0

sont donc respectivement Fb,oo et Fb,o‘ Mais pour &, quelcongue, on

n'obtient pas des espaces essentiellement nouveaux, car Fb o« 28t isomor-
™o

phe de fagon naturelle, si a  # o , 4 l'espace échelonné défini par la

suite des puissances décroissantes d'une suite de nombres 1 convenable,

savoir 1a suite b elle-méme si les by sont <1, et 1la suite v = (b§1)

si les bj sont >/ 1 11 est en effet immédiat que l'opération de multipli-
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-1

cation par la suite b0 = (b7%°) est un isomorphieme de Fy , sur P
(o]

»0

si b)1,et de F surl?b,o si b g 1.

by,

Ces considérations valent telles quelles guand, awz lieu de considé-
rer l'espace échelonné F défini par la suite des b(n), on considére l'es-
pace E, limite inductive des b‘").)l‘, envisagé dans le th. 15. Cet espace

sera noté E.n,a° si b1, Eb,o si bg1, et les espaces Eb,ao (qui se défi-
nissent de fagon évidente) se ramdnent aux deux types précédents.

Notons que, pour que Fb,oo (resp. Fb,o) soit nucléaire, 11 faut et
11 suffit gqu'une puissance convenable de ‘n'1 = (b31) soit sommable (resp.
que pour tout € > O, la suite v = (bg) soit sommable, i.e. gue la suite
(bj) alt un exposant de convergence nul, ou encore soit & décroissance
rapide si elle est rangée par ordre décroissant). Cela résulte en effet
immédiatement du critdre général donné plus haut. De ce qui avait été d4it
plus haut résulte aussi gue le dual de Fb,co (resp. Fb,o)’ supposé nu~
cléaire, est identique & Eb,oo (resp. & Eb,o)‘

A titre d'exemples, nous considérons maintenant trols cas types de
suites b>1 et de leurs inverses b'1, et interprétons dans ces cas les

espaces F et F correspondants et leurs duals. Tous les espaces
h,© b—1 ,0
que nous envisagerons seront manifestement nucléaires, grfice au critsdre

qu'on vient de donner. Pour fixer les idées, les scalaires sont supposés

complexes.

1e bj = j. Alors Fb,oo n'est autre gque l'espace (s) des suites a

décroissance rapide, dont le dual Ey o &8t 1'espace (s') des suites &
?

croissance lente. Rappelons que (s) et (s') sont respectivement isomor-

phes & l'espace (f) et (f') (espace des fonctions sur R D 3 aécroissance
rapide ainsi que toutes leurs dérivées, ou espace des distributions tem-
pérées sur ﬁn). La suite v o= (3'1) donne lieu & des espaces non nuclé-

aires, sans interprétation remarquable.
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2. by = kj, ot kD1 (il est immédiat que l'espace F ne dépend pas

b, o0

de la valeur particulidre de k). Alors Ib o ©8%t l'espace des suites (xj)
?

telles que Z_\lenj £ +% pour tout R » O, donc & 1l'espace des suites

des coefficients de Taylor des fonctions entidres sur le plan complexe € 3

done Fb,ao stidentifie & 1'espace J6 (f) des fonctions holomorphes sur le
plan complexe € . Son dual est identique & l'espace des suites qui sont
majorées par quelque suite (M:B.j) (pour ¥ et R asasez grands), donc 3 l'espa-
ce des suites des coefficients des séries de Taylor & 1l'origine. Donec

E, o 5'identifie & 1'espace J({0}) des fonctions holomorphes au voisina-
’

ge de l'origine.

2 bis. bj= k'j, ot k>1. On a vu que Fb,o est isomorphe & l'espace

F _, ; des suites (xj) telles que Z.Ilenj <+ % pour tout R{k, donc
b,

Fb o e8t_isomorphe & 1'espace dG (Co) des fonctions holomorphes dans le
?

cercle unité Co du plan complexe. Son dual Eb 0 est aussi isomorphe &
?

Eb 1» gu'on interprdte aussitdt comme 1l'egpace Eﬁ((—lo) des fonctions holo-
?

morphes au voisinage du cercle unité fermé Eo de 6.

La dualité entre Eﬁ(co) et 33(50), ou entre 40 (f) et entre

36 ({0}), est d'ailleurs classique, elle s'exprime par une certaine inté-
grale de Cauchy sur un contour convenable.

Do ‘nj = j! (en vertu de la formule de Stirling, on peut d'ailleurs
remplacer j.' par jj, les eapaces correspondants ne seraient pas changés).
Alors, en vertu d'an classique théordme de Hadamard, Fb,w est l'espace
des suites des coefficients de Taylor des fonctions enti®res d'ordre 2zéro,

done Fb o B'identifie & 1'espace 1Jcp(c) des fonctions enti®res d'ordre
?

zéro. Son dual, espace des suites majorées par quelque suite M(j!)n, ne
semble pas avoir d'interprétation remarquable.
3 bis. ‘nj = 1/3! (ou, ce qui revient au meme, bj = j'j). Fous avons

dit que Fb,O est isomorphe, pour tout 0K a <+ X , & l'espace F _

b yi/a
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espace des sultes (xj) qui sont, pour tout B> a, majorédes par un multiple
de 1la suite (1/(3!)1/p). D'apr®s le théordme de Hadamard, ce ne sont at-
tres que les suites des coefficients de Taylor des fonctions entidres

d'ordre ( a. Ainsi, F, ., eat ici igomorphe 4 ltespace des fonctions entid-
?

res d'ordre \( a (o 0a (+900), espace que nous notons Zﬁ\“‘(‘e). Le dual

Eb,o de Fb,o eat de meme isomorphe & Eb,1/a’ eapace des suitez qui asont
majorées par un multiple d'une auite du type (1/(3!)1/p), avec B{a, i.e.
des sultes qui sont les coefficientz de Taylor d'une fonction entidre
d'ordre { @. On peut d'ailleurs falre ici a = +9o0 . Done Eb,O eat igomor-

phe & l'espace %@(6) des fonctions entidres dtordre {a, (od

0 {a {+ % est donné arbitrairement), et en particulier & 1l'espace
P<H(6) des fonctions entidres d'ordre fini.

PROPOSITIOF 15. - Sous les conditions générales du th. 15, supposons

gue P soit 1l'espace échelonné défini par la suite des puissances croissan-

tes (resp. décroissantes) de la suite b = (bj)’ ok bj > 1 (resp. bjé1)

Pal
pour tout j. Une condition suffisante pour que E @ F soit bornologigue

est alors l'existence d'un entier \))0 tel que, pour tout entier m, tout
81ément positif )\ge_ E', et tout €30, on ait :
(m)ye_(m)/_(V)
(14)  sup (Nya{™)%a{™/aiM £ + o0
reap. @

(14 bis) Szp (xiaim))\) a{m)/a{v) { + 00

Cette condition est aussi nécessaire si Sup bj = +w(resp. Inf bj = 0)
3 3

et 5'11 existe un entier k>0 et un M>O0 tels que ‘nj_'_1 £ Mblg pour tout J

(resp. tels que bj+1 > m,l; pour tout j).
Démonstration. - Supposons bj}" le cas bj$1 se traite de fagon

toute analogue. Avec les notations de 1'énoncé de 1la condition £, du th.

15, @mo,m,)\ est le filtre image réciprogque du filtre des voisinages de

1'infini par la suite )\iag"‘)bj‘“‘o, et 1a condition f. signifie qu'on
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peut, pour n, donné, déterminer L tel que cyy = ag.m)/ag.mo)b;lo'no reste
borné suivant ce filtre quels que soient m, N . 51 1la condition de la
prop. 15 est vérifide, faisons m ) = n  + V ; alors

cij = aim)/aimo)b\j) £ agm)/aiv)bv, et s1 ona )\iaim)b?'mo 21, dton
1/b3 £ ()\ia(im))ﬂ(m-mo), done ¢y 4 £ ()\18,1(.'“))e aj(.m)/ag.\)) avec € = V/(m-m ),
i1 en résulte que Cyy reste borné dans 1l'ensemble Qmo’m’ A1) Supposons

maintenant la condition de la formule (14) non vérifiée. Pour tout V,

existent donc m, )\,e telas que l'on ait Sup ()\iag.m))eag.m)/aimo) = +00 ,
i

Dans 1'énoncé de la condition f., faisons n, = 0, montrona qgue pour tout
m, = V , existent )\et m tels que °1j ne solt pas borné suivant le filtre
Cb\),m,)\. Ce filtre est aussi le filtre image réciproque du filtre des
voisinages de 1'infini par la suite ()\131(."’))1/(“"”‘03, et comme

c}./; = (ag.m)/agv))v‘) (1/b3), 11 suffit de trouver, pour tout R > 0O, un
couple (i,J) tel que ()\iagm))um'v)bj)/ R et (ag.m)/a?))vv (1/bj)>/ R,

ce qui s'éerit aussi R( )\iagm))d/(m-") £ P54 ke (ag.m)/agv))vv

Commengons par prendre m, )\, € tels que (14) ne soit pas vérifié. On peut
supposer, en augmentant au besoin m, que l'on a V/(m-v) < €[k, otk k est
ltentier qui intervient dans 1l'hypothése de la deuxi®me partie de la prop.
15. Comme )\a(m) est une suite bornde, on peut supposer que )\iag.m)g 1,
(en multipliant au besoin )\ par une constante). Il suffit alors, pour
tout R>0 donné, de trouver un couple (1,J) tel que A< bj$Bi' ol on pose
) = B (Na{™) %, B = rVa{/alV)
Les deux auites (Ai), (Bi) sont telles que S?p Bi/Alf = +00 , 11.m. Ay = 4,

nous allons en déduire gu'il existe un couple (i,j) tel que Ai ébj sBi.
En effet, soit 1 tel que A;> b, BilAlf > M, ol i est tel que

bj+1 £ Mb1§ pour tout j. Soit § le plus grand indice tel que bj>/ A, je
dis qu'alors on a Aisbngi. Autrement on aurait en effet bj> By» drod
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bj/b§_1> BilAli YM, ce qui est contradictoire. La prop. 15 est donc démon-
trée.

Remarquons que la condition (14) (resp. (14 bis)) est une condition
sur 1'espace E uniguement. La condition (14 bis) est moins stricte que la

condition (14), car pour tout m, ()\ 1.aj(.m)) est une suite bornde, donc en
la multipliant par un scalaire on peut supposer ses termes\( 1 en module.

Or la condition (14) est tounjours vérifiée si E est l'espace E défini

8,00

par la sulte des puissances croissantes d'une suite a = (ai) de,nombres
21 (11 suffit de prendre ¥ = O, alors le premier membre de (14) s'écrit
aim)(ﬁiag.m)) (ai)\ ), ok M = m(1+1/e), or la suite (anf)\i) est bor-
née). D'autre part, si E est l'espace E défini par la suite des puis-
sances décroissantes d'une suite a = (ai) de nombres 0L aj <1, alors la
plus faible (14 bis) des deux conditions envisagées n'est pas remplie,
sanf dans le cas trivial ol i1 existerait a>0 tel que a4p @ pour tout 1
(ce gui signifie d'ailleurs gue E est normable). En effet, la suite

>\= ()\ 1), avec )\1 = 1 pour tout i, est dans E', et pour ce N 1le pre-
mier membre de (14 bis) devient ag, avec s = (1 +V)/m - 1/¥ , quantité
qui ne reste pas bornée pour i croissant, gquand m est choisi asser grand
pour qu'on ait s{ 0. Ces considérations, jolntes & la prop. 15, donnent le

COROLLAIRE 1. - Soit F l'espace échelonné défini par 1la suite des

puissances croissantes, resp. décroissantes, d'une suite donnée b = (bj),

avec bj > 1, resp. 0< bj &1. Soit E l'espace limite inductive de la suite

des espaces a .X1, ol a = (ai) est une suite donnée de nombres » 1, et ol

= (ai). Alors E,@F est bornologique. Si an contraire E eat 1l'eapace
1/n g1

limite inductive des espaces a

s 0 a = (ay), 0Lay<1, et 81

b = (b ) satisfait & la condition de la deuxiéme partie de la prop. 15,
alors E ®F n'est pas bornologique ni tonneld, et son dual fort n'est pas

quasi-complet, sauf si E ou F est normalble.

Notons maintenant que danz chacun des exemples particuliers envisagés
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plus haut, correspondants respectivement aux suites (bj) avec
bj = j, j", Rj, R'j, 3t et 1/3! , 1a condition de la deuxi®me partie
de la prop. 15 eat vérifide. Il est en effet visible que si cette condi-
tion est vérifide pour la suite b = (bj), elle l'eat aunssi pour
vl= (bS‘), de sorte qu'on peut se borner aux suites (j), (Rj) avec
R>»1, et (31) ; on constate alors qu'il suffit de faire k = 1 pour les
deux premieéres sultes, et k = 2 pour la troisi?me. On obtient ainsi le
COROLLAIRE 2. - Considérons les trois groupes suivants d'espaces nu-
cléaires (dont les définitions ont été données plus haut, on suppose
0 a+® ) ¢
1° = (81), (P, J6({0}) (Lsomorphe au dual de 36(C)), (%°(6))
2°. H (E‘) (isomorphe au dual de 2’C(Co)), Hﬁm(f) (isomorphe aus-
81 2 P (€) ot an aual ge HE*(E)).
3° - (), (), F66), Foc,), I0E),HeE).
(Les_espaces réunis dans 1° et 2° gont du type ®T), les espaces

réunis dans 3° sont du type (57)). Soit E un espace d'un des deux premiers

groupes, F un espace du troisidme groupe. Alors E & F = L,(E', F) est

bornologique si et senlement si E appartient au premier groupe.

2 A
FI1®E = Lb(F,E) est donc bornologique sauf dans le cas ou F = ‘3‘6 (Co)

A
ou P =4 €%(6). Quand E &F n'est pas_bornologigue, il n'eat pas tonnel$,

son dual fort n'est pas quasi-complet.

On notera la différence topologique entre llespace H = P (V) des
fonctions holomorphes dans l'ouvert V du plan complexe, quand V est soit
tout le plan complexe, soit le cercle unité : dans le premier cas,

L, (H,H) est bornologique, dans le second il ne l'est pas. Une autre diffé-
rence, relative & la nature de la sulte des valeurs propres d'un opéra-
teur nucléaire dans H, a ét6 vue au §2, n°4, Remarque 9. On pourrait
envisager une classification (probablement assez grosaidre) des variétés

analytiques-complexes V suivant de telles propriétés vectorielles
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topologiques de l'espace EC(V), et se demander quelles propriétés inter-

nes de la variété V correspondent a une telle clagsification.
Remarque 14. - Avec les notations du corollaire 2, le produit
tensoriel projectif complété de tout espace E du premier groupe
avec tout espace F du troisidme groupe est bornologique. Mais cela
ne doit pas faire penser que l'on puisse dans cet énoncé remplacer
F par n'importe gquel espace échelonné, mtme nucléaire. Il est en
effet facile de prouver, & l'aide du critere f. du th. 15, le

résultat suivant : E §tant 1'espace limite inductive des espaces

a(m).421 (ou a(m) est une suite croissante arbitraire de suites

positives), si E n'est pas normpble, on peut trouver un espace

A
échelonné nuclSaire F tel que E @ F ne soit pas bornologigue.

Remarque 15. - Des résultats précédents, on déduit d'mutres cas

ol un espace E ®F (B du type (HF), F au type (F)) est bornolo-
gigue. Supposons par exemple gue (E1,F1) soit un couple d'espaces
tels que E1 S F1 soit quasi-tonnelé (ce quil aura pu se vérifier
par exemple a l'aide du th. 15, ou de la prop. 15 et de ses corol-
laires), et soit E un espace quotient de E1, F un espace quotient
de F1. Alors E @ F est un espace gquotient topologigue deZE1GD F1
(Chap. I, 81, n°2, prop. 3), donc est quasi-tonnelé. Par suite,

si (E,F) satisfait aux hypoth®ses du th. 14, 30, on pourra en con-
clure que E éBF est bornologique. De fagon analogue, si E1 Gb F1
est bornologique, et si E est un facteur direct de Ey» F un fac-
teur direct de F1, alors E éSF est un facteur direct de E16§ F1,
donc lul aussi bornologigue. On voit par exemple ainsi que gi V

et W sont deux variétés indéfiniment différentiables compactes,

alors 1'espace Lb(g(v),f(W)) = f’(v) & ﬁ(W) est bornologique.
En effet, il est facile de voir que }g(v) est isomorphe a un fac-

teur direct du produit d'un nombre fini dtespaces identiques a
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ltespace des fonctions indéfiniment différentiables sur un tore
Tn, donc isomorphe & un facteur direct de l'espace (s) des suites
3 décroissance rapide (voir note 4 page 54). Comme (s?!) é (s) est
bornologique (prop. 15, corollaire 2) le résultat annoncé s'en-
suit.

4. Application aux espaces ((DM) et ((9(;).

Nous terminons en élucidant les propriétés topologigues des espaces
(O)) et ((}) (aéfinis et tudiés dans (22}, Chap. 7, §5) et de leurs
duals. Rappelons les définitions.

((9”) est l'espace des fonctions sur KD ningéfiniment différentia~

bles & croissance lente® (i.e. qui sont "a croissance lente® ainsi que

toutes leurs dérivées multiples). Il stidentifie & 1l'espace de tous les
fopérateurs de multiplication®™ dans l'espace (30) des fonctions sur 61“
"indéfiniment différentiables & décrolssance rapide®, et la topologie
induite par I»b((f),(‘f)) ou_par Ias((j)),(f)) y est la m@me, et en fait
un _espace complet. Comme le dual de ce dernier espace est évidemment con-

nu (c'est le produit tensoriel algébrigue (f) ® (f')), on en déduit

facilement la caractérisation suivante du dual de ((9") s ((9;‘) est 1l'es-

pace des_distributions sur " gqui sont sommes finies de dérivées de fonc-

tions continues & décroissance rapide (distributions dites "a décroissance

trds rapide®). C'est d'ailleurs un espace (58(5‘), comme on peut s'en assu-
rer facilement de fagon directe grfice & 1'énoncé précédent, mais cela
résulte aussi & priori da fait que le dual fort de (@M) stidentifie a un
espace quotient du dual de Lb((\)o), (JO)) (puisque (wﬂ) est isomorphe &
un sous-esvace vectoriel topologique de l'espace Lb((f),(:‘)o)), qui est
réflexif en vertu du Chap. I, §4, n®1, prop. 19, corollaire 1), or ce
dernier dual est du type (583') (lemme 9), 11 en est donc de m@me de ((9!}).
I} ntest pas trivial, par contre, que (wl'ﬁ) solt complet, ce que nous

allons pourtant montrer.
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((9(',) est ltlespace des "distributions & décroissance rapide® sur ﬁn,

ou encore ltespace des M"opérateurs de composition® dane (f)- Diverses
caractérisations en sont données dans [22], Chape. 73 i1 nous suffira ici
de noter que ((.9(") est isomorphe a ((9”) par transformation de Fourier,
et que par cette transformation il apparalt encore aussitdt que sur ((9(',)
1a topologie induite par Lb((f),(.)o)) ou par L'((f),(f)) est 1a mfme,
et en fait un espace complet. Le dual (@c) de (C’)é) sten déduit comme

pour ((QM), on trouve que ((Qc) 8'identifie & 1'espace des fonctions sur

(Rn ul sont le produit d'une fonction indéfiniment différentiable, nulle

a4 l'infini avec toutes ses dérivées, par un polynSme (fonctions dites

"indéfiniment différentiables & croissance trds lente®). C'est encore un
espace GL’G') puisque le dual de ((.9 ) 1test, et de fagon précise cltest la
limite inductive naturelle des espaces d?) = (1 + rz)m(B , ol 53 est
1t'espace des fonctions indéfiniment différentiables sur tﬁ, nalles & 1t'in~
fini ainsi que toutes leurs dérivées (espace qui est du type (@’)), et od
(1 + r2 m(B désigne l'ensemble des prodults (1 + r2) £, avec fe(B

(r étant 1la fonction "distance & 1'origine®), muni de la topologie déduite
de celle deiﬁ par transport de structure. Que cette topologie limite in-
ductive soit précisément la topologie du dual fort de ((9(',) ntest pas
difficile & voir directement, mais résulte aussi du fait quton sait déja
que cette dernidre est du type aos-') et a priori moins fine, donc identi-

que grfice an "théordme des homomorphismes®™ (Introduction IV, th. B). Nous

allons prouver maintenant 1le

THEOREME 16. - Soit E ltespace ((9") ou ((9(',). E est un espace nuclé-
aire, complet, bornologigue, dont le dual est un espace (36"5') nucléaire
et complet, et & fortiori bornologigue. A fortiori E et E' sont du type

((.Mo) et tonnelés, donc compldtement réflexifs.

Démonstration. - I1 suffit de le prouver par exemple pour E = ((DM).

Que E et E' soient nucléaires a été6 vu déja dans le th. 10 (§2, n°3), que
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E est complet et son dual du type (56‘5,) a déja 6té dit. Il suffira de

prouver que E est bornologique - alors son dual sera & fortiori complet.
Pay

Or on mait que (s') ® (s) est bornologique, (prop. 15, corollaire 2), de

sorte que le th. 16 résultera du

LEMME 18. - (OM) est isomorphe & un facteur direct de (s') ® (8).

Démonstration. - Soit Z le groupe additif des entiers, z? est un
sous-groupe additif discret de ﬁ_n. So0it I l'ouvert de lﬁ’.n défini par :
(xi)e I équivant & lxil Lk pour £ = 1,...,n ol k est donné une fois pour
toutes, 1/2 {k 1. Pour tout zGZn, considérons la translation correspon-
dante t‘z dans R,n, gui opdre aussi sur les parties de lﬂ.n et sur les
fonctions définies sur R.°. Les ‘VZI (avec zéZn) forment un recouvrement
ouvert de B.“, et 11 existe un entier N, facile & expliciter, tel que
N + 1 des ensembles ’t‘zI aient toujours une intersection vide. Soit y une
fonction indéfiniment différentiasble sur (R.n, a4 support dans I, telle que
la somme z%n T,y (somme localement finie & priori) soit identigue & 1

(11 suffit de prendre d'abord q>0>/ O & support dans I telle que q)o(x) =1
quand Ixils 1/2 pour tout i, d'oll résultera que la fonction S = Z_‘L'zq::o
est partout non nulle, puis de prendre ¢ = tpo/S).

Soit F 1ltespace des fonctions indéfiniment différentiadbles sur B_n
qui ont la période 2k par rapport & chaque variable (F est isomorphe &
(8)). Soit s!'1 ltespace des familles de scalaires (A z) construites sur %%
qai sont & croissance lente - s!'1 est le dual de ltespace 8, des familles
(p.z) a4 décroissance rapide. ’:'1 est aussi isomorphe & (s'). s!'lél? est
1l'espace des suites n-uples (fz)ze g0, & valeurs dans F, qui sont &

croissance lente dans 1l'espace vectoriel topologique F, i.e. telles que

pour tout T €F', la suite des scalaires (<fz,'.t>)z n S0it & croissance

€2

lente (voir §3, n°3, the 13). Alors pour toute semi-norme continue

Ve x—-)llxllv sur F, la suite des ||fz||v est & croissance lente, car cela
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signifie aussi gue l'application linéaire continue de F' dans s' définie
par (f )6 n' @F transforme les parties équicontinues de F' en des par-
ties bornées de s!'1 D'ailleurs, 1'1nterprétation de s' ® F comme espace
Lb(sn,F) nous montre gu'on a dans sl'1 QF un systéme fondamental de voisi-
nagea de O avec les ensembles Vv"‘, od V parcourt un systime fondamental
de semi-normes continues sur F, et ou p= (p.z) parcourt les éléments posi-
tifa de 8,0 V\,’P étant défini par : (fz)ev\)"‘ équivant a [ “fz“vé1

pour tout z €327,

a)
Pour tout £ = (fz)ésl;@F, soit u(f) = 2 T, ((pf )
z €20
(ot le deuxidme membre esat une somme localement finie sur B.", et converge

donc vers une fonction indéfiniment différentiable). Je dis que u(f) east
"indéfiniment différentiable a croissance lente". On a en effet, pour tout
indice de dérivation g, une inégalité

“quz\I”éAq“ + Jz1)™a  pour tout z€32" .
Pour toute dérivation multiple Dr Dru(f) eat une somme finie de fonctions
de la forme Z_ (T Dp<p)('t' Dr ) $ pour en calculer la valeur au point
x, on peut se borner a4 gommer sur les z tels que Dp<p(x - z) # 0, donc
tels que x € t'zI, quil sont en nombre fini (N ; et comme pour un tel z on
a \zls x|+ 1, le terme correspondant est mnjoré en module par
NAqIIDp«p\\ao (2 + |x) )™, d'od suit bien que D' u(f) est majoré en module par
un polynBme fixe sur RP. u est donc une application linéaire de sl; 8 F
dans ((DM)’ dont le raisonnement précédent montre aussit8t gulelle est
continue. Construisons maintenant une application linéaire continue v de
(OM) dans a['lgF qui soit inverse & droite de u, il stensuivra donc que
((QM) eat iaomorphe & un espace facteur direct de 3:'1 @F, et comme ce
dernier eat isomorphe a (3') @ (s), le lemme 18 gera établi. Soit ¥ une
fonction indéfiniment différentiable sur Rn, ayant gon support dans I, et
égale & 1 sur le support de g. Pour toute g G(OM) et tout zez",



134 ALEXANDER GROTHENDIECK §4,n°4

considérons la fonction ¥ T_,g ; comme son aupport est dans I, elle colin-
cide sur I avec une fonction de F uniguement déterminde, soit vz(g). Le

lecteur vérifiera facilement que si on pose v(g) = (vz(g))z g0 alors

€
v(g) eat une suite n-uple a croissance lente dans F, et que l'application

g—>v(g) de ((DM) dans s} @F ainei définie est lindaire et continue.
Enfin, on aura évidemment ¢v,g = ¢T_,g (car yp = ?)y dton 'c-z(q,vz(g)) =
= (T _yp)g et enfin u(v(g)) = 2__ &gy)g = g, car Z_gp =1, ce qui

b4

achéve la démonstration du lemme 18.

On notera que cette démonstration est toute analogue & celle gui
prouverait que l'espace f(v) construit sur une variété indéfiniment
différentiable compacte V est isomorphe & un facteur direct de 1l'espace
(8). Signalons la guestion suivante, suggérée par ces démonstrations :

A
(OM) est-11 isomorphe & (s') & (s), et &(V) est-il isomorphe & (s) 7 -
Signalons aussi qu'en procédant comme pour le lemme 13, on voit que
l'espace (:ﬁ p) de L. Schwartz est isomorphe & un facteur direct de
3 P
(2} @02?9 (39 étant construit pour la mesure de Lebeague sur le cube
Rn & LP
unité de H (abnp) est-1l mfme isomorphe a (s) @ ?). Cela redonne
imnédiatement les propridtés topologiques de (aﬁ p) par application de
L

93, n°2, prop. 13, et en particulier que (QLP) est un espace (F)

réflexif et quasi-normable.
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[4
QUESTIONS NON RESOLUES
1. Probl2mes d4'approximation. - Rappelons pour mémoire le "Problime

d'Avoroximation® (sans doute le plus important des problémes rencontrés)
et ses variantes,étudié en détail au Chap. 1, § 5. Signalons ici un affai-
blissement du probldme d'approximation métrique : Si1 E et F sont deux
espaces de Banach, l'application linéaire naturelle de E 6]? dans

J(E' ,F!') est-elle un homomorphisme métrique ? En transformant par dualité,
on voit que cette question est équivalente & la suivante t Si u est une
forme bilinéaire continue sur EXF, adhérente & E'@® F'! pour la topologie
de la convergence bicompacte, slors u est-il m@me adhérent pour la conver-
gence bicompacte & 1'ensemble des VEE!'® F! qui ont une norme glull ¢ Si
la réponse était affirmative, le probl2me d'approximation métrique se
trouverait ramené au probdbi2me d'approximation topologique, et d'autre part
on aurait une amélioration considérabdle de Chap. I, § 5, the 15. L'énoncé
de ce the 15 (un peu compliqué) suggdre aussi que la réponse & la question
précédente soit affirmative chaque fois que u est une forme bilinéaire

faiblement compacte.

D'autre part, on peut eapirer, méme si le probléme d'approximation
se solvalt par la négative dans le cas général (ce qui me semble probable)

que toute forme bilindaire faiblement compacte sur EXF soit adhérente a

E'® F! pour la topologie de la convergence bicompacte. Cela impliquerait
gue tout espace de Banach réflexif satisfait & la condition d'approxima-
tion, donc meme & la condition d'approximation métrique.

2, "Probldme des Topologies" (Chap. I, §1, n°1). Signalons ici un

renforcement intérezsant de ce probléme : Soient E et F deux espaces du
type (5’), M une partie bornée de E 6 F. Existe-t-11 une partie bornée
convexe cerclée A (resp. B) de E (resp. F) telle que M soit contenue dans
1'image canonigue de la boule unité de EA@FB (comparer Chap. I, §2, n°2,
remarque 2) 7 M&me pour le "Probléme des Topologies®™ proprement dit, 1la
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difficulté esaentielle conaiste déja & prouver la conjecture dans le cas
ol F est un espace de Banach, et j'ignore la réponse mlme si F = —[2.

3+ Caractérisation des espaces_nucléaires. - Soient E et F deux eapa-

ces localement convexes tels que l'application lindaire naturelle de E @F
dans E égF soit un isomorphigme topologique (ou méme seulement un homomor-
phisme topologique). Alors E ou F est-il nucléaire ? (Voir Chap. I, 94,
n®5 et Chap. 11, §2, n®1, th. 8 et remarque 8). J'ignore 3i c'eat vrai
méme si E et F sont des espaces de Banaoh. Dana ce dernier cas, je le zais
du moins si par exemple E eat un eapace zfp(p) avec O (p g+ *© ,

4. Probi2me d'approximation dans les espaces nucléaires. - Soit E

un espace nucléaire du type (973. Existe-t-il une suite (uy) d'endomor-
phismes de rang fini dans E, tendant vers l'identité dans Lb(E,E) ? Peut-
on choisir une telle suite (uy), et une suite fondamentale (Vj) de voisi-
nages convexes cerclés de O dans E, tels gue ui(vj)c:vj pour tout 1,j ¢

Peut-on m@me suppozer que les f; sont des espaces de Hilbert ? Ces ques-
J

tions se posent par exemple pour savoir si les conditions du Chap. II, §4,
n®2, th. 14 sont toujours vérifiées si E ou F est nucléaire. I1 suffirait
en effet que E solt nucléaire, si la réponse & la premidre de nos ques-
tions était affirmative, et que F soit nucléaire si les deux antres ques-
tions se résolvalent aussi par l'affirmative.

Signalons & ce propos qu'il reste possible que, guels que solent les
espaces E et F, du type GBQD et (€f3 respectivement, les conditions aps
bp, ¢py dp, du Chap. II, th. 14 solent équivalentes, et indépendantes de
P. I1 serait de foutes fagons intéressant de donner d'autres cas étendus
ol 11 en est ainsi.

5. Probldme de décroissance rapide. - Tout espace nucléaire eat-i1l

igomorphe & un sous-espace vectoriel topologique d'un produit topologique

(s)R, ¥ ensemble d'indices convenable ? (Voir Chap. II, §2, n®4, prop. 9).
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Plus généralement, si E eat un espace (9‘5'), toute partie de E d'ordre
zéro (voir Chap. II, §1, n°5) eat-elle contenue dans l'enveloppe convexe
cerclée fermée d'une suite & décroisaance rapide ?

6. Divers sur les espaces nucléaires. - Donner des conditions plus

générales que dans le Chap. II, §2, th. 7, permettant d'affirmer que 1le
dual d'un eapace nucléaire eat nucléaire (voir Chap. II, §2, remarque 7).
Une gquestion évidemment lide a la précédente eat de donner d'autrea
conditions gue celles du Chap. II, §2, th. 9, sous lesquelles un espace
E@F (E et F nucléaires) est nucléaire. Pour l'une et l'autre question,
il serait bon d'avoir au moins un énoncé englobant les espaces (QE‘S') nu-

cléaires.

7. Propriété de Nachbin duale. - Soit E un espace de Banach tel gue

pour tout espace de Banach F, et tout sous-espace vectoriel fermé G,
ltapplication linéaire canonique de E @ G dans E @F soit un isomorphisme
normé, i.e. tel que E'posadde la propriété de Nachbin [25]. Alors E est-il
isomorphe & un espace 581(,;) ? Voir Chap. I, §2, n°2, th. 2, corollaire 3.

8. Graphe fermé. - Elargir les conditions sur E dans 1l'énoncé de
Introduction, IV, 4, th. B. En particulier, cet énoncé reate-t-il valable
8i E eat un sous-eapace vectoriel topologique du produit d'une suite
dtespaces F), p. ex. l'espace (H’) de L. Schwartz ?

9. Egpaces (fg/) complets. - Un espace (f‘f) dont les parties bornées

et fermées sont compldtes, est-il complet %

A
10. Soient E et F deux espaces (HT). Alors E B F est-il au tvpe
($F) ? Du moins, son dual fort est-il du type (F) ?
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RESUME DES RESULTATS ESSENTIELS DANS LA THEORIE
DES PRODUITS TENSORIELS TOPOLOGIQUES
ET DES ESPACES NUCLEAIRES
par A. GROTHENDIECK.

INTRODUCTION (')

Sujet. — Cet article est destiné & donner un résumé, sans
démonstration, des principaux résultats contenus dans mon travail
« Produits tensoriels topologiques et espaces nucléaires » qui sera
publié dans les Mémoirs of the Amer Math. Society (travail auquel
Je référe comme PTT). Dans PTT prédominait le souci d’dtre
exhaustif, tant pour traiter toutes les questions que posaient les
sujets traités, que pour ramener les résultats les moins faciles a des
théorémes aussi généraux que possible. Aussi ce travail est-il assez
touffu et les idées simples importantes risquent-elles d’dtre parfois
obscurcies par les détails techniques. C’est pourquoi ce résumé
expurgé n'est peut-étre pas inutile pour donner un apercu plus
facilement assimilable de la théorie. Quelques compléments, inté-
ressants mais non nécessaires pour la compréhension générale de ce
résumé, ainsi que parfois des indications sur certaines démonstrations,
ont été placés entre des astérisques, comme * ... .

L'importance des produits tensoriels topologiques se manifeste
dans diverses directions :

a) La notion de produit tensoriel topologique est a la base d’une
bonne formulation générale et simple de la théorie de Fredholm,
englobant en plus du cas classique d’un opérateur intégral défini
par un noyau continu, beaucoup d'autres opérateurs définis dans les
espaces fonctionnels les plus importants(*). Je donnerai ailleurs un
développement systématique de cette théorie, qui est seulement
effleurée dans ce travail.

b) Les diverses variantes de la notion de produit tensoriel topo-
logique donnent lieu par dualité a la définition d’autant de classes
remarquables de formes bilinéaires et d’opérateurs linéaires, dont

(*) Les numéros entre crochets renvoient & la hibliographic placée & la fin de cet article,
(2) Une telle formulation de la théorie de Fredholm semble avoir été aperque pour la
premiére fois par A. Ruston, Direct Product of Banach spaces and linear functional équa-

tions, Proc of the London Math Soc., (3), 1, 19d1. Mon travail sur ce snjet avait été congu
indépendamment du «ien (en automne 1951), ct cn est assoz différent.
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I'étude est seulemnent amorcée dans PTT, chap. 1, § 4. En particu-
lier, les techniques exposées & cet endroit, convenablement systé-
matisées et exploitées, permeltent d’obtenir des résultats tout i fait
inattendus dans la théorie des transformations linéaires entre des
espaces L'. L’ et L™ et leurs analogues vectoriels-topologiques
(résultats qui i 'heure actuelle ne sont pas encore définitifs, et pour
cette raison non publiés). Je pense revenir sur ce sujet, et me borne
a signaler, dans une voie assez différente, le travail systématique de
von Neumann-Schatten sur les classes remarquables d'opérateurs
compacts dans un espace de Hilbert [8], chap. 4.

) Du point de vue du travail actuel, la plus importante applica-
tion des produits tensoriels topologiques est la théorie des espaces
nucléaires. On y parvient a expliquer, & généraliser de fagon étendue,
ct a préciser en méne temps le fameux « théoréme des noyaux »
de L. Schwartz, et de plus on trouve des propriétés nouvelles jusque
dans les espaces les plus classiques. Ici le calcul tensoriel topologique
prend son maximum de simplicité, car la plupart des variantes de
la notion de produit tensoriel topologique coincident, et leurs pro-
priétés par suite s'ajoutent. Pour l'instant, les applications des
théorémes généraux que nous obtenons i des théories particuliéres
ne sont pas encorc nombreuses. La plus intéressante semble une
variantc vectoriel-topologique du « théoréme de Kiinneth », donnant
I'homologie d’un complexe défini comme produit tensoriel de deux
complexes, variante qui semble utile en Topologie algébrique.

d) De fagon générale, il me semble que les uotions de produit
tensoriel lopologique sont-tout indiquées pour fournir un langage
suggestif et maniable, qui a intérét a étre utilisé dans beaucoup de
situations en Analyse fonctionnelle, d’autant plus que nous avons i
notre disposition des théorémes (dont certains non triviaux) pour
tirer profit de ce langage. J'espére que ce résumé. ou mieux le
travail PTT, arrivera a donner au lecteur une impression analogue,
avant la publication des articles promis ci-dessus.

Terminologie et notations. — De fagon générale nous suivons la
terminologie et les notations de [3], sauf que nous appelons réflexifs
les espaces appelés semi-réflexifs dans [3]. Nous n’envisageons, sauf
avis contraire, que des cspaces localement converes et séparés ; par
espace quotient d'un espace E, nous entendons le quotient de E
par un sous-espace vectoriel fermé. Le dual de E, noté E', est sup-
posé sauf avis du contraire muni de la topologie forte (i. e. la topo-
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logie de la convergence bornée). Le dual de E', ou bidual de E,
noté E”, sera muni sauf avis du contraire de la topologie de la
convergence uniforme sur les parties équicontinues de E', topologie
qui induit donc sur E la topologie initiale. Il nous arrivera de faire
appel & des notions définies et étudiées dans [6]. et notamment a la
notion d’espace (9DF). Il nous suffira ici de savoir que le dual d’'un
espace (F) est un espace (9F), que tout espace normé est un espace
(9F), enfin que le dual d’un espace (:DF) est un espace (F).

Soient E, F, G des espaces localement convexes. B(E, F; G)
(resp. B(E, F; G)) désigne l'espace des applications bilinéaires
continues (resp. séparément continues, i. e. continues par rapport a
chaque variable) de E X F dans G, L(E; F) désigne 'espace des
applications linéaires continues de L' dans F. $,(L;. F;) désigne
I'espace des formes bilinéaires séparément continues sur le produit
des duals faibles E; et F; de E et F, muni de la topologie de la
convergence biéquicontinue, i. e. la topologie de la convergence
uniforme sur les produits d'une partie équicontinue de £’ par une
partic équicontinue de F'. Cet espace cst complet si et seulement si
les espaces E, F sont complets.

On appelle application linéaire Lornée (resp. compacte, resp. faible-
mentcompacte) de Edans F, toute application linéaire de . dans I trans-
formant un voisinage convenable de O ¢cn une partie bornée (resp.
relativement compacte. resp. relativement faiblement compacte) de F.

Pour abréger, si E est un cspace vectoriel, nous appelons disque
ou ensemble disqué dans E, une partie convexe et cerclée de E(*).
Soit E un espace localement convexe, A un disque borné de E, on
désigne par E, 'espace vectoriel engendré par A, muni de la norme
ljf], = Inf|A|. Si A est fermé alors la boule unité de E, est A. Si A

€)A

est complet, alors £, cst complet. Soit V un voisinage disqué de O
dans E, E, désignera I’espace normé obtenu par passage au quotient
a partir de la semi-norme ||z{|, == Inf|Al

v

Rappelons qu’un espace localement convexe est dit quasi-complet
si ses parties fermées et bornées sont complétes, tonnelé (resp. quasi-
tonnelé) si les parties bornées de son dual faible (resp. de son dual
fort) sont équicontinues, bornologique si tout ensemble de formes
linéaires sur E, uniformément bornées sur toute partie bornée, est
équicontinue. Si E est quasi-complet, tonnelé équivaut i quasi-
tonnelé; en tout cas bornologique implique quasi-tonnelé.

(47 Cette termumologie w'u ¢t suggirée par R E. Edwaids.



CHAPITRE PREMIER

PRODUITS TENSORIELS TOPOLOGIQUES

1. Généralités sur E®F (PTT chap. 1, § 1, n° 1 et n° 3). — La
définition axiomatique du produit tensoriel algébrique E® F de deux
espaces vectoriels E et F, et de 'application bilinéaire canonique
(z, y)—>x®yde EXF dans E®F, [1], pose que pour tout espace
vectoriel G, les applications bilinéaires de E X F dans G corres-
pondent biunivoquement aux applications linéaires fde E® F dans
G, lorsqu’a f on fait correspondre I'application (z, y) — f(z ®y).

Tutorime 1. — Si E et F sont deux espaces localement convezes,
alors on peut munir E® F d'une topologie localement convexe et
d'une seule, lelle que pour tout espace localement convexe G, les
applications bilinéaires continues de E X F dans G correspondent
exactement aux applications linéaires continues de E ® F dans G.

Alors les parties équicontinues de B(E, F; G)etde LLE®F; G) se
correspondent aussi exactement. Sauf mention du contraire, E® F
sera supposé muni de la topologie précédente, appelée produit ten-
soriel projectif des topologies de E et F; muni de cette topologie,
E®F prend le nom de produit tensoriel topologique projectif de E
et F.

Si E et F sont normés, E® F est normable, et on peut méme y
trouver une norme et une seule telle que, pour tout espace normé G,
l'isomorphisme ci-dessus entre B(E, F; G) et LLE®F; G) conserve
les normes naturelles. Cette norme sur E® F, notée u —||u||, quand
les normes de E et F sont sous-entendues, est la borne inférieure des
quantités Y|[z[{|[yi|. pour toutes les représentations de u sous la

forme u—=Y x,®y, (norme déja considérée dans [8]). C’est aussi la

jauge de I'ensemble [U® V), ot U (resp. V) est la boule unité de E
(resp. F), et ot U®V désigne I'cnsemble des x®y avec xeU. yeV
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(T désignant comme d’habitude |'enveloppe disquée). Dans le cas ot
E et F sont des espaces localement convexes généraux, un systéme
fondamental de voisinages de O dans E® F est obtenu en prenant
les ensembles ['(U ® V), ou U (resp. V) parcourt un syst®me fonda-
mental de voinages de O dans E (resp. F).

On peut introduire le complété de E®F, noté E®F, et appelé
produit tensoriel projectif complété de E et F. Si E et F sont des
espaces normés, E®F est un espace de Banach (avec une norme
bien définie!). Si E et F sont métrisables, E®F est du type (%).
On a par définition le Scholie : Si E et F sont deux espaces locale-
ment convexes, G un espace localement convexe complet, alors les
applications bilinéaires continues de E X F dans G correspondent
biunivoquement aux applications linéaires continues de E®F
dans G.

Cet énoncé reste valable pour les ensembles équicontinus d’appli-
cations. En particulier, le dual de E® F est B(E, F), avec corres-
pondance entre les parties équicontinues (ce qui suffit déja a caracté-
riser la topologie induite sur E® ).

J'ignore, si E et F sont du type (F), si cet isomorphisme algé-
brique du dual de E® F sur B(E, F) est un isomorphisme topologique,
quand on munit B(E, F) de la topologie de la convergence bibornée,
i, e. de la convergence uniforme sur les produits de deux bornés
(« Probléme des topologies »). Question équivalente: Toute partie
bornée de E® F est-elle contenue dans I'enveloppe disquée fermée
d'un ensemble A®B, ou A (resp. B) est une partie bornée de E
(resp. F)?

* Donnons quelques indications générales sur le calcul avec E® F

(PTT, chap. 1, § 1, n° 3). Si E=[]E, F=]]F, (produits vec-
i 1
toriels-topologiques) alors E® F s’identifie 2 [[E,® F;. Si E=JE;

(somme directe topologique) et si F est un gslpace normable, alors
E®F s’identifie 2 la somme directe topologique E(Eié F). Cela

reste vrai si F est un espace (9%) quelconque, pourvu que I soit
dénombrable, et ces énoncés se généralisent aussi au cas ou E est
la limite inductive (au sens le plus général) d'une famille d'espaces E,.
Si E et F sont tous deux du type (F) (resp. (9F)), il en est de méme
de E® F. De méme, si E et F sont des espaces quasi-normables, ou
des espaces de Schwartz (voir définitions dans [6], § 3), il en est de
méme de E®F. ,
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2. L'espace E® F quand E et F sont du type (%) (PTT, chap. 1,
§a, N°1).

Tutontme 2. — Soient E et F deux espaces (F). Alors tout
élément de E®F est la somme d'une série absolument convergente
de la forme

u:z)\ia:i®y,

oix (x;) (resp. () est une suite bornée dans E (resp. F), et (X)) une
suile sommable de scalaires.

(D’ailleurs, si (z;), () et (A;) sont donnés comme ci-dessus, la
série Y A,r,®y; est toujours absolument convergente dans EQ F, de

sorte que nous avons une caractérisation des éléments de E® F.)
Si E et F sont normés, on peut supposer ci-dessus que ||z] <1,

Wyl <1, Z|A < |ul|, -+, ot e >0 est donné arbitrairement a

I'avance. Dans ces deux énoncés, si uparcourt un compactde E® F,
on peut supposer que les suites (x;) et (y;) restent fixes (et on peut
supposer méme que ce sont des suiles convergeant vers o), et que
(A;) parcourt une partie compacte de I' (espace des suite sommables).
On a un énoncé analogue pour la représentation concréte des suites
convergentes dans E® F. Le théoréme 2 et ses variantes précédentes
servent surtout par l'intermédiaire du

CoroLrare. — Soient E et F deux espaces du type (F). Toute
partie compacte K de E® F est contenue dans U'image canonique de
la boule unité d'un espace E,®F,, ou A (resp. B) est une partic
compacte disquée de E (resp. F). A fortiori, K est contenu dans
Uenveloppe convexe fermée de A ® B.

Ce dernier fait signifie aussi que sur B(E, F), la topologie de
la « convergence bicompacte » est identique 2 la topologie de la
convergence compacte dans le dual de E® F.

* Pour la preuve du théoréme 2, supposons pour simplifier que Eet F
sont des espaces de Banach, soit I le produitdeleurs boules unité,
soient i — x, et i — ¥, les projections de I sur les ensembles facteurs.
Il est facile de voir que 'application lindaire (A,) — XAz, ® y, de I'(I)

dans E® F est un homomorphisme métrique du premier espace sur
un sous-espace dense du second, donc en fait sur le second, d’ou
résulte bien que E® F s’identifie & un espace quotient de !'(I).

On peut tirer du th. 2 des résultats du genre suivant . soit § un
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groupe localement compact (resp. un groupe de Lie), alors toute
fonction f sommable (resp. indéf. diff. et & support compact)
sur § est de la forme XA gxh, ol (A)el', et oh (g,) et (h,) sont
des suites bornées dans L'(G) (resp. dans X((), espace des fonc-
tions ind. <iff. & support compact sur §): on en conclut aussitét

que f est combinaison linéaire de fonctions de type pOSitif qui sont
G' (G) (resp. D(G)). Dans le premler cas, on pcut aussi se borner &
des fonctions qui solent toutes a support compact (les supports de g,
h; étant contenus dans un compact ne dépendant que du support
compact de f). Il y a une démonstration directe simple dans le cas
de L'(G). mais je ne pense pas qu'il y en ait pour (§), oit la ques-
tion présente des difficultés méme pour =R (en se servant alors
de la transformation de Fourier). ,

3. Calcul de L'®E (PTT, chap. 1, § 2, N 2). — Soit M un
espace localement compact muni d’'une mesure u > 0. soit E un
espace de Banach. soit Lg(u) I'espace des applications p-intégrables

de M dans E [2], muni de sa norme usuelle || ]|, = /||f([)||du(t)
L'(w) désigne I'espace des fonctions scalaires sonmables pour .
Alors il existe une application bilinéaire (4, a)—¢. « évidente de
L'(w) X E dans Lg(u4), qui est de norme <1, et définit donc une
application linéaire de norme <1 de L'(w)® E dans Li(u).

Tutortue 3. — L'application précédente de L'(w)® E dans Li(w)
est un isomorphisme métrique du premier espace sur le second.

Pour le voir, on se raméne aussitét au cas on I est de dimension
finie, puis on procéde par transposition. Il suffit alors d'appliquer le
théoréme classique de Dunford-Pettis, caractérisant les applications
linéaires continues de L'(w) dans E'.

Si E est un espace localement convexe quelconque on désigne
par Li(y) 'espace complete de l'espace séparé associé al’ espace des
applications continues & support compact de M dans L, muni de la

famille des semi-normes f—»jp(f(t)) du(t) (ot p parcourt une

famille fondamentale de semi-normes continues dans E). Alors le

théoréme 3 implique facilement que Li(w) soit encore isomorphe &
L'(w)®L.

CororLaike. — Si E est un sous-espace vectoriel fermé de Uespace
de Banach T, alors Uapplication linéaire canonique de L'(w)® E
dans L'(n) & F est un isomorphisme métrique.
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Cela redonne par exemple le fait bien connu que toute applica-
tion linéaire continue de E dans le dual L*(g) de L'(1) peut se pro-
longer en une application linéaire de méme norme de F dans L (w);
ou dualement, que toute application linéaire continue de L'(w.) dans
un espace quotient F'/E® d’un dual de Banach par un sous-espace
vectoriel faiblement fermé, provient d'une application linéaire de
norme égale de L'(i) dans F'.

* L’analogue du théoréme 3 pour les espaces L” est faux pour tout
p > 1. Le théordme 3 s’applique de fagon essentielle & divers endroits
importants de la théorie exposée ici. Donnons quelques applications
moins importantes (voir PTT, chap. 1, § 2, n°a pour des détails).
Prenant, dans le théoréme 3, E—=c,, espace des suites scalaires qui
tendent vers O, et notant que Li() s'identifie alors a 1'espace des
suites latticiellement bornées dans L'(i) qui tendent vers O presque
partout, on voit que de telles suites dans L'(«) forment une catégo-
rie de suites invariante au point de vue vectoriel-topologique. En
particulier, une application linéaire continue de L'(x) dans un
espace L'(v) transforme les suites latticiellement bornées convergeant
presque partout vers O, en des suites de méme type. On en déduit
aussi que les parties latticiellement bornées de L'() forment une
catégorie invariante au point de vue vectoriel-topologique. Prenant
F=~2, avec 1 <p < o, on obtient de méme une interprétation
vectorielle-topologique des suites (f;) dans L'(u) telles que

[(SUOF) " dlt) <+ 0.

De telles suites sont transformées en des suites de méme type par
toute application linéaire continue de L'(i+) dans un espace L'(y).

Une autre application intéressante du théordme 3 est la suivante :

Toute partie bornée M de L'(1) ® E est contenue dans 'image cano-
nique de la boule unité d'un espace L'(x) ® E,, ou A est un disque
borné fermé de l'espace E du type (F): i fortiori M est contenue
dans l'enveloppe disquée fermée de B® A, ol B est la boule unité
de L'(p), ce qui résoud ici le « Probléme des topologies » signalé
aun®i.,

4. Autres exemples. — Si H est un espace de lilbert. les éléments
de H'® H, identifiés & des endomorphismes de H (les applications de
Fredholm ou applications nucléaires de H dans I — voir n° 7 —)sont
exactement les endomorphismes « tels que l'opérateur hermitien
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positif \/u*u soit compact et ait une suite de valeurs propres som-

mable. et ||u||, est alors égal a la somme des valeurs propres de Ve'u
(répétées bien entendu chacune selon sa multiplicité). On obtient
les opérateurs déja étudiés dans [4] et [R]. u est aussi un opérateur
de Fredholin si ct seulement si ses composantes hermitiennes

—;—(u—l— @*) el -, (u—u*) le sont, i. e. si ce sont des hermitiens
ai

compacls dont la suite des valeurs propres est sommable. Relation
avec les opérateurs de Hilbert-Schmidt : Si A et B sont des opérateurs
de Hilbert-Schmidt, alors AB est un opérateur de Fredholm, et
[|[AB]l, < [|A{L/|BIl.+ et réciproqueinent, d’ailleurs, tout opérateur de
Fredholm u est le produit de deux opérateurs de Hilbert-Schmidt

A et B de norme ||A||, =||B||, = V/||u||, - Tous ces faits sont élémeu-
taires (une fois connue la décomposition spectrale des opéra-
teurs hermitiens compacts dans un espace de Hilbert) et bien
connus.

De nombreux autres exemples de produits E®F, relatifs aux
espaces nucléaires. seront vus au chapitre 1, n* 5.

* Dans le cadre des espaces de Banach de dimension infinie, je ne
connais pas, méme dans des cas particuliers, d’autres caractérisations
concretes des éléments de E® F que celles que nous avons données.
Ainsi, les éléments de ¢, ® £ (ot E pourra étre un espace localement
convexe complet quelconque) s'identifient a certaines suites dans
tendant vers O, que l'on pourra appeler les suites nucléairement
convergentes vers O ; mais si Eest un espace de Banach de dimension
infinie, on obtient toujours la une classe strictement plus petitc que
la classe de toutes les suites convergentes vers O (voir chap. u, n® 2,
th. 2). On monire méme que (siEcst un espace de Banach de
dimension infinie), pour toute suite (A,) de scalaires positifs qui n’est
pas de carré sommable, il cxiste dans Eune suite (x,) qui ne converge
pas nueléairement vers O, et telle que ||x|| =2, pour tout i. Cepen-
dant. si E est I'espace C(K) des fonctions continues sur un espace
compact par exemple, on montre que toute suite de carré sommable
dans C(K) converge nucléairement vers O. Signalons aussi que dans
un espace localement convexe complet quelconque, toute suite
sommable converge nucléairement vers O. ,

5. Espaces E®F (PTT, chap. 1, § 3, N° 3). — Si L et F sont deux
espaces de Banach, alors E® F péut étre considéré comme un sous-
espace vectoriel de I'espace de Banach B(E'. F) des formes biliné-
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aires continues sur E' X F'. Le complété de E®F pour la norme
induite par B (E, F') se note E®F, c'est donc un sous-espace
vectoriel normé complet de B(E’, F'). Toute topologie normée
raisonnable sur E®@F est comprise entre la topologie induite par
E®F et celle induite par E® F. Si maintenant E et F sont deux
espaces localement convexes quelconques, on peut encore consi-
dérer E® F comme un espace de formes bilinéaires sur E' )X F’, et
le munir de la topologie de la convergence biéquicontinue (i. e. la
topologie de la convergence uniforme sur les produits d'une partie
équicontinue de E’ par une partie équicontinue de F'): le complété
de E®F pour cette topologie sera encore noté E® F. Quand E et F
sont complets, I'espace 4,(E;, F;) des formes bilinéaires séparément
continues sur le produit E; )X F; des duals faible E; et F;, muni de
la_topologie de la convergence biéquicontinue, est complet, donc
ES®F s'identifie alors & un sous-espace vectoriel topologlque de
$AE;, F;). Alors les éléments de E&F s'identifient donc a certaines
applications bilinéaires séparément faiblement continues sur E' XX F,
ou encore a certaines applications linéaires faiblement continucs
de E' dans F ; ces applications linéaires transforment les parties
équicontinues de E' en des parties relativement compactes de F, et
la réciproque est vraie dans tous les cas connus (voir Appendice 2,
Chapitre 1).

La topologie sur E® F induite par E® I est plus fine que celle
induite par E® F, d'ot une application linéaire continue canonique

E®F—~E&F.

Un important probléme, non résolu, est si cette application est
toujours biunivoque, voir Appendice 2. Signalons qu'il semble
extrémement plausible que si E et F sont deux espaces de Banach
tels que I'application précédente E® F — E& F soit un isomorphisme
topologlque (ou méme seulement un homomorphisme topologique,
{. e. ici une application du premier espace sur le second) alors E
ou F est de dimension finie. C'est vrai par exemple si E contient un
sous-espace vectoriel isomorphe a un espace ¥ ou d .

Soient E et I' deux espaces de Banach. La norme induite par le
dual de E® F sur E'® F’ est évidemment la norme induite par E'®@ I".
D'autre part la norme induite sur E'® F’ par le dual de E®F est
dans tous les cas connus (voir Appendice 2) identique a la norme
induite par E'® F'. Cette dualité, qui n’apparait guére dans le
présent résumé. est un outil précieux dans diverses questions (p. ex.
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PTT, chap. 1, § 4, N° 6). Le théoréme qui suit. & vrai dire trivial,
peut &tre regardé comine la contre-partie duale du th. 3:

Tukonime 4. — Soit M un espace localement compact, C (M)
lespace des fonctions scalaires continues sur M « nulles a Uinfini »,
muni de la norme de la convergence uniforme, soit E un espace
localement convexe complet. Alors C (M) ® E est canoniquement iso-
morphe & lUespace C (M, E) des applications continues de M dans E
qui sont nulles & Uinfini, muni de la topologie de la convergence
uniforme (el de la norme umjo: me quand E est un espace de Banach).
En particulier, c, ® E est isomorphe & Uespace des suites dans E qui
tendent vers O,

Comnme plus bas les espaces C(K)® E, ici les espaces L'(w)® E
n’ont en général pas d'interprétation spéciale mmple comme espaces
fonctlmmels Signalons cependant que l'espace I' ® L peut s’interpréter
comme lespuce des suites sommables dans E (i. e. des suites « conmu-
talivement convergentles » dans E).

6. Produit tensoriel d’applications linéaires (PTT. chap. 1, § 1,
N 2). — Soient E,, I', (i==1, 2) des espaces localement convexes,
soit u, une application linéaire conlinue de E, dans F;. Alors on définit
cnalgébreuneapplication lindaireu, ® u,de i, ® E,dansF, ® I¥,, parla
formule (g, ® u,). (., ®.r,) =u,x, ®u,x,. Cetle application est continue
quand on munit I}, ® E, et F, ® F, des topologies induites par I}, & I,
et T, ®F, (resp. par I}, ® E, et F, ®&F,). Il en résulte que u, ®u, se
plolonge par conlinuité en une appllcatlon linéaire continue u, ® u,
de L, ® E, dans F, ®F,, et une application linéaire continue u, 8 u,
de I}, ® K, dans F,®F, (ces applications seront encore snmplement
notées u, ® u, quand il n'y a pas de confusion a craindre).

Tutorime 5. — Si chaque u, est un homomorphisme lopologique e
IS, sur un sous-espace dense de F, alors u, ® u, est un homomorphisme
topologlque de I, ® I, sur un sous-espace tlense de F,®F,. Si chaque u,
est un 1301/10//;lusme topologique de L dans F;, alo:s u, ®u, est un
l.somomo:[;/usme topologique de L, ® E, dans F, ®F,.

Ces énoncés subsistent si les E,, F, sont normés el sl s agit
d’homomorphismes et isomorphismes métriques. Particuliérement
intéressant est le corollaire suivant, qui pourrait aussi s’obienir par
application du th. 2

Corovrrire. — Siles E, I, sont des espaces (¥)(i =1, 2), u, un
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homomorphisme de E, sur IF,, alors u ® u, est un homomorphisme
de E,®E, sur F 8 F,.

Comme cas particuliers de ce corollaire, on vbtient des propriétés

intéressantes de relevemnent de fonctions vectorielles & valeurs dans
un espace (uoticnt d'un espace E du type (7). Si p. ex. f est une
application indéfiniment différentiable d’'un ouvert de R* dans E/F,
alors elle provient d'une application indéfiniment différentiable de
cet ouvert dans Ii. Résultatanalogue pour les fonctions holomorphes,
ou les fonctious sur R" indéfiniment différentiables & décroissance
rapide, ou les fonctions sommables pour une certaine mesure, ete. (*).
Autre application : soit D un opérateur différentiel dans I'espace t'(U)
des fonctions indéfiniment différentiables dans un ouvert U de R”,
soit E un espace (F), soit &(U, l‘)l’espacedesappllcatlonamdéf‘uument
différentiables de U dans k. , &
(voir Chap. 2, N*5). Soit Dy, l’opérateur déﬁni dans H(U, E)a partu'
de D, ona Dg=D®1I. 1 étant I'identité dans E. Si alors D e¢st un
liomomorphisme topologique (resp. un hlomomorphisme topologique
sur), il en cst de méme de D;.. En effet, dans le cas d'un homomor-
phisme sur, c'est la un cas particulier du corollaire du th. 5, et dans
lc cas général, on utilise le th.5 et le fait que pour tout espace
quotlent F de 6(U), on a FRE=F&E (5(U) donc F étant nuclé-
aire, voir Chap. 2. N" 2 définition 1 et Chap. 2, N° 3, th. 3, 2").

On notera que st u, et u, sont des isomorphismes topologiques,
alors u, ® u, n’est pas un isomorphisme topologique en général (ni
u, ® u, un homomorphisme topologique, en général, quand u, et
u, sont des hlomomorphismes topologiques sur). Si chaque E; est
identifié & un sous-espace vectoriel topologique de F, par u;, alors
I'application canonique u, & u, de E, ® E, dans F, ® F, est un isomor-
phisme topologique si ct seulement si tout ensemble équicontinu de
formes bilinéaires sur L, X E, est I'ensemble des restrictions d’'un
ensemble équicontinu de formes bilinéaires sur F, X F,. Quand F,

(*) Signalous a ce propos qu'on démontre par une méthode toute différente I'assertion
suivante, qui peul étre regardée cornme duale du corollaire du th. 3 : Soit M un espace
localement cornpact et paracompact (p. ex un espace compact), / une application continue
de \l dans un espace quoticut E/I" (ui espace E du type (:F) : alors [ provient {’une appli-
cation continue cde VMl dans E. Comme P'espace E)(\ ) de lonclions m fois contindment
diliérentiables sur une varicté indéfiniment différentiable paracompacte V, est isomorphe
a un facteur direct d’un espace du type C(M) (comme jc¢ I'ai signalé dans: Sur les
applications linéaires faiblement compactcs d'espaces du type C(K), Can. J. Math. 5,
p t4h (1953)). il en résulte que le théoréme de relévement analogue rant aussi pour les
applications m [ois contimhiment dilférentiables de V odans E/F.
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et F, sont du type (%), il suffit d’ailleurs de considérer les ensembles
réduits & une forme bilinéaire. En général ce critére ne sera pas
vérifié, mais est lié & un probléme d'existence de supplémentaires
topologiques.

* De fagon précise, si E, et E, sont facteurs directs, alors E, 8 E,
s'identifie & un sous-espace vectoriel topologique de F,® F,. D’autre
part, si E est un sous-espace vectoriel topologique de l'espace de
Banach F, et si l'application canonique E® G—F® (¢ est un
isomorphisme topologique quand G —=F", alors E" est facteur direct
dans F”; donc dans le cas fréquent ou E est déji facteur direct
dans E’, E sera facteur direct d¢ F. -

Un cas utile ot le produit tensoriel u ® v de deux isomorphismes
topologiques est un isomorphisme topologique est le suivant: Si £’
est le bidual de E, alors E ® F s’identifie & un sous-espace vectoriel
lopologique (resp. un sous-espace vectoriel normé si E et F sont
normés) de I'®F.

1. Applications nucléaires (PTT, chap. 1, §3 V" 2). — Soient E
et F deux espaces de Banach. L’application bilinéaire continue
(', y)—x' ®y de ' X T dans L(L, F) définit une application linéaire
continue naturelle de 1'® F dans L(E, F); les éléments de I'image
de E'® F dans L(E. F) sont dits applications nucléaires de I dans F.
(On définit aussi. enire espaces localement convexes quelconques.
les notions d'application & trace et d’application de Fredholm — voir
Appendice 1 — . qui coincidentavec la notion d’application nucléaire
quand FE et I’ sont des cspaces de Banach : dans ce dernier cus, on
pourra donc parler indilféremment d'applications nucléaives. d'appli-
cations & tracc ou d'applications de Fredholm.) Les applications
nucléaires de E dans F forment un espace vectoriel. qui s'identifie &
un espace quoticnt de '® I' (et & I¥'® I dans tous les cas connus
— voir « Probltme de biunivocité » au N* 1), La norme guotient.
notée encore u—[|u|l,, est appellée norme-trace de V'opérateur
nucléaire u.

Si E et IF sont deux espaces localement convexes ynelcongues,
une application linéaire u de E dans IV est dite nucléaire. si clle est
la composée d'une séquence de trois opérateurs

K -
IN-%E -5%F &F

od E, et F, sont des espaces de Banach. {3 une application nucléaire
de E, dans F, et 2 et = des applications linéaires continues. |l
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revient au méme de dire qu’il existe une partie équicontinue disquée
faiblement fermée A de E', et une partie bornée disquée B dans F
telle que Fj soit complet, enfin un u€E, ® Fy, tels que u soit I’opé-
rateur de E dans F défini par u, (i priori, u, définit une application

nucléaire de EM dans FB). Une application nucléaire est toujours
compacte (i. e. transforme un voisinage convenable de O en un
ensemble relativement compact). Mieux : & cause du corollaire du
théoréme 2, on peut supposer ci-dessus que A resp. B sont des
parties compacles de E' fort resp. F. Le théoréme 2, appliqué direc-
tement, donne aussi: les applications nucléaires de E dans F sont
les applications qui sont sommes des séries (toujours absolument
convergentes dans L (E, F) muni de la topologie de la convergence
bornée) u—YAx;®y;, ol (z;) est une suite équicontinue dans E’,
(:) une suite extraite d’'un disque compact de I, enfin (},) une suite
sommable de scalaires. En composant une application nucléaire, a
droite ou a gauche, avec une application linéaire continue, on
oblient encore une application nucléaire. La transposée d'une appli-
cation nucléaire de E dans F est une application nucléaire de F’ fort
dans E’ fort (et néme de F' muni de la convergence uniforme sur
les disques compacts de F, dans E’ fort).

Les applications nucléaires de E dans lui-méme (plus préciséinent
la catégorie un peu plus large des applications de Fredholm de E
dans E), forment le domaine naturel de la théorie de Fredholmn. Ici,
notre intérét se porte sur d'autres propriétés de ces opérateurs,
résultant directement soit du th. 2, soit du th. 5, corollaire.

Tutorime 6. — Soient E, G deux espaces localement convexes.
F un sous-espace vectoriel de E. Alors :

a) Toute application nucléaire de F dans G est la restriction d’une
application nucléaire de E dans G.

b) Supposons que F soit fermé, et que tout disque compact de E/F
soit contenu dans l'image canonique d’un disque horné A de E tel
que E, soit complet (par exemple d’un disque borné complet de E).
(Il suffit par exemnple que E soit du type (F), ou que ce soit le dual
d’un espace du type (F) et que F soit faiblement fermé.) Alors toute
application nucléaire de G duns E/F peut s’obtenir par passage au
quotient & partir d’'une application nucléaire de (i dans E.

On a des énoncés analogues pour les ensembles « équinucléaires »
d’applications, si on entend par 1a un ensemblc d’applications d'un
espace localement convexe M dans un autre N, contenu dans



TUEORIE DES PRODUITS TENSORIELS 87

I'ensemble d’applications défini par la boule unité d'un espace
M, ® Ny, ou A est un disque équicontinu faiblement fermé de M’,
B un disque borné dans N tel que Np soit complet.

On fera attention que si u est une application nucléaire de E dans
F. M un sous-espace vecioriel fermé de E contenu dans le noyau
du u, N un sous-espace vectoriel fermé de F contenant u(E), alors
en général I'application linéaire de E/M dans F ou de E dans N
définie par u n'est pas nucléaire, méme si E et F sont des espaces de
Banach réflexifs. Cependant, si M (resp. N) admet un supplémen-
taire topologique, alors I'application de E/M dans F (resp. de E
dans N) définie par u sera encore nucléaire. Il en est en particulier
ainsi si E (resp. F) estun espace de Hilbert.

8. Applications linéaires intégrales, formes bilinéaires intégrales
(PTT. §4, N" 3 et N 4).

Tutorime 7. — Soient E et F deux espaces localement convexes
(resp. normés), v une forme bilinéaire séparément continue sur
F X F. Les conditions suivantes sont équivalenfes :

a) u—<_u, v > est une forme linéaire sur E ® F continue pour la
topologie induite par EQ F (resp. u -~ < u, v >> est une forme linéaire
sur E®F de norme < 1, quand E® F est muni de la norme induite
par E® ® F).

h) v est contenue dans l'enveloppe disquée fermée dans B (E, F)
(espace B(E, F) muni de la topologie de la convergence simple) d’'un
ensemble M ® N, ot M es/ une partie équicontinue de E', N une partie
équicontinue de ¥’ (resp. M la boule unité de E'. N la boule unité
de F).

¢) Il existe une mesure wu. sur Uespace produit d’'une partie équi-
conlinue faiblement compacte M de E' par une partie équicontinue
Jaiblement compacte N de F' (resp. une mesure y. de norme < 1 sur
le produit de la boule unité de E' par la boule unité de F', muni du
produit des fopologies faibles) telle que Uon ait la formule

v—= ] 'y du(z,y)
MxN
(intégrale faible dans ‘B(E F), mis en dualité avec E ® F).
d) Il existe un espace compact muni d’'une mesure positive w de
norme < 1, une application linéaire continue o de E dans L™ (u) et
une application linéaire continue 3 de F dans L™(u)(resp. et a et f3
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de norme < 1), tels que Uon ait u(z, y) = < ar. fy > pour xel. yek.

Une forme bilinéaire sur E X F est dite intégrale si elle satisfait
aux conditions équlvalentes a) 4 d) du théoréme 7. En particulier,
le dual de E® F s’identifie & I’ espace J(E, F) des formes bilinéaires
intégrales sur E X F. SiE et F sont des espaces de Banach, J(E. F)
sera rnuni de la norme du dual de I’ espace de Banach E & F, appelée
norme intégrale et notée |lv}|,. De méme. une application linéaire »
d’un espace localement convexe E dans un autre G est dile intégrale.
81 la forme bilinéaire sur E XX G’ qui lui correspond est intégrale.

St E et G sont des espaces de Banach, on appelle encore norme
intégrale de », la norme intégrale de la forme bilinéaire qui lui
correspond.

Rappelons que dans tous les cas connus, quand E et F sont des
espaces de Banach, l'application linéaire naturelle dc E'® F’ dans
J(E, F) est un isomorphisme métrique du premier espace dans le
second (voir n" 5), ¢’est pourquoi nous employons pour la norme
intégrale la notation |[v]|; voisine de la notation |jo', pour la norme-
trace. Le critéere ¢) du th. 7 prend pour les applications linéaires
intégrales la forme suivante (que uons énoncons pour les espaces
de Banach pour fixer les idées): Soit v une application hnéaire d'un
espacc de Banach E dans un autre F, alors v est intégrale et de
norme intégrale <1 si et seulement s1 Fapplication de E dans F”
qu'elle définit pent s’obtenir en composant une application linéaire
de norme < 1 de E dans un espace L” (u.) construit sur une mesure
positive convenable de norme <C 1 sur un espace compact. I'appli-
cation identique de L” () dans L'(u). et enfin une application liné-
aire de norme < 1 de I.' (i) dans F”. De méme, le critére ) du th. 5
donne facilement : I'application linéaire v de E dans F cst intégrale
et de norme intégrale < 1 si et seulement si elle est adliérente dans
L. (E, F)) a I'enveloppe disquée de I'ensemble des +'®y, on &
(resp. y) parcourt la boule unité de E’ (resp. de IF); ou encore si elle
est adhérente 4 'ensemble des opérateurs nucléaires de norme-trace
< 1 (F, désigne F muni de la topologie faible. et L(E, F,) désigne
L(E, F,) muni de la convergence simple).

L.reemples. — Soient E et F des espaces localement convexes
quelconques, alors toute forme bilinéaire sur E X F définie par un
¢lément d'un espace Ey ® F5, ot .\ (resp. B) est une partie équi-
continue disquée faiblement fermée de E' (resp. F'), est intégrale.
Douc toute application nucléaire de E dans F est intégrale. La réci-
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proque est fausse méine pour les espaces de Banach, puisque 'appli-
cation 1dentique de L*(v.) dans L'(w) est intégrale. inais n’est en
général pas méme compacte. Si E—=C(M), F=C(N), espace des
fonctions scalaires continues sur 'espace compact M resp. N, on a
va (N" 5. th. 4) que G(M) ® C(\) s'identifie avec sa norme & I'espace
G(M X N), donc l'espace des formes bilinéaires intégrales sur
C(M) X C(N) s’identifie avec sa norme a l'espace des mesures de
Radon sur I'espace compaet M XX \. D’autres exemples scront vns
au \" g.

En composant & gauclie ou a droite une application linéaire inté-
grale avec une apphcation linéaire continue, on obtient encore une
application linéaire intégrale. La transposéc d'une application inté-
grale de E dans I cst uneapplication intégrale de 17 fort dauns E’ fort.

Utilisant par exemple le critére a) du th. 7, on trouve que si E,
et E, sont des espaces localement convexcs. F, (resp. F,) un sous-
espace vectoriel topologique de E, (resp. E,), alors toute forme bili-
néaire intégrale sur ¥, ) F, peut se prolonger en une forme bih-
néaire intégrale sur E, XX E,. de norme intégrale égale si E et E, sont
normés (comparer th. 6). Les propriétés les plus importantes des
supposés applications intégrales sont résumées dans le

Tutonime 8. — Soit u une application linéaire intégrale d’un espace
localement convexe E dans un autre F.

1” St F est quasi complet, «lors u est faiblement compacte, et
transforme les parties faiblement compaetes de E en des parties
compactes de F. St v est une application linéaire de F dans un espace
localement convere G, transformant les parties bornées en des par-
ties faiblement relativement compactes alors vou est une application
compacte.

2° Soit v une application linéaire de F dans un espace G du type (F),
transformant les parties bornées en des parties faiblement relative-
ment compactes (resp. une application linéaire d'un espace G du
type (2F) dans E, transformant les parties bornées en des parties
Jaiblement relativement compactes de E). Alors vou (resp. u-v) est
une application nucléaire de E dans G (resp. de G dans F"). Si E.
F, G sont des espaces de Banach. on a|[veu||, <||v]| ||ul|"-

CoroLLare 1. — L’application composée de deux applications
intégrales est nucléaire.

Autres corollaives : Une application intégrale de I\ dans F est
nucléaire si F est nn espace () réflexif, et c’est une apphcation
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nucléaire de E dans F” «i E est un espace (£#) réflexif. Une applica-
tion intégrale de E dans F transforme les suites sommables en des
suiles absolument sornmables, les suites (aiblement convergentes
en des suites nuclairement convergentes (voir fin du n° 4).

* Ainsi, considérant la cireonférence unité T du plan complexe,
muni de sa mesure de Haar u, supposons que la suile (a,) sur
l'ensemble Z des cntiers soit telle que (e,0,) soit la saite des
coeflicients d’une fonetion €L“(w), quelle que soit la suilc (g,)
de nombres égaux a 41 ou — 1: alors on voit facilement que la
suile des «,2 eL (1) est sommable, donc c’est unc suite absolument
sommable dans L'(w), d’ol aussitot (a,)el’. On a obtenu un analogue
d'un théoréme bien connu de Littlew ood (dans lequel L” est rem-
plaeé par L', et ' par I'). Signalous que le théortine de Littlewood
peut étre obtenu de la méme fagon, comme conséquence du théo-
réme suivant, de portée bien plus géndrale (et qui sera publié ulté-
rieurement ainsi que diverses eonséqucnees) : Toule suite sommable
dans un espacc L'(1) (construit sur une mesure quelconque) a une
suile de normes qui est de carré sommable (et méme, appartient &
F®LY(w); e'est le théoreme dual de celui, signalé & la fin du n® 4,
afﬁumant que toute suite de carré sommable dans un espace du type

C(K) — et méme toute suite appartenant a {* ® G(k)— ecsl nucléaire-
ment eonvergente vers o).

Donnons quelques indications sur la preuve du théoreme &, qui
s'appuie cssenticllement sur le critere d) du théoréme 5. Que » soit
uue application faiblement compaete résulte aussitot du fait qu’il en
est de méme de I'application identique de L” () dans L'(w). Les
aulres assertions du théortine résultent facilement de la seconde
partic, qui est plus difficile. On est ramené & prouver que toute
application linéaire faiblement compacte de L'() dans un espace (i
du type (#) induit une application nucléaire de L* (1) dans G, donc
(th. 3) provient d’'une feL{(w). Or un théoréme de Dunford-Pettis-
Philipps nous apprend qu'une telle application est méme donnée par
une application fortement mesurable et bornée f de M dans G. Notons
que le corollaire 1, qui est important & canse de son application
dans la théorie des espaces nucléaires, admet une démonsiration
directe plus simple : on est ramené & montrer que si v. el v sout des
mesures sur des compacts M et \, une application linéaire continue
u de L'(v) dans L*(v) définit une application nucléaire de L7 (1)
dans L'(v). Or « s'identifie 3 une forine linéaire continue sur
L'(w) ® L'(v), espace isomorphe a L'(1x ® v) (th. 3), donc u est dé¢finie
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par une fonction mesurable et bornée f sur M X N. qui s’identifie &
fortioria un élément de L'(w®v)=L"(w) ® L'(v). Ce dernier élément
définit bien une application nuecléaire de L”(x) dans L'(v), qm
d’ailleurs n’est autre que l'application induite par «. ¢. q. . d.

Dans PTT, nous déduicons le théoréine 8 de résultats plus géné-
raux (voir PTT, chap. r. § 4, n° »). L'essentiel du § 4 de PTT.
chap. 1 (le plus touflu de tout le travail), est consacré a I'exposé de
ces résultats et de leurs diverses eonséquences. que nous ne pouvons
donner dans ce résumé. ,

* 9. Applications linéaires intégrales dans un espace L', ou d’'un
espace C,(M) (PTT chap. 1, § #, n® 4). — On pcut caraclériser les
applications lindaires intégrales d'nn espace localement convexe E
dans un espace L'(u) (ol u est une inesure quelconque sur un
espace localement comipact M). Ce sout les applications linéaires
appliquant un voisinage convenable V de () dans E en une partie
latticiellement bornée de L'(1). Si L est normé, V sa boule unité, et
et h*Sup]u.rl (donc h est un éléient positif de L'()), alors on a

[laf); = |I:H Si E ou L'(w) est séparable, le théoréme de Dunford-
Pettis donne un critére équivalent (que nous énongons par exemple
en supposant E normé): il cxiste une application faiblement nesu-
rable f de M dans E’, telle que ||f(f)]| soit fonction sommable de ¢.
el que pour x€¢E, ur soit la classe dans L'(w) de la fonction
f— <z f(t)>; alors |jy||; < fo(t)Hdu(t) (et on a Fégalité pour
un choix couvcnable de f). On peut aussi caraclériser les apphi-
ealions nucléaires d’un espace localement convexe E dans L'(1): ce
sont celles qui (ransforinent un voisinage convenable V de O dans E
en uue partie A de L'(i1) qui est latticiellement bornée et de plus
¢quimesurable (par quoi on entend que pour tout compact K c M ef
toul £ >> 0, existe un compact K, tel que y.(l\ n l:K«,) < &, et que
les z€A coincident presque pattout sur K, avec les fonctions d’un
enseinble équicontinu et uniformément born¢ de fonctions sur k).
Supposant encore que E est un espace de Banach pour fixer les idées.
il revient au méme de dire que I'application envisagée cst donnée
par une application intégrable [2] f de M dans 1V (et en effet, il
résulte aussitdt du théoréme 3 que cela signifie hien que u est
nucléaire).

De facon duale. soit M un espace localement coinpact, L un
espace de Banach (pour fixer les idées), on suppose M métrizable et
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dénombrable i 'tufini, ou I séparable. Alors les applications inté-
grales u de C,(M) (espace des fonctions continues sur M « nulles
I'infimi ») dans E'. i, e. les formes linéaires continues sur
CM. EYy=C, (WM E, sont celles données par une mesure « sur M
¢t une application faiblement 1-mesurable et bornée /'de M dans F,
par la formule uz — /.":,(t)n/'(t)(llu(l). On peut de plus supposer que
[l/(t)}} =1 pour Iout'l, et que |||, =/]4||;- En utilisant le théortme 3,
on trouve d’ailleurs que les applications nucléaires de C (M) dans E’,
ou méme de C, (M) dans un espace de Banaeh F quelconque, sont
celles données par un couple (1, /) conme ci-dessus. mais / étant
méme une application intégrable de M dans I¥ : il n’est plus néces-
saire ic1 de faire des liypotheses de séparabilité. En particulier, st K
et [. sont deux cspaces coinpacts, w une mesure sur k. N(r. y)
une fonction scalaire continue sur K X L, alors I'application
f— /:/‘(a:),\'(.r, y)du(x) de G(K) dans G(L), définie par le noyau
continu N, est nucléaire. Notons que nous venons d’interpréter
deux catégories rcmarquables de « mesures vectorielles » sur M,
quel’on pourra appeler respectivement mesures rectorielles intégrales
el mesures vertorielles nucléaires sur M.

Le fait que I'on puisse cavactériser les applications intégrales et
nucléaires d'un espace de Banach (par exemple) F dans L'(w), par
des propriétés de I'image de la boule uuité, est tout & fait spécial a
L'(w) (voir fin n* 7) et li¢ d'ailleurs au corollaire du théoréme 3.
De méme, on peut montrer que les applications linéaires intégrales
de L.'() dans un espace localement convexe K peuvent se caracté-
riser par des propriétés de l'image de la boule unité de L'(w),
particularité que nous ne déxclopperons pas ici (voir PTT. chap. 1,
84, n"6). ,

Apvenpice I. — Variantes diverses de la notion de produit tenso-
riel topologique (PTT. chap. 1, §3).

Sur E® I, on peut introduirc un grand nombre de topologies
intéressantes distinctes (méme quand E et F sont des espaces de
Banach). Nous nous hornons ici i noter l'existence d'une topologie
Incalement convexe unique sur E® F telle que. pour tout espace loca-
lewnent convexe G, les applications bilinéaires séparément continnes
de K X Fdans (i correspondent exactement aux applications linéaires
continues de £ ® F dans (;. Aux cnsembles séparément équicontinus
d’applications bilinéaires de E X F correspondent alors les ensembles
équicontinus d’applications linéaires de E® F. Muni de cette topo-
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logie, E® F est appelé produit tensoriel inductif de E et I, et son
complété, noté E®F, est appelé produit tensoriel inductif complété
de E et F. Son dual est done I'espace .A(E, F). les parties équicon-
tinues du dual sont les ensembles séparément équicoutinus de for-
mes bilinéaires sur E X F (ce qui sullit déja a déterminer la topologie
du produit tensoriel inductif). La topologie produit tensoriel inductif
sur E® I est plus fine que la topologie produit teusoriel projectif,
et ces deux topologies sont identiques si et sculement si les ensembles
séparément équicontinus de formes bilinéaires sur L X F sont déja
équicontinus (par c¢xemple si E et F sout du type (:7), ousi E et F
sont du type (‘0F) ct tonnelés). Ainsi, si E est un espace non nor-
inable, les deux topologies précédentes sur E® E' donucut méme des
duals distincts (car la forme bilinéaire canonique sur E X E’ est
séparément continue el non continue). — Si E est la lunite induc-
tive (au sens général) d'une lamille d’espaces L, I° la limite induc-
tive d'une famille d’espaces F;, alors le sous-espace vectoriel
topologique H de E®F cngendré par les 1mages canoniques des
espaces I5,® F; est la limite inductive de ces derniers (d’ot1 le nom de
produit tensoriel inductif). Vallieureusement. I'espace 11 précédent
se trouvera souvent {tre non complet. ¢’est-i-dire distinct de E® F.
— L’énoncé analogue au précédent, quand E et F sont des espaces
produits. n'est valable que sous des conditions assez restrictives,
p. ex. si F estlc produit vectoriel topologique d’une famille d’espaces
du type (7). — Remarquons enfin que la notation de produit
tensoriel topologique qu'on vient de développer donne lieu 4 une
notion de produit tensoriel de deux applications linéaires continues,
toute analogue a la notion développée au n* .

Il y a ieu de définir un sous-espace densc remarquable de E® F
plus important qu¢ E® F lui-méme (bien qu'il ne soit souvent pas
complet, car distinct de E® F): c’est le sous-espace réunion des
images canoniques des espaces Ly ® Fy -— E, ® Fy, ou A (resp. B)est
un disque borné de E (resp. F) tel que E, (resp. Fy) soit comnplet.
Les éléments de cc sous-espace sont appelés noyaus de Fredholm
dans E®F, ils interviennent par exemple dans la théorie des espaces
nucléaires (voir chap. 4, n°® 2 th. 1, corollaire 3). Les sous-espaces
des noyaux de Fredholm se transforinent les uns dans les antres par
les produits tensoricls d’applications linéaires continucs. — Le th. 2
du n’ 2 montre quesi E et F sont du type (:7), alors tout élément de
E®F=E® F est déja un noyaude Fredholm; il donne de plusun
théortme de structure explicite ponr les noyaus de Fredholim dans
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le cas général : les noyaux de Fredholm dans E® F peuvent se repré-
senter par des sérics
it }..‘l)\“m‘ ® yi

ol (&) resp. (y,) est une suite cxtraite d’'un disque compact de E
(resp. F), ct ou (X)) est une suite sommable de scalaires. Ainsi, &
provient méme d’'un élément d’un espace E, ® Iy, ou A et B sont des
disques compacts.

On appelle application de Fredholm de E dans F une application
définie par un noyau de Fredholm de E'® F. Une telle application
est faibleinent continue, mais pas toujours continue ; mais si tout
disque fortement compact de E’ est équicontinu, en particulier si la
topologie de E est la topologie de Mackey =(E, E'), alors toute appli-
cation de Fredholm de E dans F cst déja nucléaire, et a fortiori
continue. — Notons que ce sont les noyaux de Fredholm de E'® E
qui forment le domaine naturel de la théorie de Fredholm.

Soit E un espace localement convexe, prenons sur son dual E’
une topologie localement convexe plus fine que la topologie faible.
Alors la forme bilinéaire canonique sur E X E' est séparément
continue, donc définit une forme linéaire continue sur E® E" appelée
forme {frace. Soit F un autre éspace localement convexe, soit
Aes(E, F), supposons que I'application linéaire ‘A de F dans E’ qui
lut correspond soit conlinue (ce qui est par exemple le cas en
prenant sur E'la topologie forte, si on suppose F tonne.lé), alors
1 ® ‘A cst une application linéaire continue de E® F dans E® ', notée
aussi u—‘A. u. Alors un passagc a la limite trivial donne, pour tout
ueEo F - :

Ja, A > =Tr. ‘A, .

Cela explicite la dualité entre E®F et #(l5, I') au moyen de la
forme trace. Cette formule se généralisc nnmédiatement pour
I'accouplement naturel correspondant & n’unporte quelle espéce
« raisonnable » d¢ produit tensoriel topologique complété (PTT, § 3.
N* 3, prop. 17). — SiK estun espace compact muni d'une mesure w,
on a vu que 'opératenr intégral défini par un noyau continu N(r. y)

(défini sur K X K) est un opérateur nucléaire dans C(K)(N° g). On

montre facilement que sa trace n'est autre que /4N(a:, x) du.(x).

Aveespice 2. — Les propriétés ct les problémes d’approximation
(PTT, Chap. 1, §5).

l.e probl(’*mo le plus important (ni reste a résoudre dans la théorie
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des produits tensoriels topologlques est le suivant « Probleme de
biunivocité » : I'application canonique de E®F dans E®F est-elle
toujours biunivoque ¥ Par le théoréme de Hahn-Banach, ce probléme
se transforme en une des variantes du « Probléme d’approxzimation » -
Toute forme bilinéaire continue sur E X F est-elle limite, pour la
topologie faible définie par E®F. de formes bilinéaires continues
dégénérees, i.e. provenant de E'®@F'? Sous cette forme du probléme,
on voit qu’on peut se ramener au cas ou E et F sont des espaces de
Banach. Comme alors la topologie de la convergence bicompacte
(i.e. convergence uniforme sur les produits d'un compact de E par
un compact de F) sur B(E, F) donne pour dual E®F (N° 1, th. 2),
on peut remplacer dans le « Probléme d’approximation » la topologie
faible définie par E®F par la topologie de la convergence bicompacte.
Cela prouve aussi que l'on peut supposer E et F séparables. En
continuant par de lels procédés (notamment utilisation systématique
du th. 2), nous avons donné dans PTT, Chap. 1, § 5, prop. 37, un
grand nombre d’autres formulations équivalentes de la conjecture
précédente. Il suffit par exemple de supposer dans ce qui précede
que E est un sous-espace vectoriel topologique de c,, et que F est
son dual. Il suffit méme de prouver que si u¢E'®E définit un
opérateur nucléaire nul. alors Tr.u=0. Une formulation plus
concrete de ce dernier énoncé est la suivante: soit u=—(u;)
une matrice représentant un élément de !'®¢c, (i.e. telle que
h) bup|uq|<+ oo), et telle que u*=o, alors Tr.u—=2Xu,=o.

Autres formulations : Soit K(x, y) un noyau continu sur X X X,
(o X est un espace compact muni d'une mesure positive w), tel
que K-K =0, alors Tr.K:fK(a;, z)du(x)y=o0. Ou: soit f(z, y)
une fonction continue sur le produit de deux compacts X et Y,
alors f est limite uniforme de combinaisons linéaires de fonctions du
type f(z, b)f(a, y). Dans ces deux derniers exemples, il suffit de
faire la preuve dans un seul cas pour que la conjecture générale
soit prouvée, pourvu que . ne soit pas sommnie d'une suite de masses
discrétes dans le premier cas, et pourvu que X et Y soient infinis
dans le second cas. D’autres formulations sont contenues dans ce
qui suit.

On dira qu'un espace localement convexe L satisfait a la condition
d’approximation, si 'application identique de I dans lui-méme est
limite, pour la convergence uniforme sur toute partie précompacte,
d’'applications linéaires continues de rang fini. Alors, pour tout
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espace localement convexe F. /oule application linéaire continue
de IX dans F ou de F dans K est limite, pour la convergence
précompacte, d’applications linéaires continues de rang fini. Si K
est un espace de Banach, cela signifie aussi que pour tout cspace de
Banach F, toutc application linéaire compacte de F dans L est limite,

au sens de la norme, d’applications linéaires continues de rang fini:

ou encore que pour tout espace de Banach G, GRL est ldenllque a
'espace des applications linéaires compactes et faiblement continues
de (' dans IX. On montre, par utilisation du th. 2, que cela equlvaut
au fait que pour tout espace de Banach I, I'application canonique
de ®F dans B(LE', ') est biunivoque; et dans cette condition il
suffit de faire F — I’ (on a donc ici une condition de biunivocité), et
méme de supposer que la trace d'un u € I”®E qui définit un opérateur
nul, est nulle. — On montre que le dual I’ d'un espace de Banach E
satisfait & la condition d’approximation. si et seulement si toute
application linéairc comnpacte de £ dans un espace de Banach F est
limite, au seus de la norme, d’applications linéaires continues de
rang fini, et que cela implique que I lui-méme satisfait a la condition
d’approximation. — Le « Probléeme d'approximation » envisagé
plus haut peul aussi s’énoncer: tout espace localement convexe
satisfait-il i la condition d’approximation? On a vu d’ailleurs qu'on
peut alors se borner aux sous-espaces vecloriels fermés de c,.

Les espaces L» (1 <{p<{+ =) construits sur une mesurc
quelconque, les espaces C(K) (espace des fonctions continues sur
I'espace compact K), ainsi que les duals, hiduals, etc. de ces espaces.
satisfont & la condition d'approximation (et méme a la « condition
d’approximation métrique » plus forte, voir ci-dessous). Les espaces
nucléaires satisfont & la condition d’approximation (voir chap. 2),
il en cst ainsi plus généralement des espaces qui sont isomorphes a
des sous-espaces de produits d’espaces de Hilbert (espaces assez
fréquents en pratique). Je donne d’autres exemples dans PTT,
chap. 1, §5. N" 3, englobant notamment les plus importants parmi
les espaces de Banach formés de distributions sur R” (essentielleinent
ceux qui sont intermcdiaires entre (‘0) et ('?). et qui sont stables
par translation, et par multiplication par les z¢('")).

On dit gu'un espace de Banacl: satisfait & la condition d’upprowi-
mation métrigue. <i Iapplication identique de E dans lui-méme est
limite, uniforme sur tout compact. dapplications linéaires de rang
fini et e normes < 1. C'est un renforccment de nature métrique de la
condition d'approximation, et on peut en donner des reformulations
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analogues (PTT, chap. 1, §5 N" 2). Signalons notamment la suivante:
pour tout espace de Banach I, I'application canonique de E®F
dans I'espace J(I, F') des formes bilinéaires intégrales sur I X F,
est un isomorphisme métrique. Il suffit d'ailleurs encore de prouver
que I'application canonique de E® I dans J(I, E) est un isomor-
phisme métriquc. On ne connait pas d’espace de Banach qui ne
satisfasse & la condition d’approximation métrique.

On prouve encore que E’ satisfait a la condition d'approximation
mélrique si et seulemnent si pour tout espace de Banach F, I'appli-
cation cunonique de I ® F’ dans l'espace J(F, F) des formes biliné-
aires intégrales sur E X F est un isomorphisme métiique, et qu’alors
I satisfait aussi a la condition d'approximation métrique. Plus
profond est le résultat suivant :

Tuéonrime 9. — Soient E, F. G des espuces de Banach, u une
application linéaire continue de K dans F, v une application linéaire
continue de F dans G. On suppose l'une des applications u, v faible-
ment compacte, Uautre limite uniforme sur lowl compact d applications
linéaires continues de rang fini. Alors w—r.u est limite uniforme sur
tout compact d’applications linéuires continues, de rang fini et de
norme < ||w]].

ConorLsire. — Soit E un espace de Banach réflexif. Pour que E
satisfasse @ la condition d'approximation métrique, il suffit déja qu’il
sutisfasse a la condition d’appproximation.

Ces énoncés, a partir d’hypothéses purement topologiques,
donneut des conclusions de nature métrique, qui resteront donc
valables en remplacant les normes données par des normes équiva-
lentes. A ce titre, le corollaire du th. ¢ donne, méme pour I'espace
de Hilbert, un résultat d’approximation nouveau.



CHAPITRE U

ESPACES NUCLEAIRES

1. Introduction des espaces nucléaires. — Dans la plupart des
exemples ou E est un espace loealement convexe complet concréte-
ment donné (espace de fonctions ou de distributions, par exemple)
F un espace localement convexe complet arbitraire, on ne sait pas
caractériser de fagon concréte i la fois L& F, E® F et son extension
vectorielle topologique B(E;, F;) (parexemple interpréter ces espaces
coinme des espaces de fonctions ou distributions a valeurs vectorielles.
caractérisées de facon simple). Mais on sait souvent expliciter de
facon concréte un espace localement convexe P compris entre E® F
el EQT ou du moins entre L& F et :53,(F,, F;) (« compris entre »
signifiant ici : les applications E&F—P et P— ) (E;, F;) sont
conlinues).

Exewere 1. — Soit E=L*(w), on 1+ p <<+ si Festun
espace de Banach (et par extension si I cst un espace localement
convexe complet quelconque) on définit de facon naturelle I'espace
Lz (1x) des applications « de puissance ;™ intégrable » de I'espace
mesuré M dans F (voir |2]), et on voit facilement que

LP®FcLicLtel.

L% est en général différent de L*® F et de L.’ & F, ct les éléments de
L?® I’ n'admettent pas de caractérisation interne apparente cn tant
qu'applications de M dans F (sauf si p =1, voir chap. ¢. th. 3),
tandis que les éléments de L ® F ne peuvent méme plus s'interpréter
en général par des applications mesurables ou scalatrement mesu-

rables de M dans F.

ExempLe 2. — Pour des espaces E formds d'authentiques fonc-
tions (et non seulement de classes de fonctions comme L") on pent
caractériser le plus souvent A (E., F)) grdce au
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Lemme. — Soit E un espace de fonctions sur un ensemble M, muni
d’'une topologie loculement convexe plus fine que la topologie de la
convergence simple. Alors pour tout espace localement convexe
complet F, B(E;, F;) s'interpréte comme Uespace des applications f
de M dans F telles que, pour tout y'€F’ la fonction f,(t)= < fit), y' >
appartienne & E (f* appartient scalairement & E), et que [,, par-
coure une partie faiblement relativement compacte de E quand y'
parcourt une partie équicontinue de F'. (Cette deuxiéme condition est
d'ailleurs surabondante quand B est réflexif et du type (F) ou (4F).)

Mais dans un cas comme le précédent, on n’a en général pas prise
sur l'espace E® F.

On concoit donc les snmphﬁcahons qui se_présentent dans les
cas ou l'on sait & l'avance que E® F—= E®F, ou méme que
E® F=u/E;, F;) (ces égalités étant d'ailleurs supposées impliquer
les topologies). Alors on pourra le plus souvent déterminer de facon
concréte E® F=E®F=4,(E,, F,), par exemple si on connait 2
priori un espace intermédiaire P entre E® F et (5, (E;, F;). Duméme
coup, on aura déterminé l'espace des applications linéaires faible-
ment continues de E' dans F ou de [’ dans E, espaces qui s'identi-
fient en effet & %,(E;, F;). Etle dual B(E, F) de E®F, i. e. I'espace
des formes bilinéaires continues sur E X I, sera 1dent1que au dual
de E®F, ou aussi au dual de P, et pourra souvent grace a cela
$ mterpreter de facon concrete.

Par exemple. I'essentiel du « théoréme des noyaux » de L. Schwartz
affirme quel’espace des forines bilinéaires continuessur &(R™) X £(R")
est identique a l'espace des formes bilinéaires définies par les distri-
butions & support compact sur R™ )X R". Ces derniéres sont & priori
les formes linéaires continues sur £( R" X R"), or on voit directement
(cas particulier du lemme ci-dessus) que S(R™ X R") s’identifie &
I'espace

E&F=®(E,F), ou E=§R") e F=4R"

donc A priori, les distributions sur R™ X R" sont les formes bili-
néaires inlégrales (chap. 1, n* 8) sur &(R™) X &(R"). Le théoreme
des noyaux, qui dit qu'on obtient ainsi foutes les forines bilinéaires
continues sur ((R”‘) X &(RY), i. e. que lapphcdtlon transposée de
I'application canonique de £ (R™) ® F(R ) dans &(R™) ® 6(R") est une
application sur, signifie donc aussi (par un théoréme classique de
la théorie des espaces (7)) que I'on a en fait

E(RMBE(RY =8 R™ 3 &(R™.
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En fait, la démonstration de ce théoréme montre méme que
6 (]’)m) & F — (‘,(Rm} @ I“

(espace isomorphe, quand F est complet. i I'espace des applications
indéfiniment différentiables de R™ dans F) pour fout espace locale-
ment convexe F.

On voit_donc que de facon générale, l'assertion que lon «
E®F=EQ®F pour deux espaces donnés E et F, doit étre regardé
comme un équivalent algébrico-topologique du théoréme des noyaur
de L. Sclwartz. Dans la suite nous étudions les espaces E, tels que
&(R™), pour lesquels on ait E F= E&F pour tout espace loeale-
ment convexe F: ce sont les espaces nucléaires.

2. Caractérisations des espaces nucléaires (P'1'T, chap. 2. § .
n’ 1). — D’aprés n" 1, un espace localement convexe est dit nuclé-
aire, si pour tout espace localement convexe F, I'application cano-
nique de E® F dans E® F est un isomor phlsme vectoriel topologlque
du premier cspace sur le second (ou, ce qui revient au méme, si ces
deux espaces induisentla méme topologiesur E®F). 1l suffit d’ailleurs
de le vérifier quand F est un espace de Banach. E est nucléaire si et
seulement si son complété I'est.

Tuforime 1. — Soit E un espace localement convere. Les condi-
lions suivantes sont équivalentes :

a) E est nucléaire.
b) Toute application linéaire continue de E dans un espace de

Banach ¥ est nucléaire (Chap. 1, \' 7).

¢) Pour tout disque équicontinu faiblement fermé A dans K/, en
existe un aulre B 5 A tel que Uapplication identique de E{ dans Eg soit
nucléaire.

Si alors E est complet, on a pour tout espace localement convexe
complet F: E® F=E ® F = B (E, F')(isomorphisme vectoriel-topo-
logique).

* La partie difficile de la démonstration consiste i prouver que a
implique ¢. En transformant la condition a par dualité, on trouve
que pour tout disque équicontinu faiblement fermé A de E', en
cxiste un aulre B> A tel que I'application identique de E{ dans Ej
soit intégrale (chap. 1, n° 8). Appliquant le néme résultat & B, et
utilisant le corollaire du chap. 1, théortme R, on trouve c. Remar-
quons qu'on a sculement ntilisé le fait que pour tout espace de
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Banach. V'application canonique de E® F dans E® F est un iso-
inorphisme faible.

Comme une application nucléaire est a fortiori compacte, ¢
donne le

GoroLLare 1. — Soit E un espace nucléaire. Les parties bornées
de E sont précompactes (et E est méme un espace de Schwartz, voir [6]).
A fortiori, si E est quasi complet, E est du type (1), donc réflexif.

On en conclut aussi qu'un espace de Banach nucléaire est de
dimension finie. De plus:

CoroLLaire 2. — Soil E un espace nucléaire, F un espace locale-
ment convexe quelconque. Si F est quast complet, loule application
linéaire bornée de E dans F est nucléaire. St E est tonnelé (p. ex. si
E est du type (7)), toute application linéaire bornée de ¥ dans E' est
nucléaire.

CoroLLaire 3. — Soient E et F deux espaces localement convexes.
E nucléaire. Alors les formes bilinéaires continues sur E X I sont les
SJormes bilinéaires « nucléaires », i.e. qui proviennent d’'un élément
d’un espace Ex® Fy, o A (resp. B) est un disque équiconlinu
Jfaiblement fermé dans E' (resp F).

On ne connait pas de cas ot on ait E®F = E®F sans que Eou F
soit déja nucléaire (dans ce probleme, on peut se ramener f{acilement
au cas ou E et F sont tous deux du type (F)). On peut montrer que
si F est l’espace ¢, ou ', plus généralement si F admet un espace
quotient isomorphe i ¢,ou & I', alors E® F = E&F implique déja
que E est nucléaire. Conjuguant avec le classique « théoréme des
isomorphismes » de Banach, on obtient:

Tutorime 2. — Soit E un espace (¥). Pour que E soit nucléaire,
il faut et il suffit que toute suite sommable dans E soit absolumenl som-
mable ou aussi que toute suite dans E qui converge vers zéro, converge
vers zéro nucléairement (voir fin du n® f).

En particulier, si E est un espace de Banach, chacune des deux
conditions précédentes impliquent que E est de dimension finje:
dans le prcmier cas, on retrouve donc un théordme récent de

Dvoretzky-Rogers.

3. Propriétés de permanence, exemples d'espaces nucléaires
(PTT. chap. 2, § 2, n” 2 et 3). — La classe des espaces nucléaires
jouit d’une stahilité remarquable exprimée dans le
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Tuéoriéme 3. — 1° Soit E un espace (F) on (2¥). Pour que E
soit nucléaire, il faut et il suﬁit que £’ soit nucléaire.

2° Soit E un espace nucléaire. Tout sous-espace vectoriel, lout
espace quotient de E est nucléaire.

3° Le produit vectoriel-topologique d'une famille quelconque
d’espaces nucléaires, la somme vectorielle-topologique d’unc famille
dénombrable d’espaces nucléuires, sont nucléaires.

4° Soient E et F deux espaces nucléaires, alors E® F est nucléaire.

5° Soit E un espace nucléaire du type (%), F un espace réflexif
dont le dual est nucléaire. Alors le dual de E ® F est nucléaire.

*De cesassertions, 2 et 5 sontles plus difficiles (les autres résul-
tent assez simplement des critéres du théortme 1). La démonstration
donnée dans PTT, qui repose sur des techniques assez fines, pcul
se remplacer par I'utilisation systématique du théoréme 1, critére ¢,
et des deux faits suivants: 1) Si E est un espace nucléaire, alors il
existe une famille fondamentale de parties équicontinues A de I/
telles que E, soit un espace de Hilbert (i. e. I est isomorphe & un
sous-espace vectoriel du produit d'une famille d’espaces de Hilbert);
2) la remarque faite a la fin du chap. 1, n° 7.

Du théortme 3, on déduit les résultats suivants: Si E est un
espace vectoriel muni dela topologie la moins fine rendant continues
des applications linéaires f; de E dans des espaces nucléaives E,,
alors E est nucléaire; soit E un espace vcctoriel muni de la topolo-
gie localernent convexe la plus fine rendant continues les applications
lindaires u, d'une suite d'espaces nucléaires E; dans L, telles que L
soit engendré par la réunion des u (L)), alors E est nucléaire; soit K
un espace nucléaire du type (¥) ou'(f.D:'ﬂ), F un espace nucléaire,
alors L,(E, F) est nucléaire, il en est de méme du dual de L,(E. F)
si F est aussi du type (F) ou (‘\0F).

Le théorgme 3, joint au fait que I'espace &(U) des fonctions indé-
finiment différentiables sur un ouvert U de R" est nucléaire (n° 1),
permet de montrer facilement le

ConoLuaire. — Les espaces &, €, D, I, construits sur une
partie ouverte U de R*; les espaces (9), (4'), (O,) et (Og) construits
sur R", ot les duals forts de ces deux derniers espaces, sont nucléaires.
Il en est de méme de Uespace 30 des fonctions holomorphes sur une
variété analytique complexe. (Pour la définition des espaces précé-
den!s voir [g].)

* Considérons une suite croissante de suites positives o' — ("),
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soit E I'espace « échelonné » correspondant (voir [7]), i. e. 'espace
des suites (x;) telles que Y xa{® soit absolument sommable pour

tout n. E est muni d'une topologie naturelle d’espace (F). Pcur que
E soit nucléaire, il faut et il suffit que pour tout n, existe un m>n
tel que la suite a™ja™ = (d®/a{™), soit sommable (ol on convient de
regarder comme nul un quotient dont les deux termes sont nuls).
Ainsi I'espace (s) des suites 3 décroissance rapide, donc aussi son
dual (s") (espace des suites a croissance lente). est nucléaire. (Cela
redonnerait facilement, grice a la transformation de Fourier, que
&(R,) et plus généralement &(U), est nucléaire.) L’énoncé précédent
permet aussi de construire des espaces éehielonnés qui sont du type
(:\1b) (et méme du type (4), voir [6], § 3), mais non nucléaires. ,

Propriétés de relévement (PTT, chap 2, §3, n°1).
theoreme 6 du chap. 1, n° 7, se spécialise ansi :

Tuéoreéme 4. — 1° Soient E, E, deur espaces localement
convexes, F, (resp. F,) un sous-espace vectoriel de E, (resp. E,). On
suppose F, ou F, nucléaire. Alors loule forme bilinéaire continue
sur F X F, est la restriction d'une forme bilinéaire nucléaire
sur E X E,.

2° Soient E, G deux espaces localement convexes, F un sous-
espuce vectoriel de E. Supposons que F est nucléaire el G quasi
complet, ou que G est le dual fort d'un espace nucléaire quasi lonnelé
(par exemple que G est un espace nucléaire complet du type (F)
ou (‘\0F)). Alors toute application linéaire bornée de F dans G est la
restriction d'une application nucléaire de E dans G.

3° Soient E, G deux espaces localement convexes, F un sous-espace
vecloriel fermé de E, tel que loul disque compact de E/F soit contenu
dans Uimage canonique d’un disque borné el complel de E. On
suppose que G esl nucléaire, ou que E/F est isomorphe au dual fort
d’un espace nucléaire quasi lonnelé (p. ex. que E est un espace (F)
ou (\DF) nucléaire et complel). Alors toute application linéaire
bornée de G dans E/F provient d’une application nucléaire de G
dans E.

Une variante des propriétés précédentes est la suivante : Soit E
un espace localement convexe. F un sous-espace vectoriel nucléaire,
A un disque équicontinu dans F'. Alors il existe une application
linéaire de F dans E' inverse & droite de I'application canonique
de F' sur F'. et appliquant A dans une partie équicontinue de [V.
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Signalons encore la propriété de « relévement » suivante, consé-
quence facile des résultats précédents :

Tutortme 5. — Soient E et F deux espaces localement convexes,
tous deux du type (F) ou tous deux du type (‘07¥). Supposons E
nucléaire, et soit A un disque borné de P=E® F. Alors il existe
une suite (x;) tendant vers O dans E, et une suite équicontinue d’appli-
cations linéaires u—y(u) de P, dans F, enfin une suite sommable

Jixe (X;), tels que pour u€P,, on ait
u==XAz; ® y(u)

CoRoLLAIRE. — A est contenu dans Penveloppe disquée fermée
d’un ensemble B® G, ot B (resp. G) est une partie bornée de E
(resp. F). Donc sur B(E, F), la topologie de la convergence bibornde.
et la topologie du dual fort de E ® F, sont identiques.

Signalons encoreque 'analogue du th. 5 relatifa la représentation
des suifes convergentes de E® F, est aussi valable.

5. Compléments sur le produit tensoriel d'un espace nucléaire
par un espace localement convexe quelconque (PTT, chap. 2, § 3,
n" 2 et 3). — La théorie dela dualitépour E® F est particulitrement
simple quand E est nucléaire, et quand E et F sont tous deux da

type(F), ou tous deux du type (DF). Les résultats précédents donnent
en effet facilement :

Tutorime 6. — Soient E et F deux espaces localement convezes,
tous deur du type (¥), ou tous deux du type (DF). Si E est nucléaire,
le dual fort de E® F qui s'identifie @ B(E, F) muni de la convergence
bibornée (voir Corollaire du th. 3), s’identifie & ' & I7'.

Par suite si E est complet, donc réflexif, le bidualde K® F, muni
de la topologie forte du dual de (E®FY, s'identifiea E®F,, ou F,
désigne le dual fort de F'.

En général, si E est nucléaire et coinplet, mais I et F par ailleurs
quelconques, et si on prend de nouveau sur les biduals les topologies
« naturelles » — voir Introduction — on prouve que le bidual de
E & Fs'identifie 3 un sous-espace vectoriel topologique dense de E & F”
(voir PTT, chap. 1, § 4, n° 2, prop. 25, ol on donne un énoncé plus
général). Quant audual de E® F, dontles éléments sont caractérisés
par le cor. 3duth. 1, il ne sera plus du tout en général identique i
E'® F', mais ce sera sous des condilions assez larges, par exemple
si Festréflexif, un sous-espace vectoriel topologique dense de E'® F
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(voir définition au chap. 1, appendice 1). Mais méme dans le cas du
produit tensoriel E'® E. ou E est du type (F) ou (DF) nucléaire, le
dual fort de E® F sera souvent non complet (donc distinct de
E'® F’y: voir appendice.

Le produit E® F (E nucléaire) donne lieu i divers théorémes de
petinanence : pour que E® I soit réflexif (resp. du type (.1b), ou du
type (), ouquasi normable) il suffit (et il faut quand F est complet)
que I le soit. Mais I2 et I' peuvent étre bornologiques et tonnelés
sans que E® F le soit (voir appendice).

D’apres les réflexionsdu n” 1, la détermination concritede E® F,
quand E est nucléaire, n'offre le plus souvent aucune difficulté.
Donnons quelques exemples (ou F est supposé un espace localement
convexe complet).

Soit & = (V) 'espace des fonctions indéfinirnent différentiables
sur une variété indéfiniment diff¢rentiable donnée V. Alors 6 ® F est
I'espace des applications indéfiniment différentiables de V dans F
(muni de sa topologie naturelle). Enoncé analogue quand on rem-
place & par le sous-espace F des fonctions satisfaisant & un certain
systéme d’équalions aux dérivées partielles D, f—o.

Soit #—=a(V) l'espace des fonctions holomorphes sur une
variété analytique complexe donnée V. Alors 6 & F est I'espace des
applications liolomorphes de V dans F, avec la topologie de la
eonvergence compacte.

IXn particulier, on trouve que

CUNBLVI=CUX V),  BUHBH(V)=2(U X V),

quand U et V sont deux variétés indéfiniment différentiables (resp.
analytiques complexes) données.

Soit if =} (R") I'espace des fonctions sur R* « indéfiniment diffé-
rentiables & décroissance rapide » ([g]. t. ). Alors f® F est'espace
des applications de R" dans IF qui sont « indéfiniment différentiables
a déeroissanee rapide », 1. e. indéfiniment différentiables, et telles
que pour tout indice de dérivation multiple D et tout polynome P
sur R", PD?f soit fonction bornée sur R". En particulier

§(R™ & § (RN =4 (R™ X R".

On a des énoncés analogues en faisant E=(0y) (espace des fonc-
tions « indéfiniment différentiables i croissance lente »)ou E = (Qc)
(espace des fonctions « indéfiniment différentiables a croissance trés
lente », dual fort de I'espace (O¢) des distributions a décroissance
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rapide [g]), etc. Signalons d’ailleurs qu'en utilisant le lemme du
n° 1, on trouve qu'uneapplication f & valeurs dans F est indéfiniment
différentiable, resp. holomorphe, resp. « indéfiniment différentiable
a décroissance rapide », resp. « indéfiniment différentiable & crois-
sance lente », etc. si et seulement si elle 'est « scalairement », i. e.
s1 pour tout y'€F’, la fonction < f(#), ¥’ >, & valeurs scalaires, pos-
stde la méme propriété.

6. Opérateurs de puissance p.*™ sommable. Application aux
espaces nucléaires (PTT, chap. 2, §1, N* 1 a6 et§2, N4). —
Soient E et F deux espaces localement convexes. Parmi les éléments
de E®F (voir définition au Chap. 1, Appendice 1) on a distingué
sous le nom de noyaux de Fredholm ceux qui proviennentd'un élément
de quelque espace E, ® Fy, ou A (resp. B) est un disque borné
de E (resp. F) tel que E, (res. Fp) soit complet; alors on peut méme
supposer que A et B sont compacts (Chap. 1, Appendice 1). Plus
généralement, si 0 << p < 1. on appelle noyau de Fredholm de puis-
sance p. *™ sommable dans E® F, tout élément de E® F de la forme
ZXa;®y;, ou (A)eP, et on (x;) (resp. (y;)) estune suite extraite d'un
compact de E (resp, F). (Si p =1, on retrouve les noyaux de Fred-
holm). L’ensemble des noyaux de Fredholm de puissance p.*™

sommable dans E®F est noté EgF. — On appelle application de
puissance p.‘™ sommable de E dans F toute application linéaire de E
dans F qui provient d’'un noyau de Fredholm de puissance p."™
sommable de E'® F (si p =1, on retrouve la notion d’application de
Fredholm, introduite au Chap. 1, Appendice 1). L’espace de ces
applications, noté LP(E, F), sidentifie donc i un espace (uotient

(p) » .
de E’éF et s'1dentifie méme a E’éF dans tous les cas connus (voir
« probléeme de biunivocité » au Chap. 1, Appendice 2); il en est
toujours ainsi par exemple quand p<C2/3. Quand E et F sont

. ) . .
des espaces de Banach, on introduit sur E® I une fonction « distance
a l'origine »

Sp(u) = lnf2|7\“p
le inf étant pris pour toutes les représentations u— YAz, ®y, avec

(p) .. .
Hz <1, ||7]]< 1. E®F devient ainsi un espace vectoriel topolo-
gique métrisable et complet, en général non localement convexe.
Quand E et F sont des espaces localement convexes quelconques, les

, o
semi-normes de I et de F permettent de définir sur E® F un systéme
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d’ « écarts a 'origine », qui en font encore un espace vectoriel
topologique (non localement convexe en général) ; cet espace est
métrisable et complet si E et F sont métrisables et complets. Par
suite, si E est du type (9F), F du type (), alors L®(E, F) est un
espace vecloriel topologique métrisable et complet (en général non

. . »_
localement convexe), isomorplie & un cspace quotient de E'® .

. . . , ().
On peut aussi, pour o <p <Z 1, introduire I'espace E®F des
noyaux de Fredholm d’ordre < p, qui est par définition I'intersection

@
des espaces EQF pour p<_q<{1. Muni de la topologie borne

supérieure des topologies induites par les espaces E(BF. c'est un
espace vectoriel topologique (non localement convexe en général),
qui est métrisable et completsi E et F sont métrisables et complets.
On définit de fagon analogue les espaces vectoriels topologiques
LP(E, F), intersection des espaces L(E, F) pour p<q<1.
L'introduction de ces topologies permel de prouver ceci: Soient E

tp)
et F deux cspaces du type (:%). Tout élément de E ®F (oo p <)
est de la forme XAx;®y,. ot (A)elr), et ou (x;)(resp. (y;)) est une
suite bornée dans E (resp. F). Si (u,) est une suite tendant vers o

dansE® F (resp.dansE ® F), alors on a u, = XAjz; ® y,. ot les suites
bornées (r;) et (y;) sont fixes, et oi A* —=(A7) tend vers o dans ¥
(resp. [?)). (On désigne par [I”) I'espace intersection des espaces ¥
avec p < ¢ <1, munide la topologie borne supérieure des topolo-
gies induites par les #, topologie qui en fait un espace métrisable et
complet). L’application la plus importante de ces résultats estdans le

Tutoneme 7. — Soit E un espace (0F), F un espace (F), alors toute
application d’ordre O de E dans F est de la forme Lhzi ® y;, ol (A;)
est une suite de scalaires & décroissance rapide, et ol (x;)(resp. (¥:))
est une sucte lendant vers O dans E' (resp. F).

Soit E un espace localement convexe quelconque. Tout noyau
de Fredholm élément de ¥'® E admet un déterminant de Fredholm
det (1 — zu), fonction entitre de la variable complexe z, dont les zéros
sont les inverses des valeurs propres z, de I'opérateur de Fredholm
défini par u (les zéros et les valeurs propres étant comptées suivant
leur ordre de multiplicité). On ale

)
Tuéonime 8. — S/ ueE' ® E, le déterminant de Fredholm de u est
une fonction enlicre d’ordre < ¢, ol 1/q= 1/p — 1/2, et la suile des
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valeurs propres de u est de puissance q " sommable. Si p < 2/3,
d'oit q< 1, det(d —zu) est une fonction enlidre de genre O, donc
identique au produit infini [] (1 —zz,), (oit les z, sont les valeurs
propres de u, répétées suivant leur ordre de multiplicité). St E est un
espace de Banach, on «

(&2 L (Sy(wy) ™

CoroLLaire 1. — La suite des valeurs propres d’'un opérateur de
Fredholm est de carré sommable.

CoroLLaire 2. — St u esf un opérateur de Fredholm de puissance

2/3 sommable, alors Tr. u= 2 z; (o les z; sont les valeurs propres
de u). !

CoroLrame 3. — La suite des valeurs propres d’un opérateur de
Fredholm d’ordre O dans E. rangée pur ordre de modules décroissants,
est @ décroissance rapide.

De plus, on peut montrer que sous les conditions du théoréme 8,
quand E est un espace de Banach, alors la suite des valeurs propres

“nie

L@ . , .
de uel’®F, en tant quc suilc non ordonnée de puissance ¢
sommable. dépend continiment de u. Cela signific que si u;—u,

(p)
dans E'® I, alors on peut ranger les valeurs propres de u, en une
suite AP —(A{®) de telle fa(;on que A? — 2 dans ¥. On a un

résultat analogue pour L’ ® k.
Par itération de noyaux de Fredholm, on obtient des noyaux
ayant des « propriétés de décroissance » de plus en plus fortes :

Tuforine g. — Soit u un noyau de Fredholm composé de n noyaux
de Fredholm u,, u, élant de puissance p;.*™ sommable (O < p;<1).
Alors u est de puissance p. ™ sommable. oit

1/p=(Z1/p)—(n+1)/a.
ot tes E, sont des espaces de Banach, on a

(S ) (8, ()™

En tons cas, le composé de n opérateurs de Fredliolm, o n > 3.
est de puissance (9/(n—1)).™ sommable. Pour n=2 ou 3,
formule |/p___r/pi—(n+ )/2 ue donne pas de renselgnement
mais il semble qu’on doive pouvoir y remplacer n 41 parn— 1

(p:)

Si ugE, ® E

T+ 1
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Pour plus de détails sur les classes d’opérateurs précédentes, je
renvoie a P'I'T, chap. 2, § 1. Signalons seulement qu’on peut mon-
trer que, 3 un petit flottcment numérique prés dans la valeur des
exposants (flottement qui est dans la nature des choses), le fait pour
un opérateur d’'étre de puissance p . somrnable sc reconnait dans
les propriétés de I'image d'un voisinage convenable de O dans K (la
boule unité si E est un espace de Banach). Le flottement disparait
pour les opérateurs d’ordre O, qui sont exactement caractérisés par
le fait de transformer un voisinage conyenablc de O dans E en unc
partie de F qui est « d’ordre O ». PTT. chap. 2, § 1, n"5. Quand
F estdu type (), les parties de F d’ordre O sont les partics contenues
daus 'enveloppe disquée fermée d’unc suite « & décroissance rapide »

dans F.
La conjonction du th. 1, et du th. ¢ donne le.

Tudorime 10. — Soit E un espuce nucléaire. Pour tout ¢ > o, et
tout disque équicontinu fuillement fermé A dans F', il existe un disque
équicontinu fuaillement fermé B> A flel que Uapplication idenlique
de Ej dans Ey soit de puissance ¢ . sommalle.

CoroLLAIRE 1. — Soit E un espace nucléaire, F un espace locale-
ment convexe. Toute application linéaire hornée e E dans F supposé
quast complet, toute application linéaire de F dans E' transformant
un voisinage convenable de O en une partie équicontinue, est
d'ordre O. Toute forme bilinéaire continue sur EX F provient d’un

{o)
élément de F' ® F', (i.e. est un noyau de Fredholm d'ordre O).

Cororrare 2. — Soit K un rspace nucléaire quast complet. Tout
opérateur borné dans E est un opérateur de Fredholm d'ordre O,
dont le déterminant de Fredholm est donc d’ordre O, et la suite des
valeurs propres, rangées par ordre de modules décroissants, est a
décroissance rapide.

D'autres corollaircs sont oblcnus cn tenant compte des autres
résultats donnés dans ce n°. Ainsi, si E et I sont deux espaces du
type (%), E nucléaire, alors tout éléinent de E® F est de la forme
YAx;®y, ou (x;) (resp. (y,) est une suite bornée dans E (resp. F),
et ol (A,) est une suite d décroissance rapide. Quand E et F sont du
type (0F), E nucléaire, on peutseulement supposer que YfA;* <o,
¢ > o élant donné i I'avance. De méme, le théoréme 5 peut se pré-
ciser de facon analogue. Plus généralement, si I et F sont deux
cspaces localement convexes, I& nucléaire, toute forme hilinéaire
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continue u sur E X F est de la forme XAz, ® y;, ot (A,)€k, et onr ()
(resp. (y;)) est une suite équicontinue dans E' (resp. F'). Si u varie
dans un disque équicontinu faiblement fermé M de formes bilinéaires,
on peut prendre ci-dessus (x)) et (A,) fixes, et y,—p,(u), ou les ¢,
forment une suite équicontinue d'applications linéaires de I'espace
de Banach engendré par M, dans un espace Fg, ot B est un disque
équicontinu faiblement fermé dans F'. Quand F estlui aussi nucléaire
(il suffit méine que ce soit un espace de Schwarlz), on peut aussi
supposer dans ce qui precede les suites (x;) et (y,) fixes, et A=(R))
variable avee u, A —=7(u), oll ¢ est une application linéaire continue
de l'espace de Banach engendré par M dans l'espace [; on peut
méme supposer que la restriction de 2 & M muni de la topologie de
la convergence simple soit coutinue. ce qui doune alors une autre
représentation commode des suites équicontinues de formes bili-
néaires sur £ X F, tendant vers O au sens de la convergence simple.
Signalons enfin que si M est un ensemble d’endomorphismes d’un
espace nucléaire E, appliquant un voisinage fixe de O en une partie
bornée fixe de E, alors I'application qui & tout ueM fait correspondre
la suite non ordonnée de ses valeurs propres. est une application
continue de M, muni de la convergence simple, dans l'espace des
suites non ordonnées i décroissance rapide (muni de sa lopologie
métrisable naturelle): cette asserlion s’explicite comme l'assertion
analogue, vue aprés le th. 8.

Appenpice. — Sur les espaces EQF, avec E du type (0F), F du
type (F) (PTT, Chap. 2, § 4).

La théorie de la dualité pour les espaces E®F, trés simple quand E
est nucléaire et quand E et F sont tous deux du type (F), ou tous
deux du type (DF) (voir th. 6) devient plus compliquée dans le cas
général. On peut montrer. quand E est nucléaire, que le dual
fort B(E, F) de E®F ¢'identifie 3 un sous-espace vectoriel dense
de E'®F’, mais avec une topologie & priori moins fine (et parfois
strictement moins fine) que la topologie induite par E®F'. Quand F
est réflexif (par exemple) ces topologies coincident; et quand de
plus E et F sont chacun du type (%) ou (%), alors B(E, F) est un
espace (£{F) au sens général (limite inductive généralisée d'une suite
d’espaces du type (F), voir PTT, Introduction, IV). Mais souvent,
méme si I et F sont tous deux nucléaires, £ du type (2% F) et F du
type (), le dual B(E, F)de E®F est distinct de E'®F’, i.e. B(E, F)

n'est pas complet (3 fortiori EZF n’est alors pas bornologique).
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Par exemple, si E est la somme directe topologique d'une suite de
droites, la situation désagréable qu'on vient de nommer se présente
chaque fois que F est un espace () non nornable, adinetlant unc
vraie norme continue. Dans PTT, Chap. 2, § 4, N"1, Prop. 14, nous
donnons un cas plus général, impliquant par exemple que pour
Pespace &'®E=L(L, §) (o0 6=0(1"), espace dc Schwartz), les
mémes désagréments ot lieu. D'aulres espaces analogues importants,
tels 9'®9=NL(Y, 4) (ou 3 =9J(R") est l'espace des fouctions
« indéfiniment dilférentiables & décroissance rapide » sur R”) sont au
contraire bornologiques; mais on ne discerne pas de crittre simple
permettant de reconnaitre en général si E®F est bornologique ou
non. Sans supposer E ou F nucléaire, si E est du type (97), F du
type (7). on peut sous des hypothéses trés suffisantes en pratique,
affirmer I'équivalence des conditions suivantes : a. E®F est bornolo-
gique; b. E®F est tonuelé; ¢. B(E, ¥) est complet; d. B(E, F) est
quasi complet (ou seulement complet pour les suites). Il sc trouve
que les hypothéscs de validité de ce théoréme sont vérifiées quand ¥
est 'espace « échelonné » construit par le procédé de (. Kothe 2
partir d’une suite croissante de suites positives 6™ = (6’) [7]. Quand
de plus E est le dual d’un espace échelonné nucléaire, plus généra-
lement, si Eest la limite inductive (au sens général) d'une suite
d’espaces normés «™/' (o1, pour une suite o™= (a®) donnée, «™!
désigne I'ensemble des suites qui sont produit d'une suite sommable
par «™), alors on peut donner un critére explicite exact pour que E®F
soit bhien bornologique: Pour que E®F soit bornologique, il faut
et il suffit que pour tout entier n, > o existe un entier n > o lel que,
pour tout entier m > o et toute suite posilive A =(A)e E', il existe
un R > o, tel que pour tout couple (i, j) d’indices, on ait I'une des
deux inégalités

Agmb™ < RKM ou Ra{h™ > ay™b)

Cet énoncé est parfailement maniable dans tous les cas particuliers,
malgré son aspect barbare. Dans PTT, chap. », § 4, n® 4 yapplique
ce crilére d unc classe intéressante d’espaces échelonnés, comprenant
plusieurs espaces intéressants en analyse. Ou (rouve par exemple
que si I est I'espace des fonctions holomorphes dans un ouvert U du
plan complexe, alors F'® F=L(F, F) est bornologique quand
U =G, non bornologique gnand U est le cercle umté !

La conséquence la plus importante du criltre obtenu est que
Pespace ()& (s), ou (s) est Vespace des suites o déeroissance rapide.
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est bornologique. Puisque (s) est isomorphe, par transformation
d'Hermite, & 1'espace (R") des fonctions « indéfiniment difléren-
tiables & décroissance rapide » sur R", " ® i esl aussi bornologique,
On peut par exemple en conclure que les espaces (Oy) et (O¢) de
L. Schwartz sont bornologiques (PTT, chap. 2, § 4, v" 4). Ainsi,
conjuguant avec les résultats du n° 3, on obtient le

TutoriMe 11. — (0,) et (0g) sont des espaces nucléaires borno-
logiques et complets, dont les duals sont des espaces (£F) nucléaires,
bornologiques et complets.
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