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1. INTRODUCTION

Ce travail se compose de trois chapitres. Le premier rassemble un certain nombre
de définitions et résultats nécessaires pour les chapitres qui suivent sur les catégories
munies d'une loi de ® qu’on peut trouver dans [2, [6] 11, [14] 15], la terminologie
employée dans cet chapitre étant de Neantro Saavedra Rivano [I4]. Une ®-catégorie
est une catégorie munie d'une loi ®. Une ®-catégorie associative est une catégorie
munie d'un isomorphisme de trifoncteurs appelé contrainte d’associativité

axyz: XY ®Z) S (XeY)®~Z

vérifiant une condition dite [‘aziome du pentagone. Une ®-catégorie commutative
est une catégorie munie d’un isomorphisme de bifoncteurs appelé contrainte de com-
mutativité

xy: XY SYeX
vérifiant la relation cy xocxy = Idxgy. Une contrainte de commutativité est stricte
si
Cx x = IdX®X

pour tout X. Enfin, une ®-catégorie es dit unifére s’il est donné un objet 1 et des
isomorphismes fonctoriels

gx: X 510X
et

dy: X S5 X®1
tels que

g1 =dy.

Le triple (1, g,d) constitue une contrainte d’unité.

Une ®-catégorie AC (resp., AU) est une ®-catégorie associative et commutative
(resp., associative et unifere) vérifiant une certaine condition de compatibilité. Une
®-catégorie ACU est une ®-catégorie AC et AU.

Un ®-foncteur d'une ®-catégorie C' dans une ®-catégorie C’ est une couple
(F,F), ou F est un foncteur de C' dans C" et F' un isomorphisme de bifoncteurs

Fxy: FX@FY S F(X®Y)

Un ®-foncteur associatif (resp., commutatif, unifére) est un ®-foncteur d’'une ®-
catégorie associative (resp., commutative, unifere) dans une ®-catégorie associa-
tive (resp., commutative, unifere) vérifiant une condition dite condition de com-
patibilité avec les contraintes d’associativité (resp., de commutativité, d’unité). Un
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®-foncteur AC est un ®-foncteur associatif et commutatif, un ®-foncteur ACU est
un ®-foncteur associatif, commutatif et unifere.

Pour deux ®@-foncteurs (F, F) et (G, G) d'une ®-catégorie C dans une ®-catégorie
C', un ®@-morphisme de (F, F) dans (G, G) est un morphisme fonctoriel A\: F' — G
rendant commutatif le carré

Fxy
FX@FY—>F(X®Y)

Ax®>\yl l/)\)(@}/
GX,Y

GX®GY L G(XaY).

Le deuxieme chapitre est réservé a ’etude des Gr-catégories es des Pic-catégories.
Une Gr-catégorie est une ®-catégorie AU dont tous les objets sont inversibles et
dont la catégorie sous-jacente est une groupoide (i.e., toutes les fleches sont des
isomorphismes). Une Gr-catégorie ressemble donc a un groupe. On tire de cette
définition que, si P est une Gr-catégorie, I'ensemble 7 (P) des classes a isomorphie
pres d’objets de P, muni de la loi de composition induite pour la operation ®, est un
groupe; le groupe Aut(1) = m1(P) est un groupe commutatif; et pour tout X € Ob P

On attache ainsi a une Gr-catégorie P des groupes my(P) et m(P), ou m(P) est
commutatif. On peut définir, au plus, une action de my(P) dans 7 (P) de la fagon
suivante: si s € mo(P) est représenté par X € Ob P et u € m1(P), on pose

su = 6y vx(u).

m1(P) en devient un my(P)-module a gauche.

Soient M un groupe, N un M-module (abelien a gauche). Un préépinglage de
type (M, N) pour une Gr-catégorie P est une couple € = (€9, e1) d’isomorphismes

802M:>7T0(£), 81IN:>7T1(£)

compatibles avec les actions de M sur N et mo(P) sur m(P). Une Gr-catégorie
préépinglée de type (M, N) est une Gr-catégorie muni d’'un préépinglage. Enfin, un
morphisme de Gr-catégories préépingleés de type (M, N), (P,e) — (P',&’), est un
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®-foncteur associatif tel que les triangles

mo(P) mo(P’) m(P) m(P')
N A N A

soient commutatifs. On en déduit que tout tel morphisme est une ®-équivalence,

donc I’ensemble de classes d’équivalence de Gr-catégories préépingleés de type (M, N)
est égal a l'ensemble de composantes connexes de la 2-catégorie de Gr-catégories
préépingleés de type (M, N). Si on considére le groupe de cohomologie H3(M, N)
de groupe M a valeurs dans le M-module N (au sens de la cohomologie de groupes
[12]) on obtient une bijection canonique entre I’ensemble de classes d’équivalence de
Gr-catégories préépingleés de type (M, N) et 'ensemble H3(M, N).

Une Pic-catégorie est une Gr-catégorie munie d'un contrainte de commutativité
compatible avec sa contrainte d’associativité, ce qui fait qu'une Pic-catégorie ressem-
ble a un groupe commutatif. On vérifie aussitot qu'une condition nécessaire pour
l'existence d’une structure de Pic-catégorie sur une Gr-catégorie P est que mo(P)
soit commutatif et agisse trivialement sur m (P). Une Pic-catégorie est stricte si sa
contrainte de commutativité est stricte.

Soient M et N des groupes abéliens. Un préépinglage de type (M, N) pour une
Pic-catégorie P est une couple € = (g9, £1) d’isomorphismes

€o- M1> 7To(£), E1- N :> 7T1(£>.

Une Pic-catégorie préépinglée de type (M, N) est une Pic-catégorie muni d’un préépinglage.
On définit les morphismes de tels objets de la méme facon qu’on a fait pour les Gr-
catégories.

Pour formuler des propositions, on introduit deux complexes de groupes abéliens

libres

Lo(M) : Ly(M) 25 Ly(M) 25 Li(M) 25 Lo(M) — M

Lo(M) = Ly(M) 25 Lo(M) 2 'Ly (M) 25 Lo(M) - M
dont le premier est une résolution tronquée de M, i.e., est une suite exacte. On
obtient une bijection canonique entre ’ensemble de classes d’équivalence de Pic-
catégories préépingleés de type (M, N) et 'ensemble H?(Hom( 'Lo(M), N)). L’exactitude
de complexe Lo(M) nous donne la trivialité de la classification des Pic-catégories
strictes préépingleés de type (M, N), i.e., toutes les Pic-catégories strictes préépingleés
de type (M, N) sont équivalentes.
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Enfin, le troisiéme chapitre donne la construction de la solution de deux problemes
universels: celui de rendre des objets “objet unité” et celui d’inverser des objets.

Soient A une ®-catégorie AC, A’ une outre ®-catégorie AC dont la catégorie
sous-jacent est un groupoide et (T,7): A" — A un ®-foncteur AC. On cherche &
rendre les objets TA’ de A, A’ € Ob A’, “objet unité”, c’est & dire, on cherche:

(1) Une ®-catégorie ACU P;
(2) Un ®-foncteur AC (D,D): A — P;
(3) Un ®-isomorphisme

A (D>D> © (TaT) = (IEajB)a
ot (Ip, Ip) est le @-foncteur 1p constant de A’ dans P.

Le triple (P, (D, D),\) est tel qu’il soit universel pour les triples (Q, (E, E), 1)
vérifiant (1), (2) et (3).

Pour le probleme d’inverser des objets, on considere une ®-catégorie ACU C, une
®-catégorie ACU C' dont la catégorie sous-jacent est un groupoide et un ®-foncteur
ACU (F,F): C' — C. On cherche une ®-catégoric ACU P et un ®-foncteur ACU
(D, D

C — P ayant les propiétés suivantes:

):
(1) DFX’ est inversible dans P pour tout X’ € Ob(C";
(2) Pour tout ®-foncteur ACU (€, ) de C dans une ®-catégorie ACU @ tel que
EF X' soit inversible dans @ pour tout X’ € ObC !, il existe un ®-foncteur
ACU (E', E') unique (& ®-isomorphisme unique pres) de P dans Q tel que
(£,€) ~ (E',E") o (D,D).

Ce probléme se rameéne au premier. Il sufit de poser A’ = C', A = C' x C,
TX' = (FX', X'), et de remarquer que si C',C’, @ sont des ®-catégories ACU et
Hom®4°Y(C, Q) est la catégorie des @-foncteurs ACU de C dans @, alors on a une
équivalence cazonique de catégories N

Hom®*“Y(C x €', Q) = Hom®*°V(C, Q) x Hom®*°Y(C’, Q).

La ®-catégorie ACU P ainsi définie est appelée la ®-catégorie de fractions de la
catégorie C définie par (C’, (F, F)). La ®-catégorie de fractions de C'™ définie par
(C®, (id zis, id)) est une Pic-catégorie. On I'apelle la Pic-enveloppe de la catégorie C
et on la note Pic(C). Pour C = P(R), catégorie des R-modules projectifs de type
fini (R un anneau unitaire) et P = Pic(P(R)), on obtient

mo(P) ~ K°R)
m(P) ~ K'(R)
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ot K°(R) est le groupe de Grothendieck et K*(R) le groupe de Whitehead [I].

La considération de la ®-catégorie de fractions d’une ®-catégorie ACU nous
donne le résultat suivant:

Soient C' une ®-catégorie ACU, Z un objet quelconque de C'; S le foncteur de
C dans C définie par
X—X®Z

On appelle catégorie de suspension de la ®-catégorie ACU C' définie par 'objet Z,
le triple (P, 1, p), solution du probleme universel pour les triples (Q, j,¢q), ou Q est
une catégorie, 7 un foncteur de €' dans Q et g une équivalence de Q dans Q, tels

que le carré
S

_

I

-~
<.

q
S

o ~—— 10
[\®)

soit commutatif (& isomorphisme fonctoriel pres), i.e., gj ~ jS.

Dans le cas ou C es la catégorie homotopique ponctuée Htp —munie du produit
contracté A, des contraintes d’associativité, de commutativﬁ d’unité habituelles,
et Z la 1-sphére S' (S est par conséquent le foncteur de suspension) on retrouve la
définition connue de catégorie de suspension.

Soit C’ la sous-catégorie ®@-stable de la ®@-catégorie ACU C engendrée par Z et P
la catégorie de fractions de C' définie par (C', (F,id)), ou F': C' — C est le foncteur
d’inclusion. On obtient un foncteur G: P — P de la catégorie de suspension P dans
la ®-catégorie de fractions P. Si G n’est pas fidele (ce qui se produit dans le cas ou
C=Htp ,Z2=S5 Let la loi ® est le produit contracté A) alors il est impossible de
construire dans P une loi ® tel que P en soit une ®-catégorie ACU, ¢Z inversible
dans P et i immergé dans une couple (i,7) qui est un ®-foncteur ACU de C dans

P.

Ces deux problemes universels ont été posés par Monsieur Grothendieck lors de
son séjour a l'université de Hanoi en Novembre 1967. Je tiens a lui exprimer ici tous
mes remerciements pour ses précieuses directives.



2. CHAPITRE 1
®-CATEGORIES ET ®-FONCTEURS

2.1. ®-Catégories.

2.1.1. Définition des ®-catégories.

Definition 2.1. Soit C' une catégorie. Un foncteur C' x C — C' est appelé une
®-structure sur C, ou encore une loi ® sur C. Une ®-catégorie est une catégorie
C' munie d'une ®-structure qu’on note ®¢, ou simplement ®, si aucune confusion
n’est possible; a des objets X, Y de C ont associe donc un objet X ® Y de C appelé
produit tensoriel des objets X et Y qui dépend fonctoriellement de (X,Y), i.e., a des
fleches f: X — X', g: Y - Y’ de C, onaunefleche fRg: XX - Y ®Y'deC,
appelé produit tensoriel des fleches f et g, vérifiant les relations idx ® idy = idxgy,
f'fogg=(f"®g¢)(f®g)aucasou f, f' et g, g’ sont composables.

Definition 2.2. Soit X un objet d'une ®-catégorie C'. On dit que X est régulier si
les foncteurs, définis par les applications

Y—=YeX, (f{Y=>2)-((fds:Y®X—>2Z®X)

et
Y= XY, ([ Y=22)»(dx@f: XY >X®Z)

de C' dans C', sont des équivalences des catégories. On vérifie aisément que, si X es
régulier et si X' ~ X, i.e., X’ est isomorphe a X, alors X' es aussi régulier.

2.1.2. FExemples de ®-catégories.

Ezamples 2.3.

(1) Soit C une catégorie dans laquelle le produit des couples d’objets existe.
Pour tout couple (X,Y), choisissons un produit (X x Y, px, py). On définit
alors une ®-structure sur C' en posant, pour des objets X,Y,

XY =XxY
et, pour des fleches f: X — X' ¢g: Y =Y/,
f®g=[fxg

On vérifie sans difficulté que, dans cette ®-catégorie, les objets réguliers sont
les objets finaux.



(2)

(3)

Soit C' la catégorie Mod(A) des modules sur un anneau commutatif unitaire
A. Le produit tensoriel de A-modules définit une loi ® sur C'. Ici les objets
réguliers sont les A-modules projectifs de rang 1 [4].

Soit (X, zg) un espace topologique pointé. On définit une catégorie C' de
la fagon suivante: les objets de C' sont les lacets de X localisés en z; si
w1, wsy sont deux lacets, Hom ¢ (wy, ws) est 'ensemble d’homotopies wy — wo
modulo la relation d’homotopie. La composition des lacets définit une ®-
structure sur C. Dans cette ®-catégorie tous les objets sont réguliers.
Soient C' une catégorie additive, £ une catégorie cofibreé sur C' [10]. Pour
tout objet A de C, la fibre de E en A est noté E(A). L’homomorphisme
source dans C' donne naissance a un foncteur

E(A) x E(A) — E(A)

qui fait de E(A) une ®-catégorie.

Soient M un groupe, N un M-module abélien a gauche. On construit une
catégorie C' dont les objets sont les éléments de M, les morphismes sont des
automorphismes. Pour S € M, on définit

Auto(S) ={S} x N.
La composition des fleches dans C' provient de I'addition dans N. On définit
sur C' une loi ® de la fagon suivante: si S7, Sy € M, on pose
S1 ® Sy = 515.
Si (S1,u1), (So, uz) sont des morphismes (ug,us € N), on pose
(S1,u1) ® (Sa,us) = (5159, us + Sius).

Ici tous les objets de la ®-catégorie C' sont réguliers en vertu du fait que M
est un groupe et ’ensemble des fleches de C' muni de la loi ® est aussi un
groupe, a savoir le produit semi-direct M.N.

Dans le cas ou N est un M-module abélien a droite, on définit la loi ®
dans C par

SI®Sy, = 515
(S1,u1) @ (S2,u2) = (S152,u15 + us).



2.2. Contraintes pour une loi ®.

2.2.1. Contraintes d’associativité.

Definition 2.4. Soit C' une ®-catégorie. Une contrainte d’associativité pour C es
un isomorphisme fonctoriel a

axyz: XY ®27Z) S (XeY)®~Z

tel que, pour des objets X,Y,Z, T de C, le diagramme suivant soit commutatif
(aziome du pentagone)

(XT@YY)Q§(ZC§73
X® Y o (ZaT) (XoY)92)oT
Mx®aszl Ta&xz®MT

Xe((Yez2)eT) Xe(Yez)eT.

Definition 2.5. On appelle ®-catégorie associative une ®-catégorie munie d’une
contrainte d’associativité.

Definition 2.6. Deux contraintes d’associativité a et a’ d’une ®-catégorie C son
dites cohomologues s’il existe un automorphisme fonctoriel ¢ du foncteur ®: CxC —
C tel que le diagramme suivant soit commutatif

ax,y,z

(2.7) X®(Y®2) (XoY)eZ
MX®@le L@xy®ﬁz
X® (Y ®2) (X®Y)®Z
vxy®zl l@X®KZ
a%yz
X®(Y®2) XoY)®Z

pour des objets X, Y, Z de C.
Ezxamples 2.8.

(1) Toutes les ®-catégories données dans les Exemples sont des ®-catégories
associatives.

(2) Dans 'exemple [2.3(5), il y a une contrainte d’associativité évidente, a savoir
Iidentité. On va voir qu’il y en a d’autres. Se donner un morphisme de
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trifoncteurs a revient dans ce cas a se donner une application f: M3 — N,
la relation entre f et a étant

a51,52,85 = (3152537 f(Sla 827 SS))
Lorsqu’on écrit 'axiome du pentagone en utilisant cette relation, on trouve

S1f(Sa2,S3,51) — [f(S152,53,54) + f(S1, 5255, S4)
—  f(S1,52,5554) + f(S1, 52, 53) =0,

ou l'on aposé X =5,,Y =855, Z=2395T=.5,. Autrement dit f: M> = N
définit une contrainte d’associativité si et seulement si f est un 3-cocycle de
M a valeurs dans le M-module N, au sens de la cohomologie des groupes
[12]. On explicite de méme pour démontrer que des 3-cocycles f, f’
déterminent des contraintes d’associativité cohomologues si et seulement si
f, f" sont des cocyles cohomologues. On trouve donc, dans ce cas, que
le groupe de contraintes d’associativité, sous-groupe du groupe des auto-
morphismes du foncteur (Si,Ss2,S53) — 515,55, est isomorphe au groupe
Z3(M, N) des 3-cocycles de M & valeurs dans N. De méme, le groupe des
contraintes d’associativité modulo cohomologie est isomorphe au groupe co-
homologique H3(M, N).

Soit (X;)ies une famille d’objets d'une ®-catégorie C indexée par un ensemble
fini non vide totalment ordonné (I, <). Au moyen des X; et de la loi ®, nous allons
construire des objets de C qu’on appelle des produits des X; relativement a [’ordre
<. Par exemple pour I = {a}, nous avons un seul produit X,. Pour I = {«, 5}
avec o < f3, nous avons aussi un seul produit X, ® Xg; pour I = {«, 3,7} avec
a < f < 7, nous avons deux produits X, ® (X3 ® X)) et (X, ® Xg) ® X,; pour
I ={a,p,7,0} avec @ < f <y < §, nous avons cinq produits

X, ® (X2 (X, ®X;5), (Xo®Xs) (X, ®Xs)
(Xa®Xp)@X,)RXs, (Xa®(Xp®X,))®Xs, Xo®((Xp®X,)®Xs).

Parmi ces produits relativement a l’ordre <, nous allons en choisir un que nous
appellans le produit canonique de la famille (X;);c; relativement & l'ordre <.

Definition 2.9. Soit (X;);c; une famille d’objets d’une ®—catégorie C, indexée par
un ensemble totalment ordonné non vide (J,<). Pour chaque ensemble non vide
fini I C J (totalment ordonné par l'ordre induit), on appelle le produit canonique
de la famille (X;)er relativement a l'ordre <, I'objet de C, noté ®;X;, et défini par
récurrence sur le nombre d’éléments de I de la maniere suivante:

(1) Si I = {B}, alors ®;X; = Xg;
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(2) SiI ap éléments (p > 1) avec § le plus grand élément et I’ 'ensemble des
éléments < [ de I, alors @;X; = (®pX;) @ X;.

D’apres cette définition, pour I = {a, 3,7}, le produit canonique de la famille
(X)ier relativement a l'ordre a < 8 < v est (X, ® Xg) ® X,. Dans ce qui suit de
ce n°, nous dirons produit canonique (resp. produit) de la famille (X;);c; au lieu de
dire produit canonique de la famille (X;);c; relativement a l'ordre < (resp. produit
de la famille (X;);c; relativement a l'ordre <) si aucune confusion n’est a craindre.

Soit (X;)ies une famille d’objets d'une ®-catégorie C' associative, indexée par
un ensemble non vide totalment ordonné (J,<). Les ensembles non vides I C J
considérés ci-dessous sont des ensembles finis totalment ordonnés par I'ordre induit.

Definition 2.10. Pour chaque couple (11, I5) de sous-ensembles non vides de I, tels
que I = I [] s et que tout i; € I; est plus petit que tout iy € I, soit ®y 1, un
isomorphisme fonctoriel en les X, 7 € I,

®X; — (® Xi)@((IXJ Xi)

I (I’II,IQ I
défini par récurrence sur le nombre d’éléments de I, de la maniere suivante:
(1) Si I, = {p}, alors

(pll,lg: (? XZ - (([8 XZ) ®Xﬁ

est l'identité;
(2) Si I a p > 1 éléments avec [ le plus grand élément et I5 ’ensemble des
éléments < B de Iy, alors @y, j, es définit par le diagramme commutatif

suivant
@ X, .1, (? Xi)®((? Xi) :(g Xi) @ ((© X;) ® Xp)
1 2 1 I
(® J» o X —2 (o x)e <L X)) X;.
I ]_[Ié I Ié

Proposition 2.11. Pour chaque triple (I, I, I3) de sous-ensembles non vides de
I tels q’LL’OTl ait I = [1]_[[2]_[[3 et 11 < 19 < i3 pour 11 € Il,’iQ € 12,7:3 € 13, le
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diagramme suivant est commutatif

(2.12)
®X
I

® X;

Proof. Nous allons démontrer le théoréeme pour récurrence sur le nombre d’éléments
de Ig.

(1) Si I3 = {5}, alors (2.12)) devient le diagramme

id@Pr,, 14

<I>11,12]_[I3 (®Xl)®( ® XZ)

X; X; X;
I LI (% )®(<% >®(% ))

La

T (2 X) 0 () © (2X)
1 2 3

@ 12,13

X; X;
(hﬁb ) ® (X))

<I)111121_113
0% () (5, X) —— (5X) & (5X) & X
H @]1,]2®id l
2 X, (&, X)&Xs ((0Xi) ® (@Xi)) ® Xs,

qui est commutatif par définition de ®7, 7,115
(2) Si I3 a p > 1 éléments avec [ le plus grand élément et I 'ensemble des

éléments < [ de I3, nous démontrons la commutativité de (2.12) en con-
sidérant le diagramme suivant

®r) ryq1ry ©id (d@@, ;)i
X,— X; X; Xg——mm—> X; X; X; X
o X; (gx)o(, 8 X))o Xs (gx) o (gX) e (9X)) 5 Xs
(1) " (11) "
@1y, 151115 id®<¢12’1§®id)
RXi————— (X)) (( ® Xi)®0Xg)— (X)) (((®Xs) ® (®X;)) ® Xp)
I I I II14 I Iz A
(111) ‘ (1V) doa
1y, 151113 d®®Pry, 15
BX—————(@X)®(( ® Xi)®Xg)———(0X;)® ((®X:) ® ((®Xi) ® X3)) awid
1 I I 1114 I I3 I3 /
(V) o (VIII)
P 1112,15 Pry,1, ®id
Xi——————( ® X;)®(®X;)®X)——=((®X;)®(®X;))® ((®X;) ® Xp)
I I 112 14 Iy Iy 14
(VI) La (VII) o
1y 111,14 ®1d (®1,,1, ®id)®id

GR———((, & X)®(9X) 0%,
3

niin (eX) @ (X)) @ (@X:)) ® X

I; Iz

dans lequel les régions (II), (VII) sont commutatifs par naturalité de a; les
régions (1), (IV), (VI) par définition de ® (Déf. (2.10))); la région (III)
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par évidence; la région (VIII) para l’axiome du pentagone; enfin le circuit
extérieur par hypothese de récurrence. D’ou la commutativité de la région
(V) qui n’est outre que le diagramme (2.12)) en se rapellant de la définition

de ®;X; (DéE. ([@.9)).
0

Proposition 2.13. Chaque produit Y d’une famille (X;);e; est isomorphe au produit
canonique Q1 X; par un isomorphisme

I
fonctoriel en les X;.
Proof. Nous allons démontrer la proposition par récurrence sur le nombre d’éléments
de I. Pour I = {f}, Iisomorphisme est l'identité X3 = Xg. Pour I ayant p > 1
éléments, en remarquant que Y doit étre de la forme Y = Z ® T, Z et T étant des

produits de (X;);er,, (Xi)icr, respectivement avec [ = I, [[ I et i1 < iy pour 4y € I3
et 19 € Iy, on définit y par le composé des isomorphismes

¢11,12

Q?Xz‘ — ((? Xi) X (? Xi) Lg)t>Z®T:Y
1 2
ol z et t sont des isomorphismes définis par hypothése de récurrence. O

L’isomorphisme y construit comme ci-dessus est appelé [isomorphisme canon-
1que.

Proposition 2.14. Soient Iy, I, I5 des sous-ensembles non vides de I tels que I =

LTI L] s etiy < iy <is pouriy € Ih,ig € 1o, i3 € I3; et soient Y, Z, T des produits
de (X)ier,, (Xi)ier,, (Xi)ier, respectivement. Alors le diagramme

(2.15) X, —>Y ®(Z&7T)

I
H \CLY,Z,T
!

X > (Y®Z) T

est commutatif, b et b étant les isomorphismes canoniques.
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Proof. Considérons le diagramme

P, I5101 id®®r,, 1 ®(:zat)
oxXE_(ox)e( @ X)—(ox) 6 (%) 8 (X)) — T2y s (xoT)
I Iy ICSAPE Iy Iz I3

(1) a (11) a

Q1111515 ery,1,®id (y®2)®t

QXi———> R X;)R(®X;) — = ((9X5)®(®X;))®9(®X;) ———— (Y R®2)QT
- (L8, X0 (9X) (8x)® (%)@ (8X) (v ©2)

ou y, z,t sont les isomorphismes canoniques. Remarquons d’abord que les composés
des isomorphismes horizontaux du diagramme donnent respectivement les isomor-
phismes canoniques b et b’ du diagramme . On a la commutativité de la région
(I) en vertue de la Proposition (2.11)), et celle de la région (II) par la naturalité de
a. D’ou la commutativité du circuit extérieur, et donc celle de . O

On peut énoncer la Proposition [2.14] sous forme plus générale dont la vérification
est immeédiate.

Proposition 2.16. Soient Y1,Ys des produits de (X;)ier et 7: Y] =Y, un isomor-
phisme construit a l'aide de a, a™', des identités et de la loi ®; alors le diagramme

ot by, by sont les isomorphismes canoniques, est commutatif.

Proposition 2.17. Soient Y1,Ys, ..., Y, des produits de (X;)ier, Tiiv1: Yi — Yin
(i=1,2,....,n—1) et 7,1: Y, =Y, des isomorphismes construits au moyen de a,
a~!, des identités et de la loi ®. Alors le polygone suivant

Y —2 Y,
VN
Y, Ys
[ ] o
@ <o °

est commutatif.
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Proof. En effet, le diagramme

Tn,1
(1)
Yl 71,2 Y,Q 71,3 }/E)) L Yn_l'rnfl,n Yn
bl] (2) bz] (3) bs[ bn_I[ (n) bn]
RN —QX,—Q®X,--- ® Xi=—=QX;
I I I I I
oulesb;, i =1,2,...,n, sont les isomorphismes canoniques, a les régions (2), (3),..., (n)
et le circuit extérieur commutatifs en vertu de la Proposition [2.16, D’ou la commu-
tativité de la région (1) qui est le polygone considéré de la proposition. O

Example 2.18. En vertue de la Proposition|2.17], le pentagone suivant est commutatif

(X1 ®X2)® (X3 ® X4) ® X5)

—1
Id®a
ozl ® X3,X4,X5
X10X2,X30Xy,X5

(X1 ® X2) ® (X3 ®X4)) @ X5 (X1® X2) ®(X3® (X4 ® X5))

ax1®x2,x3,x4®IdL laxl®x2,x3,x4®xs
NX1®X2)®X3,Xy,X5

(X1 ® X2) ® X3) ® X4) ® X5

(X1 ® X2) ® X3) ® (X4 ® X5)

2.2.2. Contraintes de commutativité.

Definition 2.19. Soit C' une ®-catégorie. Une contrainte de commutativité pour C'
est un isomorphisme fonctoriel ¢

cxy: XY SY X
tel qu’on ait

(220) Cxy ©OCy,x = IdY®X.

Une ®-catégorie munie d'une contrainte de commutativité est appelée une ®-
catégorie commutative.
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Definition 2.21. Deux contraintes de commutativité ¢ et ¢’ d'une ®-catégorie C
son dites cohomologues s’il existe un automorphisme fonctoriel ¢ du foncteur

®:CxC—C

tel que le diagramme suivant soit commutatif

(2.22) Xovy 2lyex

‘PX,Yl l‘PY,X

°x)y

Definition 2.23. Si C est une ®-catégorie munie d’une contrainte de commutativité
¢, X un objet de C, on appelle symétrie canonique de X ® X 'automorphisme

CX:CX7X:X®X:>X®X.

On dit que la contrainte de commutativité c est stricte si les symétries canoniques
sont des identités; C est alors appelée une ®-catégorie strictement commutative.

Ezample 2.24. Dans l'exemple [2.3(5), on vérifie aussitot qu’il existe des contraintes
de commutativité si et seulement si M est commutatif et opére trivialment sur N.
Se donner une contrainte de commutativité ¢ revient dans ce cas a se donner une
fonction antisymétrique k: M? — N, la relation entre k et ¢ étant

051752 - (SISQJ k(Sh 52))

Ici le groupe des contraintes de commutativité, sous-groupe du groupe des auto-
morphismes du foncteur (57, S2) — 519, est isomorphe canoniquement au groupe
Ant*(M, N) des fonctions antisymétriques M? — N. Quand on écrit la commu-
tativité du diagramme en y remplacant X,Y par 57, S, respectivement et en
posant

()031752 == (‘51527 h(Sl7 52))7
h € C*(M, N) étant une 2-cochaine, on obtient

= k' + ant(h)
avec
ant(h)(Sl, SQ) = h(Sl, SQ) — h(SQ, 51)

Il en résulte que le groupe des classes de cohomologie de contraintes de commuta-
tivité dans ce cas s’identifie & Ant*(M, N)/ant(C2(M, N)) ot ant(C2(M, N)) est le
groupe des fonctions antisymétriques de la forme ant(h) avec h € C?(M, N).
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2.2.3. Contraintes d’unité.

Definition 2.25. Soit C une ®-catégorie. Une contrainte d’unité pour C, ou sim-
plement une wunité pour C, est un triple (1,¢g,d), o 1 est un objet de C appelé objet
unité et g, d sont des isomorphismes fonctoriels

gx: X 51X, dy: XS5 X®1
vérifiant la condition
(2.26) g1 =d;.
On note encore d I'isomorphisme ¢g; = d;. On peut remarquer que les foncteurs
X—=1X e X—>X®1

sont des équivalences de catégories, d’ot 1'objet 1 est régulier (voir Definition [2.2)).
Une ®-catégorie munie d’une unité est dite unifére.

Proposition 2.27. Soit C une ®-catégorie munie d’une contrainte d’unité (1, g,d).
Pour tout objet X de C, on a les formules

(2.28) gigx =1d1 ® gx, dxg1 =dx ®1d;

Proof. La naturalité de g et d donne les diagrammes commutatifs

9x dx

X 1®X X X®1
gxl lid1®gx dxl jdx®id1
1ex 2 151ex)  Xel-t(Xelsl
ce qui démontre les formules. O

Proposition 2.29. Soit C une ®-catégorie munie d’une contrainte d’unité (1, g,d).
Alors le monoide End(1) est commutatif.

Proof. Grace a 'isomorphisme 1 %) 1 ® 1, il sufit donc de prouver que End(1 ® 1)
est commutatif. Puisque 1 est régulier (voir Definition , tout endomorphisme f
de 1 ® 1 peut s’exprimer
f=u®id; =id; ® v, wu,v € End(1).
Si f’ est un autre endomorphisme, on a
ff=uv®id; =1d; ® ',
d’otl

ffr=w®id)(ld;®v)=u®v = (Id; ®v")(u®id;) = f'f.
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Remarks 2.30.

(1) En vertue de la naturalité de g, d et de la relation g; = d;, on a u ® Id;
Id; ® u pour tout u € End(1).

(2) Dans la démonstration ci-dessus, on utilise seulement I'hypothese que 1 soit
régulier et 1 ~ 1 ® 1. Donc la proposition reste valable pour tout objet
regulier Z tel que Z ~ Z ® Z.

Nous allons maintenant définir deux homomorphismes v, du monoide End(1)
dans le monoide End(Id ) des morphismes fonctoriels du foncteur identique Id¢ de
C, qui nous serviront au Chapitre II.

Proposition 2.31. Soit C une ®-catégorie munie d’une contrainte d’unité (1, g,d).
Les applications

vx: End(1) = End(1),u — vx(u), d0x:End(l) = End(1),u — dx(u),
définies respectivement par les diagrammes commutatifs

vx (u) dx(u)

(2.32) X X X X

ng lgx dxl ldx
u®idx idx®u

10X —10X X®1l—X®1,

sont des homomorphismes transformant l’élément unité en l’élément unité pour tout

objet X de C.

Proof. La vérification est immédiate. En plus, la naturalité de g, d donne
(2.33) 71(u) = 01 (u) = wu.
O

Proposition 2.34. (vx(u))xeobc, (0x(v)) xconc sont des morphismes fonctoriels
du foncteur identique id¢ de C.



19

Proof. Considérons les diagrammes
vx (u)
(IV)

X% 1ex ¥ e x <2 x

fl (1) id®fl (1) lid@f (II1) Lf

X Miex 2 e x X x
(V)
vxr(u)
bx ()

(1X)

XT™ X919 x 912 x

fL (VI)f®idl (VII) Lf@ld(VHI) l

d~r i u d
X 2 X1 0% xr g1 2 x
(X)
xcr(u)

ou f est une fleche quelconque. Dans ces diagrammes, la commutativité des régions
(I), (III), (VI), (VIII) est donnée par la naturalité de g, d; celle de (II) et (VII)
est immédiate en composant les fleches; enfin celle de (IV), (V), (IX), (X) résulte
des diagrammes commutatifs . On en déduit la commutativité des circuits
extérieurs, ce qui montre la fonctorialité de vy (u) et dx (u). O

Proposition 2.35. Les applications
v: End(1) — End(id¢), u — (yx(u))xecobe,
§: End(1) — End(id¢),u — (0x(u)) xeobo

sont des homomorphismes de monoides.

Proof. Résultat immédiat des Propositions [2.31] et [2.34] O

Ezample 2.36. Dans I'exemple2.3(5), la donnée d’une unité revient a celle d’un cou-
ple ({,7) de fonctions M — N vérifiant la relation [(1) = r(1). Dans les diagrammes

(2.32)), si on remplace X par S, on trouve
PYS(u) = (87 u)? 55(“) = (37 Su)

ce qui montre que v # J en général. Cet exemple montre qu'une ®-catégorie peut
avoir plusieurs unités.
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Definition 2.37. Soient (1,¢,d), (1',¢',d") des unités pour la ®-catégorie C. On
appelle morphisme de (1,g,d) dans (1',¢',d") un morphisme A: 1 — 1’ rendant
commutatifs les diagrammes

1®X X®1
e b
X A®id X id® A
k k
ll ® X X ®l/

pour tout objet X de C. En faisant X = 1, on voit que A est un isomorphisme, et
que pour (1,g,d), (1,¢',d") donnés, il y a un et un seul .

2.3. Compatibilités entre contraintes.

2.3.1. Associativité et commutativité.

Definition 2.38. Soit C' une ®-catégorie. Une contrainte d’associativité a et une
contrainte de commutativité ¢ pour C sont compatibles si pour des objets XY, 7
de C, le diagramme suivant est commutatif (aziome de [’hexagone)

CXQY,Z

(XoY)®Z Z@(X®Y)
X® (Y ®2) (Z®X)QY
X®(ZQY) ——r>(X®Z)’Y

Un couple (a,c) vérifiant 'axiome de 1'hexagone est appelée une contrainte mixte

d’associativité-commutativité, ou plus simplement une contrainte AC pour la catégorie
C'. Une ®-catégorie munie d’une contrainte AC est appelée une ®-catégorie AC.

Elle est dite stricte si ¢ 1’est (voir Definition [2.23)).

Definition 2.39. Deux contraintes AC (a, ¢) et (a’, ¢’) pour une ®-catégorie C' sont
dites cohomologues s’il existe un automorphisme fonctoriel ¢ du foncteur ®: C'xC —
C tel que les diagrammes (2.7) et (2.22)) soient commutatifs.

Ici, pour avoir une proposition analogue a la Proposition [2.17, nous allons repren-
dre les notions de produit et produit canonique d’une famille d’objets de C' (X;);es
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relativement a un ordre donné dans /. Comme nous possédons maintenant, en plus
de la contrainte d’associativité, la contrainte de commutativité, nous allons donc
introduire la notion de produit d’une famille (X;);c;. Dans ce qui suit de ce n°,
on considere une famille d’objets (X;);c; d'une ®-catégorie AC C, indexé par un
ensemble non vide totalment ordonné (J, <). Les ensembles I C J considérés sont
supposés finis, non vides. On appelle ordre canonique de I 'ordre induit. Donc si [
possede p éléments, I a p! — 1 ordres autres que 'ordre canonique.

Definition 2.40. Un produit de (X;);c; est un produit de (X;);c; relativement a un
ordre quelconque de I.

Ezample 2.41. Soit I = {«a, 8,7} avec 'ordre canonique o < < . En dehors de
cet ordre, I possede cing autres ordres. Donc on a 12 produits de (X;);c; qui sont

(Xa®Xp)®X, (Xpg@X,)®0X, (X,®X,)®Xs
(XB ® Xa) ® X’Y (XW ® Xﬁ) ® Xq (Xa ® Xv) ® X/B
Xoa®(Xpg®X,) X (X,0X,) X,®(X,®Xp)
XB ® (Xa ® Xw) Xv ® (XB ® Xa) Xa® (Xw ® XB)

Nous notons toujours par ® X; le produit canonique de (X;);c; relativement a
I

I’ordre canonique.

Definition 2.42. Pour chaque couple (I3, I5) de sous-ensembles non vides de I tels
que I = I [] I, définissons un isomorphisme fonctoriel en les X;,7 € [

RX; — (®X:) ® (®X))
I Vo, I Iz
par récurrence sur le nombre d’éléments de I. Notons f le plus grand élément de [.

(1) I ={«,p}.
1°" cas: [ € Iy; alors
(243) \11117[22 (XZ) = Xa X X/g
I
est 'identité.
2° cas: 3 € I; alors

(244) \1’117[2 = CX,4, X5 (? Xz = Xa &® Xg — <(I®Xz) &® ((IX)Xz) = Xﬁ X Xa

est la contrainte de commutativité cx,, x,
(2) I ap> 2 éléments.
1" cas: B € Is.
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(a) I, = {pB}; alors
(2.45) Vnn: ® Xi=(®X:) ® Xp
est identité.

o a plus d’'un élément; alors ¥y ;, est défini par le diagramme
b) I lus d’ 51é t; al Uy, 1, est défini le diag
commutatif suivant

(2.46)
W £
ox It (®X) ® (®X,) == (0X;) ® (&X;) ® Xp)
I I I I Ié
H \I/11J§®id j
RX;, —— ( ® Xl) ® Xﬁ ((@Xz) & (®Xz)) ® Xﬁ
Ji nilz h Iy

ou I}, est 'ensemble des éléments < 5 de I5.
2° cas: B € I4.
(a) I = {8}; alors

(247) \11117]2 =C®X;,Xs" ® XZ = (®XZ) X Xﬁ — X,B X (®X1) = (®Xl) X (®Xl)
Iy I 12 12 Il 12

est la contrainte de commutativité cg x, x,-
Iz

(b) I; a plus d’un élément; alors Wy, j, est défini par le diagramme
commutatif suivant
(2.48)
V.1,

®X,; (®X;) ®(®X;) == ((8X;) ® X3) ® (®X;)
I Il 12 I{ 12

\IIIi,IQ®id
RXi=—( ® X;)® X (®X;) ®(®X;))® Xs
I I{HIQ I{ I

ou I est 'ensemble des éléments < 5 de I;
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Proposition 2.49. Pour chaque couple (1, 13) de sous-ensembles non vides de I
tels qu'on ait I = I [[ Iz, le diagramme suivant est commutatif

®X;
I

®X;
Proof. En vertu de la symétrie de I, I dans (2.50)) on peut toujours supposer le plus
grande élément [ de [ appartient a I; pour fixer les ideés. Pour démontrer la com-

V19

(2.50)

(®X;) ® ((?Xz)

(®X;) ® ((IX)Xi)

I

U1

mutativité de (2.50]), nous allons raisonner par récurrence sur le nombre d’éléments
de I. D’abord remarquons que pour I; = {$}, le diagramme (2.50)) devient

gxy = (<§<>Xi) ® Xz X5® ((?Xi>

| )

©X; (©X:) © Xg
I 1P

[

compte tenu des relations (2.45)) et (2.47). Ce diagramme est évidenment commu-
tatif, en particulier pour I = {a, #}.

Supposons la commutativité de (2.50) pour les ensembles I ayant p — 1 > 2
éléments, nous allons la montrer pour les ensembles I ayant p éléments. Pour cela
considérons le diagramme suivant
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¥y, gy @id
@Xi=( ® X;)®Xg (®X:) ® (®X;)) ® X
I 112 Iz 1
(0 c®id
Wy g, @id
@Xi=( ® Xi)®Xg (8X:) ® (®X:)) ® X
T s I/ I
(®X:) ® (®X;) ® Xg)
e Iz
(1) e (1IV) a
(®X:) ® (Xp ® (©X5))
I Iz
a
Vi, Iy
®X; (®X:) ®(®X;) =((0X:) ® Xp) ® (®X;)
I Iy Iz 11, Iz
(I11) c
Vryn
RX; (X)) ®(®X;) =(®X;)®(®X;) ®Xg)
I Iz Iy Iy Ill

ou I{ est 'ensemble des éléments < § de I;. Dans ce diagramme la région (I) est
commutative par hypothese de récurrence; (II) par définition de ¥y, ;, (diagramme
(2.48))); (IV) par 'axiome de 'hexagone; et enfin le circuit extérieur par définition de
Uy, 1, (diagramme ([2.46)). On en déduit la commutativité de (III), d’ott I'assertion.

[

Pour chaque triple (I3, I, I3) de sous ensembles non vides de I tels que I =
L [T I2 ] Is, nous allons considérer les diagrammes suivants

(2.51)
v, id@Wy,,
® X, —2Hb (®X)®( @ Xj) s (©X) ® (©X;) © (©X:))
7 11 IQHI3 [1 IQ I3
H N4 , v 1 ®id L
X, - (@ X)® (9X) — 1 (8X) @ (9X)) © (9X))
1 2 3

L1 I3



(2.52)
o deW;,
®X; _hllhs @X)®( ® X)) 11,13 (®X;) ®(®X;) ®(®X;))
T 12 IIHI3 [2 Il I3
H o U, 1, ®id L
BX; — e (© X))@ (9X) ——— (9X) ® (X)) ® (8X))
I LI1hL I3 I I I3
(2.53)
o AW, 1,
9X, — " (@X) @ © X S (@X:) @ (9X) ® (8.X))
I I I3 2 I I3 2
H U Wy, 1, ®id L
IIHIS [2 Il I3 12
(2.54)
i dw
X — e (@X)©( © X 2 (@X) ® (9X) © (9X))
I I3 LIz I3 h 2
H U W, 1, ®id L
BX; — e (8 X)®(9X,) ——— (9X) ® (9X,) © (9X;)
i LI1h I Is h L2
(2.55)
o AoV,
OX;, — 2 (@X)®( @ X)) — - (9X,) © (9X;) ® (®X,))
I IQ I3]_[11 I2 I3 Il
H U Ur,, 1, ®id L
oX, Lo ) (o) 21 (0X) 6 (9X) @ (9X)
12]_[13 I I I3 I
(2.56)
4 d®W¥r,,
X —2 @X)®( © X 2 (9X) ® (9X) © (9X,))
I I3 L[1h I3 I I
H U Vi, 1, ®id L
X — s (@ X)) ® (X)) — " (9X) ® (9X)) @ (9 X))
1 13]_[[2 ]1 I3 12 Il

25
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Lemma 2.57. Les trois propriétés suivantes sont équivalentes:

(a) les diagrammes (2.51)) et (2.52)) sont commutatifs,
(b) les diagrammes (2.53|) et (2.54) sont commutatifs,
(c) les diagrammes (2.55)) et (2.56) sont commutatifs.

Proof. a) == b). Considérons le diagramme suivant

(2.58)
iy 151112 id®Vrg,1,
X —— > (®X) @ ( ® X;j) ——— (®Xy) ® (8 X:) ® (8 X))
I I I311 12 I I3 I
(1) a
Vi 1113,15 U, 1, ®id
®X; (® Xi)O®X) — (9Xi) @ (®X:)) ® (®X;
T I 1115 Iy L I3 I
(11) jc (I11) c
Vrp11 1075 d®¥ 15
X — > (®X) @ ( ® Xij) ——— (®Xy) ® (8 X;) ® (8 X))
I Iy I 1113 Ip I I3
(IV) a (VIII) id®c
Vi, [11y,15 U, 1, ®id
®X; (® X)O(@X;) — (8X)) ® (®X;)) ® (®X;)
I Is 1111 I3 I I I3
(V) Tid@id (VI) c®id
Vi 1s,13 ¥y ,1, ®1d
QX ——————— (@ X)®(®X;) — ((8Xi) ® (8 X;)) ® (®Xy))
T Iy 11 I2 I3 I I Is
(VII) a
¥ ra1118 de¥ry,14

DX ———— (X)) ® (12%13)(1-) (©X) @ (8 X:) ® (2X:))

ou la commutativité des régions (II), (VI) et des contours extérieurs découle de la
Proposition 2.49 celle de (III) vient de la naturalité de ¢; celle de (IV), (VII) est
donneé par I'hypothese; celle de (V) est évident; enfin celle de (VIII) résulte de
I'axiome de I’hexagone. D’ot la commutativité de la région (I) qui est le diagramme
. Dans le diagramme , si on remplace I, par I3 et I3 par I5, on obtient
la commutativité de (2.54)).

b) = c¢). Il suffit de remplacer dans (2.58)) I, I5, I3 respectivement par
I37 Il> [27 plliS par [37 [27 [1-

¢) = a). On remplace dans (2.58)) Iy, I5, I3 respectivement par Is, I3, [1, puis
par 12,11,13. [

Proposition 2.59. Pour chaque triple (I1, I, I3) de sous ensembles non vides de I
tels que I = I, [[ I [[ I3, le diagramme (2.51)) est commutatif.
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Proof. Soit (3 le plus grand élément de I. D’apres le lemme précédent, pour démontrer
la commutativité de (2.51)), on peut toujour supposer 8 € I3. D’abord remarquons
que pour I3 = {3} le diagramme ([2.51)) devient

Vi, 15 1148)
—_—

RX; RX)( @ X)) =—m——m X)) (2X;)®X

: EX)e( @ X) (©X) 6 (3X) Xy
H Uy, 1,®1d j

RXj——-—( ® X;)®X; (®X) ®(®X;))®Xs.
L1l I I

Ce diagramme est commutatif par définition de ¥ (diagramme (2.46)) pour tout
I non vide, en particulier pour I se composant de trois éléments. Nous allons
démontrer la proposition par récurrence sur le nombre d’éléments de I. L’assertion
est vraie pour les ensembles I ayant trois éléments. Supposons la commutativité de
pour les ensembles I ayant p éléments. Cela revient a prouver la commuta-
tivité de la région (IV) du diagramme suivant, ot I désigne ’ensemble des éléments
< B de I3 (I3 est supposé évidemment avoir plus d’un élément).

Vi 1 ®id (d@W,, ;1)®id
@X; — > (X)) ®( @ Xi))®Xg — (X)) ® (®X;) ® (®X;))) ® X
I I 1114 I Iz 14

(1) ]a (11) N
Yy, 151115 id®(\p12'1é®id)

Xi ———— (©X) 0 (@ Xi)®Xs) —— (8Xi) ® (8X:) ® (2.X:)) © Xp)
1 I 114 I I 1

~®

(I11) id®a (VII)

Vi, 1p1018 1d@¥r,,15
Xi — e (X0 (& X0 ©Xa) ——— = (9X) & (HX) @ (5X) © Xa)
1 3 1 2 3

~®

la®id
2

(IV) a

Vril1s,13 Ur, .1, ®id
Xi—( ® X)o((®X)®Xg) — (X)) ® (©X;)) ® (®X;) ® Xg)
I 1112 14 I Iz I}

~&

(V) aj (V1) a
Vi 11g,14®1d (U1, .1, ®id)®id

QX — > (( ® Xi)®(®X;)®Xg — ((8Xi) ® (®8X5)) ® (®X5)) ® Xp
I Isnipe I} Iy Iz 14

Dans ce diagramme la commutativité des régions (I), (III), (V) résulte de la
définition de U (diagramme (2.46)); celle de (II), (VI) résulte de la naturalité de a;
celle de (VII) résulte de I'axiome du pentagone; enfin celle de circuit extérieur est
donnée par I'hypothese de récurrence. D’ou la commutativité de (IV). O
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Proposition 2.60. Chaque produitY d’une famille (X;);e; est isomorphe au produit
canonique Q@ X; relativement a ['ordre canonique par un isomorphisme
I
I

fonctoriel en les X;.

Proof. Nous allons construire y par récurrence sur le nombre d’éléments de I. Pour
I = {B} l'isomorphisme est I'identité Xz = Xz. Pour I ayant p > 1 eléments, en
remarquant que Y doit étre de la forme ¥ = Z ® T, Z et T étant des produits

de (Xi)ien,, (Xi)ier, respectivement avec I = I [] I, 'isomorphisme y est défini
comme le composé des isomorphismes

@ X F (9X)® (9X) % 28T,
1 2
ou z et t sont des isomorphismes donnés par 'hypothése de récurrence. O

L’isomorphisme y construit comme ci-dessus est appelé ["isomorphisme canon-
que.

Nous allons maintenant énoncer des propositions dont la démonstration est ana-

logue a celle de les Propositions [2.14] [2.16| et [2.17}

Proposition 2.61. Soient Iy, 5, I3 des sous-ensembles non vides de I tels que
I =NL]]L]]Is; et soient Y, Z, T des produits de (X;)icr,, (Xi)ier, (Xi)ic1, respec-
tivement. Alors le diagramme suivant est commutatif, b et b’ étant les isomorphismes
canoniques définis dans la Proposition [2.60

(2.62) ® X; LY ®(ZeT)

| 5

® X, o (ve2)T.

Proposition 2.63. Soient I, I, des sous-ensembles non-vides de I tels que I =
L[] Iz; et soient Y, Z des produits de (X;)icr,, (Xi)ier, respectivement. Alors le
diagramme

X, —-Y®z
I

|,

X, —2ZRY
1

C




29

est commutatif, f et f' étant les isomorphismes canoniques.

Proposition 2.64. Soient Y1,Y, des produits de (X;)icr et p: Y1 — Yo un iso-
morphisme construit a Uaide de a,a 1, c,c™t, des identités et de la loi ®; alors le
diagramme

®X; My

|k

Xﬁ'}/%

ot by, by sont les isomorphismes canoniques, est commutatif.

Proposition 2.65. Soient Y1,Ys,...,Y, des produits de (X;)icr, priiv1: Yi — Yin

(1=1,2,....,n—1) et pn1:Y, =Y, des isomorphismes construits au moyen de a,

a~t c,c7t, des identités et de la loi ®. Alors le diagramme suivant

Yi—Y,

RN

est commutatif.

Example 2.66. Le polygone suivant est commutatif

(X1 0Xy)® (Xs® (X4 ®X5)) —= (Xs3® (X4 ®X5)) ® (X1 ® Xo)

id®ec c®id
(X1 ® Xo) ® (X4 ® X5) @ X3) (X4 ® X5) ® X3) @ (X1 @ Xy)
a a1
(X1 ® Xo) @ (X4 ® X5)) @ X3 (X4 ® X5) ® (X530 (X1 @ Xy))
c®id id®c

(X1 ® X5) © (X1 © X0)) @ Xz~ (X4 ® X5) @ (X1 © Xs) @ X3)

Remark 2.67. Supposons X; = X, = X et X9 = X5 =Y dans le polygone ci-dessus.
Alors si on reemplace la fleche cxgy ® id par l'identité idygy ® idx,, le polygone



30

n’est plus commutatif sauf dans le cas ou la catégorie C' est stricte. Donc quand on
est dans une ®-catégorie AC non strict et on a affaire avec un polygone du genre
dans I'exemple, dont les sommets sont des produits d’objets non différents, il nous
faut penser a les numoréter pour ne pas faire gaffe.

2.3.2. Associativité et unité.

Definition 2.68. Soit C' une ®-catégorie. On dit qu’une contrainte d’associativité
a et une contrainte d'unité (1,g,d) pour C sont compatibles, si pour tout couple
d’objets (X,Y) de C les triangles suivants

(2.69) 19 (X®Y) 1eX)®Y

\;)(k %}/

(2.70) X®(1eY) (X®1)QY

(2.71) X® Y 1) (XeY)®1

1d:% %

sont commutatifs.

Une couple comme ci-dessus est appelé une contrainte mixte d’associativité-unité,
ou plus simplement une contrainte AU pour la ®-catégorie C. Une ®-catégorie
munie d’une contrainte AU est appelée une ®-catégorie AU.

Nous allons voir que ces conditions de compatibilité sont surabondants.
Proposition 2.72. Les propriétés suivants sont équivalentes:

(a) (2.70) est commutatif.

(b) (2.69) et (2.71) sont commutatifs.

(c) Les diagrammes suivants sont commutatifs pour tout X dans C.



(2.73)

(2.74)

Proof. b) =

1o(1eY) . lo)eX
;1& AX
1 X
X®(1l®l) Xol)el

ld$ %

¢). Evident.

c) = a) Considérons les diagrammes suivants

31



32

id id
(2.75)  (X®1)eY STt Xeo(lel)®Y

aT (I) a
idx ® ®id
Xo(lay) 298 yve(leleY)
“ (1n) idx ®a (V)
idx ®g1
X@leY)—— = X@(1o1aY)) |y
H (11II) a /
dx ®id
X®1leY)— = (X®1)®(1eY)
al (IV) a
(dx ®id;) ®id
(X®1)QY —— L - (Xe@l)el)eY
(2.76)
idx ® gy
X®Y X®(1eY)
idx ®gyl (VI) dx ®g10v \
idx ®g1

X®(leY) T L Xe1e(leY))

H (VII) a (IX) a

dx®idl®y
Xo(1eY) X®l)e(leY)
idy ® gy T (VIII) idxg1 ®gy /
dx ®idy
XY (X®1)eY

ou la commutativité des régions (I), (IV) résulte de la fonctorialité de a et il en
est de méme de celle de (IX) si on remarque qu'on a g1y = id; ® gy ;
celle de (IT) et du circuit extérieur de est donnée par I’hypothese en tenant
compte des relations ¢g; = dy,dx ® id; = dx g1 (voir et (2.28)); celle de (V)
résulte de 1'axiome du pentagone; celle de (VI), (VIII) est évidente. On en déduit
la commutativité du circuit extérieur de ([2.76]).

a) = b) Considérons les diagrammes ci-dessous dont la commutativité des
régions (I), (IV), (VII), (IX) découle de la naturalité de a; celle de (III), (VIII) et des
circuits extérieurs résulte de I'hypothese; et enfin celle de (V), (X) vient de I’axiome
du pentagone. On en déduit la commutativité de (II) et (VI) et par conséquent celle
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de (2.69) et (2.71)) puisque 1 est régulier (voir Définition

(id1 ®gx)®idy

1eX)®Y (12 (leX)eY
T m .
l@(X@)Y) id; ® (g9x ®idy) l®((l®X)®Y)
H (11) id, ®a
10 (X0Y)— %Y 19(1e(XeY)) |
H (111) a (V)
loXey)— 225 Gel)e(XeY)
al (1V) a
lex)sy 1Y _(1snex)ey
XoV)el—2%  (xeYviel)el
H (V) aoidy
(Xoy)el (idx ®dy)®idy (Xo V1) ol
aT (VII) a (X)
XYool idx ® (dy ®idy) Xo(Yol) ®l) E
H (VIII) idx ®a
Xo oD idx ® (idy ®g1) Xo¥elel)
aL (IX) a
(X0Y)@l—% v ovie (el

g

Soit toujours C' une ®-catégorie AU avec (a,(1,g,d)) comme contrainte AU.
De fagon analogue a §, nous considérons une famille d’objets (X;);es de C,
indexée par un ensemble totalement ordonnée (J, <) et nous suppossons qu'’il existe
des i € J tels que X; = 1. Pour chaque ensemble fini I C J totalement ordonnée
pour lordre induit (ici I peut étre 1’ensemble vide), nous définissons comme dans
§ le produit canonique el les produits de (X;);c; ou la seule différence qu’ici on
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pose

(2.77) ®X; =1

quand I est I’ensemble vide.
Definition 2.78. Pour chaque couple (13, I3) de sous-ensembles de I tels que I =

I, T[] Iz et que la relation i, € Iy et is € I implique la relation ¢; < i9, définissons
un isomorphisme fonctoriel en les X;,i € I,

(?X@' %—’32 (®X;) ® ((IX)Xz)

I

de la maniere suivante:
(1) Si I, =0, alors

(2.79) Q= gax:-
(2) Si I, =0, alors

(2.80) O = d§Xi.
(3) Si I, = {5}, alors

(2.81) 1. = i,

(4) Si Iy a p > 1 éléments avec [ le plus grand élément et I 'ensemble des
éléments < B de I, alors @y, ;, est défini par récurrence sur le nombre
d’éléments de I, par le diagramme commutatif suivant

(]
(2.82) ®X; i (©X) @ (X)) = (©X;) @ (8X;) ® Xp)
I I I I I}
H @, ®id l
(® X,)®Xg - (®X:) ® (®X5)) ® Xp.
I L[Ié I Ié

Proposition 2.83. Pour chaque triple (I1, I3, I3) de sous-ensembles de I tels que
I =L]]L]]1; et que la relation o € I;, " € I (1 < 5 < 3" < 3)implique o < &,
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le diagramme suivant est commutatif

(2.84)
Dy id®®y,,

oX, — 210 (@X)®( ® X 0. (@X)© (9X) ® (9X,))

I I ICRARE h Iz I3

H D1 111y, @1, ®id L

oX, —H28 o X)e(©X,) — (®X) ® (®X:) ® (DX,).

L]]Is I3 I P I3

Proof.

(1) I, I3, I3 sont différents de I’ensemble vide. Alors on est dans le cas de la

Proposition [2.11]
(2) I; = (). Alors ([2.84) devient le contour extérieur du diagramme suivant

A id®Pry, 1,

1® (@I@Xi)

®X;

compte tenu de et . Dans ce diagramme la commutativité de la
région (I) est évidente; celle de (II) résulte de la naturalité de g; et enfin celle
de (III) vient de la compatibilité de a avec (1, g,d). D’ou la commutativité
du circuit extérieur.

(3) Iy =. Alors ([2.84)) est le diagramme suivant

Qryr id@g?Xi
QX — = (0 X;) ® (2 X)) (®X) ®(1® (®X;))
I I I3 I I3
H Prr d(IX)Xi®id j
RX; — =~ (9X,) ® (®X;) (®X:) ®1) ® (©X),
I 11 13 Il IS

compte tenu de (2.77), (2.79),(2.80). Ici la commutativité est évident en
vertu de ([2.70)).
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(4) I3 = ). Alors ([2.84)) est le circuit extérieur du diagramme suivant

id®dex,
Q1,15 It

®X; (® X))ol
I Ll I I
compte tenu de , . Dans ce diagramme la commutativité de
la région (I) est évidente; celle de (II) découle de la fonctorialité de d; et
enfin celle de (IIT) résulte de la compatibilité de a avec (1,¢g,d) (diagramme
(2.71))). D’ou la commutativité du circuit extérieur.

O
Proposition 2.85. Pour toute famille (X;);cr, les diagrammes suivants sont com-
mutatifs
X, ®X;
I I
| |7
I
>
X, YL @X)® (0X)=1® (®X;)
I 0 I I
1 1
| |7
P

Proof. On a la commutativité de ces diagrammes en vertu de (2.77)), (2.79)), (2.80].
O

Proposition 2.86. Chaque produit Y d’une famille (X;);e; est isomorphe au pro-
duit canonique ® X; par un isomorphisme
I/

I/

fonctoriel en les X;, i € I', 1" etant le sous ensemble de I se composant des éléments
1 € I tels que X; # 1.
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Proof.

(1) Pour I = {8}, ona I’ =1 pour Xg # 1 et I' = () pour X5z = 1. Dans les
deux cas on pose

Yy = ing-

(2) Pour I ayant p > 1 éléments, en remarquant que Y doit étre de la forme
Y=2Z&T,ZetT étant des produits de (X;);ecr,, (Xi)ier, respectivement
avec I = I1[[ Iz et iy < iy pour iy € I1,iy € I3, on définit I'isomorphisme y
comme le composé des isomorphismes

3% 1}

00X, - (9X) 0 (0X,) 2B 20T =Y,
I/ I

1 2

z et t étant des isomorphismes définis par 'hypothese de récurrence.
(3) Pour I =0,onaY =1et ®X; =1. Dans ce cas on pose
I/

Yy = 1d1

OJ

L’isomorphisme y construit comme ci-dessus est appelé [isomorphisme canon-
1que.

Ici nous avons aussi la proposition dont la démonstration est comme celle dans
§0.2.1

Proposition 2.87. Soient Iy, I, I3 des sous-ensembles non vides de I tels que I =
LTI L] s etiy <iy <ig pouriy € Ih,ig € Io, i3 € I3; et soient Y, Z, T des produits
de (X)iern, (Xi)ien, (Xi)icr, respectivement. Alors le diagramme

est commutatif; b et b’ étant les isomorphismes canoniques et I’ [’ensemble des
éléments i de I tels que X; # 1.
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Proposition 2.88. Soit Y un produit d’une famille non vide (X;);c;. Alors les
diagrammes suivants sont commutatifs

2 X, Y 2 X; Y
I’ I’

H " H “
X, 4~>1QY 90X, LY ®1
I’ I’

y,y',y" étant les isomorphismes canoniques; I' l’ensemble des éléments © de I tels
que X; # 1.

Proposition 2.89. Soient Y1, Y, des produits des familles non vides (X;)icr,» (Xi)ier,
respectivement ou Iy C Iy et X; =1 pouri € I, — I,. Soit v: Yy = Y,y un isomor-
phisme construit a laide de a,a™',g,g7',d,d™', des identités et de la loi ®. Alors
le diagramme

®X —>Y1

X—>Y2

2

est commutatif; yy,yo étant les isomorphismes canoniques; 1] l’ensemble des i € I

tels que X; # 1.

Proposition 2.90. Soient Y1,Y,,...,Y, des produits des familles non vides

(Xi)iEIU (Xi)iefza SR (Xi)iefn

respectivement et tels que

I étant 'ensemble des i € I; pour lesquels X; # 1, ce qui veut dire que [’ensemble des
it € I; pour lesquels X; # 1 est le méme pour j = 1,2,...,n; et y; lisomorphisme
canonique. Soient V; i1 Y; = Yia (i=1,2,....n—1) et v, 1:Y, 5 Y] des
isomorphismes construits au moyen de a,a” ', g, g7, d,d™t, des identités et de la loi
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®. Alors le polygone suivant

Yi —Y,
V,V Y,S
Y, Y3
[ ] [ ]
s
® < °

est commutatif.

Ezxamples 2.91.

(2.92)

(1) Le polygone suivant est commutatif

(X01)o (1o (Yo 2)

(Y® 2)

(Xel)el)e (X®1)®(Y®2)

(dx®id)®idj La_l

(X®1)e(Y®2) X®(1e(Y®2)

® Z)

(Y

(2) Reprenons 'exemple[2.3((5). Se donner une contrainte d’associativité a et une
contrainte d'unité (1, g, d) dans ce cas revient a se donner respectivement un
3-cocycle f de M a valeurs dans le M-module N (Exemple 2.8(2)) et un
couple (I,r) de fonctions s: M — N vérifiant [(1) = r(1) (Exemple [2.36),
les relations entre a et f, (g,d) et (I,r) étant

as, S,.85 = (515253, f(S1,S52,55))
gs = (5,1(5))
ds = (5,7(9)).

Nous supposons ici, pour simplifier le probleme, que f est un 3-cocycle nor-
malisé, i.e., f(1,5,S53) = f(S1,1,53) = f(S1,S52,1) = 0. Ecrivons les condi-
tions de compatibilité (2.73)) et (2.74). Nous obtinons

I[(S) = (1)

r(S) = Si(1)
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compte tenu de la normalisation de f et de la relation (1) = r(1). Donc
ici une contrainte d’unité est bien déterminée par un élément I(1) = u €
N, i.e., bien déterminée par la donnée d’'un morphisme (1,u). Prenons un
autre morphisme (1,u") qui donne d’aprés un autre couple (I',r") de
fonctions M — N

r'es) = o

r'(S) = Su'.
Il existe manifestement un isomorphisme A = (1, u’—w) entre les unités corre-
spondant & (I,7) et (I’,7') (Définition [2.37). On peut se demander ici s’il y a
toujours un morphisme entre deux unités d’une ®-catégorie. Pour répondre a
cette question, reprenons I’Exemple [2.36l Dans ce cas, la donnée d'une unité
revient a celle d'un couple (I,7) de fonctions M — N vérifiant [(1) = r(1);
celle d’'un morphisme entre les unités correspondant a (I,7), (I’,r") revient a
donner un élément v € N vérifiant

U'(S) = U(S)+v
r'(S) = r(S)+ Sv

pour tout S € M, ce qui n’a pas lieu en général pour (I,7),(I’,r") arbi-
traires. Nous allons montrer ci-dessus qu’il existe toujours un morphisme
entre deux unités d'une ®-catégorie associative. Précisons qu’il s’agit des
unités compatibles avec la contrainte d’associativité.

Proposition 2.93. Soient (a,(1,9,d)) et (a,(1',g',d")) deux contraintes AU pour
une Q-catégorie C. Alors il existe un morphisme unique X qui est un isomorphisme

de (1,g,d) dans (1',¢',d").

Proof. Sil existe un morphisme \: (1,9,d) — (1',¢’,d’), X est bien unique et est
un isomorphisme (Définition [2.37)). Montrons donc l'existence de A. Pour cela
considérons les diagrammes commutatifs suivant

1®1 1®1
>
1 991" 1 didy "
91 d
I'e1l 11

Puisque 1 est régulier, alors il existe deux isomorphismes

M1 =1
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tels que
(2.94) A@idy =gigr’; idy @ N = did;

Montrons A = X. Dans ce but, considérons le diagramme suivant

1®1
id®g1 id®g)
/ (1) \
ide(A®id)
1@ ( 0o 1@ ®l)
“l (11) l
(ideX)®id
(1 RN )® (_ l

®1
(111)
di ®id dj ®id

1ol

dont la commutativité de (I), (III) résulte de (2.94)); celle du contour extérieur vient
de la condition de la compatibilité . D’ou la commutativité de (II), ce qui
donne (id ® A\) ® id = (id ® X) ® id en vertu de la fonctorialité de a, et par
conséquent A = )\ puisque 1 est régulier. Ils nous reste & prouver que A es un
morphisme de (1
de C, le triangle

,g,d) dans (1',¢’,d"). 1l suffit de montrer que pour tout objet X

10X
2
X A®id
9%
I'® X

est commutatif, la preuve de 'assertion analogue pour dx,d% étant semblable. Ce
triangle est la région (I) (a facteur 1 prés) du diagramme

1®(1eX) . 1le®l)eX
idW "d\@mi
1® X (I) id(A®id) (1) (id®MN)®id . 1@ X

s /
ldm\ %

1®(1'® X) 1leol)o X
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dont la région (IT) est commutative par naturalité de a, (IIT) par (2.94]) et I'égalité
A =\, et enfin le circuit extérieur par la condition de compatibilité (2.70f). D’ou la
commutaivité de (I). O

Les formules suivants nous seront utiles au Chapitre II.

Proposition 2.95. Soit C' une ®-catégorie AU et soit (a,(1,g,d)) sa contrainte
AU. On a les formules suivantes (Proposition ou X,Y € ObC,u € End(1)

) Txev(u) = yx(u) ®idy
297) 5X®y(u) = ldX X (5y<u)
)

Proof. Considérons les diagrammes suivants

XeY ey () XQY
IXQ®Y (1) QX&
u® (id®id)
1o (X®Y) 1o (X®Y) \

id (IV) a (11) a (V) /id
(u®@id)®id
\ (1leX)eY (1®X)QY

gx®id (T11) gxgy
¥x (u) ®id

X®Y X®Y

dxey(u)

XY X®Y

%(@Y (VI) dx gy

id id u
/ XoY)ol 2% (vey)el

(IX) a (VII) a  (X) id

X @ (Y 2 l) idx ® (idy ®u) X® (Y ® l)

idy@dy (VIII) idXV
idx ®dy (u)

X®Y X®Y

id
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X0V idx @y (u)
idx®gy (XI1)
Y Xo(leY) idx ® (u®idy)
id (XIV) @ (XII)
Xol) ey (idx ®u) ®idy
Widy (XII1)
XaY ox (u)®idy

dont la commutativité des régions (I), (III), (VI), (VIII), (XI), (XIII) vient de la
définition de v et § (Proposition [2.31)); celle de (II), (VII), (XII) résulte de la natu-
ralité de a; et enfin celle de (IV), (V), (IX), (X), (XIV), (XV) découle des conditions
de compatibilité (2.69), (2.70)), (2.71). D’ou la commutativité des trois circuits
extérieurs, ce qui nous donne les formules considérées. 0

2.3.3. Commutativité et unité.

Definition 2.100. Soit C une ®-catégorie. Une contrainte de commutativité c et
une contrainte d’unité (1, g, d) sont dites compatibles, si pour tout objet X de C, le
triangle

(2.101) 1®X

est commutatif. On a en particulier
(2102) Cl,l = idl@l‘
Un couple (¢, (1, g,d)) comme ci-dessus est appelé une contrainte mixte de com-

mutativité-unité, ou plus simplement une contrainte CU pour la ®-catégorie C. Une
®-catégorie munie d’une contrainte CU est appelée une ®-catégorie C'U.

Proposition 2.103. Dans une ®-catégorie CU C, les homomorphismes vx et dx
(Proposition sont égauzx pour tout objet X de C.
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Proof. Considérons le diagramme suivant

vx (u)

X X
9x (1) g;x
1oXx u®idy loX
id (IV) C1,X (1I1) c1,x (V) id
X®1 xou X®1
dx (III) dx
X o X

ou la commutativité des régions (I), (III) résulte de la définition de yx et dx; celle
de (II) résulte de la naturalité de c; et enfin celle de (IV), (V) résulte de la condition
de compatibilité (2.101)). On obtient vyx(u) = dx(u) pour tout u € End(1), donc

pour tout X € Ob (. O

2.3.4. Associativité, commutativité et unité.

Definition 2.105. Soit C une ®-catégorie. On dit qu’une contrainte d’associativité
a, une contrainte de commutativité ¢ et une contrainte d’unité (1, g,d) pour C sont
compatibles si elles son compatibles deux a deux, au sens défini dans les Definitions

[2.38] 2.68] et [2.1001

Un triple (a, ¢, (1, g,d)) comme ci-dessus est appelé une contrainte mizte d’associa-
tivité-commutativité-unité, ou plus simplement une contrainte ACU pour la ®-catégorie
C'. Une ®-catégorie munie d’une contrainte ACU est appelée une ®-catégorie ACU.
Elle est dite stricte si ¢ 1'est (Définition [2.23)).

On va démontrer ci-dessous que les conditions de compatibilité dans la Définition
[2.105 sont surabondants.

Proposition 2.106. Soient a,c,(1,g,d) des contraintes d’associativité, commuta-
tiwité, unité pour une ®-catégorie C. Si a est compatible avec ¢ et avec (1,g,d)
séparément, alors ¢ est compatible avec (1,g,d).
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Proof. Le triangle de compatibilité entre c et (1, g,d) (diagramme ([2.101))) se retrouve
en la région (IV) (a facteur régulier 1 pres) du diagramme suivant

91X

19X 1®(1l®X)
.
19X 91O (1ol)®X
rmxj (11) p
Xol— 2 xeo(1el)
(I11) a id1®e1, x
Xol dx ®id; (Xol) el
(1V) Cu,x ®id1
xo1—2"  _gex)el
(V) a
X®1 e 10 (X ®1)

dont la commutativité des régions (I), (IIT), (V) résulte des conditions de compat-
ibilité (2.69),(2.70), (2.71); celle de (II) résulte de la naturalité de c; celle de (VI)
résulte de 'axiome de I’hexagone; et enfin celle du contour extérieur résulte de la
naturalité de g. D’ou la commutativité de (IV). O]

Soit C' une ®-catégorie munie d’'une contrainte ACU (a, ¢, (1, g,d)). Considérons
une famille d’objets (X;);es de C, indexeé par un ensemble non vide totalement
ordonné (J, <). Les ensembles I C J considérés sont supposés finis et peuvent étre
vides. Comme C est a la fois AC et AU, nous allons procéder comme dans les
paragraphes et De fagon précise, nous définissons le produit canonique
(?Xi d’une famille (X;);cs relativement a l'ordre canonique de la maniére suivante:

I

o X, =Xgsil={F}
1

o ®X;, =(®X;)® Xgsilap>1éléments avec § le plus grand élément et I’
I I

I’ensemble des éléments < [ de I.

Nous définissons les produits de (X;);c; comme dans la Définition [2.39]
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Enfin pour chaque couple (I3, I5) de sous-ensembles (qui peuvent étre vides) de
I tels que I = I ] I, définissons un isomorphisme fonctoriel en les X;,i € I,

N
90X, ¥ (9X;) ® (®X))
I L I
de la maniére suivante:

e Si I, =), alors
Uy, = gexi-
e Si I, = (), alors
Vi = d%oXi-
e Si Iy #0 et Iy # 0, alors Uy, 1, est défini comme dans la Définition m

Proposition 2.107. Pour chaque couple (I1, Is) de sous-ensembles de I tels que
I =1 ]] L5, le diagramme suivant est commutatif

®X
I
® X

U, 1y

(®X;)® ((?Xz)

I
jc

((?Xz) ® (?Xz)

Vi1

Proof.

(1) I et I3 sont tous différents de ’ensemble vide. La démonstration est analogue
a celle de la Proposition [2.49]

(2) I; ou Iy est I’ensemble vide. La commutativité du diagramme considéré
résulte de la compatibilité entre c et (1, ¢g,d) compte tenu de la définition de
Uy, 1, ci-dessus.

OJ

Proposition 2.108. Pour chaque triple (11, Iy, I3) de sous-ensembles de I tels que
I =10L]]L]]1s, le diagramme suivant est commutatif

Uy o111 deVr, 1,
X, — (®X;))®( @ X;) (®Xi) ® (®Xi) ® (®X;))
I I IQHI3 I I I3
| . |
OX; — e (@ X))@ (9X;) — 2 (2X,) @ (2X,)) ® (2X,).
I L1 Is I I I3
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Proof.

(1) I, I, I3 sont tous différents de I’ensemble vide. Dans ce cas la démonstration
est la méme que celle de la Proposition [2.59

(2) L’un des trois ensembles I, I5, I5 est 'ensemble vide. Alors la démonstration
est analogue a celle de la Proposition [2.83] (2)-(4).

OJ
Proposition 2.109. Pour toute famille (X;);cy, les diagrammes suivants sont com-
mutatifs
®@X ® X;
I
| v
I
Yy, 1
®X; (%Xi) ® (Q?Xz) =1® (Q? Xi)
® X ® X,
I
| |7
I
Yo
®X (©X:) ® (8X) = (3 X)) ® 1
Proof. Résultat immédiat de la définition de ®X;, Wy 1, ¥y o. O
0

Proposition 2.110. Chaque produit Y d’une famille (X;);c; est isomorphe au pro-
duit canonique relativement a [’ordre canonique ®X; par un isomorphisme
[/

y: @ X; Y
I/
fonctoriel en les X;,i € 1', 1" étant I'ensemble des i € I pour lesquels X; # 1.

Proof.

(1) Pour I = {f}, ona I’ =1 pour Xg # 1 et I' = () pour Xz = 1. Dans les
deux cas on pose
Y= idxﬁ
(2) Pour I ayant p > 1 éléments, en remarquant que Y doit étre de la forme
Y =2&T,Z et T étant des produits de (X;)icr,, (Xi)ier, respectivement
avec I = I, [ Iz, on définit y comme le composé des isomorphismes

\\ ey
@X, ¥ (@0X)® (@X) X 2T =Y,
’ I 1
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z et t étant les isomorphismes par I’hypothese de récurrence.
(3) Pour I =(,onaY =1et ®X; = 1. Dans ce cas on pose
Il

yzldl

OJ

L’isomorphisme y construit comme ci-dessus est appelé ["isomorphisme canon-
1que.

Moyennant les Propositions 2.110[ nous avons les propositions suivantes
dont la démonstration est comme celle dans §2.2.1]

Proposition 2.111. Soient Iy, 15, I5 des sous-ensembles non vides de I tels que
I =NL]]L]]Is; et soient Y, Z, T des produits de (X;)icr,, (Xi)ier, (Xi)ic1, respec-
tivement. Alors le diagramme suivant est commutatif

b etV étant les isomorphismes canoniques et 1’ ’ensemble des éléments i € I pour
lesquels X; # 1.

Proposition 2.112. Soient I, I, des sous-ensembles non vides de I tels que I =
L[] Iz; et soient Y, Z des produits de (X;)icr,, (Xi)ier, respectivement. Alors le
diagramme

®Xi$-Y®Z

I/

est commutatif; f et f' étant les isomorphismes canoniques et I’ ’ensemble des
éléments i € I tels que X; # 1.
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Proposition 2.113. Soit Y un produit d’une famille non vide (X;);e;. Les dia-
grammes suivants sont commutatifs

® X, Y ® X, Y
I’ I’

H S "
X, 4 >19Y X, LV ®1
I’ I’

y,y’,y" étant les isomorphismes canoniques et I’ 'ensemble des éléments i € I tels
que X; # 1.

Proposition 2.114. Soient Y1, Y, des produits des familles non vides (X;)icr,, (Xi)ier,
respectivement et telles que 'ensemble des i € I; pour lesquels X; # 1 est le méme
ensemble I pour j = 1,2. Soit v: Yy = Y,y un isomorphisme construit o aide de
a,a tc,e7t, g, g7, d, d7t, des identités et de la loi ®. Alors le diagramme

®Xiy;>y1

1
H ‘V
Y2

X, —=Ys
I

est commutatif; y1,ye étant les isomorphismes canoniques.
Proposition 2.115. Soient Y7,Ys,...,Y,, des produits des familles non vides

(Xi)ielu (Xi)ieha ) (Xi)ieln

respectivement et telles que 'ensemble des i € I; pour lesquels X; # 1 est le méme
pour j =1,2,...,n. Soient v; j11: Y > Yipy (i=1,2,....,n—1) etv,1: Y, > Y
des isomorphismes construits au moyen de a,a”t,g,g %, d,d™!, des identités et de
la loi ®. Alors le polygone suivant est commutatif

Y —5 Y,
IJV Yﬁi
Y, Y;
[ ] [ ]
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Example 2.116. Le polygone suivant est commutatif

d®dygz

leX)e(Y®Z)®1) (1o X)) (Y®2)

(Yo 2)ol)®(1le X) (1 X)Y)®Z
dygz ®9% l j (9% ®id)®id
Y®2Z)oX (XQY)® Z
X®(Y®2Z) "

2.3.5. Objets inversibles.

Dans ce n°, C' désigne une ®-catégorie munie d’'une contrainte AU (a, (1, g,d)).

Definition 2.117. Soit X un objet de C'. On dit que X est inversible s’il existe des
objets X', X" de C tels que X' @ X ~ 1, X @ X" ~ 1.

Proposition 2.118. Siz": X' @ X ~1et2": X @ X" ~ 1, alors X' ~ X".

Proof. En effet, on a

dxr i ! a ' ®1i 17
X/—f>X,®l<dL;X/®(X®X”)—N>(X/®X)®X”ﬂ>1®X”~g%X”

~ =

O

Corollary 2.119. X est inversible si et seulement s’il existe X' tel que X' @ X ~ 1
et X @ X'~ 1.

Proof. S’il existe X' tel que X' ® X ~ 1, X ® X’ ~ 1, on a bien X inversible d’apres
la Définition [2.117} Inversement, supposons X inversible, c’est & dire il existe X', X"
tels que X’ ®@ X ~ 1 et X ® X” ~ 1. Or la Proposition 2.118 nous donne X' ~ X"
dou X @ X" ~ X ® X' ~ 1. Il résulte du corollaire que X’ est aussi inversible. [

Proposition 2.120. X est inversible si et seulement si X est réqulier.

Proof. Si X est inversible, en vertu du corollaire de la Proposition [2.118] il existe
X' telque X' @ X ~1et X ® X' ~ 1. Alors les foncteurs de C dans C

F:C—-CY—Y®X, G:C—-C,Y—=Y®X,
F'iCc—-CY—=X®Y G:C—-0Y—=XQY
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vérifient les relations

GF ~ idg, FG ~ idQ,
G'F'~idg, F'G'~ide.

Donc F' et F' sont des équivalences, et pour conséquent X est régulier.

Inversement, supposons que X est régulier; d’ou F, F sont des équivalences. On
en déduit l'existence de X', X" tels que X' @ X ~1et X ® X” ~ 1, donc X est
inversible. ]

Proposition 2.121. Soient X un objet inversible et X ' tel que

txiX71®X:>l, pX:X®X71;l.

Les propriétés suivants sont équivalents:

(a) Le pentagone suivant est commutatif

(2.122) X1e(XoX ¢ (X 'oX)o X!
id®pxl ltx®id
X'el loXx
dy-1 Ix-1
Xfl

(b) Le pentagone suivant est commutatif

(2.123) XX 'eX) - (XX e X
id®txl lpx@id
X®l1 10X

X
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Proof. Les diagrammes ([2.122)) et (2.123)) se retrouvent en les régions (II) et (IV) (a

facteur régulier prés) du diagramme suivant

d®id)® @(id®@id)
(id®id)®px N@N Avm@vm px R(1d®i
(X1) (1) /
Xo(X'oXoXx 1) 2% xo (X oX)oXx ! X leX)eXx ! — —= (XoXx~ NeX)ex!
a1
id®(id®px)  (11) ide(tx®id)  (III) (id®tx)®id (px ®id)®id
Xo(X '®l) Xo(leXx 1) - (X®l)e X1 (V) 1X)® X}
a id®gy 1 (VI) dx @id EE a
(Xox Hel Xox! XoXx! 19 (XX
dygx—1 Ixox—1
px ®id (VIII) px (IX) px (X) id®px
dy g1
1®1 1 1 1®1
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dans lequel la commutativité de la région (I) résulte de 'axiome du pentagone;
celle des régions (III), (XI), (XIIT) résulte de la fonctorialité de a; celle des régions
(V),(VI),(VII) résulte de la compatibilité entre a et (1, g,d); celle de la région (VIII)
résulte de la fonctorialité de d; celle de (IX) est évidente; celle de (X) résulte de la
fonctorialité de g; et celle du circuit extérieur vient de la relation d; = g; (2.26).
D’otd la commutativité de (II) est équivalente a celle de (IV), ce qui démontre la
proposition. ]

Il résulte de la proposition que, pour 'isomorphisme tx: X' ® X = 1 donné,
il existe un et seulement un isomorphisme py: X ® X! 5 1 rendant commutatifs
les diagrammes ([2.122)) et (2.123)); ce qui nous donne la définition suivante

Definition 2.124. Un inverse pour un objet X de C est un triple (X' tx,px)
avec

tx: X' X551, pr: XX 151

rendant commutatifs les diagrammes (2.122)), (2.123)).

Proposition 2.125. Soient (X', tx,px), (X', t,pk) deux inverses pour un objet
wnversible X et k lisomorphisme déterminé par le diagramme commutatif

(2.126) X1eX X'®X

Alors le diagramme suivant est commutatif (et inversement)

(2.127) Xox ' — _xgx

R Pk
1
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Proof. Considérons le diagramme suivant

id® (k®id)

)
(d®k)®id

XX 'oX) s (XX ! (XX)oX<-X® (X' ®X)

)® X
II
\m () i @id

id®tx (1) 1® X (1I1) idth,
X®1 = X i X®l

dont la région (II) est le diagramme (a facteur régulier pres). Ici la commu-
tativité de la région (I) résulte de la fonctorialité de a; celle de (II), (III) vient de la
Définition ; et celle du circuit extérieur est donnée par I’hypothese. D’ou la
commutativité de (II) et par suite celle de (2.127). O

Considérons maintenant une famille finie d’objets (X;);c;. Supposons

I=n][U.R]]E

avec iy < j < k < iy pour tout i; € I, tout iy € Iy (I est supposé totalment
ordonné), et de plus X; = X', X} = X (resp. X; = X, X, = X~!). Définissons
une “contraction” r (resp. s): ®X; = ® X; par le diagramme commutatif suivant
I

LTI
Cn 114Gk} I &1 5.1y ®id
X; ® X;)®(®@X; X)) ®(® X;))Q(®X;
: (11]_[{j,l<:} )®(@X) (@X) ({j’k} ) @ (®Xi)
r (resp. s) (Id®tx)®id (resp. (Id®@px) ®id)
‘1711,12 q)[l,@@id
® X; (®X;) ®(®X;) (X)) ®(®X;))®(®X;),
11]_[]2 11 12 Il @ 12

les isomorphismes ® étant les isomorphismes définis dans la Définition Il peut
arriver qu’on a en outre Iy = {I} [[I; avec | < iy pour tout iy € I et X; = X!
(resp. X; = X)), alors on vérifie aisément en vertu des diagrammes commutatifs
(2.122) et (2.123) que l'isomorphisme 7 (resp. s) est égal a l'isomorphisme 7’ (resp.
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s") défini par le diagramme commutatif suivant

@1, ko 1}, 7 Py {4} (k13 ®id
X — > Xi) ®(®X;)
T I

DR (® X)) ®(®X;)
k,L} 1

® (® X
I {4k, 1} I {5} {

v’ (resp.s’) (id®px) ®@id (resp. (ild®@tx ) ®id)
1 15} 15 @7 11{5},0 ®id
® Xi— > ( ® Xi)®(®X;) ( ® X)®(®X,)®(®X;).
1112 I 11{5} 1 I 1I{5} 0 13

Les contractions r et s nous donnent aussitot la proposition suivante

Proposition 2.128. Tout diagramme dans C construit a l’aide dea,a ', g, g7, d,d~*
p,p L, des indentités et de la loi @ est commutatif.

La proposition (2.128]) nous permet d’énoncer la proposition suivante

Proposition 2.129. Si (X1 tx,px) et (Y1, ty,py) sont des inverses pour X etY
inversibles, resp., alors (X, px,tx) est un inverse pour X ' et (Y '@ X txoy, Pxey)
est un inverse pour X @Y, ot txgy et pxgy sont définis par les diagrammes com-
mutatifs suivants

(Y'eX HeX) oY 24 v 1o (X 'oX)eY Y1lel)eY

aT ]dy1 ®id

YleXx)e(XeY) Peex i Yoy

(detx)®id

=

a® i id id
(XeY)oYy NeXx 22 xeryey ) ex ! W% (v o1ygx

GT de®id

(XeY)e (Y 1o X1 ey 1 X X® X!

Proof. La premiére assertion résulte aussitot de la définition [2.124]; quant & la
deuxiéme, elle est une conséquence immédiate de la Proposition [2.128| [l

Proposition 2.130. Soient (X' tx,px), (Y Y ty,py),(Z 4 tg,ps) des inverses
pour X,Y, 7, respectivement, et f: X =Y, h: Y = Z des isomorphismes. On a les
propriétés suivantes:
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(i) 1l existe un et un seul isomorphisme o f): X~1 = Y=t rendant commutatif
le diagramme

(2.131) Xlox —X .1

Y ylgy
id@\ m;d

X 1Y

(ii) Le diagramme suivant est commutatif

(2.132) Xox ' 1" ygy!
fm* %m(yf)
Yo X!
(ili) a(id) =id et a(hf) = a(h)a(f).
Proof.

(i) Conséquence immédiate de ce que Y est régulier.
(ii) Considérons le diagramme suivant dont la région (IX) est le diagramme
(2.132) (a facteur régulier prés):

ty ®id 9y —1 —1 id®
Y1leY)oy-! Y 1oy-! i y-1 ¥ Y legl—2ylgyeyl)
id®a(f)T (1) id@a(f)T (1n) Ta(f) (av) Tam@id V) Ta(f)@id
ty ®id Ix—1 dy—1 id®
Y-ley)ex-! z 1@ X1 = X1 x X 1ol elY x-lgyoy-1)

(
o H

ty ®id tx ®id id®px id®p

Y loy)eXx—! s iox! <20 (X1gX)aX! <4 Xl XoX~!) —% X1l —X X-legaY-1)

(a(f)®id)®id (VII) (VIII) (I1X) id®@(id®a(f)
(id® f)®id id®(f®id)

(X~ 'oY)oXx~! ‘ X loyexh

Dans ce diagramme la commutativité des régions (I), (VI) résulte de la
Proposition celle de (II), (V) est évidente; celle de (III), (IV) est
le résultat de la fonctorialité de g et d; celle de (VII) est donnée par la
définition de «a(f); et enfin celle de (VIII) et du circuit extérieur vient de
la fonctorialité de a. D’ou la commutativité de (IX) et par suite celle de

(2.132). Ce résultat nous [illegible]
ala(f)) = f
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en considérant (X, px,tx),(Y,py,ty) comme des inverses de X 1 Y1 re-
spectivement (proposition [2.122).

(iii) En faisant ¥ = X et f = idy dans le diagramme (2.131)), on a aussitot
a(idy) = idx-1. Pour démontrer a(hf) = a(h)a(f), considérons le dia-
gramme suivant

alh id
71gz <209 g X1®A
id®h] (11) la(f)@id
_1 a(f)eid id®h . 4
ty (1) XY —Y 'Y —Y '®~7
id®f] (111) jty (IV) la(h)@id
1 Mo xlgx 2 o “ ggy

dont la commutativité des régions (I),(III), (IV) résulte de la définition de
a; celle de (II) es évidente. D’ou la commutativité du circuit extérieur, ce
qui démontre ’assertion, compte tenu du fait que Z est régulier.

O

Ezample 2.133. Reprenons l’exemple 2.91)2). Nous supposons de plus que M est
abélien et agit trivialement sur N. Donnons nous une contrainte de commutativité
(voir Example [2.24))

Cs,,85 = (S1527k(517 52))

compatible avec la contrainte d’associativité, k(Si,S2) étant supposée normalisée.
Ecrivons laxiome de '’hexagone pour X = Z =S, Y = S7!,

f(S, 871 8) +k(1,8) + (S, 5,571 —k(S™,9) — £(S,5,87) — Kk(S,5) = 0.
Nous obtenons, compte tenu de la normalisation de k,
—f(S,871,9) = —k(S7*,9) — k(S, 9)
ou, en vertu de 'antisymmetrie de &
—f(S,871,8) = k(S,S™) + k(S, 9)
qui nous donne d’aprés la définition de pg (Définition

Ps = C(S, Sil) -+ C(S, S) + ts.
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On en conclut que dans une ®-catégorie ACU C, on n’a pas en général la com-
mutativité de diagramme

X® X!

On peut démontrer qu'elle a lieu si C' est une ®-catégorie ACU stricte (voir la
Proposition ci-dessous). Dans ce cas on a aussitot la proposition suivante

Proposition 2. 134 Tout diagramme dans une ® catégorie ACU stricte, construit
a Uaide de a,a™t, g, 4, d,d ", e,c7t t,t71, p,p~t, des identités et de la loi ®, est
commutatif.

Proposition 2.135. Soit C une ®-catégorie ACU. Si (X tx,px) et (Y1, ty,py)
sont des inverses pour X,Y inversibles, alors (X '@Y ™' th oy, Piey) €st un inverse
pour X @Y, ou tygy et pxgy sont les isomorphismes définis par les triangles
commutatifs

(2.136) XY HeXeY) — ¥y leXx e XaY)
N %
1
(2.137) (XoY)o (X 'oy! 9P L XeY)e (Y 'e X))

m %

txey €t pxey €tant donnés par la Proposition [2.129,

Proof. Considérons le diagramme ci-dessous dont la commutativité de la région (I)
résulte de la naturalité de a; celle de (IT) résulte de la Proposition celle de
(III) et (IV) résulte de la naturalité de d, g respectivement; enfin celle de (V) et
(VI) résulte de la commutativité des triangles (2.136)) et (2.137)) et de la relation
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CY*1®X*1 (©] CX*1®Y*1 = idX*1®Y*1:

(X 1Yy He(XeY)e (X t1ey™1) (XY He(XeY)e (X ey 1)

c®(id®c) (1) (e®id)®c

Y leX He(XeY)® (Y teoX1) (Y 1eox HeXeY)e (Y leoXx 1)

id®pkgy (V) id®pxgy (11) tx @y ®id (V1) thgy®id

Y'exHel y-lox-! 1® (Y lex1)

c®id (I1I) lc (1V) id@ec

d g9

X'y HYel<——"-—-——X"ly! 1® (X ey ).

On en déduit la commutativité du circuit extérieur, d’ou la proposition. OJ
2.4. ®-foncteurs.

2.4.1. Définition des ®-foncteurs.

Definition 2.%38. Un ®-foncteur d'une ®-catégorie C dans une ®-catégorie C' est
un couple (F, F') d'un foncteur F': C'— C’ et d’un isomorphisme fonctoriel
Fxy: FIX)F(Y)S F(X®Y).
On dit que (F), F) est un ®-foncteur strict si, pour tous X,Y € ObC, on a
FIX®Y) = FX)®F(Y)
Fxy = idpxey)-
Si (F, F), (G, G) sont des ®-foncteurs de C dans C’, un ®-morphisme de (F, F)

dans (G, G’) est un morphisme fonctoriel A\: ' — G rendant commutatif, pour

X, Y € Ob(, le carré

F(X)® F(Y) 2 P(X 0 Y)

Ax®Axl j)\X@)y
GXY

GX) 2 ) L G(x oY),

Si de plus A est un isomorphisme de foncteurs, on dit qu’on a un ®-isomorphisme. En
outre, si (H, H ) est un outre ®-foncteur de C dans C’ et y: G — H un ®-morphisme
de (G, G) dans (H, H), on vérifie aussitot que po A est aussi un ®-morphisme qu’on
appelle le ®-morphisme composé des ®-morphismes A et p. On obtient ainsi une
catégorie Hom®(C, C’) dont les objets sont les ®-foncteurs de C' dans C' et les
morphismes les ®-morphismes.
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Definition 2.139. Soient C,C’,C" des ®-catégories, (F,F) et (F',F’) des ®-
foncteurs de C dans C' et de C' dans C” respectivement. Nous définissons le
®-foncteur composé de (F, F) et (F', F'") comme le couple (F", '), noté (F', F') o
(F,F) ou (F'F,(F'F)), o

F// — F/ o F

F" = (F'sF)o(F'x(F,F)),

c’est a dire que pour les objets X, Y de C, F)é’ y est défini par le triangle commutatif

/
FFX,FY

F'FX® F'FY F'(FX ® FY)
k %ﬂ
FIF(X®Y).

En outre, si (G,G): C — C', (G',G’): C — C’ sont aussi des ®-foncteurs, A: F —
G,N: F' — G’ des ®-morphismes, on vérifie immédiatement que F’ x X et X x
G sont des ®-morphismes, d’ou X * A\: F'F — G'G est aussi un ®-morphisme.
On dispose donc d’une 2-catégorie ®-Cat, ayant comme objets les ®-catégories, et
comme catégories de morphismes les catégories Hom®(C, C").

2.4.2. Compatibilité avec des contraintes.

Definition 2.140. Soient C, C' des ®-catégories munies des contraintes d’associativité
a et a’, respectivement. On dit qu'un ®-foncteur (F,F): C — C’ est compatible
avec a,a’ si, pour tous X,Y, Z € Ob(C, le diagramme

(2.141)

id®F‘yyz FX,Y@Z

FX®F(Y ® 2)

FX® (FY ®FZ)

/

(FX®FY)® FZ

FX®(Y®Z)

| o

F(X®Y)® 2)

Fyxy®id Fxev.z

FIX®Y)®FZ

est commutatif. On dit alors que (F,F) est un ®-foncteur associatif. La sous-
catégorie pleine de Hom®(C, C") dont les objets sont les ®-foncteurs associatifs est
notée Hom®*(C,C").

Proposition 2.142. Soient C,C’,C" des ®@-catégories munies, respectivement, des
contraintes d’associativité a,a’,a"; (F,F): C — C', (F',F"): C' — C" des ®-
foncteurs associatifs. Alors le ®-foncteur composé (F'F,(F'F)) est aussi associatif.
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Proof. Considérons le diagramme suivant

id

M \
id@ F/(F B Flid®F)

id®

P ()
F(FX® (FY ® FZ)) <—— F'FX Q@ F'(FY ® FZ) —> F'FXQF'F(Y ® Z) — F/(FX Q@ F(Y ® Z)) ~—— F'(FX ® (FY ® FZ))

idQF’ (11)

‘ (111) F/(F)

id®(F'F) F'F
F'FXQ (FFYQF'FZ) —— FFXQFF(Y ®Z) — F'F(X® (Y ® Z))

Fla’ (VIIT) a (V) F'Fa (IX) Fla’
(F'F)®id (F'F)
(FIFXQF'FY)Q F'FZ —— FF(XQY)®FFZ —— F'F(XQ®Y)® Z)
F'®id (V) (VI) FI(F)
F(F)®id P F/(F®id)

F/
F(FX®FY)®FZ)<~—— F(FX®FY)®F'FZ — > F'F(X®QY)® F'FZ — > FI(F(X®Y)® FZ) ~—— F/((FX®FY)® FZ)

(VII) ’//

id

dans lequel la commutativité des régions (I), (VII) résulte de la fonctorialité de
F'; celle de (II), (III), (V), (VI) vient de la définition de (F'F) (Définition ;
celle de (VIII), (IX) est le résultat de la compatibilité de (F,F) et (F', F’) avec
les contraintes d’associativité; enfin celle du circuit extérieur est évident. D’ou la
commutativité de (IV), qui exprime que (F'F, (F'F)) est compatible avec a et a”. [

Remark 2.143. Avec la définition[2.140], on peut dire que deux contraintes d’associativité
a, a’ sur C sont cohomologues (Définition[2.6)) si et seulement s'il existe un ®-foncteur
(F,F): (C,a) — (C,a’) compatible avec a,a’ et tel que F' = id¢.

Definition 2.144. Soient C,C’ des ®-catégories munies des contraintes de com-
mutativité ¢ et ¢’ respectivement. On dit qu'un ®-foncteur (F, F): C — C’ est
compatible avec ¢, ¢’ si, pour tous X,Y € Ob(, le diagramme

Fxy
(2.145) FX®FY L F(X®Y)
CFX,FY] lF(CX,Y)
Py x
FY®FX X F(Y ®X)

est commutatif. On dit alors que (F,F ) est un ®-foncteur commutatif. La sous-
catégorie pleine de Hom®(C,C’) dont les objets sont les ®@-foncteurs commutatifs
est notée Hom®°(C,C").

On vérifie aussitot la proposition suivante.
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Proposition 2.146. Soient C,C’,C" des @-catégories munies des contraintes de
commutativité c,c’, " respectivement; (F,F): C — C', (F',F"): ' — C" des ®-
foncteurs commutatifs. Alors le foncteur composé (F'F, (F'F)) est aussi commutatif.

Remark 2.147. Dans le langage de la définition [2.144] on dit que deux contraintes
de commutativité ¢, ¢’ sur C' sont cohomologues (Définition [2.21)) si et seulement
s'il existe un ®-foncteur (F,F): (C,c) — (C,c') compatible avec ¢, ¢’ et tel que
F=id¢

Definition 2.148. Soient C,C’, C" des ®-catégories munies des contraintes d’unité
(1,9,d),(1',g',d") respectivement. On dit quun ®-foncteur (F,F): C — C' est
compatible avec (1,g,d),(1’,¢’,d") s'il existe un isomorphisme i1 — F(1) ren-
dant commutatifs les diagrammes

F(gx) F(dx)

(2.149) FX F(1®X) FX F(X®1)

Iix ] TFI,X dpx l T Fx1
Fgid ide F

I'®FX —F1®FX FX®1 — FX®F1.

On dit alors que (F, F') est un ®-foncteur unifére.

Remark 2.150. L’isomorphisme F est unique. En effet, en vertu de I'existence de ﬁ,
on a F(1) régulier puisqu’il est isomorphe a 1’; qui est régulier. Donc dans (2.149)),
si on remplace X par 1, on a l'unicité de F' du fait que F'(1) est régulier.

Proposition 2.151. Soient C,C',C" des ®@-catégories munies des contraintes d unité
(1,9,d), (1, g d"), (1", ¢g",d") respectivement; (F,F): C — C’', (F',F'): C" —
C" des ®@-foncteurs uniféres. Alors le ®-foncteur composé (F'F, (F'F)) est aussi
unifere.

Proof. Soient F: 1’ 5 F(1), F': 1”7 = F'(1') venant de la compatibilité de (F, F),

—

(F', F'") avec les unités (Définition [2.148). Définissons un isomorphisme, noté (F'F),
entre 1” et F'F(1) par le triangle commutatif suivant

1//
T
F
)

F/l/ /Fl

FI(F
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Montrons qu’on a la commutativité des carrés

F'F(gx) F'F(dx)

F'FX F'F(1®X) F'FX

FF(X @1)
Ipipx T (F'F) dpipx l

e
1" % FIFX F'F®id id@ F'F

F'Fl® F'FX FFX®1l —"" . F'FX ® F'F1.

Nous démontrons seulement la commutativité de I'un des carrés, la démonstration
pour 'autre étant analogue. Pour cela considérons le diagramme

F'F(gx)

F'FX F'F(1®X)

F'(9px) " . F'(F)
IriEx (I) (F'F)

F/(l/ ®FX) (HI) l//®F/FX F'F®id F/Fl®FIFX (IV) F/(Fl ® FX)

V\ﬁ@idt (I1) H /
E’ F’

F'(FY®id
e rx — D pipl e pEx

(V)

F%ﬁ@idpx)

dans lequel la commutativité de la région (II) vient de la définition de F'F ; celle
de (ITI) et du contour extérieur est le résultat de la compatibilité de (F, F), (F', F'')
avec les unités; celle de (IV) de la définition de (F'F), enfin celle de (V) de la
fonctorialité de F”. D’otr la commutativité de (I). O

Definition 2.152. Soient (F, F'), (G, G) des ®-foncteurs uniferes de C' dans C” avec

F: 1= F(1), G: 1’ = G(1). On dit qu’'un ®-morphisme \: F' — G est unifére si
le triangle

(2.153) F1
e
Iy A
N
G1

est commutatif.

D’ol si A est un ®-morphisme unifére, A\; est un isomorphisme. La réciproque
est aussi vraie.
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Proposition 2.154. Soient (F,F),(G,G) des ®-foncteurs uniféres de C dans C’

avec F:1' 5 F(1), G: 1 5 G(1) les isomorphismes de compatibilité. Un ®-
morphisme A\: F' — G tel que A1 soit un isomorphisme est unifére.

Proof. Considérons le diagramme suivant

F®i A1®A Aoi id@AT!
Vel mer — 2" 106199 11961 L 1 oFl
9%1[ (1) lF (1) TG (111) Tgm (V) {9%1

Fl— s F(1®1 1®1 F1
lGg el ——C6lel) 5—0Gl At -
W
id

dont la commutativité des régions (I), (IIT) résulte de la compatibilité de (F, F), (G, G)
avec les unités; celle de (II) vient du fait que A est un ®-morphisme (Définition
2.138)); celle de (IV) découle de la naturalité de g’ el celle de (V) de la naturalité de

A. D’ou la commutativité du circuit extérieur, qui nous donne
G'\NF®idp =idy ®idp,
ou du fait que F'1 est régulier
G\ F =idy,
c’est a dire le diagramme est commutatif. O

Corollary 2.155. Soient (F,F),(G,G) des @-foncteurs uniféres de C dans C' et
A F — G on ®-isomorphisme. Alors X est unifere.

Proof. En effet Ax est un isomorphisme pour tout X € Ob(_, en particulier pour
X =1 O

La sous catégorie de Hom®(C, C") ayant comme objets les ®-foncteurs uniferes,
comme morphismes les ®-morphismes uniferes, est noté Hom®(C, C”) (le ®-morphisme
composé de deux ®-morphismes uniféres est un ®-morphisme unifere).

Soient C,C’ des ®-catégories; (F, F), (G, G) des ®@-foncteurs de C dans C'; et

a: F'5 G un ®-isomorphisme. On a les propriétés suivantes.

Proposition 2.156. (F), F) est compatible avec les contraintes d’associativité a,a’
données respectivement sur C,C" si et seulement si (G, é) lest.
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Proof. Considérons le diagramme suivant

id®G G
GX ® (GY ® GZ) GX®GY ®Z) GX®(Y®2)

axQ(ay®az)
(1) ax®aygz (11)
3 ax (Y 2)
F

id® I
FXQ(FY®FZ) ——= FXQFY®Z) —— F(X® (Y ® Z))

o’ (VI) a/l (111) Lpa (VII) Ga
F®id I
(FXQFY)QFZ —— F(XQY)QFZ —— F((X®Y)R® 2)

AXRY)®Z
(IV) axgy ®az (V)
(ax®ay)®az

(GX®GY)®GZ . GX®Y)®GZ . G(XQY)® Z)
G®id G

dont la commutativité des régions (I),(II),(IV), (V) vient de ce que a est un ®-
morphisme; celle de (VI) résulte de la naturalité de a’ et celle de (VII) de la naturalité
de a. D’ot la région (III) est commutative si et seulement si le circuit extérieur l'est,
ce qui démontre la proposition. O

Proposition 2.157. (F, ) est compatible avec les contraintes de commutativité
¢c,c données respectivement sur C,C’ si et seulement si (G,G) est.

Proof. Considérons le diagramme suivant

GX ® GY ¢ GX®Y)
ax Qay aAXRY
\\\\\ (1) ////
FX®FY - F(X®Y)
cex.cy CI/U‘X,FYj (1) lF(Cx,Y) G(ex,y)
(V) FY @ FX 2= F(Y @ X) (V)

GY ® GX . G(Y ® X)
dont la commutativité des régions (I),(IIT) vient du fait de ce que « est un ®-
morphisme et celle des régions (IV),(V) de la naturalité de ¢’ et a respectivement.
D’ou Iégivalence de la commutativité de la région (II) et du circuit extérieur. [

Proposition 2.158. (F, ') est compatible avec les unités (1, g,d), (1',g’,d") données
respectivement sur C,C" si et seulement si (G, G) lest.



66

Proof. En raison de la symétrie du probleme, nous allons démontrer que si (F F) est

unifere, (G, G) lest. Puisque (F, F) est unifere, il existe un isomorphisme F:1'%

~

F(1) tel que les diagrammes ([2.149)) soient commutatifs. Définissons G:1'3aG (1)
par le triangle commutatif

)

Gl
et considérons le diagramme suivant
GX Gox G(l® X)

Y M y

Fgx
FX Fl® X)
Jax (V) Qf«“xl (11) TF (V) G

Feid

/ (11D) \

d®ax a1 Q@ax

1'®GX — Gl ® GX
G®id

dans lequel la commutativité de la région (I) résulte de la naturalité de «; celle
de (II) vient de I'hypothése que (F,F) soit unifere; celle de (IIT) de la définition
de @; celle de (IV) de la naturalité de ¢’; enfin celle de (V) du fait que a es un
®@-morphisme. D’ol la commutativité du circuit extérieur. On a ainsi démontré
la commutativité de 'un des diagrammes , la démonstration pour celle de
I’autre étant analogue. O

Definition 2.159. Soient C, C’ des ®-catégories AU et (F, F') un ®-foncteur de C
dans C’. On dit que F est compatible avec les contraintes AU, ou encore qu’il est un
®-foncteur AU, §’il est un ®-foncteur associatif, unifere. On note Ho_m®’AU(Q, (@)
la sous-catégorie de Hom®(C, C’) ayant comme objets les ®-foncteurs AU, comme
morphismes les ®-morphismes uniferes.

On définit de fagn analogue quand on a affaire a des contraintes mixtes AC, CU,
ACU.

Proposition 2.160. Soient C,C' des ®-catégories AU munies des contraintes
g,

miztes d’associativité-unité (a, (1,g,d)) et (a’,(1',g",d")) resp. Soient (F,F): C —
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C' un ®-foncteur associatif. Alors (F, F) est unifére si et seulement si F(1) est
réqulier.

Proof. Supossons (F, F) unifere. Alors il existe 15 F1, donc F'1 est régulier.
Inversement, si F'1 est régulier, on peut définir un isomorphisme F: 1’ = F1 par le
diagramme commutatif suivant

Fg1
F1 Fl®1)

o

19128 P e FL

Il nous faut maintenant démontrer que F rend commutatifs les diagrammes ([2.149)).
Pour cela, prouvons d’abord que le diagramme suivant est commutatif

d
(2.161) FL—"~ F(1®1)

ol

Flel I rigFL

Or le diagramme suivant

(l®(1l®1))
(1) P
d® F
"~ FloF(1®1)
(1) id@F
ide (F®id
Y Fle (Fle FL)
(III) a’ (VH) Fa
ide F)®id
WoPO (Fle F1) ® F1
(V) F®id
Fdi®id
- Flel) e Fl
(V) P
F(d1®id)
F(l®1) F(l®l)®l)

a les régions (I),(V) commutatives en vertu de la fonctorialité de F; la région (II) par
la définition de F'; la région (III) en vertu de la fonctorialité de a'; la région (VI) et
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le circuit extérieur en vertu de la compatibilité entre les contraintes d’associativité
et d'unité; enfin la région (VII) en vertu de la compatibilité de (F,F') avec les
contraintes d’associativité. On en conclut la commutativité de (IV), donc celle de

(2161).

Venons maintenant au diagramme

Fgx

FX Fl® X)

o

10 FX 2 poFX.

Pour démontrer sa commutativité, considérons le diagramme suivant ou le dia-
gramme qui nous intéresse se retrouve en la région (V), a facteur régulier pres,

id® F)®id
(Flo1) e FX —220%

(F1® F1)® FX

] dp, ®id (D) F®id
Fd; ®id
F1® FX Flel)@ FX
lp (11) F
F(dl@)id)
F(1®X) F(l®l)®X)
a’ (V1) H (III) Fa (VII) a’
F(id
FleX) — " pe (1o X))
]p (1v) F
Fl®FX MOTIX Pl e Fle X)
lid@gipx (V) ide F
id®(F®id)

Fl®(l'® FX) Fl1® (F1® FX)

Dans ce diagramme la commutativité de la région (I) résulte de celle de (2.161));
celle de (I1),(IV) de la fonctorialité de E; celle de (III), (VI) de la compatibilité
entre les contraintes d’associativité et d'unité; celle de (VII) de la compatibilité de
(F, F’) avec a, a’; enfin celle du circuit extérieur de la naturalité de a’. On en déduit
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Fdx

FX

F(X®1)
i £

FXo1 2l rxer

est analogue en se servant de la commutativité de (2.161).
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O

Dans ce qui suit de ce n°, C,C" désignent des ®-catégories ACU et (F, F ) un
®-foncteur ACU de C dans C'. Nous reprenons les notions de produit canonique
® X;, d’isomorphisme ¥y, 1,: @ X; = (® Xi) ® (® Xi), d’isomorphisme canonique
I I I I

y: ® X; = Y,... développées dans §2.3.1|
I/

Definition 2.162. Soit (X;);c; une famille d’objets de C' (rapellons-nous que I est

toujours supposé fini). Définissons un isomorphisme fonctoriel
de la maniere suivante

(1) I =0, alors

(2) I ={p}, alors

Jr=1drx,.

(3) I ap > 1éléments, alors fr est défini par récurrence sur le nombre d’éléments

de I par le diagramme commutatif suivant

fr®id

(2.163) ( ® FX;) ® FXg F(%XZ-) ® FXg

| 3

(@ FX.) ® FX; P((®X) & X5)

B étant le plus grande élément de I et I’ 'ensemble des éléments < 3 de 1.
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Proposition 2.164. Soient (X;);c; une famille d’objets de C et Iy, 15 des sous-
ensembles de I tels que I = I [[ Is. Le diagramme suivant est commutatif

f1 F(‘IIILIQ)
(2.165) ?FXi FO?XJ F(((?Xz) ® ((?Xz))
1 2
| &
Y1y fr,®f1,
<§I§>FXz ((IX)FXz) ® ((?FXz) F((?Xz) ® F((?Xz)
1 2 1 2

Proof.

(1) I; = 0, alors est le circuit extérieur du diagramme suivant dont la
commutativité de la région (I) résulte de la fonctorialité de ¢’; celle de (II)
vient de ce que (F,F) est unifere; et celle de (III) est évident. D’ou la
commutativité du dit circuit extérieur

9FX, F@Xi) F(l® (?Xi))

() I'® F(?Xz) F
QFX; — 1@ (9FX;) . F1® F(®X;)
I IoFx, I Fefr I

I

(2) I, = (). Démonstration analogue.

(3) Iy, I, sont différents de I’ensemble vide. D’abord considérons le digramme
sulvant
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f F(‘I/Ig,ll)
RFX F(®X;) F((®X;) ® (®X5))
I I I I
(1) ‘ (1n) H
fr F(‘ljllvfz) Fe
<§I§FXZ- F(G?Xi) F(@Xi) ® ((?Xi)) — F(@Xi) ® (?Xi))
(1) B (V) ]F
v 1,00 y
OFX, 2 (9FX,) ® (9FX,) 1—>2F(®X ) ® F(9X;) —— F(8X,) ® F(9X)
1 2 2 2
(V) l (V1) o (Vi) H
Wy, fr,®f1
DFX; 22 (9F X)) ® (9F X)) hall F(X) @ F(@X) — F(@X:) @ F(@X))
2 1 1 2

((?FXZ) ® FXg = ((?FXJ ® FXg
1 1

dont la commutativité des régions (I), (VII) est évident; celle de (II), (V)
résulte de la Proposition ; celle de (IV) de la compatibilité de (F, F)
avec ¢, c’; celle de (VI) de la fonctorialité de ¢/. D’ou la région (III) est
commutative si et seulement si le circuit extérieur du diagramme 1’est.
Revenons a la démonstration de la commutativité du diagramme .
D’aprés ce que nous venons de démontrer, nous pouvons toujours supposer
le plus grand élément 3 de I appartenient a . Pour I = {3}, le diagramme

(2.165) devient

(8FX,) @ FX, P((X) ® X5) = F(©X,) © X5)

fn ®id

F(?Xi) ® FXgz
1

qui est commutatif par définition de f; (Définition[2.159, diagramme (2.163)));
en particulier (2.165]) est commutatif pour I se composant de deux éléments.

Démontrons la commutativité de dans le cas général par récurrence
sur le nombre d’éléments de I. Supposons la commutativité de pour
les ensembles I ayant p—1 > 2 éléments. Pour cela considérons le diagramme
suivant (I’ et I} désignant respectivement les ensembles des éléments < /3 de
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I et _[2)
fpr ®id F(¥py, 1) ®id
(9FXi) ® FXp — F(@Xi) ® FXp : P((@X:) ® (8X:) ® FX;
1 2
(1) lF (11) P
F(V, . ®id)
fr Iy,15
(%)in) ®FXg ———> F((gXi) ® Xg) F((eXi)® (fé)Xi)) ® Xg)
1 2
(111) o
f F(%r,,15)
(RFX:) ® FX5 ————> F((§Xi) ® Xp) — F((©X0) @ (2X:) © Xp))
1 2
(1IV) . (VIII) FRid
P
‘1’1/1,12 fry ® fr,
(%FXZ-) 8 FXg —— (9FX;) © (3FX;) F(@X:)® F((%Xi) ® Xp)
1 2 1 5
V) d®F
Vr 1, fry ®(flé®id)
1 2 1 2
(VI) la’ (VII) a’
‘1’1/171/®1d (fry ®flé)®id

(?in) ® FXg 2 ((;@FXZ-) ® (QFX;)) ® FXg —————— (F(®X;) ® F(®X;)) ® FXg
’ 1 I 1

Iy

dont la commutativité des régions (I), (V) résulte de la définition de fr;
celle de (IT) de la naturalité de E; celle de (III), (VI) de la définition de ¥
(Définition et diagramme (2.46))); celle de (VII) de la naturalité de a’;
celle de (VIIT) de la compatibilité de (F, F') avec a,a’; enfin celle du circuit
extérieur est donneé par 'hypothese de récurrence. D’ol la commutativité

de (IV).

Corollary 2.166. Soient (X;);c; une famille d’objets de C et Iy, 15 des sous-
ensembles de I tels que I = I [[ Iz, I et I} les sous-ensembles respectivement
de I et Iy des éléments i tels que X; # 1, et I' = I [[ 1. Soient Y, Z des produits



73

de (Xi)icr, et (Xy)iern, respectivement. On a la commutativité du diagramme suivant

(2.167)

\I/I/ 1 f11®f11 Fy®Fz
®FX — 2 (QFX;) ® (QFX;) — F(®X )R F(®X,)) —=FYQFZ
I 13 I 13
| :
fr F(¥rny) F(y®2)
@FXZ- F(@Xi) F((@X,-) ® (<Iz§>X@-)) —=F(Y ® Z),
1 2

Y,z €tant les isomorphismes canoniques définis dans la Proposition [2.110),

Proof. 11 suffit d’appliquer la Proposition [2.164| et la fonctorialité de F. O

Proposition 2.168. Soit Y un produit d’une famille (X;);cr et soit I’ ’ensemble
des éléments i € I tels que X; # 1. Les diagrammes suivants sont commutatifs
(2.169)

Fy frr Fy

@ FX; - F(2X,) FY QFX; — F(®X;) Fy
I I I I
H Flay) H F(dy)
I Fy' fr Fy”
®FX—>F(®X)—>F(1®Y) ®FX—>F(®X)—>F(Y®1).
Proof. La proposition résulte de la Proposition [2.113] [

Proposition 2.170. Tout diagramme dans C" construit a l’aide de a’, (a")~1, ¢/, (c
9. (g, d'(d)', Fa,(Fa)™ Fe,(Fe)™, Fg,(Fg)~", Fd, (Fd)*l,F FYF F-

des identités et de la loi ®, est commutatif.

o

Proof D’abord, en vertue de la commutatlwte des dlagrammes (2.141)), (2.145) et
, on peut remplacer Fa, Fc, F par a’,c¢',F,Fq,q¢', Fd,d'. Ensuite, au moyen
des dlagrammes commutatifs (2.167]), (|2.169|), on arrive a un diagramme dans C’
qui ne contient que a’, (a’)7t, ¢, (¢")7Y g',(¢") 71, d’, (d')! et des identités. Or ce
diagramme est commutatif en vertu de la Proposition 2.115 on en déduit par suite
la commutativité du diagramme considéré. O




74
Example 2.171. Le diagramme suivant est commutatif

(A®l)eB") & (F1e F(A® B))

% id® (F~ id)

(A’©1)®@B") @ F(l® (A® B)) (A’®1)®B)®(1'® F(A® B))
id® Fa a’
(A®1)eB)®F(Le®A)® B) (A ®1Y®B)®1)® F(A® B)
id® F(ga®id) (((d}) ™' ®id)®id)®id
(A’®l)®B")®F(A® B) (A’®B)Y®1)® F(AQ B)
() teoF?! (dygp) ' ®Fe
Ael'®B)) e (FA®FB) (A ®B')® F(B® A)

a de (F) "
(A'®(1'®B")®FA)® FB (A’® B")® (FB® FA)

¢’ ®id a’
(FA®(A’® (L' ®B')))® FB (A'®B")® FB)® FA

(id® (id®(gp,) 1)) ®id <
(FA®(A'®B'))® FB FA® ((A’® B')® FB)

-, =

On a des propositions analogues a la Proposition quand on a affaire a
des contraintes d’associativité, commutativité, unité, ou des contraintes mixtes AC,
AU, CU. Bornons-nous au cas AC, nous avons la proposition:

Proposition 2.172. Soient C,C’ des ®-catégories AC et (F,F) un ®-foncteur
AC de C dans C'. Tout diagramme dans C' construit o l'aide de a’,(a’)7!, ¢/,
("), Fa,(Fa)™, Fc,(Fc)™', F, F~', des identités et de la loi ®, est commutatif.

2.5. ®-Equivalences.

2.5.1. Définition des ®-équivalences.

Definition 2.173. Soient C,C’ des ®-catégories, (F, F') un ®@-foncteur de C' dans
C’. Ondit que (F, F ) est une ®-équivalence si et seulement si I est une équivalence.



75
Proposition 2.174. Soient C,C’ des ®-catégories, (F, F) une ®-équivalence de C
dans C'. Soit F': C" — C un foncteur quasi-inverse de I, i.e.,
F'FSide,  FF' Sider,
a et o vérifiant les relations

Fxa = o'xF
F'sxa = ax*xF'.

Alors il existe un isomorphisme fonctoriel et un seul

(2.175)

~

Foy i FFX'@FY' S F(X' @Y
tel que (F', ') soit un ®-foncteur et a,a’ des @-morphismes.

Proof. Suppossons que F’ existe. Considérons le @-foncteur composé (FF’, (F F ) =
(F,F)o (F' F'). D’apres la Définition [2.139] (F'F')xs y: est défini par le triangle
commutatif

F I/ Iy’
FF'X'®@ FF'Y’ ey F(F'X' @ F'Y")
(Fm A’)
FF'(X'@Y").

En exprimant que o’ est un ®-morphisme, F’ doit étre tel que le diagramme suivant
soit commutatif

(2.176) F(F'X' ® F'Y") FF'(X'®Y")

TF la;(/(g,yl

FF'X'® FF'Y' X' @Y.

’ ’
ol ®ay,

D’ou I'unicité de F’ puisque F est pleinement fidele. Prenons F’ défini par le dia-
gramme commutatif (2.176]). F est bien fonctoriel en X', Y'; et o’ un ®-morphisme.
Il nous reste a démontrer que a est un ®-morphisme. Or cela résulte de la proposi-
tion suivante: OJ

Proposition 2.177. Soient C,C’ des ®-catégories, (F, F) et (F', F'") des ®@-foncteurs
de C dans C' et de C' dans C respectivement tels que

F'FS5ide,  FF' Side
avec o, o’ vérifiant les relations (2.175)). Alors o est un ®-morphisme si et seulement
si o lest.
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Proof. En vertu de la symétrie du probleme, ils nous suffit de démontrer que si o’
est un ®-morphisme, alors « est aussi un ®-morphisme, c’est a dire on doit avoir le
diagramme suivant commutatif

F'(F
(2.178) FFXoFY)— _ prpxey)
- e
F'FX®F'FY X®Y.
ax @ay
Considérons donc le diagramme suivant
7 F(a @ o
FX®FY r FX®Y) <) pppx ov) % p(x o v)
Fax ®Fay (1) TF(ax@Jay) (11) TFF’(F) (11IT) TF
F F(F) U x @FY

FF'FX ® FF'FY -2~ F(F'FX ® F'FY)—> FF'(FX ® FY) 222 FX @ FY

dont la commutativité de la région (I) résulte de la fonctorialité de E; celle de (III)
de la fonctorialité de o'; enfin celle du circuit extérieur se déduit des relations
et de la commutativité du diagramme (2.176). D’olt la commutativité de (II) qui est
I'image par F' de . Or F est pleinement fidele, ce qui donne la commutativité

de [@2.179). 0

En vertu de la Définition (2.173) et la Proposition [2.174] on peut énoncer la
proposition

Proposition 2.179. Soient C,C’ des ®-catégories, (F,F) une ®-foncteur de C
dans C'. Alors (F,F) est une ®-équivalence si et seulement si (F, F) peut étre mis
dans un quadruple

(F, ), (F',F"),a,a’)

tel que (F',F") soit in ®-foncteur de C' dans C, a: F'F 5 ide, o': FF' = ide
des ®-isomorphismes vérifiant [2.175). ((F,F),(F',F"),a,a') est appelé quadruple
de ®-équivalence entre C et C".

Soient C,C’ des ®-catégories et ((F,F),(F',F’),a,a') un quadruple de ®-
équivalence entre C et C’. On a les propositions suivantes

Proposition 2.180. (F), F) est compatible avec les contraintes d’associativité a,a’
données respectivement sur C, C' si et seulement si (F”, F”) [’est.
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Proof. En raison de la symétrie du probleme, il nous suffit de démontrer que si
(F',F'") est compatible avec a,a’, alors il en est de méme de (F, F), ie., le dia-
gramme est commutatif. Or ce diagramme se retrouve en la région (V) (a
image par I pres) du diagramme suivant

= = e
Bl 1
5 2 o 3 .
= = < o ~
<
= o, 3 g ®
N ® 3 = 7 5 3 9 £
5 ~ ® = T
< 3 = ~ 3 B <
— B! ~ ) ~ ® ®
® ® M ® N 5 I
o ol N - <
E N - =~ N 3
N S
D ~ ~ &
® = s |x 7 E 3 |
& = — 5 5 x
= e
= & 3 3 E -
s 2 5 5 34z
RGP ) ]
® @ > > ® = @
. ® 1 ® T Iy
Eﬁ- %ﬁg - < E<—,:
= = S s = = 3
® ® & 3 = ~ <
3 ® ® ®
:11 3 8 N N '
N N = =z = N
- -~ = 5 - s
|~z< 2 Iw 5 |a |g E |<§S E [ﬁz
~ = ® ® 7 I
a T 1
=
o ; > ;
e N g X ®
® E 2 E g €9 o5 o3 8
o - = ~ = e
= S = < 3 ~
s ® ® ® o ®
- T . = o R
N S N oz 2 N >
3
g\

dans lequel la commutativité des régions (I),(III), (VI), (VIII) résulte de la définition
de (F'F); celle de (II), (VII), (XI) est évidente; celle de (IV),(IX) vient de la fonc-
torialité de F”; celle de (X) s’obtient en appliquant la Proposition au ®-
foncteurs (F'F, (F'F)) isomorphe au ®@-foncteur (id¢,id) compatible avec les con-
traintes d’associativité égales a a par le ®-isomorphisme «; enfin celle du circuit
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extérieur résulte de I’hypothese. On en déduit la commutativité de la région (V),
d’ou celle de (2.141]) puisque F’ est pleinement fidele. O

Proposition 2.181. (F, F) est compatible avec les contraintes de commutativité
c,c’ données respectivement sur C,C" si et seulement si (F', F’) lest.

Proof. De la méme maniere que dans la Proposition [2.180} nous considérons le dia-
gramme suivant
F'FX®QF'FY —F'FXQ®F'FY
hal (1) (F'F)
FI'(F)
F(FX®FY)——=FF(X®Y)
cl{ (IV) Fp'e’ (1) F'Fe (V) c
F'(F)
FI(FY®FX)—— F'F(Y ® X)

F (11I) (F 75/ g

F'FY F'FX—=—F'FY®FFX

ol la commutativité des régions (I), (III) résulte de la définition de (F'F); celle de
(V) de l'application de la Proposition [2.157|au ®-isomorphisme a: F'F = id¢; d’ott
la proposition. O

Proposition 2.182. (F, F') est compatible avec les unités (1,g,d), (1, g',d") données
respectivement sur C,C' si et seulement si (F', F') [est.

Proof. Toujours par raison de symétrie, nous démontrons seulement que si (F”, F )
est compatible avec les unités considérées, il en est de méme de (F, F'). D’abord
nous définissons F': 1’ = F1 par la commutativité du diagramme

(2.183) v

F1
o |
F1

prry F®

Nous devons maintenant démontrer la commutativité du diagramme

FX I 1@ FX
F(gx)j Lﬁ@id
Fl® X) Fl® FX.
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Pour cela, considérons le diagramme suivant

a1gx F'(F)
18X =<—— F'F(1®X) =—— F/(F1QFX) ———— F/(F1Q FX) —— F/(F1® FX)
]Qx (1) F'F(gx) (1) F/(F®id) (111) F/(F(F)®id) (v) ‘
ox F'lgly) F/(a} ®id) F/(F(F®id)
X F'FX F'lI'®FX) <————— F(FF'l'®Q FX) =< F/(F1® FX)
jgx (V) 9pipx  (VI) B (VII) B (VIII) Fv]
id®@ax F'oid F'(a),)®id F'F(F)®id
19X =< ~1QFFX — > F'1I'QFFX <~ FFF1QFFX ' FFIQFFX
(IX) d@ox (X) Fl@ay! (X1) apn/®ax  (XII) a1®axl
F'®id F/®id
10X 1®X 10X F'1'®X 1®X

ol nous avons immédiatement la commutativité des régions (IV), (IX), (X). Pour les
autres régions, la commutativité de (I), (XII) découle de la naturalité de «; celle de
(III) résulte de la définition de F (Diag.(2-183)); celle de (VII), (VIII) de la naturalité
de g; celle de (VI) de I'hypothese; celle de (VII), (VIII) de la naturalité de F’; celle
de (XI) de I'égalité F'a), = apn: (For. (2.175)); enfin celle du circuit extérieur vient
du fait que o est un ®-morphisme (Diag. (2.178)). D’oti la commutativité de la
région (II) qui est I'image par F’ du diagramme dont nous voulons démontrer la
commutativité. On a la proposition en tenant compte du fait que F’ est pleinement
fidele, la démonstration pour dx, dyy étant analogue. [

Definition 2.184. Soit (F,F): C — C’ un ®-foncteur, avec F pleinement fidele,
d'une ®-catégorie C dans une ®-catégorie C’ munie d'une contrainte d’associativité
a’ (resp., commutativité ¢’). Le diagramme commutatif (resp. le dia-
gramme commutatif (2.147])) montre qu’il existe sur C' une et une seule contrainte
d’associativité (resp., commutativité) compatible avec (F, F) et a’ (resp., ¢/). On
I'appelle contrainte d’associativité (resp., commutativité) induite par (F,F), et on
la note F*a’ (resp. F*¢').

Proposition 2.185. Soient (F,F),(G,G): C — C’' des ®-foncteurs avec F,G
pleinement fidéles, et soit a: F = G un ®@-isomorphisme. Soit a' (resp. ') une
contrainte d’associativité (resp., commutativité) sur C'. Alors F*a' = G*a’ (resp.

Fe = G).

Proof. En vertu de la Définition , on a (F, F) compatible avec les contraintes
d’associativité F*a’,a’ (resp. avec les contraintes de commutativité F*¢,¢’). Or
(G, Q) est aussi compatible avec les contraintes d’associativité F*a’,a’ (resp. avec
les contraintes de commutativité F*¢’,¢’) en vertu de la Proposition (resp.
Proposition 2.157))). D’out F*a’ = G*a’ (resp. F*¢’ = G*’) en vertu de l'unicité de
G*a’ (resp. G*). O
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Proposition 2.186. Soient C,C’ des ®-catégories, ((F, F), (F', F'),a, &) un quadru-
ple de ®@-équivalence entre C et C'. Les applications

a — F*d (resp. ¢ — F*)

a — (F')Ya (resp. c— (F')%)

entre l’ensemble des contraintes d’associativité (resp. commutativité) sur C et l’ensemble
des contraintes d’associativité (resp. commutativité) sur C' sont inverses 'une de
Dautre.

Proof. Posons a = F*a’ (resp. ¢ = F*¢’). On a (F,F) compatible avec les con-
traintes d’associativité (resp. commutativité) a,a’ (resp. ¢, c'), d’ott (F”, F') aussi
(Proposition [2.180]). Par conséquent (F')*a = a’ (resp. (F')*c = ¢/). Inversement,
posons @’ = (F”)*a (resp. ¢ = (F')*c). On a (F’, F") compatible avec les contraintes
d’associativité (resp. commutativité) a,a’ (resp. ¢,c’); il en est de méme donc de
(F,F). Dot a = F*a’ (resp. ¢ = F*c’). O

Proposition 2.187. Soient C,C’ des ®-catégories, ((F, F), (F', F'), o, &) un quadru-
ple de @-équivalence entre C et C'. Soit (1,9,d) une unité pour C. Alors (1' =
F1,¢9',d") avec g',d’ définis par les diagrammes commutatifs

F(gprxr) o

(2.188) FF'X’ Fle F'X) Fl® FF'X'
a;{/l Lid@a;{,

X' E Flo X'

F(dpryvr 2
(2.189) FRx 29 ppixi g1y~ FR'X @ FL
a’X,l la%,@id
/ dyr /
X X'® F1

est une unité pour C', et (F, F) est compatible avec (1,9,d), (1',g',d").

Proof. Nous allons d’abord démontrer g; = dj. Pur cela, considérons d’abord le
diagramme suivant

9r'F1 9r'F1

2 F'F1 1@ F'F1 F'F1

1
al®oz;1
dlt (1) dmt (M) lid@al (1v) Lm
i al®id
®

o1 ®id
p—— F'Fl®1 19l—2" 1
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dont la commutativité des régions (I), (IV) résulte de la naturalité de d, g respec-
tivement; celle de (III) est évidente; enfin celle du circuit extérieur découle de la
relation d; = ¢g;. D’ou la commutativité de (II). Ensuite considérons le diagramme
suivant

F(gpip1)
FF'F1 F(1® F'F1) Fl® FF'F1
Fay®Fay
F(dF,Fl)l % 1 (1) ﬂ lid@a’m
L ®1d
F(F'F1®1 FF'F1® F1 F1® F1

dans lequel la commutativité de la région (I) est établie ci-dessus; celle de (IT) résulte
de la fonctorialité de F' et celle de (IIT) des relations (2-175). On en déduit la com-
mutativité du circuit extérieur qui, d’apres la définition de ¢’, d’ par les diagrammes
commutatifs ([2.188)) et (2.189), nous donne g; = dj.

Démontrons maintenant que (F,F) est compatible avec (1,g,d), (1',¢',d’).
Nous démontrons seulement la commutativité du diagramme

F(gx)

2 F(l® X)
] :
1o FX —% 1o FX

ou F' = idp;, la démonstration pour dx,dpy étant semblables. Pour cela, con-
sidérons le diagramme suivant

F(gx)

FX F(1® X)
(@)™ )] F(id@a;:)l
FFFX — 29 b1 @ FEX)
Flgppx) (D) H
g | (V) F(1® FIFX) =—==F(1® F'FX) (VI) |F
F (1) FT
F1® FFFFX ———F1 ® FF'FX
id® oy (IV) id®FoaXl
F1l® FX Fl® FX

dont la commutativité de la région (I) résulte des relations (2.175]) et de la naturalité
de g; celle de (IT), (III) est évidente; celle de (IV) découle de (2.175)); celle de (V) de la
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définition de ¢’ par le diagramme commutatif (2.188]); celle de (VI) de la fonctorialité
de F. D’ou la commutativité du circuit extérieur qui est celle voulue. O

2.5.2. Transport de structures.

Definition 2.190. Soient F': C — C' une équivalence de catégories et F': C' — C
un quas1 inverse de F. On a F'F —> ideg, FF' —> idor avec o, vérifiant les

relations . Supposons que C' SOlt munie d’ une structure ®. Définissons une
loi ® sur Q en posant

X'®Y = FF'X' ®FY'

(219]‘) u/ ® ,U/ — F(F/u/ ® FI,U/)

pour X' Y’ € ObC’ et v/,v' € FIC’. On dit que la loi ® définie par la formule
(2.191)) est obtenue par transport de la loi ® dans C' au moyen de (F, F', a, ).

Proposition 2.192. Les hypothéses étant celles de la Définition [2.190] et la loi ®
sur C' celle par transport au moyen de (F,F',a,a’), il existe des isomorphismes
fonctoriels

FX®FY % F(XoY)
F'X'@FY I F(X'eY)

tels que o, ' soient des ®-morphismes.

Proof. Supposons qu'il existe F' et F tels que a, a’ soient des ®-morphismes. Nous
devons donc avoir la commutativité du diagramme qui exprime que o’ est
un ®-morphisme. En vertu de nous avons F/(X'®Y") = F/F(F'X'@ F'Y").
Pour cette raison, possons

Fiyr = 0plyigpy: FX @ F'Y' = F'(X'@Y')

ce qui donne, compte tenu des relations (2.175) et (2.191)),

-1 -1

F<F)/(’,Y’) = F(aF}X’®F/Y’) (a;?(F’X’®F’Y’)) = (043('®Y'>

Par suite, pour avoir le diagramme (2.176)) commutatif, nous devons poser

1/
F' X! F’Y’ — Oéxl ® CYyl

ou

};/X’,F/Y’ = F(F/CKS{/ & F,Od;//)
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compte tenu de (2.191f). Ils nous reste a définir nyy, pour X, Y € Ob(, par le
diagramme commutatif

FFFX ® FFFY XY px o FY

LFX,Y

FIX®Y)

Fripx riry l

F(a a
F(FFX @ FFY) X&)

ce qui donne
Fxy = F(ax ® ay)(apx ® apy)(Fay' © Fay')
ou, compte tenu de
FXy = Flax ® ay).
Donc, en appliquant la Proposition [2.177] on peut conclure qu’avec
(2.193) Fxy = Flax @ ay), Fi vy = Qg py

a, o’ sont des ®-morphismes, ce qui acheve la demonstration. [

3. CHAPITRE II
GR-CATEGORIES ET PIC-CATEGORIES

3.1. Gr-catégories.

3.1.1. Définition des Gr-catégories.

Definition 3.1. Une Gr-catégorie P est une ®-catégorie AU (Déﬁnition dont
tous les objets sont inversibles (Définition , et dont la catégorie sous-jacente
est un grupoide, i.e., toutes les fleches sont des isomorphismes. Il résulte de la
définition que tous les objets de P sont réguliers (Définition .

Proposition 3.2. Soient P et P’ des Gr-catégories et (F,F): P — P’ un ®-
foncteur associatif. Alors (F,F) est unifére.

Proof. On a aussitot la proposition en remarquant que F'(1) est régulier, 1 étant
I'objet unité de P, et en appliquant la Proposition [2.172] O

Proposition 3.3. Soient P une Gr-catégorie, P' une ®-catégorie AU, 1 et 1’ les
objets unités de P et P’ respectivement. Soit (F, F) P — P’ une ®-équivalence
telle qu’on ait F1 ~1'. Alors P’ est une Gr-catégorie.
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Proof. D’abord, toutes les fleches de P’ sont des isomorphismes en vertu du fait que

toutes les fleches de P sont des isomorphismes et F' est une équivalence.

Montrons maintenant que tous les objets de P’ sont inversibles. Soit ¥ un objet
de P’. Puisque F es une équivalence, il existe X € Ob P tel que Y ~ FX. Comme
P est une Gr-catégorie, ses objets sont donc inversibles, par conséquent il existe
X' €ObP tel que X' ® X ~ X ® X'~ 1 (Corollarie . Nous avons

FX'®Y ~ FX'QFX~FX' ®@X)~Fl~1
F

YRFX' ~ FXQFX' ~F(X®X')~Fl~1"
F

Ce qui prouve bien que Y est inversible. O

3.1.2. Premiers invariants d’une Gr-catégorie.

Definition 3.4. Sea P une Gr-catégorie. Nous poserons par la suite:

mo(P) = ensemble des classes a isomorphisme pres d’objets de P
m(P) = Aut(l).

mo(P) muni de la loi de composition (qu’on note multiplicativement) induite par
I'operation ® est un groupe, ’élément unité 1 étant la classe des objets isomorphes
a 1. Ainsi, on vient d’attacher a une Gr-catégorie P des groupes mo(P), w1 (P), ol
m1(P) est commutatif (Proposition [2.29). La loi de composition de 71 (P) est noteé
désormais additivement.

Ezamples 3.5. Soit G un grupoide et posons P = Aut(G). Alors P est de fagon
naturelle une Gr-catégorie, la loi ® étant donnée par la composition des foncteurs.
On pourrait appeler mo(P) le groupe des automorphismes extérieurs de G, et m(P)
le centre de G.

On a les propositions suivantes pour une Gr-catégorie P.

Proposition 3.6. Les homomorphismes vx et dx définis dans la Proposition [2.31
sont des isomorphismes.

Proof. Résultat immédiat de ce que X est régulier. OJ
Proposition 3.7. Soit ) une composante connexe de P. Les applications

(3.8) Aut(l) — Aut(idg), u — (vxu)xecong,

et

(3.9) Aut(1) — Aut(idg), u = (0xu)xcobg,
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sont des isomorphismes.

Proof. En vertu de les Propositions et [3.6 les applications (3.8)) et (3.9) sont

des homomorphismes injectifs. Démontrons que est aussi surjectif, ’assertion
analogue pour étant démontrée de fagon semblable. Soit r = (rx)xecobg un
élément de Aut(idg) et soit X, Y € ObQ. Puisque @ est connexe, il existe une
fléche f: X — Y. Considérons le diagramme suivant

Hrx)®id
19X = 10X

9x (I) 9x
X X X

/ f (1) f
/ ty

~_A./

|id v) Y Y (v id
\ 9y (111) 9y
\ 10y vyt (ry) ®id Loy
\@f (1V) d® f
lox  (ry) ®id Loy

dont la commutativité des régions (I) et (II) résulte de la définition de ~; celle de
(IT) de la fonctorialité de r: celle de (V) et (VI) de la naturalité de g; enfin celle de
(IV) est évidente. D’ou la commutativité du circuit extérieur qui donne

(3.10) Yx' (rx) =1 (ry)

en vertu du fait que X est régulier. Posons u = 75 (rx) = 75 (ry), nous avons
bien r = (7x(u))xcobg, ce qui montre que I'application (3.8) est surjective. Par le
meéme raisonnement, on obtient

(3.11) Ox' (rx) = 0y’ (ry),
ce qui donne (3.9)) surjective. [

Corollary 3.12. Soient X,Y € S avec S € my(P). On a

(3.13) Tx 0x(u) = 75 0y (u)
(3.14) Ox yx(u) = 65 vy (u)

pour tout u € Aut(1l) = m (P).
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Proof. Posons

(rx)xes = (Oxu)xes (resp. (rx)xes = (Yxu)xes)
et appliquons la formule (3.10) (resp. (3.11))). On obtient (3.13)) (resp. (3.14)). O

Proposition 3.15. L’action de mo(P) sur m(P) définie par la relation
(3.16) Su=~x"0x(u); X €85,8 € m(P),u € m(P),
posseéde les propriétés suivantes:

(i) S(uy + u2) = Suy + Sug,

(i) (SS"u = S(S'u),

(i) lu = u;
i.e., le groupe abélien m(P) muni de laction (3.16]) est un my(P)-module a gauche.

Proof.
(i) Nous avons

S(ur +us) = vy 0x(ur +us) = i (O (wr) + Ox (u2))
= x 0x(u1) + 75 0x (u2) = Suy + Sus,
en appliquant la formule (3.16]) et la Proposition
(ii) Soient X € S, X’ € S’ d'ou X ® X' € SS’. Par suite en appliquant la
formule (3.16)) et les formules ([2.96)-(2.98]), nous obtenons

(SS/>U = ’7)7(}®X/6X®X’(u) = 7}}}@)(/(1(1)( X 5X’u) = ’y)f(}@X’(ldX ® fyX,fy;(ll(sX,u>
Tt (idx ® 7x(5"0)) = Yl (0x (870) @ i)

Vxox (Vx7x 0x(S'u) ® idx) = Yxex (7x (S(S'u)) ® idx)

= Yxexxex (S(Sw)) = S(Su).

(iii) Compte tenu de la rélation ([2.33), nous avons

lu = ~; 101 (u) = u.

Par une démonstration analogue nous obtenons:

Proposition 3.17. L’action de mo(P) sur w1 (P) définie par la relation
(3.18) uS = 55 yx(u); X € 8,5 € m(P),u € m(P),

possede les propriétés suivantes:

(1) (u1 + UQ)S = u15 + UQS,
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i.e., m(P) muni de Uaction (3.18)) est un mo(P)-module a droite.

Remark 3.19. Soit P, la composante connexe de 1 € my(P), i.e., la sous-catégorie
pleine du P des objets isomorphes a 1: on voit alors que P est un grupoide connexe
commutatif, donc les groupes Aut(X), X € P, sont canoniquement isomorphes
entre eux, ou encore canoniquement isomorphes au groupe 7 (P) = Aut(l). Ces
isomorphismes

Aut(1) = Aut(X), u — fuf !,

ouX € ObP,et f: 1 = X une fleche quelconque, coincident avec les isomorphismes
vx,0x. En effet, en vertu de la relation (2.33]), nous avons

Y(u) = 61 (u) = u

pour tout u € Aut(l). Puisque (yxu)xeobp, €t (dxu)xecobp, sont [fonctoriels?]
lon a la?] commutativité des diagrammes suivantes

u)=u 01 (u)=u
1 'Yl( ) 1 1 l( ) 1
fl lf fj lf
u Ox (u
X x X X x( X

pour toute fleche f: 1 — X, ce qui montre que ~yx,dx coincident avec les isomor-
phismes u +— fuf~!.

3.1.3. Structure des Gr-catégories.

Definition 3.20. Soient P une Gr-catégorie, (a, (1, ¢g,d)) la contrainte AU de P,
mo(P) et m(P) les groupes attachés a P dans la Définition On construit une
catégorie S dont les objets sont les éléments de my(P), les morphismes sont des
automorphismes. On pose pour chaque s € mo(P)

Autg(s) = {s} x m(P)

la composition des fleches étant 1'addition de 1 (P). Pour chaque classe s = cl X €
mo(P), on choisit un représentant noté X; et pour chaque X € s, on choisit un
isomorphisme ix: X, — X, tel que

(3.21) ix, =idx,.
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Proposition 3.22. Le foncteur G: P — S défini par
G(X)=s
G(f) = (s,7x.(iy" fix))

pour XY € set f: X =Y, est une équivalence.

(3.23)

Proof. D’abord, on a
Glidx) = (5,75 (idx.)) = (5,0)
et pour h: Y — Z,
G(hf) = (5,7, (i7 hfix)) = (s,7x,(i7 hiviy' fix))

= (5,7, (i7 hiv) + 7%, (65 fix))

= (s,9x,(i7 hiy)) o (s,7x, (iy' fix)) = G(R) G(f),
ce qui montre que GG est un foncteur. Construisons un foncteur H: S — P de la
maniere suivante:

(3.24) H(s) = X,
' H(s,u) =7y (u).

H est bien un foncteur. Par la définition de G, H; pour X, Y € set f: X — Y, on
a

G(X) = HGY) =X,
G(f) = iy fix
H(s) = s

GH(s,u) = (s,u)

ce qui donne les isomorphismes fonctoriels
HGX) &> X

ix

GH(s) s

B

qui, compte tenu de (3.21)), vérifient bien les relations (2.175). Par conséquent G

est bien une équivalence. O

Definition 3.25. Définissons une loi ® dans la catégorie S par transport au moyen
du quadruple (G, H,i,id) défini dans la Proposition [3.22 ou G: P —+ S, H: S — P,
HG > idp, GH 2 idg. En vertu de la Définition [2.190, nous avons

(3.26) s®t=G(Hs® Ht) = G(X, ® X;) = st.
Pour (s,u): s = s, (t,v): t = t,

(s,u) @ (tv) = G(H(s,u) ® H(t,v)) = G(yx,(u) @ 7x,(v))
(st, 7, (ixx, (7. (1) @ 7x, (V) ix,ex,)-
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Or nous avons, d’apres (2.96)), (2.98)) et (3.16]),

1x,(u) ®idx, = Yx,ex,(W);
idy, ®x,(v) = dx,,(v) ®idx, = 7x,7x.0x, (v) ® idx,
= VXX (7)?315)(5 (v)) = Tx.0x, (5V).

Par conséquent

Tx, (1) @ 1x,(v) = (yx,(u) @idy, ) (idx, © 7x,(v))
= Yx.ex (W) Ixex, (V) = Yx.ex (u+ sv).

Ce qui donne, compte tenu de la fonctorialité de ~(u),

i;<1®xt (Vx.ex, (U + 5V))ix,0x, = Vx,. (U + 5v).
D’ou la formule

(3.27) (s,u) @ (t,v) = (st,u + sv).

On voit aussitot que la loi ® définie dans S par les formules et est
indépendante du choix de X et iy, et analogue a celle définie dans la catégorie C'
construite au moyen d'un groupe M et d'un M-module abélien N a gauche (Exemple
. La ®-catégorie S est appelée la ®-catégorie réduite de la Gr-catégorie P.

En vertu de la formule (2.193)) posons:
(3.28) ny = G(ZX X iy), Hs,t = Z')_(1®Xt

ce qui fait que ((G,G), (H, H),4,id) est un quadruple de ®-équivalence entre P et
S (Définition [2.190)

Nous avons vu que la choix de X, pour chaque s € m(P) et de ix: Xy — X
pour chaque X € s détermine les ®-équivalences:

(G,G): P— S,(H,H): S— P, (formules (3.23), (3.24), (3.29))

ce qui conduit a la définition suivante:

Definition 3.29. Soit P une Gr-catégorie. On dit qu'on a donné un épinglage dans
P si, pour chaque classe s € m(P), on a choisi un répresentant noté Xj, et pour
chaque X € s, on a choisi un isomorphisme iy : X, — X, tels que

(330) XS = l pour s = 1= Cl(l),ixs = idstile)Xs = ngviXS(X)l = dXS-

Les ®-équivalences (G,G): P — S, (H, H): S — P détermineés par un épinglage
sont appeleés des ®-€quivalences canoniques.
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Pour formuler les propositions qui suivent, nous introduisons les groupes H" (7o (P), 71 (P))
au sens de la cohomologie des groupes [12], i.e., les groupes de cohomologie du com-
plexe de cochaines

o n 0 n

(3.31) S CM(m(P), T (P)) S CM Y (o (P), T (P)) — .. .,
ou le groupe C"(mo(P), m(P)) de n-cochaines est le groupe des fonctions f de n
variables s; dans 7y(P), et a valeurs dans m;(P), satisfaisant les conditions de nor-
malisation
(3.32) f(s1yeeeySic1, 1, Siv1,ov0y80) =0, i=1,2,...,n.
La somme de deux cochaines f; et fo est donnée par 'addition des valeurs

(fl -+ f2)(817 ey Sn) == f1<81, ceey Sn) + f2(817 ey Sn).

L’homomorphisme de cobord @: C™(mo(P), m1(P)) 2 C™+ (1o (P), m1(P)) est définie
par

(3.33) {3}0(3: T 87“) = (=1)""s1f(s2,. .., Snt1) + ...
3 (=1 (81, ey SiSigts ey Sng1) F (1) f (51,000, 80)]

Nous notons Z"(my(P), m1(P)) le groupe de n-cocycles et B"(mo(P), w1 (P)) le groupe
des n-cobords. Enfin la valeur prise par une n-cochaine f en (sy,...,s,) est notée
soit f(s1,...,5n), sOit fo, . s,

Revenons a la ®-catégorie réduite S de la Gr-catégorie P. Pour des raisons de
commodité, nous notons des fois les fleches (s,u): s — s de S par u simplement si
aucune confusion n’est a craindre.

Proposition 3.34. Soient P une Gr-catégorie, a sa contrainte d’associativité, S sa
®-catégorie réduite, (X, ix) un épinglage dans P, (H,H): S — P la ®-équivalence
canonique correspondante. Alors la contrainte d’associativité & pour S défini par le
diagramme commutatif suivant

d®ix,ex; IX,®X g

(335) Xr ® (Xs ® Xt) Xr ® Xst ert
aXT,XS,th lH(ET,S,t):'YXTSt (f'r,s,t)
ix,@x, ®id IXrs®Xy
(Xr ® Xs) & Xt et er ® Xt S ert

est un 3-cocycle normalisé de my(P) a valeurs dans le mo(P)-module m(P), i.e.,
£ € Z%(mo(P), m(P)).

Proof. Remarquons tout d’abord que ¢ déterminé par (3.35)) n’est autre que la con-
trainte d’associativité H*(a) induite par (H, H) (Définition[2.184)), en tenant compte
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de la formule ([3.28)) donnant les valeurs de H. ¢ étant une contrainte d’associativité
pour S, on peut donc le considérer comme un 3-cocycle de my(P) a valeurs dans le
mo(P)-module 71 (P) (Exemple [2.24). Montrons que & est normalisé.

D’abord pour r = 1, nous considérons le diagramme suivant

d®ixsex, 9X g4

10 (X, X)) 1@ X At
l W gXSt(IH) Lryxst(fl,s,t)
o ® ( s t
1 ® X ® Xt 9x. X ® Xt HeeX Xst

dont le circuit extérieur n’est autre que le diagramme commutatif avecr = 1,
et dont la région (I) est commutative en vertu de la compatibilité entre a et (1, g, d)
(Définition [2.68)), et la région (II) en vertu de la fonctorialité de g. On en déduit la
commutativité de (III), ce qui donne &; 5+ = 0.

Pour s = 1 et t = 1, nous avons respectivement les diagrammes commutatifs

suivants
id® ix,
X, ®(1® X)) X o X X,
aj H l’YXTt(gr,l,t)
dx, ®id ixXr® X,
(X, ©1)® X, ~— X, ® X, ~— X,
id®dx, X, ®Xs
X ® X ® X Xr®X
dx,®Xs dXps
j / / ’YX’I‘S'(gT S5 1
s S ®1d TS
(X, ® X,) e X, @1l X,
qui nous donnent &, ; ; = 57«73,1 =0. ]

Proposition 3.36. Les hypotheses étant celles de la Proposition|3.34], on considere
en plus la ®-équivalence canonique (G, G’): P — S. Alors la ®-catégorie S munie
de la contrainte d’associativité £ défini dans la Proposition et de la contrainte
d'unité (1,id,id) est une Gr-catégorie; et les ®@-foncteurs (G,G), (H, H) sont des
®-foncteurs compatibles avec les contraintes d’associativité a,& et les contraintes
d'unité (1, g,d),(1,id,id).

Proof. Comme on a remarqué dans la démonstration de la Proposition [3.34] £ n’est
autre que la contrainte d’associativité H*(a) induite par (H,H). Donc (H, H)
est compatible avec a,&; et par conséquent il en est de méme de (G, G) (Propo-
sition [2.180). Quant a la contrainte d’unité (1,id,id), elle est celle définie par
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la quadruple de ®-équivalence ((G,G),(H, H),i,id) (Proposition , compte
tenu des formules (3.23), (3.24), (3.28), (3.30). Donc (G,G) est compatible avec
(1,9,d), (1,id,id) (Proposition [2.187) et il en est de méme de (H, H) (Proposition
2.182). (&,(1,id,id)) est bien une contrainte AU pour la ®-catégorie S en remar-

quant que £ est normalisé et en se rappellant la condition de compatibilité donnée
dans la formule au cas ou & est normalisé. Enfin la ®-catégorie AU S est une
Gr-catégorie, soit en remarquant que m(P) et le produit semi-direct mo(P).m1(P)
sont des groupes, soit en appliquant la Proposition (3.3 O

D’apres la proposition [3.34] la contrainte d’associativité & définie par le dia-
gramme commutatif (3.35) pour la ®-catégorie S est un 3-cocycle. Regardons
maintenant ce que devient ¢ pour un changement d’épinglage.

Proposition 3.37. Par un changement d’épinglage de P, le 3-cocycle & est changé
en un 3-cocycle &', différent de & par un cobord 93, 8 € C*(mo(P), 7 (P)).

Proof. Soient (X,,ix),(X/,i%) deux épinglagles de P et soient (G,G),(H, H),¢,
(G',G"), (H', H'), &' les ®-équivalences canoniques et les contraintes d’associativité
correspondantes. D’apres la Proposition , (G,G) et (H,H) sont compatibles
avec les contraintes d’associativité a et &; (G', G') et (H', H') sont compatibles avec
les contraintes d’associativité a et £’. En vertu des formules , et de la
fonctorialité de vx(u) en X, nous avons

(G',G")o (H,H) = (idg, (G'H)): S — S.
D’autre part, en vertu de Proposition [2.142] le ®-foncteur composé
(ids, (G'H)): (8,€) = (S.¢)

est compatible avec les contraintes d’associativité &, ¢’; d'ou & = £ + 0f, avec
B = (G'H). On vérifie aussitot que [ est une 2-cochaine normalisé a I'aide des

formules (3.28]), (3.30) et de la fonctorialité de g et d. O

Pour un épinglage donné (X, ix) de P, nous avons construit les foncteurs G et H
au moyen des isomorphismes vy. On peut aussi bien le faire avec les isomorphismes
dx. On obtient des résultats analogues, a savoir

Proposition 3.38. Les foncteurs D: P — S et K: S — P définis par

{D(X) =

(3.39) 1] g
D(f) = (3>5XS(ZY fix))
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pour XY € s, f: X =Y, et
K(s) = X,
(3.40) { (s)

vérifient
KD(X) = X
ix
DK(s) = s.
idg

Definition 3.41. Munissons S de la loi ® obtenu par transport de la loi ® dans P
au moyen de (D, K,i,id). En vertu de la formule (2.191)) nous avons
st = D(Ks® Kt)=D(X,® X;) = st
(s,u) ® (t,v) = D(K(s,u)® K(t,v)) = D(0x,(u) ® dx,(v))
= (st,0x,, (ixx, (0x,(v) ® 0x, (V) ix,ex,)).

Or, d’apres les formules (2.97)), (2.98) et (3.18)),

Ox,(u) ®idx, = idx, ® 7x,(u) =idx, ® 5Xt5;(t1’YXt (u)
= dx,ox (0x,7x, (1) = dx,0x, (ut)
et
idy, ® dx,(v) = 0x.0x, (V).

Par conséquent

Ox, (1) ®0x,(v) = (0x, (v) ®1d)(id ® 0x,(v)) = dx,0x.(ul)ix,0x, (V)
= 5XS®Xt(ut + U).

Donc
(3.42) (s,u) ® (t,v) = (st,ut + v).

On peut dire ici que le produit tensoriel des fleches dans S est le produit du produit
semi-direct mo(P).m (L), ot m1(P) est un my(P)-module & droite. On peut munir la
®-catégorie S ainsi définie de la contrainte H*(a) induite par (H, H), mais H*(a)
n’est pas un 3-cocycle au sens de la cohomologie des groupes habituelle comme on
peut vérifier aussitot avec la formule (3.42). C’est pour cette raison que désormais
les foncteurs G et H son construits au moyen des isomorphismes vy, et quand on
parle du m(P)-module m1(P), c’est du mo(P)-module & gauche dont l'action est

définie par la formule (3.16))

Proposition 3.43. Soient P, P’ deur Gr-catégories, (1,9,d),(1’,g’,d") les con-
traintes d’unité pour P, P’ respectivement. Soit (F, F’) un Q-foncteur associatif de
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P dans P'. Alors le @-foncteur (F, F) détermine des homomorphismes, appelés
homomorphismes induits par (F, F):

F . dX—=cFX
F o ue g (Fu),

de mo(P) dans mo(P') et de w1 (P) dans mi(P') respectivement, ces homomorphismes
respectant les actions de mwo(P) sur mi(P) et de wo(P") sur m(P'), c’est a dire

(3.44) F(su) = F(s)F(u).

En plus, F est une équivalence si et seulement si F et F sont des 1somorphismes.

Proof. D’abord on a

FldX®dY) = Fld(X®Y)=dF(X®Y)=cd(FX®FY)
= AdFX®CFY = F(cl X)® F(clY),

ce qui montre que F est un homomorphisme. On vérifie aussitot que F est un
homomorphisme en vertu du fait que F' est un foncteur et yp; un isomorphisme.

Pour démontrer (3.44)), remarquons qu’on a une fleche F: 1 — F1 venant du fait
que (F, F') est aussi compatible avec les unités (Proposition|3.2). Ensuite considérons
les diagrammes suivants

L (Féxu)®id
1@ FX ™ 19 FX

V1 (Frvx'dxu)®id

I'® FX 1'® FX
Feid (II) Foid \

[ Fyyloxu®id \
dex | V) F1® FX F1® FX (V) |k
F (1II) P
F(yxloxu®id)

FleX)—>= F(1® X)

Fgx (Iv) Fgx

F(oxu)

FX FX
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5FX('yI;llFu)

FX FX
A m
/ FX o) FX

/
/ Fdx (VIII) Fdx \
F(id®u)

doy | (x1) F(X ®1) FX®1) (xm) ::;dgx
F (IX) 3
N FX®F1 M @ FX®FL /
d@ F (X) id F /
id®@75 (Fu)
FX®1 FX®1

dont la commutativité des régions (II) et (X) résulte de la relation v (u) = u et de la
fonctorialité de ; celle de (III) et (IX) de la fonctorialité de F'; celle de (IV), (VIII)
et des deux circuits extérieurs de la définition de 7 et ¢ (diagramme ([2.32))); celle de
(V), (VI), (XI), (XII) de la compatibilité de (F, F) avec les unités (1, g,d), (1', ¢',d").
On en déduit la commutativité de (I) et (VII), qui donne, compte tenu du fait que
F X est régulier,
Yr1 (Fyx'0xu) = ypx(Foxu)
F(oxu) = 6px(yp Fu).
Par conséquent
’YEll(F’Y;(l(sXU) = ’YE§(5FX(’YE;1FU)
ou, en posant
s=cX, s =cdFX=F(s)

et en tenant compte de la relation vy'6x(u) = su, on obtient (3.44). On vérifie
aussitot que F' et F sont des isomorphismes si et seulement si le foncteur F' est une
équivalence. O

Nous allons maintenant considérer les Gr-catégories ayant le méme type, plus
précisément:

Definition 3.45. Soit M un groupe, N un M-module abélien a gauche. Un
préépinglage de type (M, N) pour une Gr-catégorie P es une couple € = (eg,¢1)
d’isomorphismes

go: M = mo(P); e1: N = mi(P)
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compatibles avec les actions de M dans N et de mo(P) sur m(P), i.e., gi(su) =
£o(s)e1(u). Une Gr-catégorie préépinglée de type (M, N) est une Gr-catégorie P mu-
nie d’un préépinglage. Un morphisme de Gr-catégories préépinglées de type (M, N),
(P,e) — (P',¢"), est un ®-foncteur associatif (F, F): P — P’ tel que les triangles

I3

(3.46) (L) o (L) ™ (L) mi (L)
~

soient commutatifs, F et F étant les homomorphismes induits par . On en déduit
que tout tel morphisme est une ®-équivalence (Proposition , donc 'ensemble
des classes d’équivalence de Gr-catégories préépinglées de type (M, N) est égal a
I’ensemble des composantes connexes de la catégorie des Gr-catégories préépinglées
de type (M, N).

Proposition 3.47. Il y a une bijection canonique entre [’ensemble des classes
d’équi-valence de Gr-catégories préépinglées de type (M, N) et l’ensemble H*(M, N)
des 3-cocycles normalisés de M a valeurs dans N modulo cobord.

Proof. Soient (P,e) une Gr-catégorie préépinglée de type (M, N) et (X, ix) un
épinglage de P. Soient S la ®-catégorie réduite de P, (G,G): P — S, (H,H): S —
P les ®-équivalences canoniques déterminées par 1'épinglage (X, ix). Soit & la
contrainte d’associativité induite par (H, H) pour la ®-catégorie S. Enfin soit T la
®-catégorie construite & partir du groupe M et du M-module N (Example [2.3[5)).
Le couple d’isomorphismes € = (g¢, 1) donne les applications

ObT — Obf, s+ ggs
FIT — FL1S, (s,u) — (gps,1u),

qui détermine un foncteur noté aussi ¢ de la catégorie T' dans la catégorie S. Ce
foncteur est un isomorphisme puisque les applications g, e; sont des bijections. En
outre le couple (¢, = id) constitue un ®-foncteur de la ®-catégorie S en vertu
du fait que les isomorphismes &g, £; sont compatibles avec les actions de M sur N
et de mo(P) sur m (P). Le ®-foncteur (e,id) induit les contraintes d’associativité
a = g;'(€) et d'unité (1,id,id) sur T, qui sont compatibles (Example [2.91/(2)).
T devient une Gr-catégorie et (e,id) un ®-foncteur associatif dont I'inverse est le

®-foncteur associatif (¢71,id), ot1 e71 est déterminé par les isomorphismes 5, ;"

Donc a chaque Gr-catégorie préépinglée (P, e) de type (M, N) nous avons fait
correspondre un 3-cocycle a € Z3(M, N). Un changement d’épinglage de P fait
varier o d’un cobord, i.e., a est changé en o + 93, ou 3 € C?(M, N).
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Soit (P’,&") une autre Gr-catégorie préépinglée de type (M, N) et soit o’ le 3-
cocycle correspondant. Démontrons que a et o’ sont cohomologues si et seulement
s'il existe un morphisme (F, F): (P,¢) — (P’,¢’) de Gr-catégories préépinglées de
type (M, N). Supposons qu'il existe (F, F'): (P,¢) — (P’ ¢'). Soit S’ la ®-catégorie
réduite de P’. Considérons un épinglage de P’ qui détermine les ®-équivalences
canoniques (G',G'): P’ — S',(H',H"): S’ — P’ et les contraintes d’associativité
¢ a’ = (g7)71(¢’) pour S’ et T’ respectivement. Alors le couple d’isomorphismes
(ﬁ F ) induits par (F, F') (Proposition détermine un foncteur F: S — S’ qui

est manifestement un isomorphisme. Considérons le ®-foncteur composé
(G',G")o (F,F)o (H,H) = (G'FH,(G'FH)): S — 5.

En vertu de la Proposition , (G'FH,(G'FH)) est un ®@-foncteur compatible
avec les contraintes d’associativité &,&' de S et S’ respectivement. En outre, on
vérifie aussitot que le foncteur G’FH n’est autre que le foncteur F. Posons F =
(G'FH). D’autre part

(G,9) = (") id) o (F, F) o (c,id): (T, @) — (L, a")
est aussi un ®-foncteur compatible avec les contraintes d’associativité a,«’. Or
d’apres la Définition G = idg, donc on peut écrire
o' =a+ 090G,
G étant considérée comme une 2-cochaine de M & valeurs dans N. Pour avoir G
normalisée, il suffit de prendre un épinglage (X, i) de P' tel que iy, = F: 1" — F1,

F étant défini par le diagramme commutatif (2.161)). Inversement supposons « et
o’ cohomologues. Ceci veut dire (Remarque [2.143) qu'il existe un ®-foncteur

(G,G): (T,a) = (T,a") avec G = idp
compatible avec les contraintes d’associativité a, o’. Posons
(3.48) (F,F)=(c',id) 0 (G,G) o (¢71,id): S — S

(F,F) est bien un ®-foncteur associatif et de plus F est un isomorphisme. Nous
obtenons une ®-équivalence (F, F) : P — P’ compatible avec les contraintes d’associa-
tivité de P et P’ en posant

(F,F)=(H',H")o (F,F)o(G,G).

Montrons que (F, F') est un morphisme de Gr-catégories préépinglées de type (M, N).
D’apres la définition ci-dessus de (F, F'), on peut écrire

(G",G")o (F,F)o(H'\H") = (G",G")o (H' H") o (F,F) o (G,G) o (H,H)
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ce qui donne
G'FH =G'H'FGH
ou en remarquant que GH =idg, G'H' =idg,
G'FH = F
ce qui permet de conclure que le couple d’isomorphismes (ﬁ , F )
F:m(P) = m(P'),  F:m(P)—m(P)

induits par F' constitue le foncteur F. Enfin on a bien les triangles commutatifs
(3.46)), en vertu de la relation (3.48]).

Nous avons donc démontré qu’il y a une injection entre I’ensembles des classes
d’équivalence de Gr-catégories préépinglées de type (M, N) et I'ensemble H3(M, N).
Montrons que cette injection est en plus surjective. Soit a € Z3(M,N). La
®-catégorie T munie de la contrainte d’associativité «, de la contrainte d’unité
(1,id,id) et du préépinglage ¢ = (idys, idy) est en effet une Gr-catégorie préépinglée
de type (M, N) dont le 3-cocycle correspondant est bien «, ce qui acheve la démonstration.

O

L’élément de H?*(M, N) qui correspond & la catégorie (P, ¢) est noté ((p,e).

Example 3.49. Soit P la ®-catégorie définie dans Exemple 2.3(3). P est une Gr-
catégorie et on a mo(P) = m (X, zo), m(P) = m(X,x0). L’action de my(P) dans
71 (P) est Paction usuelle de 71 (X') dans m2(X), et Vinvariant ((p,iq) € H?(mo(P), ™1 (P))
n’est autre que linvariant du Postnikov, ou id signifie le couple d’isomorphismes
(idro(p), idm (p))-

3.2. Pic-catégories.

3.2.1. Définition des Pic-catégories.

Definition 3.50. Une Pic-catégorie est une Gr-catégorie munie d’une contrainte de
commutativité compatible avec sa contrainte d’associativité. Une Pic-catégorie est
dite stricte si sa contrainte de commutativité est stricte (Définition [2.23)).

Ezxamples 3.51.

(1) Soient A un anneau commutatif unitaire, P une catégorie dont les objets
sont les A-modules projectifs de rang un et dont les fleches entre ces objets
sont les isomorphismes de A-modules. La catégorie P munie du produit
tensoriel de A-modules est une ®-catégorie. On vérifie aussitot que P est
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une Pic-catégorie, les contraintes d’associativité, commutativité, unités étant
les contraintes usuelles.

(2) Reprenons 'Exemple[2.3{4). Soient C une catégorie additive, E une catégorie
cofibrée sur C. Pour tout objet A de C, la fibre de E en A est noté E(A).
L’homomorphisme somme

AxA— A
dans C' donne naissance a un foncteur
E(A) x E(A) = E(A)

qui fait de E(A) une ®-catégorie. Le foncteur E(0) — E(A), déduit de
I'unique morphisme 0 — A, définit dans E(A) un objet 64, unique a isomor-
phisme unique pres, comme image d’un élément arbitraire de la catégorie
E(0) équivalente a une catégorie ponctuelle. Les propriétés d’associativité
et de commutativité connues pour 'homomorphisme somme A x A — A,
et celles de I'objet nul vis a vis de cet homomorphisme, permettent alors de
définir des isomorphismes canoniques de foncteurs

XYz ~ XeY)®Z
XY ~ Y®X
X®04 ~ 0,3 X ~X
pour X, Y, Z € Ob E(A). On peut vérifier que ces isomorphismes fonctoriels

constituent une contrainte ACU pour la ®@-catégorie E(A) et que la catégorie
E(A) est un grupoide. Enfin le foncteur

X o> X712 B(A) > E(A)
déduit par changement de base de I’lhomomorphisme
idgy: A— A
donne lieu a I'isomorphisme canonique
XX 1t~y

qui montre que tous les objets de E(A) sond inversibles. Les fibres E(A)
sont donc des Pic-catégories. Pour une fléche u: A — B de C, le foncteur
us: E(A) — E(B) avec 'isomorphisme canonique de bifoncteurs

U (X) @ ue (V) 2 u (X QYY)

constitue un ®-foncteur compatible avec les contraintes d’associativité et de
commutativité.
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Proposition 3.52. Soit P une Pic-catégorie et soient mo(P), w1 (P) le groupe et
le mo(P)-module respectivement attachés a P, considéré comme une Gr-catégorie

(Définition et Proposition . Alors le groupe mo(P) est commutalif et agit

trivialment sur m(P).

Proof. Nous avons, en vertu de la contrainte de commutativité,
AdX@cdY =cd(XY)=cd(Y ®X)=cdY ®cdX

pour tous les objets X,Y de P, d’ou la commutativité du groupe m(P). Enfin
Iégalité vx = dx pour tout X € Ob P (2.104) montre que m(P) agit trivialement
sur 7 (P) (Proposition [3.17)).

En vertu de la commutativité du groupe m(P), la loi de composition de 7o (P) est
donc noté additivement avec 0 = cl1. Soit S la ®-catégorie réduite de P considéré
comme une Gr-catégorie (Définition [3.25)). La loi ® défini dans S (Définition |3.25))

s’exprime ici par

(3.5 { s®t = s+t
(s,u) @ (t,v) = (s+t,u+wv)

O

Proposition 3.54. Soient P une Pic-catégorie, (a,c,(1,g9,d)) sa contrainte ACU,
S la ®-catégorie réduite de P, (X, ix) un épinglage de P, (G,G): P — S et
(H,FI): P — S les ®-équivalences canoniques correspondantes, & = H*(a),n =
H*(c) les contraintes d’associativité, de commutativité respectivement pour S, in-

duites par (H, H) (Définition [2.184]).

(i) & est un 3-cocycle normalisé de my(P) a valeurs dans 7w (P) et n est un
élément du groupe Ant*(mo(P),m (P)) des fonctions antisymétriques nor-
malisées mo(P) X mo(P) — m(P), & et n vérifiant la relation

(3.55) E(rys,t) = &(r,t,s) +&(t,r,s) +n(r+s,t) —n(r,t) —n(s,t) =0.

(ii) S munie des contraintes £,n et de la contrainte d’unité (0,id,id) est une
Pic-catégorie, et les ®-foncteurs (G, G), (H, H) sont compatibles avec les
contraintes d’associativité, de commutativité de P et S.

(iii) Si on change l’épinglage (X, ix), & est changé en E+0p, ot € C*(mo(P), m1(P)),
et n est changé en n+ ant(u) od

ant(y)(s, 1) = p(s,t) — p(t, s).
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Proof. (i) I'assertion concernant £ résulte de la Proposition [3.34. Quant & 7, il est
défini par le diagramme commutatif

CXg,Xy

X ® Xy

IXs®X¢ T Tixsg)xt
H(ns,t)="s+t(ns,t)

Xs+t Xs—l—t'

X ® X,

En vertu de la définition d'un épinglage (Définition et de la compatibilité des
contraintes de commutativité ¢ et d'unité de P, la fonction n: mo(P) x mo(P) —
71(P) est bien normalisée. L’autocompatibilité de la contrainte de commutativité n
s’exprime par la formule

n(s,t) +n(t,s) =0
qui donne i € Ant?*(7mo(P), 71 (P)). Enfin axiome de I'hexagone (Définition [2.38))
qui exprime la compatibilité des contraintes d’associativité et de commutativité
donne la relation ((3.55)).

(ii) La catégorie S munie des contraintes d’associativité £ et d'unité (0, id, id) est
déja une Gr-catégorie (Proposition . La contrainte de commutativité n pour S
est bien compatible avec £ en vertu de , ce qui montre que S est bien une Pic-
catégorie. Enfin les @-foncteurs (G, G), (H, H), déja compatibles avec les contraintes
d’associativité a, € et d’unité (1, g,d), (0,id, id) (Proposition[3.36)), le sont aussi avec
les contraintes de commutativité ¢, n en vertu de n = H*(c) et de Proposition [2.181

(iii) Si on change I’épinglage (X, ix) en I'épinglage (X! i%), (G, G), (H, H),&,n
sont alors changés en (G/,G"), (H', H'),£',n’. Par le méme raisonnement que dans
la Proposition [3.37] on obtient le ®-foncteur

(G'oH, (G'oH)): (S,&,1) = (S,€'. 1)) avec G'oH = idg
compatible avec les contraintes d’associativité &, &’ et les contraintes de commuta-
tivité n,n’. D’ou en posant p = (G'oH ) on obtient ' = & + Op et n' = n + ant(p)
(Définitions [2.140| et [2.144]). Le fait que p est normalisé vient de les formules (3.28))
et (3.30) et de la fonctorialité de g, d

O

Considérons maintenant une ®-catégorie ACU C et la catégorie P dont les objets
sont les objets inversibles de C' et dont Homp(X,Y) = Homisom(X,Y') pour X, Y €
Ob P, i.e., est constitué des isomorphismes de X dans Y de la catégorie C. Comme
X®Y € ObPpour X,Y € ObP (Proposition et f®g € F1P, la catégorie P
munie de la loi induite ® et des contraintes d’associativité, de commutativité, d unité
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de C' est une ®-catégorie ACU. On vérifie aussitot que c’est une Pic-catégorie. Le
choix d’un épinglage de P nous permet de munir la ®-catégorie réduite S de P d'une
structure de Pic-catégorie au moyen des ®-équivalences

(G,G):P—S, (HH):S—P.

En vertu de la commutativité du diagramme

n

GX ®GX GX®GX
g E
G(c)

G(X ® X) G(X ® X),

ou c est la contrainte de commutativité pour P et n la contrainte de commutativité
pour S, induits par (H, H), la Pic-catégorie P est stricte si et seulement si la Pic-
catégorie S est stricte.

Cela étant, proposons-nous de démontrer une proposition pour la ®-catégorie
ACU C, que nous avons laissée sans démonstration dans [2.3.5] au moyen de la
Pic-catégorie S.

Proposition 3.56. Soit C une ®-catégorie ACU stricte avec (a,c,(1,g,d)) comme
contrainte ACU. Soient px: X @ X1 5 1, tx: X '@ X 5 1 des isomorphismes.
Alors la commutativité du diagramme

Ax—1 x,x-1

X1 (XeX (X'oX)o X!

id®px l lt x ®id
X7®l 1o X!
dy-1 Ix-1
Xfl
est équivalente a la commutativité du diagramme

Cx,x—1

X X! X 1o X.
1

Proof. Posons s = cl X, par conséquent —s = cl X ~!. Prenons dans la Pic-catégorie
P, construite a partir de C' comme ci-dessus, un épinglage tel que

_ _ -1 . _ -1 - _ 41
XS—X,X,S —X ,ZX®X—1 —pX 7ZX—1®X —tX .
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Dans ces conditions, en notant toujours par £ = H*(a),n = H*(c) les contraintes
d’associativité et de commutativité induits par (H, H) pour S, on a {(—s,s — s) et
n(s, —s) définis par le diagramme commutatifs suivants

XloXeox ) X (xlgX)e X, XeXx X L xlgx
id®pxl ltxé@id pxj jtx
X*l ® l l ® X*l l H(W(Sv—s)) l
o -
Xil H(ﬁ(—S,S,—S)) Xil

(voir Propositions et[3.54)). Tout revient donc a démontrer que &(—s, s, —s) =0
si et seulement si 7(s, —s) = 0. Ecrivons la relation (3.55) pour r =t = —s:

f(—S, S, _S) - 5(_57 —-S, S) + 5(_87 —S, 8) + 77(07 _8) - TI(_S? _S) - 7)(57 _8) = 07

ou en tenant compte de 7(0,—s) = 0 (n est normalisé (Proposition [3.54))) et de
n(—s,—s) =0 (C est stricte, par conséquent il en est de méme de P donc de S) on
obtient £(—s, s, —s) = n(s, —s), d’ou assertion. O

3.2.2. Structure des Pic-catégories.

Definition 3.57. Soient M, N des groupes abéliens. Un préépinglage de type (M, N)
pour une Pic-catégorie P est un couple € = (g9, 1) d’isomorphismes

go: M = mo(P), e1: N m(P).

Une Pic-catégorie préépinglée de type (M, N) est une Pic-catégorie munie d'un

préépinglage. Un morphisme des Pic-catégories préépinglées de type (M, N), (P, &) —
(P', ") est un ®-foncteur (F, F'): P — P’ compatible avec les contraintes d’associati-
vité, de commutativité, et tel que les triangles soient commutatifs. Un tel

morphisme est une ®-équivalence, donc ’ensemble des classes d’équivalence de Pic-

catégories préépinglées de type (M, N) est égal a ’ensemble des composantes con-

nexes de la catégorie des Pic-catégories préépinglées de type (M, N).

Pour formuler les propositions que suivent, introduisons deux complexes de
groupes abéliens:

Lo(M) -2 Li(M) 25 Lo(M) =5 M

2
'Loy(M) -5 'Ly (M) 25 'Lo(M) 25 M

Lo(M) : L3(M)

ds
=
'Lo(M) : 'Ly(M) -2
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ou M est un groupe abélien et

d3[l‘,y,2]

ds[z, y]
d3[]

atd

=

/LO(M):Z[M]

'Ly(M) = Z[M x M]

"Lo(M) =7Z[M x M x M|+ Z[M x M]
'Ly(M) + Z[M]

ZIM x M x M x M|+ Z[M x M x M|+ Z[M x M]
‘dy[z,y] = [y] — [z +y] + [2]

%PMZ%M—MM

z,y, 2] = [y, 2] = [z +y, 2] + [v,y + 2] — [z, Y]
‘dslz,y, 2, t] = [y, 2, t] — [t + y, 2, t] + [z, y + 2, 1]
—lx,y, z +t]+ [z,v, 2]

dslz,y, 2] = [z, y, 2] = [z, 2, 9] + [z, 2, 9] — [y, 2]
+x 4y, 2z — [z, 2]

%%MZMM+MM

e =,

les Z[ M) étant les groupes abéliens libres engendrés par M (i = 1,2,3,4). Puisque
L; (resp. 'L;) est libre, un homomorphisme du groupe L; (resp. ‘L;) dans un group

abélien N est uniquement déterminé par ses valeurs sur les générateurs. D’ou les

complexes Hom(L4(M), N), Hom('Le(M), N) sont identifiés aux complexes suivants

Hom(Le(M), N): Homz(M, N)

Hom('L,(M), N): Homz(M, N)

Hom(M, N) 2% Hom(M x M, N)

Hom(M x M x M, N) x Hom(M x M, N)
Hom(M x M x M x M,N) x Hom(M x M x M,N)
xHom(M x M, N) x Hom(M, N)

Hom(M, N) = Hom(M x M, N)

Hom(M x M x M,N) x Hom(M x M, N)

Hom(M x M x M x M, N) x Hom(M x M x M, N)
xHom(M x M, N)

l&r l@“ 1

jgﬁ¢
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ou Homgy (M, N) est le group des homomorphismes du groupe M dans le groupe N,
Hom(M* N) (i = 1,2,3,4) le groupe des applications de M* dans N, et

of = 'of, af(vy) = fly) — flz+y)+ f2);

dog = '02g9 = (h1,ha), 00 hi(z,y,2) = g(y,2)—g(x +y,2)+g(z,y + 2)—g(z,y)

et h2(x7y> = g(xvy) - g(y,l’),
(klakQ) = <l17l27l37l4)7 '53(/‘31,/%) = (11,12,53) avec

l1(33 Y, z, t) = ]ﬁ(y,Z t) k1($+y,z,t)+k1(x,y+z,t) —kl(x,y,z+t)+k1(x,y,z)

L(z,y,2) = ki
l3($ y) = ka(z,y) + ka(y, )
la(z) = ka(z, ).

Proposition 3.58. Le complex Lo(M) est une “résolution tronquée” de M, en
d’autres termes la suite Ly — Lo — L1 — Lo — M — 0 est exacte.

Proof. Une preuve de 'exactitude en degrées 0 et 1 se trouve dans [9]. D’autre part,
les L; étant libres, 'exactitude de Lo(M) est équivalent a I'exactitude des complexes
Hom(L4(M), N) pour N un groupe abélien arbitraire. Prouvons 'exactitude en
degré 2 pour le complexe Hom(Le(M), N). Soit (ki, k2) € Ker d, i.e.,

ki(y,z,t) — ki(x +y, 2, t) + ki (z,y + 2, t) — ki (z, y,z+t)+k1(x y,z) = 0
kl(x,y,z)—kl(x,z,y)—i—kzl(z,x,y)—kg(y, )+k2(l‘+y7 ) ( Z) =0
ko(x,y) + ka(y,x) = 0

ko(z,z) = 0.

Puisque ko (z,y) + k2(y, ) = 0 et ko(z,z) = 0, il existe g € Hom(M x M, N) tel que
ky(z,y) = g(x,y) — g(y, z), i.e., ks = ant g. Par conséquent (kq, k2) est cohomologue
a (k1—0g, ko—ant g) = (k1—0g,0) ou dg(x,y, 2) = gy, z) —g(z+y, z) +9(z,y+2)—
g(x,y) est un cobord au sens de la cohomologie des groupes. Posons f = k; — 0g.
Puisque (f,0) € Kerds, nous avons en vertu de la définition de ’homomorphisme
de cobord d3, Of = 0 (0 étant 'homomorphisme de cobord défini par la relation
(13.33) et f(z,y,2) — f(x,z,y) + f(z,2,y) = 0. Or Mac-Lane a démontré que

HE(M, N) = Z3(M, N)JdCZ(M, N) = 0,

ot Z$(M, N) (resp. CZ(M,N)) est le groupe de 3-cocycles (resp. 2-cochaines) (au
sens de la cohomologie des groupes) symétriques, i.e., qui vérifient la relation

f@y,2) = flz,z,y) + f(z2,9) =0 (resp. g(z,y) = g(y, 7).
On en déduit donc pour (f,0) € Ker d3
(f,0) = (Qu,antu), wu € CF(M,N)

T,Yy,z ) kl(‘ra Zay) + kl(zvajay> - kQ(ya Z) + kz(.’ﬂ + Y, Z) - kz(.T,Z)
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et par suite (f,0) € Imd,, ce qui implique (ki, ko) € Imdy. D’oun lexactitude de

Hom(L4(M), N). On vérifie aussitot que le complexe reste encore exact quand on
impose la condition de normalisation aux cochaines, i.e.,

f(0) = 0, fe Hom(M, N)
9(0, x9) g(x1,0) =0, g€ Hom(M x M,N)
h(0,z9,23) = h(x1,0,23) = h(z1,22,0) =0, h € Hom(M x M x M,N)
k:(O 1‘2,1'3,$4) = k:(:vl,O 273,1'4) = kf(l’1,l‘2,0 $4) = k’($1,l’2,l’3,0) 0,
k € Hom(M x M x M x M,N).
O

Dans ce qui suit, on suppose que les cochaines dans les complexes Hom(L4 (M), N)
et Hom(’Le(M), N) sont normalisées. En nous servant de la Proposition [3.3] nous
démontrons comme dans la Proposition la proposition suivante

Proposition 3.59. Il y a une bijection canonique entre [’ensemble des classes
d’équi-valence de Pic-catégories préépinglées de type (M, N) et l’ensemble H*(Hom('Le(M), N)).

Proof. Soient (P, e) une Pic-catégorie préépinglée de type (M, N) et (X, ix) un
épinglage de P. Soient S la ®-catégorie réduite de P, (G,G): P — S, (H,H): S —
P les ®-équivalences canoniques déterminés par 1’épinglage (X, ix). Soit (§,n) la
contrainte AC induite par (H, H) pour la ®-catégorie S. Enfin soit T la ®-catégorie
construite a partir du groupe M et du M-module N (trivial). Le couple (g,id) est un
®-foncteur de la ®@-catégorie T dans la ®@-catégorie S, et (71, id) son inverse. (g,id)
induit les contraintes d’associativité a = e71(€), d’'unité (0,1id, id), de commutativité
B =e;"(n), T devient une Pic-catégorie et (g,id) un ®-foncteur compatible avec les
contraintes d’associativité et de commutativité de S et T'.

Donc a chaque Pic-catégorie P préépinglée de type (M, N) nous avons fait corre-
spondre un élément (o, B) € Ker ‘03 du complexe Hom(’Le(M), N). Un changement
d’épinglage de P fait varier (a, 8) en (a4 Ou, B+ antu), (Qu, antu) € Im'dy (Propo-
sition . D’oti application (P, ¢) — Op.y = (o, ) € H*(Hom('Le(M), N)). De
la méme maniere que dans la Proposition |3.47, nous démonstrons que cette applica-

tion induit une bijection entre I’ensemble des classes d’équivalence de Pic-catégories
préépinglées de type (M, N) et 'ensemble H*(Hom('L4(M), N)). O

Proposition 3.60. La classification des Pic-catégories préépinglées de type (M, N)
qut sont strictes est triviale.

Proof. Soient (P, ¢) une Pic-catégorie préépinglée de type (M, N) et soit (a, 3) €
Ker 95 I’élément correspondant. Puisque P est stricte, on a f(x,z) = 0 pour tout
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x € M. Par conséquent (o, ) € Kerds du complexe Hom('Le(M),N). D’ou
il y a une bijection entre l’ensemble des classes d’équivalence de Pic-catégories
préépinglées de type (M, N) qui sont strictes et 'ensemble H?(Hom('Lo(M), N)).
Or H*(Hom('Le(M), N)) = 0 d’apres la Proposition [3.58| O

Corollary 3.61. Soient P et P' deux Pic-catégories strictes. Alors il existe une
®-équivalence (F,F): P — P’ compatible avec les contraintes d’associativité et de

~

commutativité de P et P’ si et seulement s’il existe des isomorphismes \o: mwo(P) =
mo(P"), A T (P) = mi(P).

Proof. Supposons qui'il existe une ®-équivalence (F, F): P — P’ compatible avec
P’. En vertu de la
To

~

(P"), A\p: my(m) =

les contraintes d’associativité et de commutativité de P et

~

Proposition M, il existe des isomorphismes Ag: mo(7m) —
7T1<£/).

Inversement, supposons qu’il existe des isomorphismes Ag: mo(P) = mo(P’) et
Az i (P) = mi(P'). Dans ce cas on peut considérer le couple id = (idr,(py, id, (p))
comme un préépinglage de type (mo(P), m1(P)) pour la Pic-catégorie P; et le couple
A = (Mg, A1) comme un préépinglage de méme type que P, pour la Pic-catégorie
P’. Comme la catégorie des Pic-catégories préépinglées de méme type et strictes est
connexe d’apres la Proposition |3.60 on en déduit 'existence d’une ®-équivalence
(F,F): P — P’ compatible avec les contraintes d’associativité et de commutativité
de P et P’. O

Corollary 3.62. Si dans N la relation 2y = 0 entraine y = 0, alors la classification
des Pic-catégories préépinglées de type (M, N) est triviale.

Proof. Dans ce cas toutes les Pic-catégories de type (M, N) sont strictes, d’ou le
corollaire en appliquant la Proposition |3.60] Il

Definition 3.63. Soient A, B des groupes abéliens, f une application du groupe
produit A" dans B. L’antsymétrisée de f est une application, notée af, de A™ dans
B, définie par
flx,z0,.. . 2,) = Z Sof (To1, T2y ooy Ton)
oeG,
ou G, est le groupe symétrique, s, la signature de la permutation o.

Definition 3.64. Chaque élément («, 3) € Ker ‘93 du complexe Hom('L4 (M), N) est
appelée une structure de Pic-catégorie préépinglée de type (M, N). Deux structures
de Pic-catégorie préépinglée de type (M, N), («, ) et (', 8’), sont dites cohomo-
logues si et seulement si («, 5) = (a’, f7). Une structure de Pic-catégorie (a, ) est
dite stricte si f(x,z) = 0 pour tout = € M.
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Proposition 3.65. Soit («, B) une structure de Pic-catégorie préépinglée de type
(M, N). Alors antisymétrisée ac = 0 et lapplication x — [(x,x) est un homo-
morphisme du groupe M dans le groupe N, o N étant le sous-groupe de N contenant
les éléments y € N tels que 2y = 0.

Proof. Puisque («, 5) € Ker d3, nous avons les relations
(3.66)

a(xe, T3, x4)—a(x1+T9, T3, Tg)+a(T1, Tot+x3, T4)—(21, Te, T3+x4)+a(x, T2, 23) = 0,

(3.67)

a(zy, x2, x3) — alxy, 3, 2) + axs, 11, 22) = B(xg, x3) — (X1 + T2, T3) + (21, T3)

(3.68) B(z1,z2) + B(z2,21) =0

pour xq,xs, xr3, x4 € M. En permutant xq, xs dans , nous obtenons

a(xg, x1,x3) — ax2, T3, 1) + T3, T2, 1) = [(21, 23) — f(T1 + T2, T3) + P22, T3)
ce qui donne

aa<xlax27l‘3) - Oé(x17$27x3> —05(131,1'37I2> +OC(LU3,I'1,$2)
—a(xg, x1,23) + a(x9, T3, 11) — (23, T2, 21) = 0.

Ensuite dans (3.67)) faisons successivement x; = z3 = x, 79 = y, 1 = T3 = ¥,
Ty =T; T =T, Ty =Y, T3 = T + y; nous obtenons

alz,y,x) = Ply,x)—Bx+y,x)+ Bz, x)

a(y,z,y) = Bz,y) — B +y,y)+ By, v)

afr,y,x+y) —alr,z+y,y) +alz+y,x,y) = Bly,z+y) —plr+yz+y)
+B(x,x +y)

ce qui donne

aly,z,y) —alz+y,2,y) +alz,z+y,y) — alr,y,z+y) + a(z,y, )
= Blz,y) = Bx+y,y)+By,y) — B,z +y) — Bl +y,x+y) + Bz, z+y)
+ By, x) — Bz +y,z) + B, ).

Or le premier membre de la relation est nul en vertu de , et le second égal a
B(z,z)+ B(y,y) — B(x+y,x+y) en vertu de (3.68)); ce qui montre que 'application
x +— [(z,x) est un homomorphisme. On peut démontrer cette derniére asser-
tion d’une maniere autrement. Pour cela, considérons une Pic-catégorie (P, ¢)
préépinglée de type (M, N) qui correspond au couple (¢, ) dans I'application de la
Proposition |3.59. Dans P, prenons quatre objets Xy, Xy, X3, X, tels que X7 = X3 =
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X, Xo = X, =Y. En vertu de la Proposition [2.65], nous avons la commutativité du
diagramme suivant

(X1 ® X2) ® (X3 ® Xa)

AX1®X9,X3,X4 CX1®X9,X30Xy

(X1 ®X2)® X3)® X4 (X3 ® X4)® (X1 ® X2)
a;‘iaxz,)%@id AX3®X4,X1,X2

(X1 ® (X2 ® X3)) ® X4 (X3 ®X1) @ X1) ® X2
(i[d®cxy,x5)®id a)_(;,x4,x1®id

(X1 ® (X3® X2)) ® X4 (X3® (X4 ® X1)) ® X2
ax,,xg,Xx, ®id (ld®cx,,x,)®id

((X1® X3) ® X2) ® X4 (X3 ® (X1 ®X4)) @ X2
(exy,x5 ®id)®id axg, xq,x, ®id

(X3 ® X1) ® X2) ® X4 (X3 ® X1) ® X4) ® X2
1 —1
IX3®X1,X9,X4 IX3®X1,X4,Xo

id®cx,,x,
(X3® X1) ® (X2 ® X4) (X3 ® X1) ® (X4 ® X2)

ce qui donne, en posant o = g5 (cl X),y = &5 (clY),

Oz(l‘ + yaxvy) - (X(l’,y,l’) + B(va) + a(w,x,y) + ﬁ(il),ﬂ?) - OZ(QZL',y,y)
+B(yay) + Oé(2$,y,y) - Oé({L‘,l‘,y) - B(y,m) + (I(J?,y,Z)

ou apres simplification
OJ

Proposition 3.69. Le noyau de l'application (@, B) — @ du groupe H*(Hom('L4(M), N))
dans le groupe H3(M, N) s’identifie au groupe
Linant*(M, N)/ant(Z*(M, N))

des applications bilinéaires alternées M x M — N, modulo celles de la forme ant u,
ovu € Z*(M,N).

Proof. Soit (a, 3) € H*(Hom('Ly(M), N)) tel que@ = 0,i.e.,a =3 f, f € C*(M, N).
Nous avons

(O{,ﬁ) = (a.ﬁﬁ) = (af_afaﬂ_antf) = (079)7 g:ﬁ_antf-




110

En vertu de las relations (3.67)) et (3.68)), ¢ est bilinéaire alternée. D’ou le noyau de

I'application se compose des éléments (0, g) avec g bilinéaire alternée. De plus
(0,9) = (0,g') <= Fuec C*(M,N),0u=0et g— g = antu,

d’olt la proposition en remarquant que les éléments de ant(Z2?(M, N)) sont des ap-
plications bilinéaires alternées M x M — N. OJ

Proposition 3.70. Il y a un monomorphisme j de Linant?*(M, N)/ant(Z?(M, N))
dans Homgy (M, oN).

Proof. Considérons I’homomorphisme
Linant®>(M, N) — Homgz (M, ,N), f + ¢, p(z) = f(z,2), z € M.
Le noyau de cette application se compose des applications bilinéaires alternées f

telles que f(z,x) = 0 pour tout = € M. En vertu des relations (3.66)), (3.67), (3.68),
(0, f) est une structure de Pic-catégorie préépinglée de type (M, N) qui est stricte

puisque f(x,z) = 0 pour tout x € M. Or le complexe Hom(L4(M), N) est exact,
ce qui donne (0, f) = (Ou,antu) avec du = 0. On en conclut que le noyau est
ant(Z?(M, N)). Cet homomorphisme induit donc le monomorphisme

j: Linant*(M, N)/ant(Z*(M, N)) = Homgz(M, ,N).

Proposition 3.71. Si M est libre, j est un isomorphisme.

Proof. Soit (e;);cr une base de M et soit ¢ € Homy (M, 2N). Nous construisons une
application f: M x M — N de la maniere suivante

fleisei) = (e, flei,ex) =0 pour i # k,
flzyy) = dominif(es,ex) pour &= mie;, y =) nyeg.
Il est clair que f est bilinéaire alternée et f(x,x) = ¢(z), d’ou la proposition. [

Corollary 3.72. Si M est libre, alors Linant*(M, N)/ant(Z*(M,N)) = 0 si et
seulement si 9N = 0.

Proof. Si oN = 0, il est clair que Linant*(M, N)/ant(Z%(M, N)) = 0. Inversement,
Linant®>(M, N)/ant(Z%(M, N)) = 0 implique Homgz (M, ,N) = 0 et par suite ;N = 0
puisque M est libre. O

Proposition 3.73. Il y a un monomorphisme
h: H*(Hom('Ly(M), N)) < Homg(M, oN)

qut est un isomorphisme si M est libre.
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Proof. Soit (a, ) une structure de Pic-catégorie préépinglée de type (M, N). En
vertu de la Proposition [3.65] l'application @ — B(z,z) appartient a Homg (M, o N).
De plus deux structures cohomologues («, ), (o’, 5’) définissent une méme applica-
tion z — B(x,z) = B'(x,z). On obtient un homomorphisme h de H*(Hom('Ls(M), N))

dans Homgz (M, 2N) en posant h(a, 8)(z) = (z, ),z € M. Le noyau de h est donc
H?*(Hom(L4(M), N)) qui est nul en vertu de la Proposition [3.58]

Supposons M libre et soit ¢ € Homy(M,,N). En vertu de la Proposition m
il existe f € Linant*(M, N) tel que f(z,7) = @(z). 1l est clair que (0, f) est une
structure de Pic-catégorie préépinglée de type (M, N) et h(0, f)(z) = f(x,x) =
(), ce qui achéve la démonstration. O

4. CHAPTER III
Pic-ENVELOPPE D’UNE ®-CATEGORIE ACU

Dans ce chapitre nous nous occupons de deux problemes universels, celui de
rendre des objets “objet unité” et celui d’inverser des objets.

4.1. Le probleme de rendre des objets “objet unité”.

Pour pouvoir résoudre ce probleme, occupons-nous du probleme suivant.

4.1.1. Le probléme de rendre des endomorphismes des identités.

Proposition 4.1. Soient A une catégorie, S une partie de F1A. Il existe une
catégorie AS et un foncteur H de A dans AS ayant les propriétés suivantes:

(1) H(u) =1id pour tout u € S;
(2) pour tout foncteur K de A dans une catégorie B tel que K(u) = id pour tout
uw e S, il existe un foncteur K' et un seul de AS dans B tel que K = K'o H.

En d’autres termes, (AS, H) est une solution du probléme universel

K:A— B, K(u)=id pour toutu € S.

Proof. Soient A, B des objets de A et R4 p une relation binaire définie dans Homy (A, B)

de la maniere suivante: pour u,v € Homy(A, B), on a uR4 gv si et seulement s’il
existe un entier n > 0, des entiers strictement positifs po, p;, ¢; (1 = 1,...,n), Gni1,
et des morphismes

u = ugi)ug) . .uj(o? = vgi)véi) . .vg) (i=1,2,...,n)
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tels que u = ugo)ugl) . .u}(,%’, v = UinH)UénH) . .vé:jll) et
ugj)ggj)ugj)ggj) - 5;(9?71%%) _ v§j+1)s§j+1)v§j+l)g§j+l) N '8((]?‘:111 ég‘:—ll)
pour j = 0,...,n, les ) étant des morphismes appartenant & S. On vérifie

aussitot que Ry g est une relation d’équivalence dans Homy (A, B), elle est la relation
d’équivalence la plus faible identifiant les fleches de S avec des identités. Pour u,v €
Homy (A, B),u',v" € Homy(B,C), uRspv,u’'Rpcv’, on a aussitot u'uR,cu'v,
uw'vRcv'v, dott u'uR4 cv'v. Notons par @ la classe d’équivalence contenant w,

Cela étant, posons

ObA® = ObA
Homs(A, B) = Homyu(A, B)/Rap.

AS est donc une catégorie qui est une catégorie quotient de A. Le foncteur H: A —
AS est défini par les applications

A — A
(u:A—B) — (u:A— B).

Il est clair que H(u) = id pour tout u € S. Enfin soient B une catégorie, K: A — B
un foncteur tel que K(u) = id pour tout u € S, le foncteur K': A® — B défini par
les applications

A — KA
(w: A— B) — (Ku: KA— KB).
est le seul foncteur de A® dans B tel que K = K’ o H. OJ

Remark 4.2. Quand la catégorie A est un groupoide et e € S pour tout € € S, la
relation d’équivalence R4 p dans Hom (A, B) peut étre décrite plus simplement: si
u,u’” € Homy (A, B), alors uR4 pu’ si et seulement sil existe u = ujus ... upy,u’' =
ujuy ... u, tels que urEugey .. Ep 1Uy = UIEUYEY .. Eg_1U,, OU &, 6) € S. En effet,
si cette derniére relation existe, il est clar qu'on a u R4 pu’. Inversement supposons

/

I ’ol
U=UU2...Up,V =UV1V2...0Up = W1W2...Ws, U :U,1U2...Uq

et
UIE1UEY . . . Ep1Up = UL H1V2M2 ... hp—1Vp

— 2PN N N | / /

avec €, ., v, € S. Alors on peut écrire

_ —1,,—1 —1
U = UUp...UpU, "V, q...Vy Vg...Up,
-1

! 1,1 /7, —1 -1
u — UIUQ...U,qu ws_l...W2 (A}Q...ws
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et on a

“1,-1,-1 1 -1,-1 -1 -1 _
UIETUQEY - . . Ep1Up Uy [y 1 Vp_q flyp_g - . VU3 [hg Vg [i] VU3 ...Up =

[N / ’/,—-1,,-1, -1 _ — -1 -1 -1 -1
u1€1U2€2€q_1quS I/S_lws_lys_Q...wE} 1/2 CL)2 1/1 (.UQW?)WS

puisque le premier membre est égal a vvs ... v, et le seconde membre a wiws . . . w;.

Definition 4.3. Soit A une ®-catégorie associative, et soit £ la partie de F1 A se
composant des fleches qui sont des endomorphismes. On dit qu'une partie S de £
est multiplicative si idx € S pour tout X € Ob A, et si le produit tensoriel de deux
fleches de S appartient a §. On dit aussi que S es une partie multiplicative de A.

Pour toute partie S de &, il existe des parties multiplicatives de £ contenant S,
par exemple £ lui-méme. L’intersection de toutes ces parties est la plus petite partie
multiplicative de £ contenant S; on dit qu’elle est engendrée par S. Il est immédiat
que c’est ’ensemble formé de tous les produits tensoriels finis des fleches de S et des
identités id y.

Proposition 4.4. Soient A une ®-catégorie AC, (a,c) sa contrainte AC, S une
partie multiplicative de A. 1l existe une ®-catégorie AC A° et un ®-foncteur AC
(H,H) de A dans AS ayant les propriétés suivantes:

(1) H(u) =1id pour tout u € S;
(2) pour tout ®-foncteur AC (K, K) de la ®-catégorie AC A dans une ®-

catégorie AC B, tel que K(u) = id pour tout u € S, il existe un ®-foncteur
AC (K',K") et un seul de AS dans B tel que (K, K) = (K',K')o (H, H).

Proof. Considérons la relation d’équivalence R4 p définie dans la Proposition
Soient u,v € Homy(A, B),u’,v" € Homu(A', B’),uRspv,u’Ras g:v’. On a aus-
sitot (u@idB/)RA(gB/’B@B/(U@idg/) et (idA®u/)RA®A/7A®B/(idA®U’), ce qui donne

u®u' = (u®idp)(ida ® u") Ragar pep (v @ idp)(ida @ 0v") =v @ 0.

D’ot1 dans la catégorie quotient AS (voir Proposition {.1]) on peut construire une loi
® dont le produit tensoriel de deux objets de AS est le méme que celui de A et dont
le produit tensoriel de deux fleches est défini par

TRU =u®u'.

Les contraintes d’associativité et de commutativité pour AS sont @ et ¢, respec-
tivement. Il est clair qu'elles sont compatibles. La ®-catégorie AS est donc une
®-catégorie AC. Enfin le foncteur H est défini comme dans la Proposition [4.1] et
H =1id. Le couple (H, H) est ainsi un ®-foncteur AC.
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Soient B une ®-catégoriec AC et (K,K): A — B un ®-foncteur AC tel que
K(u) = id pour tout v € S. Le ®-foncteur (K',K’): A — B avec K’ défini
comme dans la Propositionet K’ = K est le seul ®-foncteur AC tel que (K, K) =
(K',K")o (H, H). O

Definition 4.5. Soient A une ®-catégorie AC, (a, ¢) sa contrainte AC, S une partie
multiplicative de A. On appelle ®-catégorie AC quotient de A définie par S, et on
désigne par AS, la catégorie A définie par

ObA® = ObA
Homs(A, B) = Homy(A, B)/Ras,

munie de la structure de ®-catégorie AC définie par

A® B dans AS = A® Bdans A, A,B e ObA°
TQUW =u®u, u,u €FlA°
contrainte AC = (@, ¢).

On appelle ®@-foncteur canonique de A dans A le ®-foncteur AC:

A~ A
(u: A— B) — (u: A— B).
On a aussitot la proposition suivante

Proposition 4.6. Soient A une ®-catégorie ACU, (a,c,(1,g,d)) sa contrainte
ACU, S une partie multiplicative de A. La catégorie AS est une ®-catégorie ACU,
sa contrainte d’unité étant (1,G,d), et le ®-foncteur canonique de A dans AS est
un ®-foncteur ACU. La catégorie AS et le ®-foncteur canonique de A dans A®
constitue une solution du probleme universel

(K,K): A— B, K(u)=1id pour tout u € S,
oty B est une @-catégorie ACU et (K, K) est un ®-foncteur ACU.
4.1.2. Le probleme de rendre des objets “objet unité”.

Tout d’abord, introduisons un ®-foncteur.

Definition 4.7. Soient C' une ®-catégorie AC, P une ®-catégorie ACU, sa con-
trainte d’unité étant notée (1p,g,d). On désigne par (Ip,Ip) le ®-foncteur de C
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dans P défini par
X+——=1p

! Jie

Yl—>l£

Ip(X,Y)=d " Ip(X)@Ip(Y)=1p®1p > 1p=Ip(X ®Y)

pour X,Y € ObC,u € FIC. 1l est clair que (Ip, Ip) est un ®-foncteur AC en
vertu de la compatibilité des contraintes de P. (Ip, I p) est appelé le ®-foncteur 1p
constant de C dans P.

Dans tout ce qui suit de ce no., A est une ®-catégorie munie d’une contrainte
AC: (a,c), A’ est une ®-catégorie munie d'une contrainte AC: (a’,c¢’) et dont la
catégorie sous-jacente est un grupoide, (T,7): A’ — A un ®-foncteur AC. On se
propose de chercher

(1) Une ®-catégorie P munie des contraintes d’associativité, de commutativité
et d’unité compatibles;

(2) Un ®-foncteur (D, D): A — P compatible avec les contraintes d’associativité
et de commutativité dans A et P.

(3) Un ®-isomorphisme fonctoriel

A: (D,D)o (T, T) = (Ip, Ip)

ot (Ip, Ip) est le @-foncteur 1p constant de A’ dans P

En plus, on veut que le triple (P, (D, D), \) soit universel pour les triples (Q, (F, E), u)
vérifiant (1), (2), (3); ie., pour un triple (Q, (E, E), p) vérifiant (1), (2), (3), il
existe un ®-foncteur (E’, ') et un seul de P dans Q@ compatible avec les con-
traintes d’associativité, de commutativité et d'unité dans P et @ tel que (), E) =

(E',E") o (D, D) et le diagramme

E'(Xy
B/(DTA) 2 (1)
| |#
ETA' - 1g

soit commutatif, E': 1, = E'(1 p) étant isomorphisme venant de la compatibilité
de (E', E’) avec les unités de P et @ (Définition [2.148)).

Nous considérons le probléme d’abord au cas ou A’ = 0.
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Proposition 4.8. Soit A une ®-catégorie munie d’une contrainte AC: (a,c). 1l
existe une ®-catégorie ACU P et un ®-foncteur (D, D) A — P, compatible avec
les contraintes d’associativité et de commutativité dans A et P, ayant la propriété
suvante:

Pour tout @-foncteur (E,E) de A dans une ®-catégorie ACU Q, compatible
avec les contraintes d’associativité et de commutativité dans A dans Q, il existe un
®@-foncteur ACU (E', E") et un seul de P dans Q tel que (E, E)=(E',E")o(D,D)
et que id = E': 1, = E'(1p).

Proof. Pour construire la catégorie P, posons

ObP = ObAU {1}

Homu(A,B), A,B€ObA

0, AcObA B=1p

0, A=1p,BcObA

fid,}, A=B=1,

La composition des fleches dans P se définit de fagon naturelle a ’aide de la com-
position des fleches dans A . Nous avons ainsi une catégorie.

HOIHB(A, B) =

Pour munir P d’une ®-structure, nous définissons le foncteur ® : Px P — P dela
maniere suivante, en nous servant de la lois ® dans A (ou A, B,C, D € Ob A, u,v €
F1A):

(A,B)—= A® B (1p,A)—— A
(u,v) L lu@v (id,v) l ]u
(C,D)——C®D (1p,B)— B
(A lp)—= A (1p,1p) —1p
(u,id) j ‘u (id, id) l j id
(B,1p) — B (1p,1p)—=1p

On vérifie aussitot que ® ainsi défini est un foncteur. Il est clair que a, défini de la
fagon suivante

aapc(dans P) = aapc(dans A)

a1,,Bc = ldpgc, @an,c=Iidage, aap1, =idags
A1p1p0 = ide, aip,pi1, =idp,  Gan,1, =ida
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pour A, B,C' € Ob A et
A1p1p.1, = 1d1,
constitue une contrainte d’associativité pour P. Pour la contrainte de commutativité

¢, posons
cap(dans P) = cqp(dans A)
C1p,4 = ida, can, =lida
pour A, B € Ob A et
Clp1, =id1,.
c est bien un isomorphisme fonctoriel et vérifie cg 4 0 ca p = id pour A, B € Ob P.
Finalement pour la contrainte d’unité, posons

gA:idAiA:)lB(@A:A, dAzldAA:)A(@lB:A

pour A € Ob A, et

ng = dlg = idlg: lB :> lB®lB = lB'
(1,g,d) est manifestement une contrainte d’unité pour P. On vérifie aussitot que
ces contraintes sont compatibles. P est donc une ®-catégorie ACU.

Posons

D(A) :A, D(u) = Uu, DA,B :idA®B

pour A,B € Ob A, u € FIA. 1l est immédiat que (D, D) est un ®-foncteur de A

dans P compatible avec les contraintes d’associativité et de commutativité.

Enfin, soient @ une ®-catégorie ACU, (E, E): A— @ un ®-foncteur compatible
avec les contraintes d’associativité et de commutativité. Supposons qu’il existe un
®-foncteur (E', E'): P — @ compatible avec les contraintes d’associativité, de com-

mutativité et d'unité dans P et Q tel que (F, E)=(E',E") o (D,D) et E' = idy,.
On obtient aussitot B
(49) E'(A) = E(A), E'(lp)=1g, E'(u) = E(u), E'(id;,) = id;

' EI/LX,B - EA,37 EiB,A = 95}47 Ejil,lﬂ - d;?ixv Ei - d;_

pour A, B € ObA et u € FIA. D’ott 'unicité de (E’, E").

Pour construire (E’, E'), définissons le par les formules (#.9). On vérifie aussitot
que ¢’ est un ®-foncteur ACU de P dans Q tel que (E, E) = (E',E') o (D, D) et

E' =id; o ¢ qui démontre I'assertion. O

Revenons au cas général. Les hypotheéses sur A, A’, (T,T): A’ — A sont toujours
comme au début du no.
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Proposition 4.10. Soient A, B € Ob A, ®(A, B) l’ensemble des triples (A’, B', u)
ou A',B"€ ObA", u e Fl1A, u: AQTA" — BRTB’. Soit Rap la relation binaire
définie dans (A, B) de la fagon suivante:

/ !/ / !/
(Alv B1> ul)Rz‘LB (AQv B2> UQ)
si et sulement s’il existe des isomorphismes

u: AlRC] > A, C,, v':B ®C| = By®C,

dans A’ pour des objets C{,Cy de A’, tels que le diagramme

(4.11)
idTu'
ART(A @ C) S AR T(A,® C3)
A® (TA, @ TCY) A (TA;®TCy)
(AR TA)) ® TC} (A®TA) ®TCy
u1 ®id u2 ®id

(B®TB])®TC| (B® TBY) ® TC}
B (TB]®TC]) B® (IB;®TC;)

BeoT(B o) EY Be (B o Cl)

soit commutatif. Alors Rap est une relation d’équivalence.

Proof. La relation R 4 p est manifestement réflexive et symétrique. Montrons qu’elle
est transitive. Soient (Aj, B, u1), (A%, By, us), (A}, Bs, us) € (A, B) tels que

(A1, B{,u1)Ra,p(Aj, By, ug) et (Af, By, ug)Ra (A5, B, ug), ie., il existe des iso-
morphismes

u: Al@C] S ALeCy, v Bl@C] S By Cy

VAR CY S A ® Gy, w's By Gy S By @ Cf
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pour des objets C{, Cy, Cy,C4 de A’ tels qu’on ait la commutativité du diagramme
(4.11)) et du diagramme (4.12]) suivant

(4.12)
/ py d@TV" / /
ART(A,®CY) —= AR T(A;® CY)
A® (TA,®TCY) A® (TA;®TCy)
(A® TAL) ® TCY (A® TAL) @ TC
u2 ®id u3z ®id
(B®TBj) @ TCY (B® TB}) ® TCY
B® (TB,®TCY) B® (TB,®TCY)
M id®w/ %

B®T(By®Cy) — BT (B C}).

Il faut faire attention quand on a parle de la commutativité des diagrammes (4.11))
et (4.12): dans ces diagrammes toutes les fleches sont inversibles sauf u; ® idrer,
Ug & iché/ et ug ® idTC’é'

Venonous maintenant a la démonstration. Pour cela, considérons les diagrammes

(4.13) et (4.14]) suivants
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u) ®id

id@Ta’ ideT a
AQT((A]RC])RCY) <——AQT(A{®(C{®CY)) =—— AQ(TA|QT(C{®CY)) —= (AQTA) ®T(C{ ®CY)
id®T :5%% (1)
u1 ® (id®id)
A® (T(A{®C{)®TCY) (1 (ARTA])®(TC{®@TCY)
a 9% (I1I)
(id®T)®id a®id (u1 ®id)®id
(A®T(A]®C) ®TCY (A® (TA{ ©TC{) @ TCY —= (A®TA]) @ TC{) @ TCY —————
id® T (u’ ®id) ”. (X) (1Id®Tu')®id (V)
(1d®T)®id a®id (us ®id)®id
(ART(AL®CH) @TCY (A® (TA,®TCS) @ TCY — (AR TA)) @ TCh) @ TCy ————
a aﬂ (VII)
u2 ® (id®id)
AR (T(A,®CH)®TCY) (VD) (ARTA))®(TC,RTCY) ——————
deT E®%% (VIII)
id®Ta’ deT a uz ®id

AQRT((A,RCHRCY) =——ART(A,®(C0CY) =—— AQ(TAL,RT(C,;CY)) — = (AQRTAL) RT(C,eCY)

(4.13)
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ideT

id@Ta’

—— (BOTB])®T(C{®Cf) =——— B& (TB{ 8 T(C{ 8 C})) —= BOT(B]® (C] © CY)) —= B T((B{ ©C{) & CY)

ﬁa@%

—— (B®TB])® (TC] @ TCY) (1v)

%
a®id

(dRT)®id

— (B®TB])®TC|)@TCy <—— (B® (TB|®TC])) @ TCY

a®id

(d®T)®id

— ((B®TB4)®@TC4) @ TCY <—— (B® (TB,®TC4)) @ TCY

T

—— (B®TB})® (TCL® TCY) (1X)

%E@%
deT

id®Ta’

deT
B® (T(B{®
a
(BoT(B] &
(1Id®Tv")®id
(BRT(Bs®
a
B® (T(By®

ideT

¢ e TCY)

ci)eTCy
(XI) w id®T (v ®id)

CH))®TCY

Cy)®TCy)

a
———= (BRTBL)®T(CL®CY) ~—— B® (TB,® T(CL® L)) —= BRT(B,® (C}® C})) ——= BaT((B,® C})®Ch)
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ideT
ART(A, ®(CY @ C)) = AR (TA, @ T(CY ®Cl)) ——> (AR TA]) @ T(CY ® C])
% id®T(id®c) (XII) E®Hn% (XIII)

id®Ta’ ideT a
ART((A]@C])@Cy) =——AQT(A;®(C{®(y)) =<—— AR (TA]@T(C{®Cy)) —= (A®TA])®T(C]; ® Cy)

%%@i:\@& (XV)
id®Ta’ ideT a
ART((ALRCHRCY) =—— ART(ALR(C{®CY)) =—— A® (TAL®T(C{®CY) — (AQTAL) ®T(Cso CY)

%E@i&@ng CA<C a®ﬂoé Cn<:v
ideT a
ABT(AL® (CY ®CY) =—— A® (TAL@T(CY ®C})) —= (AR TA}) @ T(CY & CY)

(4.14)

vy ®id

w1 ®id

uo ®id

uo ®id
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PLOP! T

(foo (00 @)NI®g <—— (L0010 g <— (0010 eog —— (fFo00%D)I1®(%gr®g) <

PLOP! ]
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((D®// )®,8)L®g<—((,o®,, )L®/Hl)®g—>-(/0®,, )I®(1gl®g)h

D
D
D
D

’>2 —

< %

= 2
x & S &
® ® ® ®
< <) < <)

& &

® ®

= =

B B

® ®

ﬁ\ ﬁ\
- -

(00 0)0%)Ig < (0@ 0)IR%GI)®g —= (0® 20)I® (2a91®9g) <

/DL®P!
/DL®P!

T (P1®,0). L@ PL

Coo(lo®faNiod <—— (o®[0)Qfdieg <— (Lo lorelanegd —s (oo o)re(lgareg) <—

dans lesquels la commutativité des régions (I), (IV),(VI),(IX),(XII),(XIV),(XVI),
(XVIII) résulte de la Proposition [2.172; celle de (IT), (VIII) de la fonctorialité de T
celle de (IIT), (VII) de la fonctorialité de a; celle de (V) est donnée par I’hypothese;

celle de (X), (XI) vient de la fonctorialité de a et T'; enfin celle de (XIIT), (XVII)
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découle de la fonctorialité de ¢/. On en conclut la commutativité du circuit extérieur
du diagramme , et par suite celle du circuit extérieur de en remarquant
que la région (XV) de (4.14) n’est autre que le circuit extérieur de . Ces
considérations nous permet d’affirmer qu’il existe des isomorphismes

Al® (C/eC]) = A (CyeCy), Bie(CyeC]) = Be(C)eCs)

Uy

A0 (Ce0) = Aie(C3e0;), Bye(C)@C;) — Bie (C;e ()

définis par les diagrammes commutatifs suivants

id ® C/ a/

A (G el) — A0 ([ l)) — (A4 e 0) e )

u’lt lu’@id

Ae (Cr o)) 225 Ay (Che Cf) —“~ (AL C)) & CY

B{®(Cf ©CY) "= Bl @ (C{ @ Cf) —~ (B{© C}) © CY

v’ll Lv'@id

Bj@ (Cy ®Cl) 22 Bl (Cho CY) —“~ (B} Cl) @ CF

A8 (Cf © Cf) —“~ (A ® CY) & Cj

vi’l lv”@id

Ay ® (Cf @ Cf) —“~ (A4 © C) @ C

By ® (Cf ® Cg) —“~ (By© Cf) ® C4

w'l’l lw’@id

B!®(Cl®C) —~~ (B2 Cl) & C}



tels que les diagrammes suivants soient commutatifs

(4.15)

A® (TA, @ T(CY ® Cl)) ——> (A®TA!) @ T(CY ® C) 2O e TB) @ T(CY @ C})
id®T
AR T(A] ® (Cf ®CY))
id®Tu)
AQT(AL® (Cf ©Ch))

idT

a ug®id
A8 (TAL & T(CY ® CY)) —— (A8 TAY @ T(CY ® Cf) ——> (B&TB}) @ T(CY ® CY)

(4.16)

uo ®id
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<~ B®(TB|®T(CY ®C})
deT

BRT(B]® (Cy®CY)

id®Tv)
B®T(B)® (C) @ C}))

idT

<~ B®(TB,@T(CY & CL)

a 2 a
AR (TA;®T(C) ©C3)) — = (A@TA)®T(C) ©C;) — > (BRTB;) @ T(Cy ® C3) <—— B (TB; @ T(Cy ®Cy))

deT
AQRT(AL® (CY ®C3))
idTvY

AQT(A4® (05 C4))

deT

uz®id
A® (TAL @ T(CL® CL)) ——= (A® TAL) ® T(C,® C})

ce qui permet de conclure la commutativité du diagramme

id

—— (B®TB4) @ T(C}® C})

ideT
B®T(B;®(Cy®C3))
id®Tw)

B®T(By® (C}& C3))

ideT

<~ B®(TB,®T(C,®C}))

u1 ®
A® (TA, @ T(C) ® C)) —— (A® TA}) @ T(C} © C]) —> (B&TB])® T(CJ ® Cl) ~— B& (TB,®T(CY ©Cl))

deT
ART(A] ® (CY ®CY))
id®T (vi'u))

ART(AL® (CL®CY))

deT

w3z ®id

ideT
B®T(B]® (Cy ®CY))
id®T(w'1vi)

B®T(B;® (C;0CY))

id®T

a 3 a
A® (T} T(C4® Cf) —— (A TA}) @ T(C4® Cf) — (B®TB}) ® T(C4® C4) =—— B (TBy® T(C4® C}))

D7Ol\l( {7 {aul)RA,B<A§7Bévu3)'

Nous désignons par [A’, B’ u] la clase d’équivalence de (A’, B, u).

g
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Remarks 4.17.

1) Soient [A!, B!, ui], [A, BS,us] € ®(A, B)/Rap, u': Al = Al v': Bl = Bj
1, D1 2; D2 : 1 2 1 2
tels que le diagramme

AQTA, =~ B®TB]
id®Tu’l lid@Tv’

A®TA, 2~ B®TB)]

soit commutatif. Alors [A], B{,u1] = [A}, By, us]. En effet, prenons un objet
quelconque C{ de A’. Le diagramme suivant

idT a w1 ®id a idT
AQRT(AI®C]) =——A® (TA|®TC{) —= (AQTA{)QTC{ —> (B®TB{)®TC{ <—— BQ® (I'B{®TC{) —> BQT(B{®CY)

id® T (u’ ®id)
(Id®Tu')®id (1d®@Tv")®id id® (Tv' ®id) id® T (v ®id)
id® (Tu' ®id)

idT a uo ®id a idT

AQT(Ay®Cl) <— A® (TA,® TC]) —> (AQ TA,) @ TC]; —> (B® TB}) @ TC] <—— B® (TB}®TC]) —> B&T(B} & C/)

ayant ses régions commutatives, ce qu’on peut vérifier aussitot, nous donne
la commutativité de son circuit extérieur.

(2) Soient [A’, B',u] € ®(A,B)/Rap, u': B" = B" € F1A". Alors [A’, B u] =
[A’® B”, B"® B",ul, u étant défini par le diagramme commutatif

AR T(A ® B") 29T Ao (TA' @ TB") —"~ (A® TA") @ TB"

|

B®T(B'® B")

lu@TW

2 B (IB' ® TB") —~ (B® TB')® TB"

En effet considérons le diagramme ci-dessous ou C’ est un objet quelconque
de A'. Dans ce diagramme, la commutativité des régions (I), (VI), (IX)
résulte de la Proposition ; celle de (II), (X) de la fonctorialité de T
celle de (III),(VII),(VIII) de la fonctorialité de a; celle de (IV) est évidente;
celle de (V) est donnée par le diagramme commutatif définisant u; enfin celle
de (XI) vient de la définition de v" = ((id®u')®id)a’. D’on la commutativité
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[A/ ® BH, B/ ® B”,ﬂ].

du circuit extérieur qui donne 1’égalité [A’, B’, u]

deT a

a
ARTA'® (B"®(C") =— AQ(TA'®T(B"®C’")) — > (AQTA"®T(B"®C') — (BQTB')®T(B"®C') <—— B (TB'®@T(B" @ C"))

idT

id®Ta’ (1)

deT a

AQT(A'®B"®C') <— A® (T(A’® B")® TC') —> (A® T(A' ® B"))  TC' — (B®T(B' ® B")) @ TC' <—— B (T(B'® B")®TC")

u®id

(11)

uw®id

(111)

(u®id)®id

(A®TA")® TB")® TC' —> (B®TB’)®

(1v)
(u®Tu’)®id

(A®TA")®TB")®TC' — (B TB')®

u®id

deT

id®T (V1)

(A®QTA")® (TB" @ TC') — (B® TB')® (TB" @ TC")

a®id a
TB")®TC' =—— (BQ(I'B'QTB"))TC' <—
ﬁwa@oﬁma@H:\v@ma

(id®Tvw')®id (VII) (VIII)

®id a
N.‘mlv&wqqx t Am®A%m\®ﬂm2uv®MJQ\ S

ﬂ@@& a®id
(A (TA'®@TB"”))@TC’ (V) (B®(TB'®TB"))®TC’ (IX)
% (1d®T)®id (1d®T)®id

deT
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(3) Soient [A’, B',u] € ®(A, B)/Rap, v': A” = A" € F1A". Alors [A', B’ u] =
[A"® A’ A" @ B, ﬁ], u étant défini par le diagramme commutatif
A@TA" @A) 22T Ao (TA" o TA") 295 A0 (TA @ TA") —2~ (A TA') @ TA”

J
" / ideT " p 1d®c / " a / "
BoT(A"® B') <L Be (TA" @ TB') 2% Be (TB' @ TA") —“~ (B® TB') ® TA

Lu@TU’

En effet il suffit de considérer le diagramme suivant dont toutes les régions
sont commutatives, ce qui implique le circuit extérieur commutatif et par
suite I'égalité [A’, B’ u] = [A"®@ A’ A" @ B, ?ZJ,] Dans ce diagramme, C” est
un objet quelconque de A" et w’ = (¢’ ® id)((id ® v") ® id)a’.
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ideT a u®id a
ARTA'® (A" Q®C") =—— AQ (TA'QT(A" ®C’')) — = (AQTANQT(A"®C') — (BTB)QT(A"®(C') <——
\\\
/ } ,
/ deT deT
/
u®id
(AQTA"Y @ (TA" @TC') —= (BRTB')® (TA" @ TC')
id®Ta’
/ (u®id)®id a®id
i (ARTANQTA")Q@TC' — (B®TB')QTA")TC' <——
{1d®T((c' ®id)a’)
| 7 (id®Tv')®id
/ (u®@Tv')®id a®id
AQRT((A'®@A")®C) (A®TANQ®TA")TC' — (B®TB')QTA")@TC! <——
a®id a®id
(A (TA'®@TA")@TC’ (B®(TB'®@TA")@TC’
d®T(c' @id) (id®c)®id (id®c)®id
\ (A® (TA"®@TA")®@TC’ (B®(TA”" @ TB'))®TC’
AN
AN (id® T)®id (id®T)®id
A deT L®id a

AQT(A” © A)@C') ~—— A® (T(A” ® A') @ TC') ——> (A® T(A” ® A')) ® TC! —> (B@ T(A” @ B')) ® TC' ~——
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ideT
B (TB'®@T(A”®C') — BQT(B'®@ (A" ®C"))

id@Ta’
BT(B'®A")Y®C')

ideT

B (T(B'®@ A")®@TC')

d® (T®id)

—— (B® (TB'®TA")) @ TC' <—— B ((TB' @ TA") ® TC")
ca®ca®§i®a,§ id® ((d®Tv")®id) idT((d®v)®id) m
—— (B9 (TB'®TA") @ TC' ~—— B ((TB' @ TA")® TC")
id® (T ®id)

Be(T(B'®A")®@TC")

ideT

BRT(B'® A”)®C")

id®T (' ®id)

ideT
B®(T(A”®B')®TC') — B T((A” ® B'(®C")

B, [B/l7 C”, U] c

)

(Av B)/RA

ed

==

Proposition 4.18. Soient A, B,C € Ob A, [A’, B/, u]
®(B,C)/Rpc. Alors la classe d’équivalence

[A'® B",B'® C" w] € (A, C)/Rac

avec w défini par le diagramme commutatif
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ideT a u®id
(4.19) AT ®@B")<— A®(TA’®TB") —> (AQTA')® TB” —> (B TB') @ TB"

a

B® (TB'® TB")

id®c

w B® (TB" @ TB')
a

(B®TB")® TB’

v®id

ideT id®c
CRT(B'QC")<=——C((TB'TC") — C® (TC" @ TB") — (CTC")®TB’

est indépendante des représentants des classes [A’, B',u],[B",C", v].

Proof. Soient [A’, B, u] = [A{, Bf,u1], [B",C",v] = [B{,C{,v;]. Montrons d’abord
que

[A/ ® B”,BI ® C//,'LU] — [A{ ® B/I,B{ ® C”,Q],

2 étant défini de la méme fagon que w. L’égalité [A’, B, u] = [A}, By, u1] s’exprime
par l'existence des isomorphismes v': A’ ® C' = A @ C{,v": B'®@ C' = B{ @ C
tels qu’on ait la commutativité du diagramme

AST(A @C") - - = (AQTAN @ TC' “2X (Be TB) @ TC' - -~ B T(B' © (")
id®Tu’l id®T'v’l

AQT(A!@C!) - -~ (A TA)@TCI “2S (B TB) @ TC! - - Bo T(B] @ C!)

ott les fleches en pointillé sont des composés des fleches construits a ’aide de a, a1, T,
T-', des identités et de la loi ® (voir diag. (#.11)). Désormais pour un ®-
foncteur AC (resp. ACU) (F, F) d’'une ®-catégorie AC (resp. ACU) C dans une
®-catégorie AC (respectivement ACU) C'; en vertu de la Proposition (resp.
nous marquerons souvent, pour abréger, en pointillé les fleches construits
a laide de o/, (a')~',¢,(¢")"Y, Fa, Fa™", Fe, Fe™'F, F'~', des identités et de la loi
® (resp. o, (/)71 ()Y g'(¢),d (d), Fa,Fa™', Fc, Fc™', Fg, Fg~!, Fd,
Fd=',F,F~'F F~', des identités et de la loi ®), et les composés de ces flaches.
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Soient uj, u), v}, vy les fleches de A’ définis par les diagrammes commutatifs suivants

A/®(B//®O/) ﬂA/@(O/@_BII) L’_ (A/®C/) ®B/I

uiL u’®idl

Al® (B"©C) 2% Al e (Cl e B") —“~ (Al Cl) @ B”

(A/®B//)®O/<LAI® (B//®O/)

/ /

(Al® B") @ C! <“— A! ® (B" ® C})

B'® (B// ® C«/) idec B'® (C/ ® B//) a’ (B/ ® C/) ® B"

v{l v’®idj

Bl®(B"®C) Y% Bl @ (Cl @ B") —“~ (Bl C!) ® B”

(B/ ® Cll) ® C/ <L B/ ® (O/l ® CH) ﬂ B/ ® (Cl ® C//)

(Bi©C") @ Cf (B'e ) e c”

Ta’ v’®idl]

id® c a’

Bi®(C"®C]) — B o ((C{®0") — (B{®C])C"

Ensuite considérons le diagramme suivant dont la commutativité des régions (I),

(XX) résulte de la définition de w et Q (voir diag. (4.19)); celle de (II),(IV), (VI),
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(XV), (XVII),(XIX) résulte de la Proposition [2.172

w®id
(1)
(v ®id)®id
(ART(A'®B")H)@TC' — — — —— — — — — — — — — — — > (AQTAY®TB")®TC' — ((B®TB')QTB")@TC' — — — — — — — — — — — — — — —
| | |
| (11) | (I11) | (1V)
Y \ w®id A
ART((A’®@B")®C’) — — = > AQT(A'®(B"®C’")) — — — > (AQTA")QT(B"®C’') — (BQTB')T(B"®(C’) — — —> BT(B'® (B"®C') — — —
E®ﬂ:m% (VII) %E@H:m (VIII) E®§m& (IX)
w1 ®id
ART(A]®B")®C{) — — > AQT(A]® (B"®C{)) — — > (AQTA)®T(B"®C{) — > (B®TB)®T(B"®C{) — — > BT(B;®(B"®C])) — — —
| | |
| (XV) | (XVI) | (XVII)
Y Y (u1 ®id)®id Y
(ART(A|®B")®@TC{ —————————————— > ((A®TA))®TB")®TC]{ —> (B®TB{)®TB")®TC{ — — — —— ———— —— — — — —
(XX)
w®id
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(D)
(v®id)®id
> Ammmwﬂm\v ®M4m:v QTC! —> AAQ®MJQ\\V ®TB)Y®QTC' ——— — — —— — — — — — — — —

| |
(V) |

(V) | (VI)
Y vRid Y
——>BT(B'®C'Y)®B")——>BT(B"®(B'®C') — (BQTB")T(B'®C') — = (CRTC")®T(B'®C') — — > CT(C"®(B'®C') — — —
(IX) e&@ﬂ?@é (X) ﬁa@ﬂca@lv (XI) %E@He\ (XII) %E@He\ (XIIT) E@ﬂca@ié (X1V)
v®id

— == BRT((B{®C))®B") — = BeT(B"®(B;®C() — > (B®TB")®T(B;®C)) — > (CRTC")@T(B;®C]) — > CR®T(C"®(B{®C{)) = ~ —
[ [
| (XVIII) | (XIX)
Y (v®id) ®id Y
> (BTB")®@TB))®@TC{ — (C®TC")®TB{)®TC{ —— ——————— — — —— — —

(XVIT)

(XX)
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| | | |
! | | |
v v v v
Q Q Q =
® ® ® g
=3 = = S
5 5 5 =
—>®<——®<—®<——®(—
Q Q Z Qq 4
= 3 % 3 =
® ® 5 ® g
S Q Q
G R

celle de (III), (V),(X), (XI), (XIII), (XVI),(XVIII) résulte de la fonctorialité de
a,c,T; celle de (VII),(IX), (XIV) de la définition de u},ub, v}, vh; celle de (VIII)
de I'hypothése et de la commutativité du diagram ; enfin celle de (XII) est
évidente. D’ou la commutativité du circuit extérieur, ce qui montre qu’on a bien
[A"® B",B'"® C",w| = [A] ® B",B{ ® C",Q]. La démonstration de ’égalité
[Al®@ B",B] ® C".Q] = [A] ® B, B ® C{',w;] étant analogue, nous ne le faisons
pas. On obtient donc

[A'® B",B'©C" w] = [A] ® B, B{® C{ ]

ce qui démontre la proposition. Il

On pose
[A'@ B", B'® C",w] = [B",C",v]o[A", B',u].

Proposition 4.20. Soient [A', B, u] € ®(A,B)/Rap,[B",C",v] € ®(B,C)/Rpc
et [C', D", w] € ®(C,D)/Re.p. Alors

[C', D" w]o ([B",C",v]o[A",B",u]) = ([C",D',w] o [B",C",v]) o [A", B',u].

Proof. En vertu de la définicion de o dans la Proposition 4.18| nous avons

[Cl, D',w] o ([B//, C//,U] o [A/, B’,u]) _ [A/ ® (B// ® C/), B'® (C” ® D/),&]
([Cl, D’,w] o [B”, C”,U]) o [A/, B’,u} _ [(AI ® B”) ® Cl, (B/ ® C//) ® D/,ﬁ]
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avec «, 3 définis par les diagrammes commutatifs suivants

u®id
AQTA'®(B"®C") — — > (AQTA)QT(B"®C') — > (BQTB")®T(B" ®C")
I
I
Y
((B®TB")®TC')® TB’
a (v®id)®idl
(Ce®TC")y®TC")®TB'
I
I
(w®id) ®id \l
DTB'®(C"®D") ——>(DTD")TC")TB <— ((CTC')®TC")®TB’
(v ®id) ®id
ART((A’®B"Y®C") — — > (AQTA")®TB")@TC' — > ((BQTB')®TB")®TC'
I
I
Y
(B®TB")®TB')®TC’
8 (v®id)®idl
(CeTC"y®TB')®TC’
I
I
w®id Al
DT(B'®C"Y®@D')— — > (DTD")®T(B'®(C") <— (CRTC")QT(B'®C").

Ensuite pour la démonstration il suffit de considérer le diagramme suivant

u®id
ARTA'®@ (B"®C") ———> (AQTA)®T(B"®C'") — (BQTB')®T(B" @ C')
| |
id®Ta’ (111) | (V) |
Y (u®id)®id Y
ART((A’'®B")®C") — — > (AQTA")®TB")TC' — (B®TB')@TB")®TC’
|
I V)
Y
(B®TB")®TB)®TC' — — > (B®TB")@TC')®TB'
|« (1) 8 (11) (v®id)®idl (VI) l(v@id)@id
(CeTC"Y®TB")QTC' — — = (CRTC"Y®TC'YQTB’
w®id l
DT(B'®C"Y®@D')< — —(DTD")T(B'C") =— (CRTC")QT(B'®C")
| |
id®Ta’ (VIII) | (IX) | (VII)
Y (w®id) ®id Y

DTB'®(C"®D")<—-——-—(DTD")TC")TB') <— (C®TC')®TC")®TB’)
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dans lequel la commutativité des régions (II), (III), (IV), (V), (VII), (VIII), (IX) et
du circuit extérieur peut étre vérifiée aussitot, ce qui donne la commutativité de la
région (I) et par suite 1'égalité voulue en vertu de la Remarque [£.17](1). O

Proposition 4.21. Soit [A’, B',u] € ®(A,B)/Ra . Alors
[AI7 Bl? U] © [Cla Clu idA®TC'] = [Clv Cla idB®TC/] © [Ala Blu U] = [Alv Blv u]
pour tout objet C" de A'.

Proof. 1l suffit d’appliquer la Proposition[2.172]et les Remarques [4.17] (2) et (3). O

Remark 4.22. Jusqu’ici tout semble bien marcher, on serait tenté de poser pour la
construction de la catégorie P

ObP = ObA
Homp(A,B) = ®(A,B)/Rap, A, BeObP,

la composition des fleches étant définie comme dans la Proposition [£.18] Avec les
Propositions en [£.21] P est effectivement une catégorie, mais elle ne répond
pas au probleme posé, 'ennui venant des fleches T'(cly, 4/), ot ¢y, 4 sont les fleches
de symétrie canonique dans la ®-catégorie AC A’, [car] les fleches T'(c)y, ,/) sont en
géneral différentes des identités! Au cas ott T(cy ) = id pour tout A’ € Ob A’, ce
qui arrive quand A’ est stricte, on peut munir P d’une loi ® et puis des contraintes
d’associativité, de commutativité et d’unité de facon naturelle pour que P réponde
a la question. Comme nous avons fait jusqu’ici, nous ne pouvons construire P en
partant de A, A', (T, T) avec les hypotheses données au début du no. Pour pouvoir
continuer, examinons de plus prés le probleme posé. Supposons que (P, (D, D), \)
en soit une solution, alors pour tout fléche de symétrie canonique cj’4,7 i ARA S
A @A A€ ObA le diagramme commutatif

)\ ! /
DT(A' @A) — 228 L (A @ A')
DT(CA,’A,)L l[p(cA/,A,)id
)\ ! /
DT(A' @A) —228 L (A @ A')

nous donne DT'(cy, 4) = id, ce qui montre que (D, D) se factorise en A — AS — P,
S étant la partie multiplicative de A engendré par I’ensemble des endomorphismes
de A de la forme T'(c/y 4) et AS la ®@-catégorie AC quotient de A définie par S
(Définitions et . Donc si on part de A%, A’ et du ®-foncteur composé
A" — A — A°, la construction de P marchera comme nous avons signalé ci-dessus.
Dans le but de simplifier les notations, nous pouvons considérer le probleme comme
posé pour (T,T): A" — A avec T(c/y p) = id pour tout A" € ObA".
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Proposition 4.23. Soient [A’, B’,u] € ®(A, B)/Rap = Homp(A, B),[B",C",v] €
®(B,C)/Rp,c = Homp(B, C)[] Alors
[B",C" v]o[A’, B' u] = [A",C’, vul.
Si u est un isomorphisme dans A, [A’, B',u] est un isomorphisme dans P, son

inverse étant [B', A, u™1].

Proof. En vertu de la définition de la loi de composition des fleches de P (Proposition
4.18]), nous avons

[B",C" v]o[A",B"u] =[A"®@ B, B'® C', w],

avec w défini par le diagramme commutatif (4.19) ou l'on fait B” = B’. Or
crp, v = id en vertu du diagramme commutatif

TB'®TB’ T(B'® B')
<rpl TR lT(chQB,)
TB'®@ TB' ——— > T(B'® B')

et de I'hypothese T'(cp, p) = id pour tout B’ € Ob A" (Remarque §4.22). Par
conséquent le diagramme commutatif (4.19) devient le contour extérieur du dia-
gramme suivant

idT a u®id
AQTA'®@B") =— AQ(TA'®TB") —> (AQTA")®TB"” — (B TB')® TB”

w (1) (1) v®id

id@Tc! idT a
CRT(B'®C") ~—————— A® (TA'®TB") ~—— C® (TC' ® TB") —> (C® TC')® TB’

dans lequel w; est défini tel que la région (II) soit commutative, ce qui donne la
commutativité de la région (I). En vertu de la Remarque[4.17](2), on a [A’, C’, vu] =
[A’® B’,C" ® B’,w;]; et de la Remarque [1.17|(1), on a [A’ ® B',C’' @ B',w;] =
[A’® B', B'® C’,w]. D’ou I'égalité voulue. O

Supposons que u soit un isomorphisme dans A. D’apres ce que nous venons de
démontrer, nous avons

[Bla Ala U’il] o [Ala Bla U’] = [Alu Alu idA@TA’]
[Alu Blu U] o [BIJ Ala u_l] - [B/) B/7 idB@TB’]

1Yoir la définition de la catégorie P dans la Remarque m
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ce qui montre, en vertu de la Proposition M, que [B’, A’,u™!] est I'inverse de
[A’, B’ u].

Nous allons maintenant munir P d’une ®-structure et des contraintes d’associativité,
de commutativité et d’unité.

Proposition 4.24. Soient [A’, B’,u] € Homp(A, B),[E’, F',v] € Homp(E, F).
Alors la classe d’équivalence

[A'®@ E',B'® F', w]
avec w défini par le diagramme commutatif

(4.25) (A®TA)® (E®TE) 2% (B®TB')® (F @ TF')
| |
| |
N \

(AREYRTA'®FE) —- (B F)T(B'®F')

est indépendant des représentants des classes [A', B',u],[E’, F',v].

Proof. Soient [A], Bf,ui| = [A’, B',u], [E{, F|,vi| = [E', F’,v]. Montrons d’abord
[A'@ E',B'"®@ F',w] =[A] ® E', B{ @ F', Q]

Q) étant défini par un diagramme commutatif analogue a (4.25)) ou 'on a remplacé
A", B' u par A}, B}, uy. L’hypothése [A’, B',u] = [A{, B}, u1] nous donne des objets

C’,C] de A’ et des isomorphismes v': A’®@ C’ = A\ @ C],v": B'® C' = B] ® C}
tels que le diagramme suivant soit commutatif

AQTA' ®C) - -~ (A TA) @ TC' “2X (B TBY®TC' - - = B T(B' ® (")
id®Tu’j lid@TU’

AQT(AL @ Cl) - -~ (A TA) @ TC S (Be TB!) @ TC! - -~ Be T(BL ® CY).
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w®id

(ARE)QT(A'QE")RC") ———> (AQE)QT(A'QE")TC' — (B F)®T(B'QF'))®TC') ———> (BRF)QT(B'® F')®C’)
| | |

(X) | (D) | (11) (111) | (XTIT)

|
|
Y
AE)RT(A'®C")QE') — — > (AQRTA")®(ERTE'))TC' — (BRQTB')® (FQTF'))TC' — — > (BRF)QT(B'®C')®F’)

Y Al (u®v)®id v
| |
(XI) | (Iv) | (XID)

Y (u®id) @v \

(ARTA'QC'"))Q(ERTE') — — > (AQRTA")RTC')Q(EQTE') — (BRTB')®TC')@(FQTF') — —> (BT(B'®C')®(FRTF')
id®Tu) ” (1d®id) @ T (v ®id) %E@H:J@ca@@ (V) E@ﬂe;@ca@mnﬂé (1d®id)®T (v’ ®id)
(u1 ®id)®v

(AQT(A1®C{)Q(EQTE') — — > (AQTA])®TC{)®(EQTE') —> (BQTB])®TC{)Q(FQTF') — —> (BQT(B{®C{)) @ (FQTF')

| |

I (VI I

Y (u1 ®@v)®id N
(ARE)QT((A®C]{)QE'") — — > (AQTA)®(EQTE")TC{ —= (BRQTB])® (F®TF'))®TC{ — — > (BRF)QT((B'®C{)® F')

| | | [

| (VII) | (VIII) | (IX) |

A \ Q®id Y Y
(ARE)QT((A{®E)®C]) ———> (AQE)QT(A]®E")QTC{ — > (BQF)QT(B{®F'))®TC{) — — > (BRF)QT((B{®F')®C/)

Considérons maintenant le diagramme
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ou la commutativité des régions (I), (III), (VII),(IX) résulte de la Proposition
celle de (II),(VIII) de la définition de w et Q (diag. (4.25)); celle de (IV),
(VI), (XI),(XII) de la fonctorialité de a,c, T; celle de (V) de I'égalité [A’, B',u'] =
(A}, B, u}]; enfin celle de (X),(XIII) de la définition de u},v] par les diagrammes
commutatifs suivants

Ao e B " A ec)eE
| |
| |
Y u{ Y
(A'®E)®C e (Al B & C!

(B ocheF 2L (Bloc)eF
| |
| |

Y o/ Y
(BB F)®C' —= (B/® F)® C|.
On en conclut la commutativité du circuit extérieur, ce qui donne 1’égalité
[A'@ E'B'®@ F',w] =[A] ® E', B{ ® F' Q].

De la méme maniere on démontre que [A] @ E', Bi{® F', Q] = [A]® E{, B{ ® F{ w1 ],
ce qui achéve la démonstration. O
Proposition 4.26. Les applications suivantes

® : Ob(PxP)—ObP, (AFE)—ARFE

® : F(PxP)—FIP, ([A,Bul,[E F'v])—[A®FE B ®F w
ou [A',B",ul: A— B,[E',F',v]: E — F sont des fléeches de P, et w est défini par
le diagramme commutatif (4.25), définissent un foncteur

®: Px P — P.

Proof. Tout d’abord remarquons que pour deux fleches f: A — B,g: B — C de P,
on peut toujours les mettre sous la forme f = [A', B’ u],g = [B’,C"’,v] telle que
“I'extremité” B’ de f coincide avec “I'origine” B’ de g (Remarques[L.17] (2) et (3)).
Cela étant, soient

A" B u B',C',x
A [ ] B [ ]

)

[E',F'v] [F',G',y]

E F G

et soient
[A’®E’,B’®F’,w] = [A’,B’,u] 0% [E’,F', v]
[B’ QF.C'ed, z] = [B’,C”, ] ® [F’,G’, y].
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Montrons que
[AQFE C'®G, 2w|=[A,C" zyl®[E' G yv].
Pour cela, considérons le diagramme suivant

U@ Yyv

(A9 TA)® (E®TE'") (CRTC)®(GRTG)

| |

(A@TA)® (E®TE) 2L (BoTB) & (FoTF') 24 (C o TC") (G ® TG')
| | |
[ (11) | (111) [

(A® E) ®YT(A’ ®E") (BRF) ®VT(B’ RF") —=(C®G) ®YT(C’ ® G')

ou la commutativité de la région (I) est évidente, et celle de (II),(III) vient de la
définition de w et z respectivement. D’ou la commutativité du circuit extérieur, qui
donne 1'égalité voulue.

Enfin soit
[A/, A’ id g g7/ ]

A
la fleche d’identité de I'objet A (Proposition 4.21)). La fleche
(A A idagra ] @ [A, A idagra ] = [A' @ A, A' @ A’ id (aga)er(arear)]

est bien la fléche d’identité de 'objet A ® A, ce qui achéve la démosntration. P est
donc une ®-catégorie. O

Proposition 4.27. [A, A aspc ® idra]: A®Q (B C) > (A® B)® C est une
contrainte d’associativité pour la @-catégorie P, A" étant un objet quelconque de A'.

Proof. Tout d’abord remarquons que pour A, B, C' donnés, la fleche [A’, A’ a®@id 4|
est bien définie en vertu des égalités

(A" AJaape ®idra] = [A®B' A ®DB’ aapc ® idrass,]
[B',B’,a4pc® idrp]

(Remarques [£.17] (2) et (3)) pout tout objet B’ de A". Dot on peut écrire
(A, A aspe@idra] =[A® (B'@C'),A®(B'®C'),aspc @ ldrwemec))
et, en vertu de la Remarque [£.17] (1)

A (B ®C"),A® B ®C")a4pc @ idrassecy)
A (B @0, (A5 B) & anpc ® Ty g

pour B',C" € Ob A’
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Cela étant, montrons que [A’; A, a4 g c®idras | est fonctoriel en A, B, C. Il nous
suffit de montrer qu’il est fonctoriel en un des trois arguments, par exemple A, la
démonstration pour les deux autres étant analogue. Soit [A’, A}, u]: A — A;. Nous
allons montrer que le diagramme suivant est commutatif

[A’@(B'@C'),(A'(X)B/)®CI7GA,B,C®TGZ4/VB/’C/]
A®(B®C) (A®B)®C
(A7, AL u]®(id®id) ([A7, A}, u]®id) ®id
[AQ@(B’@C’),(A'1®B')®C’,aA,B,C®Ta;1,yB,,C,}
A ®(B®0) (Ai@B)®C.

D’abord nous avons
idg = [B’,B’, idpgrp/], ide = [C’,C’, idegre].
Posons

(A" Al u] @ ([B',B'id] @ [C',C")id]) =A@ (B &C"),Al® (B ®@C"), u]

([A", AL, u]® [B',B',id]) @ [C',C",id] = [(A @ B") @ C',(A] @ B") @ C', ug],
ol uy et uy sont définis par les diagrammes commutatifs suivants

ul

(A (BeC)TA @ (B'®C")) (A1@(BeC)TAo(B'2C"))
| |
| |

M u® (id®id) ¥
(ATA)Y® (BTB')® (CeTC")) (A1®TA))®@ ((BRTB') @ (CeTC"))

u2

(A®B)®C)T(A@B"Y® (") (A1®@B)®C)T(Aj@B")®C")
| |
| |

v u®id)®id ¥
(AeTA) @ (BeTB) & (CoTC) —20% (4, @TA) e (BaTB') @ (CoTC")

en vertu de la définition du produit tensoriel des fleches de P dans la Proposition
[4.24] Donc la démonstration de la commutativité du diagramme revient a celle de
I’égalité

[A®(B'®C"), (Al@B")@C' uz(a®Td’)] = [A'®(B'®C"), (A]@B")®C", (a®Tad Yu,].
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Or le diagramme suivant

—

(A®(BRC)RTA ® Am\ ®C"))
a®Ta’

(A®B)®C)®T(A'®@B")®C’)

—

(11)

(AQTA)® ((BRTB')@(CRTC')) — > (A1 ®TA) @ ((BRTB')® (C®TC"))

—

(A®TA)® (BRTB')® (C®TC') ——— > (A1 ®TA,)® (B&TB'))® (C®TC")

>

BN

(1)
u® (id®id)

(111)

(v®id)®id

(V)

uz

(V)

— a0

(A1®(BRC)RTA,®(B'®C"))
a®Ta’

(AM®B)®C)T(A]®B")®C")
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a les régions (I),(IV) commutatives en vertu de la définition de uy, ug respectivement;
les régions (II),(IV) en vertu de la Proposition [2.172 enfin la région (III) en vertu
de la fonctorialité de a. On en conclut la commutativité du circuit extérieur, et par

suite I'égalité us(a ® T'd') = (a ® Ta')u;.
Pour montrer que I'axiome du pentagone est satisfait, écrivons les fleches
(AL A appe ®idra]: A® (BRCO) = (A B)®@C
sous la forme
A ®B'®C"),(A®B")®C", aspc®Tdy g e
et remarquons qu’on a

[W’, W/, idW@TW/] ® [X/ ® (Y/ ® Z/), (X/ ® Y/) ® Zl? aX,Y,Z ® Ta,)(/’y/’zl] =
We X el ez)We (X @Y)eZ), (dy ®axyz) ® Tldw @ dyy z)]

et

WX e@Y),(WeX)eY, awxy @Tay, xiyv/]® 2,2 idzerz] =
(WeX'eY)eZ,(WeX)eY)eZ, (awxy ®idz) ® T(ay xy ®@idz)]

Ces remarques faites, 'axiome du pentagone est réalisé dans P en vertu du fait qu’il
est réalisé dans A et A’. D’otl la proposition. O

Proposition 4.28. [A" A cap ®idra]: A® B = B ® A est une contrainte de
commutativité pour la ®@-catégorie P, A’ étant un objet quelconque de A'.

Proof. En vertu des Remarques |4.17, (2) et (3), on a
(A A  cap@idra| = [A'®@ B, A'® B’ ca 3 ® idrwepy] = [B',B',cap ® idrp/]

pour tout B’ € Ob A4’, ce qui montre que la fleche [A', A", cap ® idras| est bien
définie pour A, B donnés. Ensuite la fonctorialité et 'autocompatibilité (relation
(2.20) de [A",; A’ cap ® id7a] s’obtiennent en remarquant qu’on a

[A/7 Al) CA,B 0%y idTA’] = [A/ ® B/; B/ X A/, CA,B X TC,/4’,B’]
B’ étant un objet quelconque de A’ O
Proposition 4.29. Soit A, € Ob A’. Alors le triple

(lﬁ =TAy, ga=[Ay @ A A" t4], da = [Ay @ A", A pal)
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ot A" est un objet quelconque de A', A varie dans Ob A, et les isomorphismes t s, pa
sont définis par les diagrammes commutatifs

ideT deT

ART(AZ @A) ~—— AR (TA,®@TA) ART(AY @A) ~— A® (TA,TA")

tAl l pAL l

(TAL @A) @TA <L (A@TA)@TA  (A®TA,) @ TA —— (AR TA,) @ TA

constitue une contrainte d’unité pour la catégorie P.

Proof. D’abord démontrons que les isomorphismes ne dépendent pas de A’. Soit B’
un objet quelconque de A’. Les diagrammes suivants

ta®id
ART((Ay® A)@B') — — > (AQT(A, @ A')) @ TB' — (TA, @ A)® TA')®@ TB' — — > (TA}, ® A) @ T(A’ ® B')
|
id®T(-)j | id®T()
ta ®id Y
AQT((Ay®B')®A) — — > (AQT(A, ® B')) @ TA' ——> (TA, ® A)® TB)®@ TA' — — > (TA, ® A) @ T(B' @ A’)
pa ®id
ART((AL @ AYQB') — — > (AQT(Ay® A')) @ TB' — (AQTA) @TA)@TB' — — > (AQ TA) @ T(A' @ B)
|
id@q*(.)l | id®T(-)
pa®id \
AQT((Ay®B)®A) — —> (AQT(Ay® B')) @ TA' —> (AQTA,)®@TB')QTA — — > (AQTAL) @T(B' @ A")

sont commutatifs en remarquant que t4 et p4 sont des composés des fleches construits
a laide de a, ¢, T, des identités et de la loi ®, et en appliquant la Proposition [2.172
ce qui montre que

[Ap @ A", A" ta] = [AL @ B', B’ t4]
et

[A6 ® Ala AlapA] = [A/O ® B/7 Blva]a
Le., [Af @ A, A t4], [AL @ A’ A’ pa] ne dépendent pas de A’. Ces isomorphismes
sont en plus fonctoriels en A en vertu de la Proposition [2.172| et de la fonctorialité
de ¢, T. Enfin pour A = 1p, on aty = pa en vertu de T(%/,A/) = id por tout
A" € Ob A" (Remarque , ce qui donne g;, = d; . O

Proposition 4.30. La ®-catégorie P, munie des contraintes d’associativité
[A6 & Ala Ala QA B,C ® idTA’]a
de commutativité
(A A eap @ idra]
et d'unité

(lga [A/O & A/a A/atA]a [A/O ® AIJ AlapA])
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est une ®-catégorie ACU.
Proof. En vertu de la Proposition|2.106] il nous suffit de démontrer que [A’, A", a®id|
est compatible, respectivement, avec [A’, A, c®id] et (1p, g,d).

La compatibilité de [A", A, a ® id] avec [A",; A’, ¢ ® id] s’obtient en remarquant
comme dans les Propositions et qu’on peut écrire

(A A axyz@1dra | = [ X'@Y' @Z),( X'@Y")®Z' axyz ® Ta’X,7Y,7Z,]
[A/, A/, CX’Y7Z ® 1dTA’] — [(X/ ® Y,) ® Z/, Z/ ® (X/ ® Y,>, CX7Y7Z ® TC/)(’@Y’,Z’]
[X/ & Z/, Z, & XI, CX,Z & TC;(’,Z’] & [Y’, Y/, idy(g)Ty/] ==
(X'®Z2)eY' (Z'@X')Y', (cx,z®idy) @ T(cx: 5 ® idy/)]
(X' X idxerx] @Y ®Z',2'QY, cy,z Ty 5] =
X' @Y'®2),X e(Z'eY'),(ldx ®@cyz) @T(idx @ cy, 4)]
et que I'axiome de I’hexagone est satisfait dans A et A'.

Enfin la compatibilité de [A", A, a ® id] avec (1p,g,d) résulte aussitot de la

Proposition 2.172] [
Proposition 4.31. Soient

D : ObA—-ObP, A— A
D : FIA—=FIP, (u:A— B)—[A A u®idra]

A" étant un objet quelconque de A’,
Dap=idagn
pour A, B € Ob A. Alors (D, D) est un @-foncteur de A dans P compatible avec les
contraintes d’associativité et de commutativité dans A et P.
Proof. Comme on a remarqué dans les Propositions et [4.28 la fleche
(A" A" u @ idpar]

est indépendante de 1'objet A’. En vertu des Propositions et |4.23, nous avons

[A", A idy ®idra] =idy  (dans P)

[AVA  vu®idra ] = [A A v @idra] o [A A u @ id7ar],

ce qui montre que D est un foncteur de A dans P. En outre, pour u: A — A; et
v: B — By, 'égalité

[A/,AI, UK idTA/] X [BI,BI, (% ®idTB/] = [AI X BI,A/ &® B/, (u® U) ®idT(A’®B’)]
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venant de la fonctorialité de a, ¢, T’ nous montre que D est un isomorphisme fonc-
toriel. Enfin la compatibilité de (D, D) avec les contraintes d’associativité et de
commutativité dans A et P se vérifie aussitot en partant de la définition du ®-
foncteur (D, D) et des contraintes d’associativité et de commutativité dans P. [

Proposition 4.32. [l existe un ®-isomorphisme
A (Dab) © (T’T> = (]ijﬂ)

ot (Ip,Ip) est le ®-foncteur 1p constant de A’ dans P (Définition .

Proof. Soit A’ un objet de A’, considérons la fléche A4 dans P

Mr=[A, Aseparrar ]

(4.33) DTA =TA IpA' = TA,

A est bien un isomorphisme dans P puisque ¢ 74, est un isomorphisme dans A
(Proposition [4.23). Montrons que A est fonctoriel en A’. Considérons le diagramme
suivant ot v': A’ = A” est une fléche de A”:

! ’
[A()?A vCTA/,TA’O]

DTA =TA IpA' = TA,

DTu'=[A}), Al), Tu' ®id 1 4/] Ipu

/ "
[AO’A 7CTA”,TA’O]

DTA" =TA" IpA" = TA,

dont la commutativité se realise si on a 1’égalité
[A/O7 A/, CTA’,TA’O] = [A/O7 A”, CTA”7TA’O (T’LLI X ldTA/O)]

Or la commutativité du diagramme

/ / CTA/’TA/O / /
TA ®TA, TA,®TA
id®Tidl lid@Tu’
(id®T“/)CTA’,TA/O
TA" ®TA|, TAy®TA"

nous donne

[AG, A coarra ] = [A, A, (id @ Tw) cpar 7a, |
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en vertu de la Remarque [1.17](1), et celle du diagramme

Cral, TA!

TA ®@TA| - TA, @ TA
Tv ®id l j ideTu
" / CTA”’TA/O / "

TA" © TA, TA, ® TA

venant de la fonctorialité de ¢, nous donne
[A/O7 A”, CTA”,TA’O (TUI (029 ldTA’U)] = [A/O7 A//, (ld X Tu/>CTA/7TA6],

D’otui I’égalité voulue, ce qui montre que A est un morphisme fonctoriel. Il nous reste
a prouver que A est une ®-morphisme, i.e., le diagramme

DTA @ DTB' 22 DT(A ® BY)
/\A/®>\B/l l)\A/@)B/

I
IpA' ® [pB' —— Ip(A' @ B')

est commutatif pour A’, B’ € ObA’. La définition de DT g (Définition [2.139))
nous donne
DTw 5 = [C',C", Trarmp ®idrcr], C' € ObA,
que nous écrivons ici
DTu,p = [Ay ® (Af ® Ap), Ay @ (A) ® Af), Trarme @ idrageageap) -

En plus en appliquant les Remarques [4.17, (2) et (3), ou on prend successivement
les isomorphismes id: A, — Af, id: Aj®@ Aj = Ay ® Ajetid: A’®@B' — A'® B/,
nous obtenons

A @ Ap = [Ay, A erarray| @ [AY, B's erprray] = [Ay @ Ay, A @ B, w)

= [4)® (4 ® Ap), Ay @ (A’ ® B'), ],

w étant défini par (4.25)),

Agp = [Ay, A ® B', erep,a,)
[Ay ® (A ® AY), (A ®@ B') @ (Ay ® AY), Craes,Ta,]
To(ABY) = di} = [Ay, Ay® Ay, ity ] =
= [Ay® (A @ B), (Ay@ Ay @ (A’ B), pry, |-

Cela étant, la commutativité du diagramme considéré résulte de la Remarque[£.17|(1)
et de la Proposition [2.172] [
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Proposition 4.34. Soient Q une ®-catégorie ACU, (E,E) un ®-foncteur de A
dans Q compatible avec les contraintes d’associativité et de commutativité dans A et
Q tel qu’il existe un ®-isomorphisme

o (E, E) 9] (T, T) :) (IQ,jQ).

Alors il existe un ®-foncteur ACU et un seul (E', E') de A dans Q tel que (E, E) =
(E',E")o (D, D) et que le diagramme

E'(\ 41
B(DTA) — . pr1,)
H E,
E'TA —— E'(1,)

soit commutatif pour tout A’ € ObA’, E': 1, = E'(1p) étant l’isomorphisme venant
de la compatibilité de (E', E') avec les unités de P et Q.

Proof.

(1) Unicité de (E’, E"). Supposons que (E’, E') existe. Alors I'égalité (E, E) =
(E',E") o (D, D) nous donne

E'D=E, E'D=F
ou, en vertu de la définition de (D, D) (Proposition |4.31]),
(4.35) E'(A)=E(A), E\p=Eas

pour A, B € Ob P = Ob A. Faisons A’ = A, dans la formule (4.33)) donnant
Aar, nous obtenons A4, = id puisque T(C’A,O A ) = id, ce qui nous donne

o -1
(4.36) E = o
a partir du diagramme commutatif

/ E'(A 4 )=id /
(DT Ap) E'(1p)

H MA’O ]1

E'TA
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Puisque (E’, E') est compatible avec les unités (1p,g,d) et (1g,9,d) de P
et () respectivement, on a le diagramme commutatif B

E'dy

E'A E(A®1p)
dpra TE’
E/A ® lQ id® E’ E/A ® EllB

qui donne l'unicité de E’d4 en vertu de (4.35)) et (4.36)). L'unicité de E'\ 4

vient du diagramme commutatif

E'(Ayr
E'(DTA) O E'(1p)
| K
B'TA — 1g

et de la formule (4.36]). D’ou I'unicité de idga ® E'A4 et par conséquent
I'unicité de E’(ids ® Aas) en vertu de (4.35)) et du diagramme commutatif

E'(ida®X 4/)

E'(A®TA) E'(A® TA)
| E
id®E’/\A/
E'A® E'TA E'A® ETA)

Enfin soit [A’, B/, u]: A — B une fleche de P. Considérons le diagramme

da ida®A,,
A A®lp=A®TA, ARTA
[A’,B’,u} Du
dp idp®AL,
B B®l£:B®TAO B TB
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et écrivons, successivement, en nous servant de la Remarque [£.17)(3) ol I'on
prend les isomorphismes id: A" — A’ id: Ay — A,

da = [Ay@ A A pa] = [A'® (A ©A), A ® A, py]
idA ® )\;1,1 = [A ldA(X)TA’] [A/7 A/O7 CTA'O,TA’] = [A/ ® A/, A/ ® A/O’ U}]
DU = [A AI®A07U®idT(A’®A’O)]
dpo[A,B',u] = [A,®B' B pglold,® A, A& B i
14
= [Ay® A, B pgou] = [A® (Ay® A'), A @ B, (pg o )]
idg ® Ay = [A, A idpgra] ® [B’, Af, cra, ] = [A'®@ B, A" ® A, w]

(4.37)

w et wy étant définis par le diagramme commutatif ( - Il ne nous reste
qu’a composer les fleches et nous servir de la Proposition et de la
fonctorialité de T et des contraintes d’associativité et de commutativité pour
avoir la commutativité du diagramme considéré. Appliquons a ce diagramme
le foncteur E’, nous obtenons le diagramme commutatif

E'(ida®A")
E'A E'(A®TA,) E'(ATA")
E’[A’,B’,u]l lE/Du:Ew
, E'(idg @A}
EB- 2" p(BeTA) " p(B&TB)

ce qui donne effectivement 'unicité de E’[A’, B’ u] en vertu de 'unicité de
E'd4, E'dg, E'(ida®)\,'), E'(idp®A5') qu’on vient de démontrer ci-dessus.
D’ot1 'unicité du ®@-foncteur (E', E").

Existence de (E’, E’). Soient A, B € ObP et [A’, B’,u]: A — B une flecche
de P. Définissons E’A,EVA,B par les formules et E'[A", B',u] par le

diagramme commutatif

d® par

E'A=FEA ™ pAg 1Q ~—EA® ETA' —2+~ E(A® TA")

E'[A’,B’ u] lEu

d®@pup: E

E'B=EB "~ EB®ly~"EB®ETB —“~ E(Bo TB).

Prouvons que E'[A’, B',u] est independant des représentants de la classe
[A’, B",u]. D’abord nous allons montrer que

E'|[A"B'u]=FE'[A'®C' B'®@C', 0]
ot C’ est un objet quelconque de A’, @ défini dans la Remarque m(Q) avec
I'isomorphisme id: C’ — C’. Pour cela considérons le diagramme suivant
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dpa

w&®t\»\®0\

E

EA————>FEA®ly, <~ EA®ET(A'®C') ——> E(A®T(A' ®C"))

(I)
E
_\
B'[A",B' '] | EFA®
|

_
E'[A,B'w']®id | (VIII)
i
\
\

EB®

\»@5
id@puer

(1)

dpa

dpa ®id

(IX)

pror A8

E’'[A’,B' u]®id

dpp ®id

id®ugs (XIII)

dgp ®id
Qlg —> (EB®1

(XVI)

EB
dpB

EB ——————> EB®ly, < EB® ET(B'®C') —— E(B®T(B' ©C"))

— > (FA®1y)®1

EB®(1

id@ ET
idd (111)

id®E

E@C&»\@tﬁiv

EA® (1g®1lg) <—— FA® (ETA' @ ETC’)

a (Iv) a

(1d@pyr )®uer
Q< (FA® ETA") ® ETC’

(1d®id)®u e/ (X)

([d®p,/) ®id

(XT)

([d®pp/)®id

([d®id)®ucs  (XIV)

(1dQ@up)Qugr
@v @lg <=—— (EB® ETB’)® ETC'

(XVII) id®E

E®A§W\®t0\v
0®lg) <—— EB®(ETB'® ETC")
id® E

id®d (XVIII)

id® ET

dpB

m&®tm\®0\

V)

E

EA® E(TA'® TC') —> E(A® (TA' ® TC"))

(V1)

E®id

— (EA®1,) ® ETC' =<—— (EA® ETA') ® ETC' — E(A®TA

E®id

ETC' — (EB®1,) ® ETC' <—— (EB® ETB') ® ETC' —> E(B®TB

(XV)

E

(XIX)

E

E@G{d®T) [(VII)

Ea

E(A®QTA)®TC)

Fu®id

E(B®TB')®TC’)

Ea

EB® E(TB' @ TC') —> E(B® (TB' @ TC"))

EGd®T)

E'(u®id)
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dont la commutativité de la région (I) résulte de la fonctorialité de d; celle de
(IT), (XVI) de la compatibilité de la contrainte d’associativité a de Q) avec sa
contrainte d'unité (14, g,d); celle de (III), (XVIII) du fait que est un ®-
morphisme; celle de (IV), (XVII) de la fonctorialité de a; celle de (V),(XII),
(XIX) de la fonctorialité de E; celle de (VI), (XV) de la compatibilité de
(E, E) avec les contraintes d’associativité; celle de (VII) de la définition de
u (Remarque [1.17)(2)); celle de (VIII), (IX), (X), (XIII), (XIV) s’obtient en
composant les fleches; celle de (XI) est donnée par le diagramme commutatif
([.37); d’ou la commutativité du circuit extérieur qui donne E’[A’, B/, u] =
E'A® C',B" ® C',u]. Ensuite soient (A’, B, u), (A}, B{, u1) tels que
u': A — A}, v': B’ = Bj et que le diagramme

A®TA —— B®TB’
id®Tu’l Lid@Tv’
AQTA, =~ B®TB]
soit commutatif. D’apres la Remarque[d.17|(1) on a [A', B/, u] = [A], B{, u1].

Prouvons que E'[A", B',u] = E'[A], B{, u1]. Pour cela considérons le dia-
gramme

1d®/LA/
EA—>EA®1?EA®ETA/ —>E(A®TA/

H (H)id®ETu’] (I EGd®Tu’)
d®pusr , E
EA—>EA®1Q<—EA®ETA —— E(AQTA

\E[A’,B’,u} (IV) Bu| (VID)| Bu

d id®ugs 5
EB—2EB®1g~—EB®ETB —> E(BoTB
H (V1) id® ETv’ ] (VI) E(id®Tv’)

‘ ld®uB/ E ¥
EB—"2EBw lg<~— EB®ETB{ —~ E(B® TB])

dont la commutativité des régions (I),(V) est évidente; celle de (II), (VI)
résulte de la fonctorialité de p; celle de (III), (VII) de la fonctorialité de
E; celle de (IV) est donnée par le diagramme commutatif ; enfin celle
de (VIII) vient de 'hypothese sur (A’, B’ u), (A}, B}, u;); d’ou la commuta-
tivité du circuit extérieur qui donne 'égalité E'[A’, B, u] = E'[A}, B{, u1].
Enfin soient (A’, B/, u), (A}, B{,u1) tels qu’il existe des objets C’, C] et des

~

isomorphismes v': A’®@C’' = A @ C/,v': B'®C' = B{®C{ de A’ rendant
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commutatif le diagramme

ARTA®C') —~ B T(B' ®C")

id®Tu’j lid@TU’

ARTA, @ Cl) —2~ B T(Bl o C}).
D’apres ce que nous venons de démontrer nous avons
E'A,Bul=FE'A®C' B C u] = E'[A&C],B &C| u]

E'[A}, By, ]

ce qui montre que E’'[A’, B’ u] ne depend pas effectivement des représentants

de la classe [A’, B’ u]. Le diagramme commutatif (4.37) nous montre qu’en
plus

E'([B',C',v]o[A",B",u]) = E'[B',C",v]oE'[A", B’ u]
E,[A,,A,, idA®TA’] = idE/A
ce qui fait que £’ est bien un foncteur.
Il nous reste & prouver que F AR = E 4, est fonctoriel en A, B pour que

(E’, E') soit un ®-foncteur. Pour cela, nous démontrons d’abord la commu-
tativité du diagramme

(4.38) EA® EA, 2~ B(A® A)
E’[A/,B/,u}(@idj LEl([A/,B/,u‘}@[A/l’A/l’idAl@TA’lD

EB® EA 2~ E(B® A)

(4.39) EB® EA, —Z~ E(B® A,)
id®E’[A’1’B{7U1]L lE’([B’ﬁB’vid]®[A’pB{,U1])
EB®EB, 2~ E(B® B))
ce qui donne la commuativité du diagramme
EA® EA, —L~ E(A® A)
E’[A’,B’,u}@E’[A’l,Bl’,ul]j jE’([A’,B’,u]@[A’l,Bl’,ul})
EB® EB, — 2~ E(B® B,).
Posons

EI([AI7BI7 u] ® [AllaAllv idA1®TA/1]) = EI[A/ ® AIDBI ® Alla w]7
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w étant défini par le diagramme commutatif (4.25)), et soit u la fléche dans
A défini par le diagramme commutatif (Remarque [£.17](2))

ARTA®A) - —->(A®TA)RTA)
al lu@Tid
BT(B'®@A))-->(BTB")®TA,.

Considérons le diagramme suivant
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E'[A'®A},B'®A},u]®id

T

(1)

"[A’®QA,B'®@AL,w]

dpa®id

Ca@t\t@mt@a

EA® EA; —> (EA®1,) ® BA, < (EA® ET(A' ® 4;)) ® EA, —> E(A®T(A' ® A})) ® EA

E (I1)

AE(A®AL)

E(A® A)) — E(A®

dEp(B®A)
E(B® A1) — E(B®

E (V1)

N dpp®id

(111)

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
\l d®pargay
A

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
Y

Y

E((AQTA)®TA,) ® EA:

\i
N@lg < E(A® A) 8 ET(A' ® A) — = E((A® A1) ® (A’ ® A})) /
|
. (V) %me (1X) E:@L:@a
E®tm\®>m
N®lg < E(BR®A)RET(B'®A)) — E(B® A1) @ T(B' ® A}))
B A
I FEu®id
[
E(B®TB')® (A1 ® TA}) /

A
A
|
|
|
|
| (VII)
|
|
|
|
|

(1@ pprg 41) @id

A
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

E(B®TB')®TA,) @ EA

A
|
|

EB® EA; — (EB®1g)® EA) <————— (EBQET(B'®A)))® EA; —> E(BR®T(B'® A})) ® EA;
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La commutativité des régions (II),(IV),(VI),(VIII) résulte de la Proposition
; celle de (III),(VII),(X) de la fonctorialité de E et des contraintes
d’associativité, de commutativité; celle de (V) et du circuit extérieur est
donnée par la définition de E’[A’, B’, u] (Diag. (4.37)); celle de (IX) par la
définition de w (Diag. (4.27))); enfin celle de (XI) par la définition de @. D’ot
la commutativité de la région (I) qui n’est autre que le diagramme en
remarquant que E'[A® A}, B'® A}, u] = E'[A’, B’, u]. De la méme fagon on
démontre que le diagramme est commutatif, ce qui montre que F AB
est fonctoriel en A, B. Le couple (E’, E' ) ainsi défini est bien un ®-foncteur.
Dans le cas ou [A', B', u] = Dv =[A", A, v ® idga]: A — B le diagramme
commutatif est le contour extérieur du diagramme suivant

id ’ B
FAZ2 FA® 1y~ “FA® ETA —2+ E(A@ TA)

E’Dv‘ (I) jEv@id (1I1) ‘Ev@id (111) lE(v@id)
id / 3

EB“% EB® 1, ~"EB ® ETA' 2+ E(B® TA)
dont les régions (II) et (III) sont manifestement commutatives. D’ou la
commutativité de la région (I) qui donne, en vertu de la naturalité de d,
E'Dv = Ev. On en conclut, avec le définition de (D, D) (Proposition 4.31)
et de (E’, E') (Formula ([4.35)) que (E,E) = (E',E') o (D, D).

(3) Compatibilité de (E’, E') avec les contraintes. Pour les contraintes d’associativité
et de commutativité, il suffit de remarquer que

E'A, A aape ®idra) = E'D(aapc) = Elaasc)
E,[A/, Al, CA,B (29 idTA/] = E/D(CAB) = E(CA’B)
E,ILLB = EA,B

pour avoir aussitot les compatibilités. Quant a la contrainte d’unité de P,
nous avons pour I'image par £’ de son objet unité 1 p:

E'(1p) = B'(TAp) = B(TAY) > 1,.
P &1

o~

Dott E'(1p) est régulier et par suite (E’, E) est compatible avec les unités
en vertu de la Proposition [2.160]

(4) Enfin il nous reste a démontrer la commutativité du diagramme

ETA ———=FE'DTA

luA/ jEO\A/
m

1o B E'lp = E'TAj,.
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En vertu des formules et - nous avons
/
>\A/ = [A%, A, CTA’,TA’O]
E' =
Har,
La démonstration revient donc a démontrer 1’égalité
! / ! / -1
E'Ay = E'[Ay, A crara,| = OWIE
Considérons le diagramme

A/®1d }LA/®/JAI

dpral B
ETA" — = ETA' ® 19 — > 1g ® 1o < ETA' @ ETA) — > E(TA' ® TAj)
E’AA,l (1) uAéuA/®idl (11) =id  (III) Lc (IV) lEc
dETA6 ,LLA/ ®id .U«A/ Qppr i
ETA) — ETA; ®1 Q 1o®1g <—— ETAy® ETA' —— E(TA, ® TA")

ou la commutativité de la région (II) est évidente; celle de (III) résulte de
la fonctorialité de la contrainte de commutativité ¢ de Q; celle de (IV) de
la compatibilité de (E, E) avec les contraintes de commutativité dans A et
Q, enfin celle du circuit extérieur de la définition de E'[A}, A’ c] = E'Au
(Diagramme ([4.37)). D’out la commutativité de (I) qui donne, en vertu de
la naturalité de d, E'Ay = uzél par. La proposition est ainsi démontrée. Le

triple (P, (D, D), ) est donc une solution du probleme universel posé.
]

Remark 4.40. Dans la Remarque nous avons supposé T(cﬁl,, ) = id pour tout
A" € Ob A pour simplifier les notations dans la construction du triple (P, (D, D), \).
En vérité, c’est le ®@-foncteur AC composé (1,7) = (H,H) o (T,T): A" — A®, qui
possede la proprieté T(cl’% ) = id, AS étant la ®-catégorie AC quotient de A définie
par la partie multiplicative § engendrée par ’ensemble des endomorphismes de la
forme T'(cy, 4/) et (H, H) le ®-foncteur canonique de A dans A® (Définition ; ci
qui nous conduit a la définition suivante.

Definition 4.41. Soient A une ®-catégorie munie d'une contrainte AC: (a,c), A’
une ®-catégorie munie d’'une contrainte AC: (a’, ¢’) et dont la catégorie sous-jacente
est un groupoide, (T,7): A’ — A un ®-foncteur AC, S la partie multiplicative
engendrée par l'ensemble des endomorphismes de A de la forme T'(c)y 4), A° la
®-catégorie AC quotient de A défini par S, et (H, H ) le ®-foncteur canonique de A
dans A°. On appelle ®-catégorie ACU de la ®-catégorie AC A défini par (A, (T,T))
la ®-catégorie ACU P suivante:

(1) ObP = Ob 4,
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(2) Homp(A,B) = ®(A,B)/Rap, ou A B e ObP, &(A, B) étant 'ensemble
des triples (A’, B',u) ou A, B' € ObA", yp € FlA,u: AQ TA' - B® TB’;
R g la relation lineaire définie dans ®(A, B) de la fagon suivante:

(A/17 Bll7 ul)RA7B(AI27 32/7 u2)

si et seulement 8’1l existe des objets C,Cy de A" et des isomorphismes

~ ~

u': A0 > A,eC,, v':B ®C{ = By®C(C,

de A’ tels que soit commutatif dans A° le diagramme suivant (i.e., ce dia-
gramme est dans A et il est transformé par le foncteur H en un diagramme
commutatif dans A%)

w1 ®id

1
ARTAI®C]) — —> (AQTA)®TC]{ — (BQTB])TC{ — — > B T(B{ ® C{)
id®Tu/l lid@ﬂ/
uo ®id
ART(AL,RC)) — — > (AQTAL) ®TC, —= (BRTB))®TC, — — > BRT(B;®C)

(3) Composition des fleches dans P. Soient [A’, B',u]: A — B,[B",C",v]: B —
C.
[B//’ C//, U] o [A/’ B/’ u] — [A/ ® B//, B/ ® C{//’ w]
w étant défini par le diagramme commutatif .
(4) ®-structure sur P

A® E(dans P) = A® E( dans A)
(A B u]|® [E',F',v]=[A®E' B'"®F' w]

w étant défini par le diagramme commutatif (4.25)).
(5) Contrainte ACU dans P

([A", A" a @ id], [A", A" c @ id], (TAL, [Ay @ A’ A’ pal))
ta et pa étant définis dans la Proposition [4.29]
On appelle ®@-foncteur canonique de A dans P le @-foncteur AC' (D, D):
D(A) = A, D(u) = [A, A u ® idra], Dap = idags
pour A, B ObA ,u: A— B.
On appelle ®-isomorphisme canonique le ®-isomorphisme
A (D,D)o (T, T)> (Ip, Ip)

défini dans la Proposition [4.32
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On voit aussitot que si A est un groupoide et si pour tout A € Ob A, il existe B €
ObA, A’ € Ob A’ tels que A ® B ~ TA’, alors P est une Pic-catégorie (Définition
3.50)).

Les hypotheses et les notations restant les mémes que dans la Définition [£.41], en
plus nous notons par Ho_m®’ACU( P, Q) la catégorie ayant pour objets les ®-foncteurs
ACU de P (Définition dans une ®-catégorie ACU (), pour morphismes les
®-morphismes uniferes (Définition ; par Hom® ¢ (A, Q) l'ensemble des ®@-
foncteurs AC de A dans @; et par C la catégorie définie de la manicre suivante:

ObC = {((E,E), n)|(E,E) € Hom®’AC(A,Q), p: (E,E)o (T, T) > I (®-isom.)}

Home (((E,E), p), (E,E), v)) = I'ensemble des ®-morphismes 7 du ®-foncteur
(E,E) dans le ®-foncteur (F, F') tels que soit commutatif le diagramme

(4.42) ET -~ I,

FT — Iy

(g, fg) étant le @-foncteur 1, constant de A" dans @ (Définition . Alors nous
avons la proposition suivante

Proposition 4.43. Les catégories Hom® Y (P, Q) et C sont isomorphes.

Proof. Posons

S - HO_HI®’ACU(£, Q)

I

(F,F)=(F',F'Yo(D,D),v=(F)"oF'\).

En vertu de les Propositions[2.142 et (2.146)), ( = (E',E")o(D, D) et (F,F) =
(F',F'") o (D, D) appartiennent bien & Hom (B Q). De plus 7 = 7'D est un
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®@-morphisme (Définition [2.138)). Ensuite considérons le diagramme

Har
(1)
E//\A/ B
ETA = E'DTA’ E'lp 1,
TTA,:T[;A,\ (11) LT{P (1II) H
F/)\A/ ﬁ/
FTA = F'DTA' F'lp 1,
W
l/A/

ou les régions (I), (IV) sont commutatives par la définition de u,v; (II) par la
naturalité de 7'; (III) en vertu du fait que 7’ est unifere; d’ou la commutativité
du circuit extérieur qui montre que 7 est effectivement une fleche de C. Enfin on
vérifie aussitot que S(s'7") = S(s’)S(r’) et S(id) = id, par conséquent S est bien
un foncteur.

Montrons maintenant que S est un isomorphisme. En vertu de la proposition
- 4l S est une bijection entre Ob(Hom®*°Y(P, @)) et ObC. Il nous reste a prouver
que S est aussi une bijection entre F1(Hom® ACU(P Q)) et F1IC. On voit aussitot que
S est une injection en vertu de 7x = 7/,y = Tx pour tout objet X de A. Donnons-
nous une fleche 7 de C, i.e., un ®-morphisme de (£, E) dans (F, F) tel qu’on ait la
commutativité du diagramme et soient (E', E'), (F',F") € Hom®*“Y(P, Q)
tels que (E,E) = (E',E')o (D, D), (F,F) = (F', ') o (D, D) (Proposition |4.34)).
En vertu de la Proposition m (Formule ), E'A = FEA, F'A = FA pour
tout A € ObP = ObA. Posons 74 = 74,4 € ObP, et montrons que 7’ est
un ®-morphisme unifére de (E’, E’) dans (F',F’). D’abord considérons le dia-
gramme ci-dessous ou les régions (I),(III) sont commutatives par la définition de
E'[A", B’ u], F'[A", B’, u] (Diagramme (4.37))); (VI),(VII) par la fonctorialité de d;
(V),(VIII) en vertu du fait que 7 est une fleche de C; (IV), (IX) et le circuit extérieur
puisque 7 est un ®-morphisme; d’ou la commutativité de la région (II) qui montre
que 7, est fonctoriel en A.
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TAQTA’

o id ’ T deuv ’ n
E(A@TA) <2 EA® ETA " EA® 1, <" FA-" FA—"2FA®1,~ 2 FA® FTA' — = F(A® TA')
Eu (1) m\Esmo:; (1) T\Knmns (111) Fu
E d® pg/ dpp TB drB id®ug/ F

E(Bo®TB') <"~ EB® ETB'—% EB®]1, EB FB FB®1l,<~—FB®FTB —~ F(B®TB')
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On vérifie aussitot que 7/ est un ®-morphisme puisque 7 en est un et puisque
E'A=FA, F'A=FA, FElgz=EFEap, Fig=Fap
pour A, B € Ob P (Formule (4.35). Enfin, par la définition de 7/, nous avons

r_ _ _ -1
7'12 = Tra, = TTA, = VA/O Ay,

la derniere égalité étant le résultat de la commutativité du diagramme (4.42)). On
en conclut que 7’ est unifere en appliquant la Proposition [2.154 O

4.2. Le probleme d’inverser des objets.

4.2.1. Construction de la ®-catégorie de fractions d’une ®-catégorie ACU.

Dans tout ce numéro, C est une ®-catégorie munie d’une contrainte ACU:
(a,c, (1, g,d)), C" une ®-catégorie munie d’une contrainte ACU: (a’, ¢/, (1', g/, d"))
et dont la catégorie sous-jacente est un groupoide, (F, F): C' — C un ®-foncteur
ACU. On se propose de chercher une ®-catégorie ACU P et un ®-foncteur ACU
(D,D): C — P ayant les propriétés suivantes:

(1) DF X' est inversible dans P pour tout X’ € Ob(C".

(2) Pour tout ®-foncteur ACU (€,&) de C dans une ®-catégorie ACU Q tel
que EFX’ soit inversible dans @ pour tout X’ € Ob C', il existe umn ®@-
foncteur ACU (E’, E) unique (& ®-isomorphisme pres) de P dans Q tel que
(£,€)=(E',E") o (D,D).

Pour la construction de la solution du probleme, nous avons besoin des lemmes
suivants.

Lemma 4.44. Les catégories Hom®*CY(C x C’, Q) et

HOIH®’ACU(Q, Q) % HO_HI®’ACU(Q/,Q)

sont équivalentes, Q étant une @-catégorie munie d’un contrainte ACU, (a, c, (lQ, g,d)).

Proof. D’abord remarquons que C x C' est une ®-catégorie ACU dont la loi ® et
les contraintes viennent des ®-catégories ACU C et C' de facon naturells, i.e., nous
avons
(X, X)) Y) = XV, X'®Y') X, YeObC X' Y eOb(l'
(u,u")® (v,0") = (LRv,u' V") u,v € F1C,u',v" € F1C'

contrainte d’associativité: (a,a’)

contrainte de commutativité: (¢, c’)
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contrainte d’unité: ((1,1"),(g,9’), (d,d"))

ce qui nous permet de parler de la catégorie H0m®’ACU(Q x C',Q). Ensuite con-

sidérons le ®@-foncteur (7,7) de C dans C' x C’ défini de la maniere suivante

X—iX =(X,1)

ut liu:(u,idll)

Y ——=iY = (v, 1)

i = (idxay, ()Y

On vérifie aussitot que (4,7) est un ®-foncteur ACU. On définit de la méme maniere
le ®@-foncteur (i/,i'): C' — C x C".

Cela étant, construisons un foncteur L de la maniére suivante

L: Hom®**“Y(C x €', Q) — Hom®*°Y(C, Q) x Hom**Y(C", Q)

L(E,E) = ((Bi, (Eq)), (E', (E"D)), (E,E) € Hm®*(C x C', Q)

L(t) = (ti,7i"), 7:(E,FE)— (F,F)(®-morphisme unifere )
et un foncteur M comme ci-dessous

M - H()_m&ACU(Q, Q) % HOI’H®’ACU(Q/,Q) - HO_I’H®’ACU(Q < C/7Q)

) ) M(p,p') =p®p',
p: (E,€) = (F,F), p': (£,E") — (F', F') (®-morphismes uniferes)
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ou (€ ®5’)(X,%(’) =EXQEX(ERENS, ) =EfQE () (X, X)) —
(YY) avec (€ ® £') défini par le diagramme commutatif

(E2ENX, X))@ (ERENY,Y') EXQEX)DEY QEY) —> (EXQEX)QEY)REY'

a®id
(E®E) EXQREX' QEY))REY'
(EREN(X, X)) (Y,Y")) (id®c)®id

(EXREYREX)REY!

a®id

U

EXRY)REX' @Y) < (EXBEY)R(EX'QEY') —= (EXB®EY)REX)REY!
et p® p’ par le diagramme commutatif
(P®p")(x,x7

ERENX, X)) —— (FF)(X, X'

)
H Px ® Py ‘

EX®EX FX@FX'.

Prouvons d’abord que L est un foncteur. Les ®@-foncteurs (Ei, (Ei)), (Ei’, (Fi’))
sont compatibles avec les contraintes d’associativité, de commutativité et d’'unité
puisque (E, E), (i,7), (i',7") les sont (Propositions [2.142] [2.146] et [2.151)). D’ott

L(E,E) = ((Ei, (ED), (Ei', (Ei")) € Hom®AY(C, Q) x Hom*A°Y(C, Q).

On a aussi
L(r) = (ri,7i'") € FI(Hom®*°Y(C, Q) x Hom**“Y(C", Q))
puisque d’abord 7i,7i’ sont des ®-morphismes (Définition [2.138]) et ensuite

Tt = Tl = T(11)
S -
7'21/ = Ty = T(Ll’)

ce qui montre que 7i; et 7¢}, sont des isomorphismes (7 est unifere) et par suite 74
et 7i’ sont uniferes (Proposition 2.154)). Enfin la définition de L(7) nous donne

L(st) = L(s)L(7), L(id)=id.

Donc L est un foncteur. Montrons maintenant que M est un foncteur. Il est clair
que (E®E(E®E')) est un ®-foncteur. Sa compatibilité avec les contraintes de
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commutativité vient de la considération du diagramme

(ERE)
(1)
EX®Y)&(X' YY) ﬁ'(ex REY)R(E'X'QEYN)<--(EXQREX )@ (EY @E'Y)
€c®5/c/l (11) Lc@c (I11) Lc

EY @ X)0 &Y' ©X) <2 (Y 9EX) @ (€Y @ EX) <- - (EY @ EY) @ (EX @ E'X)

W

(E®E)

dans lequel la commutativité des régions (I), (IV) résulte de la définition de (£ ® &£');
celle de (IT) de la compatibilité de (€,&), (£',E) avec les contraintes de commuta-
tivité; celle de (I1I) de la Proposition ; d’oti la commutativité du circuit extérieur.
Pour la compatibilité de (€ @ &', (€ ® £")) avec les contraintes d’associativité, con-
sidérons le diagramme suivant
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(E®E)

(E®ENX, XN (YY) ®(Z,2) ERENXX)RERENVY)®(2,2')) <
(1) %
EX@YR2)EX'®(Y' ®2Z)) % EXQREY R2)QEX'QRENV' QZ)) — — > (EXQREXNREYR2)QE(Y' ®@2Z')) <—
i (un |
ERE! \
EX®Y )XY ®Z)) EX®EYRL)EX @EY ©2)) ~—
mg@m\gé (VI)
E(X®Y)®2)®E(X' @Y ®Z') oe EXQY)REZ)QE(X'QYNREZ) <—
7 (VIII) %
E(X®Y)®2)&8(X'oY)® Z') A@ EXRY)REZD) @ (E'X'QYY®EZ)— — > (EXQRY)RE(X'QY) @ (EZ2QE&'Z) <=—
(XI)
(E&)((X, X))o (Y, Y)®(Z,2") cae) ERENXXNRVY)RERENZZ) <
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(PrRPH®(,3®3)
(P1®,3)2(P1®23)
(,2®@P)R(z®PY

3®3)®(P1®p1)

G

(x1)
(AI)

D@DT

((,Zz3®23)R@(AEZRANR(X3RX3) ————> ((,LZ3® ,X3)®,X,3)@(Z3® A3)® X3)

PI®(,3®3)
(,13®3)®P!

(11%)
(11)

(,23®23)®((LA3®A®(X3®X3) — — — > (,23®23) @ ((LXA3®,X,3) ®(A3® X3))
(x)

(238 23)®((A3®ANO(X3®Xx3) ———->(,23®(A3®,X,3)®(23® (X3 ® X3))
(11A)
(A)

((,Z23©23)®(A3® A3)R(X,3®Xx3) ————>((,Z39 ,43)®(Z3® X3))®(,X,3® X3)

(z2)(,3®3)®((LAXB®3) (X X),3®23)
((z2) (139032 (AX,3®3))(XX)(,3®23)

ot les régions (I),(IT), (XI),(XII) sont commutatives par la définition de & ® &’;
(III),(VIII) par évidence; (IV),(IX) par la naturalité de a et ¢; (V), (VII), (X)
par la Proposition enfin (VI) par la compatibilité de (£,&), (£, €') avec les
contraintes d’associativité. On en déduit la commutativité du circuit extérieur qui
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montre que (E®E’, € @ &) est compatible avec les contraintes d’associativité. Enfin,
(E ® &' E ® E') est compatible avec les contraintes d’unité en remarquant que

E@E)LL)=E10E1T = 1,01, > 1,
EE — = d =

e., (€ ® &)(1,1') est régulier, et en appliquant la Proposition [2.160 Tout cela
nous permet de conclure que

M((£,6),(E,E) =(E® &, (€ ®E)) € Hm®AY(C x ', Q).

Il est immédiat que M (p,p’) = p ® p’ est un ®-morphisme unifere quand p, p’ le
sont, et

M(rp,m'p") = M(r,7)M(p,p)
M(id,id) = id.

Par conséquent M est un foncteur.

En vertu de la définition des foncteurs L, M nous avons
ML(E,E) = (Ei ® Ei'* (Ei @ Ei")).

Pour tout couple (X, X’) € Ob(C x C"), définissons oz g (X, X') par le diagramme
commutatif suivant

o g, 5y (X, X)

ML(E,E)(X, X") (B, E)(X,X')
H

B E(dx.9,) H

BE(X,1)® E(1,X") EX®11®X')

Il est clair que o (X, X’) est un isomorphisme pour tout couple (X, X') comme
étant le composé de deux isomorphismes. Prouvons que «(g j) est un ®-morphisme
unifere. g ) (X, X') est bien fonctoriel en X, X’ comme étant le composé de deux
fleches qui sont fonctorielles en X, X’. Ensuite considérons le diagramme



171

o, (X,XNB(Y,Y))

E(X,X") @ (Y,Y")

E(dxgy 9x/gy )

X'®Y')

E(dx ®dy,g% ®9%)

EXQY,X'QYV)— > E(X®1)® (Y ®1),

mﬂ (V)
E(dx,g'x )®E(dy ,g%)

EX,X"YQEY, YY) — > FX®LI/'X)QEY®1.,1'QY)<=— (E(X,1)QE(L, X)) (EY,1)® E(1,Y"))

(1) E(X®Y)® (1®1),

(1)
E(X®Y)®1Lle (X' ®Y") e EX®Y,1")®E(L X' QYY)
E(id®d,d’ ®id) (I11) %mghq@ma,av
el)e (X' @Y) SEE EX®Y,191)0E1®LX @Y’
B() (1V) %@@@ (VIII) (Ei® Bi’) |
eX)e (' ®Y") (E(X®1)®E(Y,1))® (E(1,X")® E(1,Y"))

E

(Bi® Ei)(X,X")® (Y,Y"))

EQE ¥

(VD)

E(X,X")® B(Y,Y"))

(Ei @ B )(X,X")® (Bi ® Ei)(Y,Y')

o 5 (X ®ag 5 (YY)
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ou la fléche E(-) est défini par le diagramme commutatif

B(Xolel ol leX)eley) — . p((Xxe)ey)el(@eoX)ol) oY)
lE(-) TE(a@id,a’@id)
E(XeY)o(1lwl),l!'9l)e(X'®Y") E(X2(1eY)el, (12 X' e1)oY")

j E((ld®c)®id,(id®c)®id)

E(XoYel))el,l'eo(l'eaX)®Y')

lE(a,a’)

E(a®id,a’ ®id
B(XeY)el) oL (I'ol)sX) oY)~ )

i.e., lafleche (-) est le composé des fleches construits a I’aide des contraintes d’associativité
(a,a’), de commutativité (c,c’), des identités et de la loi ® dans C x C".

Les régions (I), (VI) du diagramme considéré sont commutatives par la définition
de g j); (II) par la Proposition (IT), (V) par la naturalité de E; (IV) par
la Proposition ; (VII) par évidence; (VIII) par la définition de (Ei® Ei’). On
en déduit la commutativité du circuit extérieur qui exprime que (g 5y est un ®-
morphisme. Le fait que g ) est unifere résulte du Corollaire . De plus, ag i)
est fonctoriel en (E, E), i.e., pour tout ®-morphisme unifere 7: (F,E) — (F, F),
le diagramme

YB,B) =

(Ei® Ei', (Ei® Ei'))

Ti®‘ri’l lT

(Fi @ Fi',(Fi ® Fi")) — 22 (F F)

est commutatif. En effet, considérons le diagramme ci-dessous dont les régions (I),
(IV) sont commutatives par la définition de o p g (X, X'), gy (X, X7); (1T), (11T
en vertu du fait que 7 est un ®-morphisme:

a(E,E)(XvX,)
(D)
E(dX7g)/(/)
E(X,l’)@E(l,X’) E(X®l,l’®X’) E(X,X’)
T(x,1) ®7T(1,x7) l (II) T(xe11'8x’) l (111) lT(KX’)
Ja F(dx,9y/)
F(X,l’)@F(l,X’) F(X®l,l’®X’) F(X,X’).

(Iv)

oy (X,X7)
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Par conséquent on obtient la commutativité du circuit extérieur. Nous avons ainsi
trouvé un isomorphisme de foncteurs

. ML :> id@@,ACU(QXQI7Q).

Toujours partant de la définition des foncteurs L, M nous obtenons
LM((£,€),(£",€") = (€@ &N, (E®END)), (E@ ', (€@ &)
Pour tout X € Ob(, définissons B¢ ¢) ¢/,¢/1(X) par le diagramme commutatif

B o 1 &1 (X)
(@ ENi(X) — =20 X

/ ’ IRy, id® &’
(ERENX, 1) = EX ® &1 EX®1,

&' étant Iisomorphisme venant de la compatibilité de (£’, £') avec les unités. 11 est
clair que B¢ g) g g1 (X) est un isomorphisme pour tout X € ObC. Prouvons que
Bie &), &) est un @-morphisme unifere. D’abord on voit aussitot que B¢ g) g &)(X)
est fonctoriel en X. Pour montrer que S ¢) ¢ ¢ est un ®@-morphisme nous con-
sidérons le diagramme
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EX ®EY E(X®Y)
d®d (I) d
B
(EX®1ly)®(EY®1ly)--->(EXREY)® (1l ® 1g) o EXeY)®lg
(i[d@&)e(de &) (11) Tg@é@@@@ (1I1) A&’
EX®EN @ (EY®EY) -~ (EXEY )@ ET 1) 2 ex o) el o) exay) el
(IV)

(ERENIX)R(ERENI(Y)

(E®€)i)

(ERENIX®Y)
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dans lequel les régions (I),(III) sont commutatives en vertu de la Proposition
(IT) en vertu de la fonctorialité des contraintes d’associativité et de commutativité;
(IV) en vertu de la définition de ((€ ® £)i). On en conclut la commutativité du
circuit extérieur, ce qui prouve que fg g (o ¢ est un ®-morphisme. 5 est en plus
un isomorphisme, ce qui implique que B¢ g (& ¢ est unifere (Corollaire [2.155). Le
fait que B¢ g (ere) est fonctoriel en (£,8),(£,&"), ie., pour tout ®-morphisme
unifere p: (£,€) — (F,F) et tout ®-morphisme unifere p’: (£',&") — (F', F'), le
diagramme

Bee, &), .

(€ ® &N, ((E @ &) (£,€)
(p®p’)il lp
(F Fyi, (F & Fyiy) S22 (7 F)
est commutatif, résulte de la considération du diagramme

EX SN X @1, %% ex @ £

px] (D) lpx@id (1I1) lpx@pg,

dont la région (I) est commutative en vertu de la naturalité de d et la région (II) du
fait qui p’ est unifere. D’ou la commutativité du circuit extérieur.

De la méme maniere, nous définissons 5(’ £.8) par le diagramme commutatif

7(517‘;:'/)
IN T (/5,5),(5/,5“’>(X,) /v / ’
(E® &)X £'X (X' € ObC")
‘ Gerx!
!/ N /! / §®id / /
ERENLX)=ELREX 1, ® &'X

et nous démontrons que B(’ (X') est un ®-isomorphisme, et /B(/s ¢ est

! CRARCAD ,€),(8,€")
fonctoriel en (&, &), (E',&"). Ces démonstrations faites (elles sont analogues a celles

de (), nous pouvons écrire

(57 B,): LM = idHoim&ACU(Q,Q)XH(Dim&ACU(QCQ)'

Donc les foncteurs L, M sont des équivalences qu’on appelle les équivalences canon-
iques entre Hom®*°Y(C'x C’, Q) et Hom®*“Y(C, Q) x Hom* 4V (C", Q). Le lemme

est ainsi démontré. O
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Lemma 4.45. Soient QQ une ®-catégorie munie d’une contrainte ACU:

(a,c, (l@g?d))

t (€, 5) un ®-foncteur ACU de C dans @ tel que EF X' soit inversible dans Q
pour tout X' € ObC’. Alors il existe un ®-foncteur ACU (1,7): C' — Q et un
isomorphisme de foncteurs p tels que

pour tout X' € ObC’.

Proof. Puisque £F' X" est inversible dans @, il existe un objet et un isomorphisme
dans @, notés respectivement par n X' et ux, tels quon ait la relation (4.46). Pour
tout X’ € ObC’ choisissons nX’, ux: vérifiant (4.46). Soit v’: X’ = Y’ une fléche
de C' (rappellons-nous que la catégorie sous-jacente de C est un grupoide), alors il
existe une fleche et une seule notée nu', nu’: nX’ — nY”’ (Proposition [2.130]) rendant

commutatif le diagramme

15° Ky

(4.47) EFX' @ nX' EFY' @ Y’
m %
EFY' @ nX'

De plus nous définissons pour tout couple (X', Y”), X’ Y" € ObC’ I'isomorphisme
Nx . x:nX @nY' S nX' @Y

par le diagramme commutatif
(4.48)

kx'ey! d

id®ﬁT T/@y@uy/
F®id

EF®
EFX'QY) (X' @nY') =—— (EFX'QEFY) @ (nX' @nY') — — > (EFX' @nX')Q (EFY' ®@nY')

=
fa)

ce qu’on peut toujours réaliser puisque EF (X’ ® Y') est inversible, donc régulier.

Nous allons montrer que (1,7): C' — @ est un ®-foncteur ACU et y un isomor-
phisme de foncteurs. D’abord 7 est un foncteur en vertu de la Proposition [2.130
Pour démontrer que 7 x/gy- est fonctoriel en X', Y”’, nous démontrons qu’il est fonc-
toriel en une variable, par exemple X', la démonstration pour 'autre variable étant
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analogue. Considérons donc le diagramme suivant

(EFX' @ EFY') @ (X' @nY’) — 220

EFX'@Y)enX'®Y’)
(EFu’ @id)o(nu’ ®id) l jé'F(u’ ®id)®n(v’ ®id)
(EFX]® EFY") @ (1X] @ nY") ——20 eP(X] ® V") @ n(X] V")
dont la commutativité résulte du fait que EF @ 7 est fonctoriel en X’ (Diagramme

(4.47) et (4.48)). Or ce diagramme est le contour extérieur du diagramme suivant
dans lequel la commutativité de la région (II) résulte de la fonctorialité de EF:

EFX' @ EFYN@ X' @nY) — 21 eR(X'@Y) @n(X' @Y’
n 7
(id®id)® (1’ (1) lSF(id®id)®n(u'®id)
(SFX’ QEFY’ ) ® (X oY) —2T L eR(X' @Y @ (X, Y
(EFY/ ®id)®@(1d®id) l (1) lé‘F(u’@id)@n(id@id)
EF®17

(EFX! @ EFY") @ (X, @nY") EF(XI oY) @n(X.®Y")

On en déduit la commutativité de la région (I) qui, & son tour, est le contour extérieur
du diagramme suivant

EFX' @ EFY) o X @nY) 228 er(x e Y) o X @nY') 2L er(X @ Y) @ n(X @ Y)
(1d®id)®(nu’ ®id) l EF(Id®id)®(nu’ ®id) j EF(Id®id)®n (v’ ®@id) l
5F®1d

id®n
(EFX' @ EFY) @ (X, @nY' ) 2L (X' @ Y) @ (1X, @ nY") —> EF(X' @ Y') @ n(X] @ Y)

dont la région a gauche est manifestement commutative, ce qui implique la commu-
tativité de la région a droite et par suite celle du diagramme
nX' @0y’ —= (X' ®Y")
nul@idl ln(u@id)
nX{@nY' —=n(X|@Y")
puisque EF (X' ®@Y") est régulier. D’ou la fonctorialité de 77 en X’. Nous avons ainsi
le ®-foncteur (n,7): C" — Q.

Prouvons la compatibilité du ®-foncteur (n,7): C' — Q avec les contraintes
de commutativité. Pour cela, considérons le diagramme ci-dessous dans lequel la
commutativité des régions (I),(V) résulte de la définition de 7 (Diagramme ([4.48)));
celle de (II) de la fonctorialité de c et de la relation c1, 1, = id; celle de (III),



178

(VII) découle de la Proposition celle de (IV) vient de la compatibilité du ®-
foncteur (£F, EF) avec les contraintes de commutativité; celle de (V),(VI), (VIII)
est évidente; enfin celle du circuit extérieur est la définition de nc¢’ (Diagramme

[@17)).
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tX\®u\\
)
@& (1)
Bx1® py 1 EF®id id®n
lo®lyg = (EFX'@nX)@EFY'®@nY') = = > (EFX'@EFY)@(nX' @nY') — = EF(X'®Y)® (X' ®nY’) — EF(X'®Y’)
(11) é (11I1) Qw:é (1IV) emﬁu@a (V)
Py 1@ pxcr EF®id id®n
lg®lg =—— (EFY'@nY")®@(EFX' @nX') — — > (EFY'QEFX )@ X' @nY’) — = EF(Y' @ X))@ (nX'®@nY') — = EF(Y' @ X')
(VI) (VII) E@é (VIII) %ap@n (IX)
By 1@ pxr EF®id id®mn
w@@w@ <~ EFY'@nY") Q@ (EFX'@nX') — — > (EFY'QEFX)Q(nY' @nX') — = EFY' @ X )@ (nY' @nX') — = EF(Y' ® X’)

(X)

d
1
=Q Hxr@y!

en(X' ®Y’)
EFc’ ®id
X' ®Y')
id®nec

QnY' @ X')




180

On en déduit la commutativité de la région (IX) qui, a facteur régulier pres, ex-
prime la compatibilité de (1, 77) avec les contraintes de commutativité. Prouvons la
compatibilité de (7, 17) avec les contraintes d’associativité. Pour cela, considérons le
diagramme
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EF(X'@(Y'@Z)en(X' o' ©2Z")

Kx'e(y'®z")
i ’ I i i ! Q&@N#v@ﬁ&@ﬂwv ! i ! ! ! !
1g (EFX' QEFY'®Z' )N X @nY'®Z') <——— (EFX' Q (EFY' QEFZ")) @ X' @ (Y’ @nZ"))
| |
d (1) | (1) |
HxrOhy gz ’ / 4\ / ’ / (di)@EFa ) / ’ \< ’ / ’
w@@wm (EFX' @nX)@(EFY'@Z)enY' @Z') <— (EFX' 9nX)Q ((EFY'Q®EFZ')® (nY' ®nZ’))
|
id®d (111) |
Hxr @y r®@pgr) \
1o®(1g®1g)

(EFX'@nX") @ ((EFY'@nY')Q(EFZ' ®@nZ'))

(4.49)
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dans lequel la commutativité des régions (I),(III) résulte de la définition de 7 (Dia-
gramme (4.48))) et celle de la région (II) est donnée par la fonctorialité des contraintes
a, c. On en déduit la commutativité du circuit extérieur. De la méme maniere, on
démontre la commutativité du diagramme

(4.50)

EF((X'2Y) @ Z) (X' ©Y') @ Z') ~—

EFX'@Y)weZ)o X oY) @nZ')
H(x'eY")oz!
1o

d
lo®lg (EF2id)® (12id)
d®id

(log®1l

)®lQ

1

(Bxr ®py 1)@ g

(EFX'@nX')® (EFY") ® (EFZ' @nZ') < - - (EFX' @ EFY") @ £Z") @ (n(X' @ nY") @ nZ')

Cela étant, considérons le diagramme
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id®d d®id

Hxr @y 1 ®pgr)

(B ®py 1)z

(VII) 1

Lo®1lg)®ly < (EFX'®@nX) @ (EFY' @nY") @ (EFZ' @nZ') < — —

(1)

H(xX'@Yhez! id®mn

Ex'ey'®z’)

ER(X'@YNeZ)eon(X'eY)®Z2') <——

(11) id®@na’

A&
EFa’ ®id id®mn

EFX'@Y'®Z)enX' @ (Y' ®Z"))
EF®n
(EFX'REFY'®Z))@nX @nY' ®Z")

(d®EF) @ (id®n)

(EFX' @ (EFY' @ EFZ)) @ (nX' ® (nY' @nZ'))
!
!

¥
EFX'@nX) @ ((EFY' @nY')® (EFZ' @ nZ'))

EF(X'2YN®ZhenX' @ (Y ®Z')) <——
EF®n
(V) EFX'QYNQEFZY@ (nX' @n(Y' ® Z'))

(EF®id)®(1d®17)

a®id

(EFX' @ EFY)QEFZ)® (nX' ® (nY' @nZ')) ——
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A [
[ [
[ [
| =
| o ) E:j)
| o = »
l S < ®
| = > ©
® ® !
| ~! ~<\ -<\
: 5 ® ®
N S
[ 3 = R
| ® 8 3
I ) = ®
| > > =
N ~ 3
I § ® >
< 1
2 2 CRECERS ®
| = = T E 3 =
| ® ® 3
3
| 3 N ®
~ N 3
! N
' & 5 o
B!
| z 3 ©
a =3
X =
| N S 3 ®
A R A
' S = o = e
| N > = = >
Y < < ®
[ R = ® ® -
[ R < =
- ® « —~ . -
| ® £ o 1 ® E 8 o ©
' D e 2 e N 5 N g N
I_ o S & Eg a & "% & g
® = i: = ~
S ~ N g 3
> : ® ® e
N ® .
® — 3 3 ®
= 3 ~ ~ 3
S ~ N = ~
< N ® P e
N ® = ®
® = N JN e
X 3 = = N

dans lequel la commutativité des régions (I), (VII) résulte de celle des diagrammes
(4.49), respectivement; celle de (II) de la définition de na’ (Diagramme ([4.47));
celle de (IV) de la compatibilité de (EF, EF) avec les contraintes d’associativité; celle
de (V) s’obtient en composant les fleches; celle de (VI) est le résultat de la Propo-
sition enfin celle du circuit extérieur vient de la fonctorialité de la contrainte
d’associativité de ), de la compatibilité entre les contraintes d’associativité a et
d'unité (1,9, d) dEQ, et de la Proposition . On en déduit la commutativité de
la région (IIT) qui, & facteur régulier pres, exprime la compatibilité de (n,7) avec les
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contraintes d’associativité. Enfin, prouvons la compatibilité de (7, 7) avec les unités.
Pour cela, il suffit de remarquer que, les ®@-foncteurs (F, F'), (£,&) étant compati-
bles avec les unités, on a par conséquent EF1" = 14, ce qui implique 71" = 1,. La
compatibilité de (1,7) avec les unités s’obtient aussitot en appliquant la Proposition
2. 160

Enfin I'isomorphisme pxs est bien fonctoriel en X’ en vertu de la définition de
nu’ (Diagramme (4.47))), ce qui achéve la démonstration. O

Remark 4.51. En vertu du Corollaire [2.155] les ®-isomorphismes d’un ®-foncteur
unifere dans un ®-foncteur unifere sont les ®-isomorphismes uniferes; par conséquent
quand nous avons un ®-isomorphisme unifere d’'un ®-foncteur unifere dans un ®-
foncteur unifere, nous disons que c’est un ®-isomorphisme.

Les hypotheses étant toujours celles du Lemme nous définissons en plus un
®-foncteur (T,T): C' — C x C' de la manicre suivante

X'+ TX' = (FX',X")

u’ l lTu’:(Fu’,u/)

Y ——=TY' = (FY',Y")

Ty (FX'@FY' X' oY) 228 (P(X oY), X' @ Y").
Il est clair que (T, 7T) est un ®-foncteur ACU. Cela étant, nous avons

Lemma 4.52. y est un ®-isomorphisme du foncteur

E@n(E@n)e(T,T):C"'—Q

dans le foncteur

(Ig.1g): €'~ Q

(Ig,1g) étant le @-foncteur 14 constant (Définition .
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Proof. Prouvons que p est un ®-morphisme. Considérons le diagramme

et @byt
E@NTX' @ (E@nTY' —— (EFX’' ® nX') <z|<> (EFY' @nY) ——— 19 @14
|
\i
(EFX' @ EFY') @ (nX' @ nY)
(E@n)T) (I) l&gm (11) d
EFX @ FY)on(X @Y

jé’F@ld

E@NT(X' @Y)=——=¢EF(X' 0 Y)anX oY) — " -1,

dans lequel la commutativité de la région (I) résulte de la définition de (€ ® n)
(Lemme [4.44)), et celle de (II) de la définition de 7 (Diagramme (4.48)). D’ou la
commutativité du circuit extérieur, qui montre que p est un ®-morphisme. [

Lemma 4.53. Les hypothéses étant celles du Lemme on suppose en plus qu’on
ait un ®-foncteur (£,,&): C — Q ayant les mémes propriétés que (£,€). Soit
(n1,171) le @-foncteur qui correspond a (€1, ), défini de la méme maniére que (1, 7).
Sip: (£,€) = (E1,E1) est un ®-isomorphisme, alors il existe un ®-isomorphisme
unique p': (n, 1) — (m, M) tel que soit commutatif le diagramme

(4.54) (E@n,(E@n)o(T,T) — (Ig. o)

(P®P')Tj H

E@n (E@n)o(T.T) —= (I Ig).

Proof. Supposons qu’il existe un ®-isomorphisme p’: (n,7) — (n1, 1) tel que le
diagramme ([4.54]) soit commutatif, i.e., pour tout X’ € Ob C’, on a la commutativité
du diagramme suivant

Hxr (k1) x/

(4.55) EFX' @ nX' EFX' @ mX'
m %
EFX @ X'
D’ou 'unicité de p’ puisque & F X' est régulier.

Soit pi: nX' — m X' défini par le diagramme commutatif (4.55) pour tout
X’ € ObC". 1l est manifeste qui p%, est un isomorphisme puisque toutes les fleches



187

figurant dans (4.55]) sont des isomorphismes et £ F X' est régulier. Prouvons que p’.,
est fonctoriel en X’. Soit u’: X’ — Y une fléche de C' et considérons le diagramme

EFX @nx —X e pxt g nx! il J EFX' @ nX'
5Fu’®idl (1) jé’lFu’@id (11) jé‘lFu’@id
EFY' @ nx' L0 e Py g g e EFY' @ m X'
id®nu/l (111) lid@nu’ (IV) jid@mu’
EFY' @y — e by @ gy il EFY' @ mY'

dans lequel la région (I) est commutative puisque p F' est fonctoriel en X', tandis que
les régions (IT), (IIT) sont commutatives par évidence. D’ou la commutativité de la
région (IV) est équivalente a celle du circuit extérieur. Or la commutativité de celui-
ci résulte du fait que ppxs ® pl., étant le composé (voir Diagramme (4.55))) de deux
fleches puxr, (1) x qui sont fonctorielles en X’ (Lemme [4.45)), est fonctoriel en X'
On en déduit la commutativité de (IV), et par suite, la fonctorialité de p’ puisque
E1FY est régulier. Pour montrer que p’ est un ®-morphisme, nous considérons le
diagramme
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PR(x/@y’)®id d®p /gy

EFX'Y")YenX' @Y’ EFX' QY )en(X' ®Y’) EFX'@Y")em (X' ®@Y')
ﬂ:_@@ (M ﬂag (1) Qa@m
PR(x'gy')®id id® (py/ ®py /)
EFX' Y)Y X' @nY) —————————= S FX'®Y) ® (nX' @ nY’) SFX' @YY@ (mX @mY’)

(EF®n) (V1) ﬂmﬁ@a (I1I1) ﬁw?q@& (V) E1F®id  (VII) (E1F®n1)

(Ppx! ®ppys)®id id® (p'y s ©pYr )
(EFX' QEFY) @ (nX' @nY') ——— (EIFX' @ FY )@ (X' @nY') ———— (EFX' @ E1FY) @ (m X' @ mY')
| (V)

| (Prx'®pN®(Ppy ' ®p5))
(EFX'@nX")® (EFY' @ nY') (E&1FX' @mX')

R — — = — >

AM\.HNUM\\ ® N1 M\iv



189

dans lequel la commutativité des régions (I), (IV) est évidente; celle de (III) résulte
du fait que pF est un ®-morphisme; celle de (V) de la fonctorialité des contraintes
d’associativité et de commutativité de Q; celle de (VI), (VII) de la définition de
(EF @ n) et (&, F @ 11) (Lemme ; enfin celle du circuit extérieur vient du fait
que pF ® p’ étant le composé de deux ®-morphismes p et g, est un ®-morphisme
(Diagramme ([(£.55))). D’ou la commutativité de la région (II), qui prouve que p’ est
un ®-morphisme pusique & F (X' ® Y") est régulier. Enfin on a bien le diagramme
commutatif pusique p’ est défini par le diagramme commutatif . On a

ainsi démontré I'existence du ®-isomorphisme p’.

Considérons toujours le ®-foncteur (T,7): C' — C x C', et soient S la partie
multiplicative de C' x C’ engendrée par I’ensemble des endomorphismes de la forme
T(chr x1) = (Feki xi, ki xr), (C x C')% la catégorie AC quotient de C' x C" définie
par (C',(T,T)), (D,D): C x C' — P le ®-foncteur canonique, et A: (D, D) o
(T, T) = (Ip, Ip) le ®@-isomorphisme canonique (Définition [4.7). Donc nous avons
ici, pour la catégorie P,

ObP={(X,X"): XeObl, X"€e ObC"}
Hom p((X, X"), (Y,Y")) = {[A, B, (u,u')]: A, B € Ob(",
(u,u'): ( X@FA X' ®A)— (Y®FB,Y'®B')}
ou (A}, By, (uy,u})] = [AY, B, (ua,u})] si et seulement s’il existe des objets C}, C;
et des isomorphismes dans C’

u' A ®Cl— Ay ® Cl
v': Bl ®C! = B, ® C|

tels que soit commutatif dans (C x C')® le diagramme
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(1d® F,id®id)

(a,a’)

(X@FA1®C]), X' @A1e0]) <——— X@FAQFC), X' @A eC]) — = (X®FA) @ FC{, (X' ® A)) © Cf)

(1d® Fu',id@u’)

(X © F(Ay ®Cy), X' © (A ® C3))

(d® F,id®id)

(X ® (FAy ® FC3), X' ® (A; ® C3))

(a.a’)
(X ® FAL) @ FC, (X' ® AL) ® CY)

(u2 ®E_ﬁm ®id)

~

(a,a’)

~

(1d® F,id®id)

(u1 ®id,u] ®id)
(Y®FB])®FC{,(Y'®B{)®C{)
| (a,a”)

(Y®(FB{®FC{),Y'® (B]{®C))

(d® F,id®id)
Y®F(B]{®C)),Y' ®(B]®CY))

V| (d® Fov',id®v’)

(Y ® FBY) ® FCL, (Y' ® BY) ® ) ~—————— (Y ® (FB,® FCL),Y' ® (B} ® C})) ——————> (Y @ F(B, ® C}),Y' ® (B, ® C}))

~

~
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le @-foncteur (D, D) canonique est défini par
(X, X')— DX, X") = (X, X")
L lD(mu')-[AﬁA',(u@idFA/m@idmf)}
(V,Y') —— D(Y,Y") = (v, Y")

Dixxn, vy = d o xne v,
A" étant un objet quelconque de C’, et le ®-isomorphisme canonique A par
)\X/ = [l/,XI, (CFX’,F1’7 C_/X’,l’)] . (FXI, XI) :> lB = (Fl/, l/>
Comme ici les ®-catégories C' x C', P sont munies des contraintes d’unités, prouvons

que (D, D) est encore unifere. Pour cela il suffit de remarquer que

A A (F®id,id
D(L1) = (1,1) TS ey gy 2,

et d’appliquer la Proposition [2.160]

Enfin notons par (D, D) les composeé des ®@-foncteurs

c®oxce PR p

et par (£, €) le composé des ®@-foncteurs

@, D)

oo PR p

(D, D) et (€, €) sont manifestement des @-foncteurs ACU comme étant des composés
des ®@-foncteurs ACU (Propositions [2.142] [2.146| et [2.151]). Cela étant, nous avons
la proposition

Proposition 4.56. La ®-catégorie ACU P et le @-foncteur ACU (D, D) possédent
les propriétés suivants:

(1) DFX' est inversible dans P pour tout X' € Ob(C".

(2) Pour tout @-foncteur ACU (€,€) de C dans une ®-catégorie ACU Q tel
que EF X' soit inversible dans Q pour tout X' € Ob (', il emiste un ®-
foncteur ACU (E',E') de P dans Q, et un ®-isomorphisme T: (£,6) S
(E',E") o (D,D); le couple (E',E"),T) est unique (a isomorphisme prés),
i.e., s’il existe un autre @-foncteur ACU (E}, E}) de P dans Q et un autre
®-isomorphisme 11 (£,€) = (EJ, E!)o(D, D), alors (E', E") est isomorphe
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o (Bl E!) par un ®-isomorphisme 7' tel que soit commutatif le diagramme
survant

(4.57) (£,€) —= (E',E") o (D,D)

Proof.

(1) En vertu de la définition des foncteurs D, &, nous pouvons définir I'isomorphisme

vx: DFX' @ X' = 1p, X' € Ob C’, par le diagramme commutatif

Uyt

DFX' ® £X' 1p

(FX',1)® (L X') = (FX'© 1.1 ® X') (FX', X')

D(dpxhg;(/)

DF X' est donc inversible. Remarquons que v n’est autre que le composé des
®-isomorphismes:

v . oap T . . v
(D&D&E) o (T,T) =5 (D, D)o (T,T) = (Ip,Ip),
a(p,py €tant défini dans le Lemme d’ou v est un ®-isomorphisme.
(2) Soit (£,€) un ®-foncteur ACU de C dans une ®-catégorie ACU Q tel

que EFX’ soit inversible dans ) pour tout X’ € ObC’. En vertu des

Lemmes et 4.52] il existe un ®-foncteur ACU (n,7): C' — C et un
®-isomorphisme p: (£ on,Eon) o (T,T) = (]Q7—ig>- L’application de la
Proposition nous donne un ®-foncteur ACU unique (E’, E'): P — Q
tel que

(Eon,Eon)=(E',E")o(D,D)
(E’,E') étant défini par
E'X,X')=EX@nX E' =Eon.
Pour tout X € Ob(, définissons I'isomorphisme 7x: EX = E'DX par le
diagramme commutatif

idew

(4.58) EX®1, EX @nl’

T dSX H

EX ™ E'DX
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n: 1o — nl' étant I'isomorphisme venant de la compatibilité de (n,7) avec
les unités. On vérifie aussitot que 7x est fonctoriel en X. Prouvons que 7
est un ®-morphisme. Considérons le diagramme
dex ®dey (id®@7)®(d®n7)
EXREY ————> (EX®1g) @ (EY ®ly) — > (EX®nl) @ (Y @nl)

|
| (an

¥ (d@id)® (7S )
EXREY)®(1y®ly) — > (EX®EY)® (n’ @nl)
£®id (111) ggid (V) \

. £(d®id)®(7® ) Vo
£ M EXRY)®(1gely) — = E(X®Y)® (nl’ @nl) | (B'D)

iden
id®d (1v) EX®Y)onl' ®l)
id@nd’
de(x@Y) id®7n
E(X®Y) E(X®Y)®1qg EX®Y)enl!

dans lequel larégion (I) est commutative en vertu de la Proposition[2.170} (II)
de la fonctorialité des contraintes d’associativité et de commutativité dans
Q; (II) de I'évidence; (IV) de la compatibilité de (n,7) avec les contraintes
d’unité; (V) de la définition de (E’, E’) et (D, D). D’oti la commutativité
du circuit extérieur qui exprime que 7 est un ®-morphisme, compte tenu de
la définition de 7 (Diagramme (4.58)).

Enfin soient (B, E}) et 7, tels que 71: (€,&) = (B}, E}) o (D, D). Pour
tout X’ € ObC’, définissons I'isomorphisme px/: E'DF X' @ E'¢X' = 1,
par le diagramme commutatif

Hxr
E'DFX'® E'¢X’ 1o

E'vys
E'(DFX' ®(X') —= E'(1p).

Par sa définition, px/ est bien fonctoriel en X’. Montrons que
i (E'D@ B¢, (B'D® E'6)) o (T, T) = (Ig, Ig)

est un ®-morphisme. En vertu de la définition de p, il nous suffit de prouver
que

E':(ED®E'¢ (EDREE)o(T,T)— (E',ENo(DREDRE)o (T, T)
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est un ®-morphisme, puisque, v étant un ®-morphisme, il en est de meme
donc de E'v. Pour cela, considérons le diagramme ci-dessous dans lequel la
commutativité de la région (I) résulte de la Proposition 2.172} celle de (II),
(IIT) de la fonctorialité de E'; celle de (IV), (V),(VI),(VII) des définitions
de (E'D @ E'&)T), (E'D @ E'¢), (E(D®¢E)), (E'(D® &)T) resp. Dot la
commutativité du circuit extérieur qui exprime que E’ est un ®@-morphisme.
Il faut remarquer qu'ici il y a un abus de notation, ce n’est pas E’ qui est
un ®-morphisme, mais c’est le morphisme fonctoriel

ex' = Eppx ex: EDFX' @ E'éX' — E'(DFX' @ £X').
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E'QE’
(E'DFX' Q E'¢X'Y® (E'DFY' ® E'(Y’) — E/(DFX' @ ¢(X')Q E/(DFY’' @ £Y)
%m\

!
!
<
(E'DFX' @ E'DFY")® (E'¢X' ® E'¢Y') (1)  E'(DFX' ®£X')® (DFY' ®£Y'))
!
!

@i@@é
mﬁ\ ‘\
E'(DFX' @ DFY')® E'(¢X' ® £Y') —— E/((DFX' @ DFY"') ® (£X' ® £Y))
} A "DRE'E I "(D®1] VI / 3
T V) Tu@mé (1) ,TA ®) (vI) B Ben)
X'®Y')——— E/(D(FX'® FY") @ (X' ®Y")) (E/(D®n)T)

E'D(FX' ® FY')® E'¢(

ED&FX @FY', X' @Y

(E'DRE'E)T (E'DQEYFX'QFY', X' QYY)
%a\gm\mxj (11m) T\B%xj (vir)
E'DPR&FX' @Y, X' ®Y')

Iol 7

E'DF(X' @Y )E'§(X'®Y') ————— E'(DF(X' @Y ) @ &X' @ Y"))

(1v)
FX'®Y"),X'®Y’")

(B'D ® E'€)(
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(4.59)

(4.60)

Ensuite, de la méme manieére nous définissons le ®-isomorphisme

i (B{D® B¢, (B{D® El€)) o (T, T) > (I, Ig).

Les deux ®-isomorphismes 7 et 71 nous donnent le ®-isomorphisme
p: (E'D, (E'D)) - (E{D, (E{D))

par le diagramme commutatif

En vertu du Lemme 4.53, nous avons un ®-isomorphisme unique
Pl (E'E E7€) — (BLE, (EJ€))

tel que soit commutatif le diagramme

(E'D® E'€, (E'D & E'¢)) —'~ (Ig, Ig)

(p®p’)Tl H

(E{D @ Bi¢, (B{D ® El€)) — (I, Iq).

Or d’aprés le Lemme 4.44] nous avons le ®-isomorphisme

Qi (Bi®Ei', (Bi® Ei')) — (E,E)

qui est par conséquent fonctoriel en (E, E), i.e.,si7: (E,E) — (Fy, Ey) est
un ®-morphisme unifere, alors le diagramme suivant

“B,B) =

(Ei® Ei', (Bi® Ei')) (E,E)

Ti®‘ri’l lT

(Evi ® Eyi', (Eri @ Eyi')) )
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(E'D, (E'D)),(Ey, Ey) = (E{D, (E{D)).

est commutatif. Prenons ici ( E) =
D, (E{D)) le ®-isomorphisme défini par le di-

Soit 7: (E'D, (E'D)) — (E!

agramme commutatif

X E'D,ED)

(4.61) (E'D® E'¢, (E'D® E'¢))

p®p’L
(0%

(E/D ® Ei¢, (E{D ® E¢))

(E'D, E'D)

|

(E!D, EID).

’ 7

Puisque le foncteur L est une équivalence (Lemme , on voit aussitot que
p=ri,p =ri.

Les diagrammes commutatifs et nous donne la commutativité
du diagramme suivant

*(E'D,E'D)

- - - 122
(E'D, E'D) o (T,T) <—————— (E'D® E'¢, (E'D & E'€)) o (T, T) — (g, Iq)

‘rTj H
*(B!D, B D)

- - - Hl
B{D, B{D) o (T, T) ~————— (B{D® B{¢, (B{D & F{£)) o (T, T) —> (Iq, Iq)

Par conséquent, en vertu de la Proposition 4.43], nous avons un ®-isomorphisme
7't E' — E tel que 7 = 7'D. Dans le diagramme commutatif rem-
plagons p par 7'Di = 7'D. Nous obtenons bien le diagramme commutatif
, ce qui achéve la demonstration. On voit aussitot que si la catégorie
sous-jacente de la catégorie C est un groupoide, et si, pour tout X € ObC),
il existe Y € ObC, X’ € Ob(C’, tels que X ® Y ~ FX' alors P est une
Pic-catégorie.

OJ

Definition 4.62. P est appelée la ®-catégorie de fractions de C définie par (C’, (F, F))
et (D, D) le ®-foncteur canonique de C dans P.

4.2.2. Pic-enveloppe d’une ®-catégorie ACU.

Definition 4.63. Soit C* la ®-catégorie ACU déduite de la ®-catégorie ACU C en
enlevant les fleches qui ne sont pas des isomorphismes. La ®-catégorie de fractions
de C*™ définie par (C®, (idgw,id)) est une Pic-catégorie notée Pic(C)). Le cou-
ple (Pic(C), (D, D)) est appelé la Pic-enveloppe de C, (D, D) étant le ®@-foncteur
canonique de C™ dans Pic(C).

Pic(C') est donc une Pic-catégorie définie de la maniere suivante:

ObPlC( ) = {(Al,A2)|A1,A2 S ObC}
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Hompieie (A1, As), (Bi, B2) = {[X,Y: (u,w))l(A © X, A, 0 X) % (B0 Y, B0 Y),
(ur,uz) € F1(C*® x C®)}
ou [X,Y, (uy,uz)] = [U,V, (v1,v2)] si et seulement s’il existe des objets C, D et des
isomorphismes
u : X®CSU®D
v YRCSVeD

de C tels que soit commutatif dans (C* x C'*)S le diagramme

(a,a) (u1 ®id, us®id)
(A1®(X®0), 420 XeC) — (Ai®X)®C, (A29X)®C) ————— ((B1®Y)®C, (B22Y)® C)

(id®u,id®u)l T(a,a)

(A1 ® (U® D), A ® (U ® D)) (B1®(Y®C),B:20(Y®C))

L(id@v,id@v)

(aﬂl)l
(v1 ®id,va®id) (a,a)
(A1 ®@U)® D, (A2@U)® D) (B1®V)®D,(B2V) D) <— (B1®(V®D),B® (V®D))

S étant la partie multiplicative de C™ x C'™ engendrée par les endomorphismes de
la forme (CX“)(, CX7)(),X € ObQ

Puisque Pic(C') est une Pic-catégorie, sous groupes mo(Pic(C)), w1 (Pic(C)) sont
des groupes abéliens (voir §3.2.1)) dont les lois de composition sont notées addi-
tivement. Si on note (Aj, As) les éléments de my(Pic(C)), (A1, Az) € ObPic(C),
alors

(4.64) (A1, A2) + (B1, By) = (A1 ® By, Ay ® By)

D’autre part, soit [X,Y, (u1,u2)] € Aut(l,1) = m(Pic(C)), i.e., nous avons deux
isomorphismes u;: 1 ® X - 1®Y,u: 1 ® X — 1®Y. 1 étant régulier, ce qui
nous donne deux isomorphismes vy, v2: X — Y tels que u; = id; ® vy, ug = id; ® vs.
Prouvons que

(X,Y, (uy,u2)] = [X, X, (id ® vy tvy,id)].
Nous avons en effet la commutativité du diagramme

(id®’u1,id®l}2)

1®X,1®X)

|

(1l®X,1®X)

(leY,leY)
L(id@vz_l,id@)vz_l)

ideuvsy T ,id
Hen Y e X, 10 X)

dans O™ x C™ et a fortiori dans (C™ x C™)S. D’ol I'égalité voulue en vertu de la
Remarque [£.17(1). Donc chaque élément de 1 (Pic(C)) peut s’écrire sous la forme

(X, X, (id; ® f,id1gx)],X € ObC, f: X = X, qu'on notée simplement (X, f).
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Ecrire que les deux floches [X, X, (id; ® f,id1gx)], [V, Y, (id; ® ¢,1id1x)] sont égales
est équivalent a écrire qu’il existe deux isomorphismes u: X @ C' - Y @ D,v: X ®
C — Y ® D dans C tels que soit commutatif dans (C*™ x C*)¥ le diagramme

(a,a) ((Id® f)®id,id)
1I(X®(0),1e(XeC) — > (1l X)eC,(1leX)eC) — > (1eY)®C,(1’Y)® )
(id®u,id®u)l T(a,a)
1 (Y®D),1® (Y ®D)) 1X®0),10 (X))
(a,a)l l(id@v,id@u)
((1d® 9)®id, id) (a,0)

(1®Y)®D,(1®Y)®D) — > (1QY)®D, (1Y) D) <~— (1® (Y ® D), 1 ® (Y ® D)).

Or la commutativité de ce dernier dans (C™ x C*)S est équivalente a celle du
diagramme:

(4.65) (X®C, X ©c) L2000 vo o xe0)

l(u,u) l(v,v)
id p,id
(Y @ D,Y ® D) —22924ven) v o by @ D)

dans (C® x C*)S compte tenu de la fonctorialité de la contrainte d’associativité
(a,a) et du fait que (1,1) est régulier.

Cela étant, en vertu de la composition des fleches dans Pic(C') (Proposition [4.23))

(4.66) (X, )+ (Y9 =(XQY, f®9)
etaucasou Y =X
(4.67) (X, f)+(X,9) = (X, fg).

Remark 4.68. Dire que le diagramme (4.65) est commutatif dans (C™ x C™)S est
dire que si 1'on pose

Uw) = (g @ id,id)(w, ), (Viv) = (0,0)(f ®id, id)
on doit pouvoir décomposer (U, u), (V,v) en des produits (voir Remarque
(U,u) = (U1Us ... Up,uqus . . . uyp)
(Vo) =WV, . Vi, 0va...0y)

tels que

(Ui, ur)(e1,€1)(Uz, uz)(e2,€2) - - - (€p—1,8p—1)(Up, up)
= (‘/1’ Ul)(gla gl)(‘/?’ 02)(C27 §2) s (Cq—h Cq—l)(%’ Uq)
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€1,€2,- -, Ep—1,C1,C2, ..., (4—1 appartenant a la partie multiplicative S de C*™ en-
gendrée par les endomorphismes de la forme cx x, X € ObC. On obtient donc dans
C*® x C*® la commutativité du diagramme suivant

1¢1..Cqm1vg) " H(ViC1 . .Cge1Vy),id
(X@C,X@C) ((141 quq) (141 quq) ) (X®C,X®C)

(u1€1...€p—1Up,UIET...Ep—1Up) (v1¢1..€g—19¢,v1(1...Cg—1Vq)

((U1€1...Ep_1Up)(u1€1...€p_1up)_1, id)

(Y ® D,Y @ D) (Y ® D,Y ® D)

ce qui implique la commutativité du diagramme suivant dans C'™®

XoC (v1€1--Cg—1v¢) (VA1 Cq—1V) X&C

ULEL...Ep—1Up v1(1...Cg—17q

(Ure1...ep—1Up)(u1€1...6p—1up) "

Y®D Y®D
ol
U = Up...Up, V="V1...Y
(g@id)u = Uy...Up,v(f®id)=V;...V,
U1EY .- - Ep—1Up = vlfl...Cq_lvq

U1€1 .. .8p_1Up = ‘/1(1 ce Cq—l‘/q-
4.3. Applications.

4.3.1. Groupe de Grothendieck et groupe de Whitehead.

R étant un anneau unitaire, on rappelle les définitions suivantes [I].

Definition 4.69. On appelle groupe de Grothendieck des R-modules projectifs a
gauche de type fini le groupe abélien Ky(R) engendré par les [X], X étant un R-
module projectif & gauche de type fini et les générateurs [X| satisfaisant a la relation

(4.70) [X] = [X'T+[X"]
si le R-module X est isomorphe a la somme directe X’ @ X”.

Definition 4.71. On appelle groupe de Whitehead de R le groupe abélien K;(R)
engendré par les [(X, f)], ou X est un R-module projectif a gauche de type fini,
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f: X = X un automorphisme de R-module; les relations entre les générateurs

étant

(4.72) (X, fg)] = [(X, )] + [(X, 9)]
et

(4.73) (X 0] =X )] + (X7, f)]

s’1l existe une suite exacte de R-modules
0 X' x5 x50
telle qui soit commutatif le diagramme

X/L)X_0>X//

RN

X 2. x % x7

Soit P(R) la catégorie des R-modules projectifs a gauche de type fini. La
catégorie P(R) muni de la loi @ de somme directe et des contraintes d’associativité,
de commutativité et d’unité naturelles est évidemment une @-catégorie ACU. Posons
P = Pic(P(R)). Nous avons les propositions suivantes:

Proposition 4.74. 7y(P) ~ Ko(R).

Proof. Tout d’abord remarquons qu’on a, en appliquant la formule (4.70)
[(X] = [X]+ (0]

pour tout X € P(R), et

si X est isomorphe a Y. Ensuite soit

[Ava(UhUQ)]

(X1, Xs) (Y1, Y3)

un isomorphisme dans P, ce qui veut dire qu'on a deux R-isomorphismes
U : X1PA—=>Y &Buy: Xob A=Y, ®B.

On en conclut

(Xa] +[A] = ]+ [B],  [Xo] + [A] = [Ya] + [B]

[Xl] - [Xz] = [Yl] - [Y2]
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Donc on obtient une application iy de my(P) dans Ky(R) définie par
10 (Xl,XQ) — [Xl] — [XQ]
De plus, en vertu des relations (4.64]) et (4.70)),

(X5, X))+ (V1,Y2) = (X181, X0Y) S [X;eV] — [X. @ Y
= [Xi]+ ] - [Xo] = [Ya] = [X4] — [Xo] + ([V4] — [Y2)])

ce qui nous permet de conclure que l'application ig est un homomorphisme de

groupes. D’autre part, considérons ’application de I’ensemble des générateurs de
Ky (R) dans my(P) définie par

[X] = (X, 0).
Pour [X]| = [X1] + [X3], i.e., X = X7 @& X5, nous avons

(X,0) = (X1 & X2,0) = (X1,0) + (X2,0).

Donc 'application considérée définit un homomorphisme j, du groupe Ky(R) dans
le groupe m(P). 1l est clair que les deux homomorphismes iy et jo qu'on vient
de construire sont inverses I'un de l'autre. On en déduit mo(P) ~ Ko(R). Les
isomorphismes i et jo sont appelés les isomorphismes canoniques. [

Proposition 4.75. m(P) ~ K;(R).

Proof. Remarquons d’abord que pour tout [(X, f)] on a:
[(X, )] = (X, )]+ [(0,id)]
[(X,1d)] + [(X, )] = [(X, /)]

[(X, )]+ (X F79)] = [(X,id)]

compte tenu des relations (4.72)) et (4.73). On en conclut que [(0,id)] = [(X,id)]
est le zéro du groupe K;(R) et [(X, f7!)] est I'opposé de [(X, f)]. La relation (4.73)

donne aussi
(X, )] = [(Y, 9)] + [0, id)] = [(Y, g)]
s’il existe un R-isomorphisme u: X — Y tel que soit commutatif le diagramme

X —=Y

ok

X —=Y.
Ensuite considérons trois isomorphismes dans P(R)

xhy v%y vZ&x
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Puisque le diagramme
x Iy
frlah 9
x -y
est commutatif on a
(Y, 9)] = [(X, filgfr)]-
D’autre part, on a

faafi = fofifi ' ahi

ce qui donne en vertu de (4.72))

(X, fogf1)] = (X, f2 /)] + (X, f g )] = [(X, ffo)] + (Y, 9)].

Plus généralment, soient
X 25 Y, Yo M Ve, Ve T Y, Yo M Ve, Y P Y S X
des isomorphismes dans P(R). On obtient de proche en proche

(X, w11 - oW1 —wy,)] = (X, w191 . . Yn—gWn—1¥p_1wy)] + [(Yo-1, ¥n-1)]
= [(X wiwe . owg)] + (Ve )] + (Yo, o) + -+ + (Yoo, Y1)

Ces remarques faites, soient (X, f), (Y, g) € m(P) tels que (X, f) = (Y, g), ce
qui veut dire qu'il existe C, D € ObP(R) et deux isomorphismes de R-modules

u : XoC =YD
v ¢+ XeC—=YaeD

tels que soit commutatif dans P(R) le diagramme (Remarque |4.68))

XoC (v1€1-+-Cg—109) "1 (ViC1---Cg—1Ve) Xoc

ULEL...Ep—1Up v1Q1...0q—1vq

(U1€1...€p71Up)(u161...spflup)*l

Y ®D Y®D
ol
U = Up...Up, V="11...7,
(g@id)ju = Uy...Up,v(f®id) =V;...V,

UIEY -+ - Ep—1Up ’U1<1 R Cq_lvq
U1€1...€p_1Up = ‘/1C1...Cq_1‘/;1
E1y- - .€p_1,§1, NN 7Cq—1 S S,
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S étant la partie multiplicative de P(R)™ engendrée par les endomorphismes de la
forme

cxx: XX > XdX, (a,b) — (b,a),
X € P(R).

En vertu des remarques faites au début de la démonstration et des relations
(4.72) et (4.73]), nous obtenons

(XN = (XN +(Cid)] = [(X e, faid)]
= [(X@C (V1€ - -+ Gg-10g) T (ViG1- - - (-1 Vp)))]
= [(Y D D (U1€1 - Ep— 1Up)(U151 R Sp_lup)fl)]
= [V, 9]+ [(D,id)] = [(Y, 9)].

On en déduit une application i; de m(P) dans K;(R)

i (X, f) = [(X, ).

Elle est aussi un homomorphisme du groupe, compte tenu de et -
Définissons maintenant une application j; de I’ensemble des generateurs de Ki(R)
dans 7 (P) par

jlz [(X7f)] = (Xa f)
En vertu de la formule , nous avons
(X ]+ (X, 9)] = (X, f9)] & (X, Fg) = (X, ) + (X, 9)

ce qui veut dire que les images par j; des générateurs de K;(R) respectent la relation

(4.72)). Reste la relation (4.73)) a considérer. Soit

0

0 X 2+ X X" 0

|

0 X 2. x 2 xn 0

un diagramme commutatif dans P(R) ou les lignes sont exactes et f’, f, f” des
automorphismes. Puisque X" est projectif, il existe des homomorphismes de R-
modules 0’: X — X', 60": X" — X tels que

(476) o’a:idxf,%’:iqu,aa’+6”0:idX.
D’autre part les homomorphismes de R-modules

x> (o'z,0x), (', 2") — oz’ + 6’2"
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de X dans X' & X" et de X'@® X" dans X sont inverses I'un de 'autre. X et X' X"
sont donc isomorphes par ces isomorphismes. De plus, moyenant les relations (4.76)),
on vérifie aussitot que le diagramme

(%)

(4.77) X X' & X"
; (f/ O'/f0/>
0 fl/
X () X' o X"

est commutatif, ou

!/
(09 > X > X' X"z (o'z,01)

(f g f9 ) : X/ @X” N X/@XH, (:L'/ ) (fll'/ s f@/ ”,f// //)

0 f//
(f/ O_/f@/ )
0 f//

ce qui implique que
est un isomorphisme. La commutativité du diagramme (4.77) nous donne (Dia-

gramme (4.65]))
— / 1 fl O-/fel
( Jf)_(X@X7<O f// >)

f/ U’f@l B f/ 0 idX/ (f’)_la’fé”
f/, B 0 f” 0 idX// ’
Donc en vertu des formules (4.66)) et ( -
R )
/ " 0 / " idx (f/)_lalfel
(e (i ) (e (5 07))

e <X,@X”7 (idggz (f’)‘la/fe’))

Or

ldX//

Prouvons que

, /) id x (f’)*la’fﬁ’ . , " idx 0
(X ®X ’( 0 id—X” =& @X ’ 0 idX//
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ou plus généralement

o fidy BN\ (v {idx 0
(X@X’(o idX,,>)_<X@X’(0 idX,,>)

ou h: X” — X’ est un homomorphisme de R-modules quelconque (remarquons que
bien que h soit quelconque,

(idX’ . h ) iX,@X”%X/@X”
0 idx~

idyr  —h
0 idx»

nous devons trouver des R-modules C,D € P(R) et des isomorphismes de R-

modules

est un automorphisme de R-modules, son inverse étant ( )) Pour cela

u : XNeXNelC—-XaoX")eD
v (XeX)el—XeX")eD

tels que soit commutatif dans (P(R)® x P(R)*)¢ le diagramme

(4.78)
<<idx/ h )@idc’id>
0 idX,/
(XX eC (X' ®&X")aC) (XeXYeC,(X'eaX")eC)
(uau)l l(”ﬂ’)
(id,id)
(X'®X")& D, (X' & X") & D) (X' ®X") & D, (X' & X") & D)

S étant la partie multiplicative de P(R)* xP(R)* engendrée par les endomorphismes
de la forme (cx x, cxx), X € ObP(R), et

cxx: XOX > XX, (a,b) — (b,a).
Prenons C =D = X" et
w X eX" X" > XX e X" (22" 2])— (' +h(2" +2)), 2" + 2, 2]),
v X oeoX"eoX - X X" X" (2" x))— (2 + hal, 2" + x],2)).
On voit aussitot que u et v sont des isomorphismes de R-modules. Pour montrer
que le diagramme (4.78]), o on a remplacé C' et D par X” et o u,v sont définis

de la maniere ci-dessus, est commutatif dans P(R)* x P(R)™, nous décomposons
I'identité (idX/@XN@X//, idX/@X//@XN) en le produit

(iXm@XII@XH, idX/@X//@X//) = (idX/@X//@X//7 idX/@XH@X//)(id, w)(id, wil)
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ol
w = (id(f’ id};u) @idy: X' @ X" X" > X' @ X" ® X"
ensuite nous définissons
e XX X" X0 X" X)) XXX X oX" ®X")
par
(,¢) = (idxs ® cxr xr, idxr @ cxn xn), ie., (@’ 2" z]) = (2, 27, 2").

Il est clair que (e, €) € S. Enfin la vérification de la commutativité du diagramme

id x/ h
<< (;( idX,,)eaidX”’id)

(X/ @ XN @ XN’X/ @ X// @ X//) (X/ @ X// $ )('//7 X/ @ X// @ XN)
(uYU)l l(mv)
(id, id) (e, ) (id, w) (e, ) (id,w ")
(Xl @X” @X”,X’ @X” @X”) (Xl @X” @X”,X’ @X” @X”)

dans P(R)™ x P(R)™ est immédiate, ce qui prouve que ([4.78) est commutatif dans
(P(R)® x P(R)®), et par suite ((4.2.2)):

(4.79) <X’@X”7 (ldx/ h )) _ (X/ @X”,id).

0 idx»

Puisque (X,idy) est le zéro du groupe m(P) pour tout X € ObP(R), ce qu'on
peut vérifier aussitot, on peut donc écrire en vertu de la relation (4.79))

. i , N=1g'to’
(X P+ (X7 ) = (X))o () = (X',f/>+(x",f~>+(X'@X":<d§ (f)idxuf0>>

X7 1)+ X7 ) + (X7 @ X7, 1d)

(X7 )+ (X7 1)

i.e., les images par j; des générateurs de K;(R) respectent aussi la relation (4.73),
j1 définit donc un homomorphisme noté aussi j; du groupe K;(R) dans le groupe
m1(P). On vérifie aussitot que i; et j; sont inverses I'un de 'autre. On les appelle

les isomorphismes canoniques. La proposition est ainsi démontrée. [

4.3.2. Catégorie de suspension.

Soient C' une ®-catégorie ACU, S: C — C un foncteur de C dans C'. On se
propose de chercher une catégorie P, un foncteur ¢ de C' dans P et un foncteur p de
P dans P tels que le triple (P, i, p) posséde les propriétés suivantes

(1) p est une équivalence de catégorie et iS ~ pi.
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(2) Pour tout triple (@, j, ¢) ayant la propriété (1), il existe un foncteur f et un
seul (défini & isomorphisme fonctoriel prés) de P dans @ tel que fi ~ j, fp ~

qfi.
Proposition 4.80. Le triple (P,i,p) existe.

Proof. Soient N I’ensemble des entiers naturels, X, Y € ObC,m,n € N. On note
®((X,m), (Y,n)) 'ensemble suivant
®((X,m), (Y,n)) = {(a,b,u): a,b € Nya+m =b+n,u € FIC,u: S°X — S’Y},
ot S*X = S(...(S(SX))...) et S°X = X. Soit R(x,m),(v,n) une relation binaire
dans ®((X,m), (Y,n)) définie de la facon suivante:
(a,b,u) R (xm),(vn) (a1, b1, u1)

si et seulement s’il existe ¢, ¢; € N tels que a + ¢ = a1 + ¢; (ce qui implique b+ ¢ =
by +¢1) et Su = Suy. On vérifie aussitot qui c’est une relation d’équivalence. On
note (a, b, u) la classe d’équivalence de (a, b, u).

Soient (a,b,u) € ®((X,1),(Y,m))/ Rx),v.m), (¢;d,v) € P((Y,m),(Z,n))/ Riyvm),(zn);
on peut vérifier que la classe d’équivalence
(a+c,b+d,S"v)S(w) € ((X,1),(Z,n)/ Rx).(zn)
ne depend pas des représentants (a, b, u), (¢,d,v). On Pappelle composé des classes
(a,b,u), (c,d,v), et on la note
(e;d,v)(a,b,u) = (a+ ¢, b+d, S°(v)S ().
Il est clair que
(b, c,v){a,b,u) = {(a,c,vu)

et par suite on voit aussitot ’associativité du produit des classes ainsi défini. Cela
étant, définissons la catégorie P par

ObP = {(X,m)|X € ObC,m € N}
HOIHE((Xﬂ m)? (Yv n)) = (I)<<X7 m)? (Y7 n))/R(X,m),(Y,n)

la loi de composition des fleches de P étant le produit des classes défini ci-dessus.
Ensuite on définit le foncteur i par

.C—P
X —— (X,0)

u\ j (0,0,u)

Y > (¥,0)
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et le foncteur p par
p:P—=P
(Xa m) = (SX7 m)
(a,b,u)j l(a,b,Su)
(Y,n) —— (SY,n).

Il est clair que p{a,b,u) ne dépend pas du représentant (a,b,u). Soit p un autre
foncteur de P dans P défini par

p:P—P

(a,b,u)L L(a,b,u)
(Y,n) —— (Y,n+1).

On vérifie aussitot que

pp = pp % idp, &x.m) = [0,1,idgx] pour tout (X, m) € ObP.
ce qui montre que p est une équivalence de catégories. Enfin la définition des fonc-
teurs i, p donne S = pi. Le triple (P, 1, p) vérifie dons la propriété (1).

Soit (9,7, ¢) un autre triple vérifiant la propriété (1), i.e., il existe des isomor-
phismes fonctoriels 3,7, ¢ tels que

js % qj, qq % idg, qq % idg

¢ étant un quasi-inverse de ¢. Ces isomorphismes fonctoriels nous donnent I’'isomorphisme
composé

@jS = qaj ~ J,
q*B n*J
par suite nous pouvons définir un foncteur f de P dans Q de la facon suivante

fP—9Q

(X,m) ——q"j X
(a,b,u) l Lf(a,b,u)
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f{a,b,u) étant défini par le diagramme commutatif

(4.81)
g™ (njx0d(Bx)) G (njsx 0@(Bsx))
gmjiX <—— gmtljsx gmt282X ... <=—— gmtaejsex
fla,b,u) §m+aju
g™ (njy cq(By)) G (njsy 0d(Bsy))
grjy <=— gntlisy gnt2js2y ... <—— gntbisty

Prouvons que f(a,b, u) ne dépend pas du représentant (a,b,u). Soit donc un autre
triple (a1, b1,uy) tel que (ay,by,u1) = (a,b,u). Il existe alors ¢,¢; € N tels que
a+c=a;+c et S(u) = 9uy). Le diagramme commutatif nous permet
de conclure la commutativité du diagramme suivant

f(a,b,u)
qmiX qmjYy
_ l a7n+aju _ l
qm+aj5'aX qn+bj5by
L q7n+a+cjscu l
a‘m+a+cj5’a+cX §n+b+cjsb+cy

am+u1+cljsc1u1

am+a1+c1j5’a1+61 X

L ZinL+a1ju1

a’m+a1jsa1X

L fla1,b1,u1)

ce qui donne f(a,b,u) = f(ay,by,u;). Le foncteur f ainsi défini, on vérifie aussitot
que fi = j. De plus, au moyen des isomorphismes fonctoriels 5,7, nous avons le
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diagramme commutatif

qf(a,b,u)

af(X,m) af(Y,n)
qq i X qq"jY
_ ) qinl+aju _ )
qq m+a]5aX qq n+b]5bY
~ . 67n+aqju ~ .
gmtegjsex q"ttejsty
_ fim'+aj5u _
qm+ajsa+1X qn+bjsb+1y
f(a,b,Su)
qmisSXx qnjsy
fpla,b,u) ‘
fp(X,m) fo(Y,n),

i.e., qf ~ fp. Enfin prouvons que f est unique (& isomorphisme fonctoriel prés).
Soit g: P — Q un autre foncteur tel que qg ~ j et gp >~ qg. D’abord remarquons
que le diagramme suivant

<a7 0, idSa‘)(>

(X, m) (S°X,a+m)

(a,b,u) l l (0,0,u)
b,0,id
(v,n) —2 (5oy, b4 )
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9(a,0,id) ~

~ ~ gt g(0,a+m,id)
9(X,m) —— g(8°X,a+m) —> g mq t"g(SX, a +m) ——>= g+ "gp*t™g(S* X, a + m) ——> qT"g(S** "X, a+m) ———————

g{a,b,u) 9(0,0,u) @(DATs:QDATs:.QAOVDﬁ:v m~<®+3~®@®+3~®AOVOa§V @(DATSOAO,OMMSth:ﬁV

,i?o_av z 2 z mi:ma,i?av
g(Y,n) — g(S%Y,b+n) —> gt+ngbtng(SPY, b + n) ——— goHngpttn(StY b+ n) ——— gPtng(SP Y b+ n) ———

est commutatif pour (X, m), (Y,n) € ObP, (a,b,u) € Hom((X,m), (Y,n)). Ensuite
au moyen des isomorphismes fonctoriels donnés, considérons le diagramme commu-

tatif
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2
s
E
Q
5 3 :
+ o T
3 = 3
s < s
9] 9]
Sd Q
= b
2 o
) <
o
+
i :
‘g Q
: o S
2 [ X
< : >
S
5
l 2 L 2
Q) A
¥ ¥
< 5
% B B4
S s 3
T K 8
‘z s lz
Q)
<, Q-
= >
I [
= = =
= ) e
2 3 3
ce qui permet de conclure que g ~ f. L’assertion est ainsi démontrée. O

Voici une autre variante du triple (P, 7, p).

Proposition 4.82. La catégorie P est équivalente a la catégorie P’ définie de la
facon suivante

ObP" = {(X,m)|X €e ObC,m € Z}
Homp/((X,m),(Y,n)) = klim Hom ¢ (SkmX, Sktny)

ou k part de la valeur ko définie par ko + min(m,n) = 0.

Proof. Pour (X, m),(Y,n) € ObP’, notons par (k,u) la fléche (X, m) — (Y,n) ou
w: SFmX — Sktny  Ensuite considérons la fonction ¢ de P dans P’ définie de la
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maniere suivante:
(X,m) ——t(X,m) = (X, —m)
{a,bu) l lt<a,b7u>(a+m,u)
(Y,n) ——t(Y,n) = (Y,—n).

On vérifie aussitot que t est un foncteur pleinement fidéle. De plus pour chaque
objet (X,m) € ObP’, on a

(X,m)=t(X,—m)sim<0
(X,m) S (S™X,0)=1t(S™X,0)si m>0.

(0id sm x)
Par conséquent, t est une équivalence. Enfin considérons le foncteur

PP P

(X, m) — (5X,m)
(’f,u)l l(k,SU)
(Y,n) —— (SY,n).

on obtient aussitot tp = p't. On en conclut que le triple (P’ ¢/, p’), avec i’ = ti, est
aussi une solution du probleme posé.

OJ

Dans le cas ou le foncteur S est défini par
X—X®Z,
Z étant un objet quelconque de C' différent de I'objet unité 1, on dit que

Definition 4.83. Le tripe (P,,p) est la catégorie de suspension de le ®-catégorie
ACU (' définie par 'objet Z. On retrouve la définition habituelle au cas o C' est la
catégorie homotopique ponctuée Htp munie du produit contracté A, des contraintes
d’associativité, de commutativité, d’unité naturelles; et Z la 1-sphere St.

Dans tout ce qui suit du numéro, (P, 1, p) désigne la catégorie de suspension de
la ®-catégorie ACU (' définie par 'objet Z. Essayons de définir dans P une loi ®
et des contraintes d’associativité, de commutativité et d'unité de telle sorte que P
en soit une ®-catégorie ACU, iZ inversible dans P, et ¢ immergé dans un couple
(,7) qui est un ®-foncteur de la ®-catégorie ACU C dans la ®-catégorie ACU P
compatible avec les contraintes. La chose plus naturelle est de poser

(4.84) (X,m)® (Y,n) = (X®Y,m+n)
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pour (X, m),(Y,n) € ObP, et de définir (ay, by, u1) ® (as, by, usy) pour
(ay, by, ur): (Xy,my) — (Y1,n1), (ag, b, ug): (Xa,mg) — (Y2,n2) par le diagramme
commutatif
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ul @ug

(- (X1®21)®Z2...)® Zay) ® (- (X2 ® Zay+1) ® Zay+2) ---)) ® Zagtas — = (. (N1 ®Z1)® Z2)...) ® Zp, ) @ ((--- (Y2 ® Zp, 1) ® Zvy42) ---)) ® Zp, 4o,

(ol (K1 ©X2) ®Z1)..) ® Zay) @ Zay41) ) @ Zay s -

(o (V1@ Y2) B Z1) .. ) @ Zoy) ® Ziy 1) ---) @ Zoy g

(4.85)
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en posant
(486) <a1, bl, U1> (059 <(12, bg, UQ> = <CL1 + a9, bl + bz, w)

les fleches verticals du diag. étant construites a I’aide des fleches d’associativité,
de commutativité et d’identité; et les Z; dans ce diagramme tous égaux a Z. Ici nous
devons prouver que le produit tensoriel des fleches ainsi défini ne dépend pas des
représentants (ai, by, uy), (az, be, us). Or 'exemple qui suit nous montre qu’il n’en
est rien. Considérons le cas ou C est la catégorie des R-modules munie de la loi &
somme directe, R étant un anneau unitaire qulconque. Soient

(L1, fidg) : (X1,0) = (Y1,0)
(L1, fadge) : (X2,0) = (Y2,0).
Alors, en vertu de la formule (4.86]),
(LLAidg) @ (L1, f2®g) = (2,2,w),
avec w défini par le diagramme commutatif , qui est ici ’homomorphisme de
R-modules suivant

w: X10Xo®ZQZ =YY 7Z® Z,

(9517952721722) = (f11517f2110279121,9222)-
Or <1> 17f1@91> = <2a2afl®gl@id2> et <2a27f1®gl@1d2>@<1a 17f2@92> = <373>w>
avec
w X0 X0 ZBZBZ Y 1O 2D 2D 7
(1'1,562,21,22,23) = (f1$1,f2$279121,22,9223,)-

Regardons (2,2, w). Nous avons
(2,2,w) = (3,3, w did ),
ol w & idz est I’lhomomorphisme
weidz: X1 8 Xo®@Z@Z0Z Y100 Z0Z0Z

(71,2, 21, 22, 23) = (f121, fa2, 9121, G222, 23).
Pour Z # 0 et go # idz, on a bien w @ idz # w et par suite (3,3,w @ idy) #
(3,3, w), ce qui montre que le produit tensoriel des fleches défini par dépend
des représentants (ag, by, uy), (ag, by, uz) dans le cas de la catégorie des R-modules
munie de la loi & somme directe. On peut vérifier qu’il en est de méme de la
catégorie homotopique ponctuée Htp munie du produit contracté A.

Revenons au cas général. L’exemple ci-desous nous montre qu’on n peut pas
définir un produit tensoriel dans P par les formules (4.84)) et (4.86]) quand le fléche de
symétrie canonique cq o est différente de I'identité. Si nous supposons cs o = id zgz,
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alors nous pouvons vérifier que le produit tensoriel des fleches défini par la formule
(4.86) ne dépend pas effectivement des représentants (ay, by, u1), (az, b2, us), que la
catégorie P munie de cette loi ® est bien une ®-catégorie ACU avec les contraintes
venant de fagon naturelle des contraintes de la ®-catégorie ACU (), et enfin que 12
est inversible dans P puisque le foncteur p est une équivalence. D’ou la proposition:

Proposition 4.87. Soient C une ®-catégorie munie d’une contrainte ACU:
(a,c,(1,9,d)), Z un objet de C, L la partie multiplicative de C engendrée par la
fléche de symétrie canonique cZ7Z,QL la ®-catégorie quotient de C définie par L,
munie de la contrainte ACU: (a,¢,(1,3,d)) (Définition et Proposition , et
(9,7, 7) la catégorie des suspension de la ®-catégorie ACU C* définie par lobjet Z.
Alors:

La catégorie p munie de la loi ® définie par les formules (4.84) et (4.86), et
des contraintes d’associativité (0,0,¢) et d'unité ((1,0),(0,0,g),(0,0,d)) est une
®-catégorie ACU. Le couple (j,j=1id) est un ®@-foncteur ACU et jZ est inversible

dans -

Remark 4.88. Les hypotheses étant celles de la Proposition et (P,1,p) désignant
toujours la catégorie de suspension de C définie par Z, on peut décrire la catégorie
@ de la fagon suivante:

Obp =0bP

Hom,((X,m), (Y,n)) = {la,b,ulla,b € N;a+m =b+n,u: S* — Sbyy

ou [ay, by, u1] = [az, be, us| si et seulement s’il existe ¢, ca € N tels que a;+c¢; = as+co
et Sy = S®uy dans CF (pas dans C' comme le cas de P, ce qui fait la différence
de p avec P).

Soient (H, H) le ®-foncteur canonique de C dans C* (Définition et (1,0) =
(J,))o(H,H): C — .

Proposition 4.89. [ existe un foncteur f unique (a isomorphisme fonctoriel pres)
de P dans ¢ tel que fi >~ et fp~mf. Le foncteur f n'est pas fidele quand la fleche
de symétrie canonique cz z est différente de l"identité id zgz.

Proof. D’abord remarquons que le triple (g, ¢, 7) vérifie la condition (1) du probleme
posé, i.e., 1S = mwL et w est une équivalence. Ensuite considérons le foncteur f: P —
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@ défini par
(X, m) — (X, m)

(a,b,u) L l [a,b,u]

(V,n) — (¥, ).

On vérifie aussitot que
fi=v fp=mf.

D’ou l'unicité de f définie a isomorphisme fonctoriel pres (Proposition 4.6). La
description de la catégorie p dans la remarque ci-dessus nous montre immédiatement
que le foncteur f n’est pas fidele pour cz z # idy . O

Nous allons voir s’il est possible de munir la catégorie de suspension P de C
définie par Z d’une loi ® (définie autrement que par les formules et
pusiqu’on y a échoué) et des contraintes de telle sorte que P en soit une ®-catégorie
ACU, iZ inversible dans P et i immergé dans une couple (7,7) qui est un ®-foncteur
ACU de C dans P. Pour cela posons la définition suivante:

Definition 4.90. Une sous-catégorie A d'une ®-catégorie ACU C' est ®-stable si
elle vérifie:

(1) Al,AQ,Bl,BQ € ObA, u: Ay — B, us: A2 — By € FIA = A ®A2 €
ObA, By ® By € ObAet U Qug: A1 @ Ay — B Q By € FIA

(2) 1€ObA, et A€ ObA = ga,9,",da,d,* € FIA.

(3) A17A27A3 € ObA = CAl,AmaAl,Ag,AmaZiA%AE; € F1A7 (CL,C, (lagad))
étant la contrainte ACU de C.

Tout sous-ensemble B de Ob C' est contenue dans une sous-catégorie ®-stable B
telle que, si A est une sous-catégorie ®-stable et A D B, alors A D B. B est dite
sous-catégorie ®-stable engendrée par B. C’est un groupoide dont les objets son
les produits tensoriels des objets appartenant a B U {1}, et dont les fleches sont les
produits tensoriels des fleches de la forme a,a™t, ¢, ¢!, g, g%, d,d"1,id. La catégorie
B est évidemment une ®-catégorie ACU, la loi ® et les contraintes de B étant celles

de C.

Cela étant, revenons a notre probléme. Soit C' la sous-catégorie ®-stable de C
engendrée par {Z}. Les objets de C' sont donc les produits tensoriels des objets
appartenant a {1, Z}. Soit

(F,F): C'"—=C
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le ®-foncteur ACU de C’ dans C défini par
FX,:X,7 FX’,Y’ :idX’®Y’

pour X', Y" € Ob(C’. Désignons par P la ®-catégorie de fractions de C' définie par
(C',(F,F)) et par (D,D) le ®-foncteur canonique (Définition 4.62)). En vertu de §
[4.2.1] P es la catégorie suivante

ObP = {(X,X)|X € ObC, X' € Ob ("}

Homp((X, X'),(V,Y")) = {[A, B’ (u,u)]|A, B’ € Ob ",

(u,u'): (XA X' @A) (Y®B,Y' ®B')}
ou [A}, By, (uy,u})] = [AL, By, (ug, ub)] si et seulement s’il existe des objets C{, C3 et
des isomorphismes u': A; ® C] — Ay ® Cy,v': B] ® C] — By ® C5 de C’ tels que
le diagramme

(a,a) (u1 ®id,u] ®id)
(X® A ®0C]),X'®(AeC]) —= (X®ANRC,,(X'®A)RC]) —= (Y ®B])®C{,(Y' ® B]) ® C{)

(id®u',id®u')l T(u,a)

(X ® (A ® ), X' ® (45 © (7)) (Y ® (B ®C),Y' ® (B ®CY))

(a,a)l L(id@v',id@u’)
(u2®id,ué®id) (a,a)
(X ® A) ® O, (X' ® Ay) ® C3) (Y © By) ® C4, (Y' ® By) @ C3)

(Y ® (B, ®C}),Y' ® (B ® C3))

soit commutatif dans (C x C")S, S étant la partie multiplicative de C' x O’ engendrée
par 'endomorphisme (cz z, ¢z z).

Considérons le foncteur R: P — P défini par
(X, X)) — (X, X")Y® (Z,1).

R est bien une équivalence pusique (Z, 1) est inversible dans P. Ensuite étudions le
foncteur G: P — P donné par

(o B,) ] l (92,67, (i)
(Y,n) — (Y, ®Z7)

ou
®Z = (..(ZZ2)®Z...)®Z sim>0

®Z =1 sim=0
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(il en de méme de ®Z, 7, ®Z). @ est défini par le diagramme commutatif
n « B

(...((X®?)®Z)...)®%—“>(...((Y®Z)®Z)...)®%
a};is B}gis

| | l

X ®(®2) : Y ® (%’Z)

lef fleches verticales étant construits a ’aide de la contrainte d’associativité unique-
ment et dans le cas ot @« = 0 (resp. 8 = 0) de la fleche dx: X — X ® 1 (resp.
dy:Y =Y ®1); u est la fleche

(©2)® (@2) s (®2)® (%@Z)

« n
construite a l'aide des contraintes d’associativité et d’unité.
Le foncteur G n’est pas en général fidele. Prenons ’exemple suivant:

Soit C' la catégorie de R-modules (R étant un anneau unitaire quelconque) munie
de la loi & somme directe, les contraintes d’associativité, de commutativité, d’'unité
étant les contraintes habituelles. Soit Z un R-module quelconque différent de 0.
Considérons dans P les deux fleches suivantes:

(4,4,c7 7®1d g z),(4,4,idz 2z B cz z): (0,0) = (0,0)
ou
220Uz 2: 22D ZBZ —-2ZSZBZDBZ, (21,2, 23,24) — (22, 21, 23, 24)
dyz®c2: 202272 —>2ZSZDBZDZ, (21,22, 23, 24) — (21, 22, 243, 23).
Nous avons bien

(4,4,c7,72 ®idg z) # (4,4,1dz 2 D cz 7).

Considérons les images de ces fleches par G

9(4,4,0272 @idz7z> = <Z®Z@Z@ Z,Z@ Z@ Z@ Z, (CZ,Z @idzz,idz@z@z@z»
G4,4,idz 7z @czz) = (ZOZ®LZDLZDZBZDZ,(idg 2 ®cz2,1dz0z0202))-

Or le diagramme

(cz,z®idz, z,idzgzez02)
(Z®ZPZSZ,ZSZSZB2) ZoZoZoZ,ZOZDZDZ)

(CZEBZ,ZGBZvCZeBZ,Z@Z)l l(CZGBZ,ZEBZﬁcz@Z,Z@Z)

(dzgz®cz, z,dzgzazez)
(Z®ZSZSZ,ZSZSZB2) ZeoZoZeoZ,ZdZDZDZ)
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est commutatif dans C' x C”, et a fortiori dans (C x C')®, ce qui montre que
G4,4,cz 72 Pidzaz) = G(4,4,idzez ®cz z).

Cet exemple peut s’appliquer dans la catégorie homotopique ponctuée Htp ou l'on

prend pour Z la 1-sphere S?.

Ces considérations faites, nous pouvons énoncer la proposition suivante:
Proposition 4.91. Soient C une ®-catégorie ACU, Z un objet quelconque de C
différent de 1’objet unité 1, C" la sous-catégorie ®-stable de C engendrée par Z,
(F,F): C" — C le foncteur ACU de C' dans C défini par FX' = X', Fxry: =

idxey, (P.4,p) la catégorie de suspension de C défini par Z, (P, (D, D)) la catégorie
de fractions de C défini par (C',(F,F)), et G le foncteur de P dans P défini par

(X,m)ﬁ(X,(%Z)

(o) \ j ©2,87,(1.0)

St le foncteur G n’est pas fidele, alors il est impossible de construire dans la catégorie
de suspension P une lois ® de telle sorte que P en soit une ®-catégorie ACU,
léquivalence p: P — P le foncteur (X, m) — (X, m)®iZ, et le foncteur i immergé
dans une couple (i,1) qui est un @-foncteur ACU de C dans P.

Proof. Supposons que P soit munie d'une loi ® et des contraintes de telle sorte que P
en soit une ®-catégorie ACU, I’équivalence p: P — P le foncteur (X, m) — (X, m)®
1/, ce qui implique que ¢Z est inversible dans P, et le foncteur ¢ immergé dans une
couple (4,4) qui est un ®@-foncteur ACU de C dans P. En vertu de la Proposition
M, il existe un @-foncteur (E’, E’) de P dans P tel que (i,7) ~ (E', E') o (D, D),
et par suite

(4.92) i~ E'D.
D’autre part la définition des foncteurs D, i, G, p, R nous donne

(4.93) Gi=D

(4.94) RG ~ gp
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et compte tenu en plus de (4.92))

E'R(X,X") = E'((X,X")®DZ)~E'(X,X')® E'DZ

2
~ E'(X,X')®iZ=pE' (X, X')
pour tout (X, X’) € Ob P. Donc
(4.95) E'R~pE'".
On en déduit de (4.92)), (4.93)), (4.94)) et (4.95))
E'Gi~i, pE'G~ E'Gp.

D’ou, en appliquant la Proposition [4.80

Elg ~ idB,
i.e., G est un foncteur fidele, ce qui est contraire a 'hypothese. O
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