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Bull. Soc. math. France,
84, i956, p. 319 à 384.

LA THÉORIE DE FREDHOLM;

PAR

A. GROTHENDIECK.

INTRODUCTION.

1. Contenu du travail. — Comme Fa vu pour la première fois
A. RUSTON [7], le domaine naturel de la théorie de Fredholm se trouve
dans les « opérateurs à trace » de Schatten, qui se définissent spontanément
dans la théorie des produits tensoriels topologiques. Le présent travail se
propose, comme [7|,. de donner la théorie dans ce cadre général. Comme il
a été conçu indépendamment ( l ) , et diffère de [7] autant qu'il est possible
pour deux exposés d'un sujet aussi limité, il ne m'a pas semblé inutile de le
publier. Bien entendu, on ne saurait, dans un sujet comme la théorie de
Fredholm, avoir de prétentions à l'originalité. Aussi cet article ne prétend-il
être autre chose qu'un exposé didactique. Il présuppose une bonne connais-
sance de l'Algèbre linéaire et multilinéaire, ainsi que les rudiments de la
théorie des espaces de Banach. (Nous suivrons la terminologie des Éléments
de Mathématique de N. BOURBAKI.)

Je me suis surtout attaché à développer le mécanisme algébrique de la
théorie de Fredholm de la façon la plus naturelle possible. Cela est fait au
chapitre I, qui est de nature purement algébrique. L'usage intensif de
produits tensoriels et de produits extérieurs, qui rebutera certains, est cepen-
dant au fond de la question et indispensable au bon entendement de la
théorie. La théorie de Fredholm proprement dite s'obtient alors au chapitre II
par d'immédiats prolongements par continuité, une fois posées les définitions
fondamentales relatives aux produits tensoriels (chapitre II, § 1). Enfin le
chapitre III montre comment, à l'aide de résultats généraux sur les produits
tensoriels topologiques, la théorie générale peut s'appliquer à des cas assez

( 1 ) La première rédaction de cet exposé date de 1952. Le manuscrit définitif avait été
accepté en ig53 par Summa Brasiliensis Mathematicœ^ mais, à la suite de longs délais
de publication, j'ai retiré mon manuscrit afin de le publier dans le présent journal.

Les numéros entre crochets renvoient à la bibliographie placée à la fin de cet article
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divers. Le cas classique est traité avec quelque détail, et divers cas non
classiques sont esquissés.

Pour finir, remarquons que l'exposé se simplifie considérablement si l'on
ne tient pas à traiter le cas singulier (zéros multiples du déterminant de
Fredholm). Si l'on veut même se borner à l'existence et aux propriétés
fondamentales du déterminant de Fredholm (la partie la plus importante de
la théorie), il suffit de quelques pages, une fois connue la définition du
produit tensoriel topologique.

2. Applications multilinéaires et fonctions polynômes. Dérivation des
fonctions polynômes. — Nous considérons des espaces vectoriels sur un
corps À. Soient F, 7^( /==i , . . . , / ? ) des espaces vectoriels; l'ensemble des

applications // fois linéaires de | | Ei dans F est un espace vectoriel, noté
i

B(E^^ .... En \ F). Si u^x^ . . . . Xn) est une telle application, et si l'on
fixe/? variables œ^ par exemple x^ . . ., x?^ on obtient une fonction multili-
néaire par rapport aux n — p autres variables, à valeurs dans F^ c'est-à-dire
un élément de B(Ep^^ . . ., En\ F)\ et cet élément dépend p fois linéaire-
ment de x^ . . . . Xp. On obtient de cette façon un isomorphisme canonique
de B(E^ . . . . En\ F) sur B(E,, . . . . Ep\ B{Ep^ ...,^; ^)). [En parti-
culier, B(E, F', G) s'identifie à L{E\ L{F\ G)), donc (faisant G == 7c)
l'espace B(JE\ F) des formes bilinéaires sur Ex F s'identifie à l'espace
L{E\ F ' ) des applications linéaires de E dans le dual F ' de F.] Quand tous
les Ei sont identiques à un même espace E^ l'identification précédente induit
aussi une identification des applications n fois linéaires symétriques de E'1

dans F^ à certaines applications p fois linéaires symétriques de EP dans
l'espace des applications n — p fois linéaires symétriques de E^-'-P dans F.
Si les espaces E^ ^envisagés sont des espaces de Banach (sur les réels ou
sur les complexes), et si l'on désigne alors par B{E^ ..., En'j F) l'espace des

applications n fois linéaires bornées de | | ̂  dans F^ muni de sa norme
i

naturelle
( 1 ) |Mi-= SUp \\U(X^. . .,Xn) I I ,

l i •Vi I I ^1

alors l'isomorphisme algébrique envisagé plus haut induit un isomorphisme
entre les espaces normes B (Ei, . . . , En ; F) et B (Ei, ..., Ep ; B (Ep^.i, ..., En)).

Supposons de nouveau le corps des scalaires quelconque, mais de caracté-
ristique o pour simplifier. On appelle application monôme de degré n de E
dans F, une application / qui est de la forme

( 2 ) f(x)=u(x,.. . ,^),
n

où // est une application n fois linéaire de E"- dans F. Les applications
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monômes de degré n de E dans F forment manifestement un espace vectoriel ;
si/iTest muni d'une base (^), les applications monômes de degré n de E dans
F sont celles qui s'expriment par des polynômes homogènes de degré n (à
coefficients dans F) par rapport aux composantes ^ de x suivant la base (êi)
(polynômes éventuellement infinis, si la base est infinie). Si/est une appli-
cation monôme donnée par (2), on a aussi

f(x)=v(x,.^,x),

où v est la fonction n fois linéaire symétrique de E"- dans F donnée par

F(^l,. . .,Xn)= ̂  ̂  U(XO.Y." .,Xy,n)

<T€J8n

(où Sn désigne le /i-ième groupe symétrique). Ainsi, dans la représentation
(2), on peut toujours supposer que u est une fonction n fois linéaire symé-
trique^ ce que nous ferons par la suite. Pour abréger, si u est une application
n fois linéaire symétrique de E"- dans F, on notera simplement x-^u(x) la
fonction monôme de degré n qui lui correspond :

u(x)=u(x,...,x),

notation qui^ne risque pas d'entraîner confusion. Nous verrons plus loin que
réciproquement, la fonction n fois linéaire symétrique u(x^ . .., x^) est bien
définie quand on connaît la fonction monôme u(x) correspondante.

On appelle application polynôme de degré ^n de E dans F^ toute
somme d'applications monômes de degré ̂  n de E dans F. Elle se met de
façon unique sous la forme

(3) /(^)=/o(^)+...-hA(^),

où les /, sont des applications monômes de degré i (noter que les espaces des
applications monômes des divers degrés sont linéairement indépendants).
Soit / une application polynôme de E dans F^ soient xç.E^ hç.E\ alors
f(x-\-lh) est une fonction polynôme de la variable scalaire À, à valeurs
dans F et même dans un sous-espace vectoriel de dimension finie de F. Sa
dérivée pour À = = o est donc bien définie, on l'appelle dérivée (partielle) de
f en x suivant A, et on la note^(.r). Pour x et h fixés, cette dérivée dépend
linéairement de /, il suffit donc de la calculer pour / fonction monôme de
degré n, donnée par (2) (u étant supposé fonction n fois linéaire symétrique).
On constate aussitôt que

(4) u'^x)=nu(x^..,x,h).
71—1

On voit sur cette formule que/^(^) est, pour x fixé, une fonction linéaire
de h, [c'est-à-dire un élément de L(E, F)}. On l'appelle dérivée (totale) de



322 A. GROTHENDIECK.

fau point x, et on la note/'(.r). Donc, par définition,

(5) fkW=f'Wh.

D'autre part, on voit sur (4) que l'application x->f'(x) de 2^ dans L(E, F)
est une application polynôme de degré ^n— i (si/est de degré ̂ /i); cette
application est notée // et appelée fonction dérivée de /. On peut alors défi-
nir la dérivée seconde/" de/comme la dérivée de/'; pour xçE fixé, f " ( x )
est un élément de L{E\ L(E\ F)), ou encore un élément de B{E, E\ F)
(voir les identifications ci-dessus), et x ->/" (x) est une application polynôme
de degré ̂  n — 2 de E dans B(E, E\ F). De façon générale, on définira par
récurrence la dérivée 7?-ième f P^ de / comme la dérivée de /^-1); c'est une
application polynôme de degré ̂ n —p de E dans B(E, ..., E\ F). Défi-

p
nissons par la même méthode de récurrence les dérivées partielles successives
/Ç..A(^)î on aura :

(6) y^..../^)=/^)(^...,^).

Si f{x) = u{x) = u(x^ ...,.r) (^, application n fois linéaire symétrique
de E"- dans jF), alors on voit de proche en proche, à l'aide de (4), que

(7) u^W (Ai,. • ., hp) = n(n - i ). . . (7i —p 4- i ) u (œ,..., x, h,,. . ., hp)
a-p

pour p^n, et u^^œ) = o pour p > n. On en conclut d'abord que/^(.c)
est (pour x fixé) une application p fois linéaire symétrique de EP dans F
(permutabilité de l'ordre des dérivations partielles), ce qui reste évidemment
vrai pour toute fonction polynôme. On en déduit aussi que la fonction n fois
linéaire symétrique u{œ^ ..., Xn) est bien déterminée quand on connaît la
fonction monôme qui lui correspond, puisque n\ u{x^ ..., Xn) est égal, en
vertu de (7), à u^{x) (x^ .. ., Xn) (quel que soit d'ailleurs x^E). On a
même une formule explicite « finie » [ et non plus « infinitésimale » comme
(7)] pour exprimer u(œ^ . .., Xn) à l'aide de u(x) :

(8) /i! u[œ^.. .,^)==A^,,...,^^(o)
n n

=2(—I)/? ^ ^(^4-^.+...4-^_^.
//=0 ^ii<^<^.<in-p^n

Le deuxième membre de (8) est une différence /i-ième de u(a;) (pour
x •===. o), qui se définit par récurrence par

^u(x)==.u{x-}-x^) — u(x)

(considérée comme une fonction de ^),

^..,.^(^)=A^(A^_,,,^(^)).

On vérifie immédiatement l'égalité des deux derniers membres de (8) (récur-
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rence sur n). L'égalité avec le premier membre est donnée par un raisonne-
ment classique.

Notons enfin qu'on a encore la formule de Taylor

(9) /(^+ h) =f(x) -^f'W (A) -+-...+ ,-^/n)(^) (^.. .^),

où / est une fonction polynôme de degré ^n. En effet, il suffit de vérifier
cette formule quand / est une fonction monôme de degré ^n-, et alors ce
n'est autre que la formule du binôme

//

^(^4^_^^^A)^= A , . . . , hy
" ^ ^ P ~ ^ ' < 7 = o y ^ ^ T ^

3. Applications analytiques d'un espace de Banach dans un autre. —
Si E et F sont des espaces de Banach, on se borne à considérer les applica-
tions monômes et les applications polynômes de E dans F qui sont continues.
Il revient au même de dire que les fonctions multilinéaires symétriques qui
servent à les définir sont continues, ce qui (en vertu du théorème du graphe
fermé) sera en effet pratiquement toujours le cas. Si u{x)=u{x^ . . . , x)
est une fonction monôme de degré n, on appelle norme de u la norme de la
fonction n fois linéaire symétrique u(^i, ..., Xn) associée

\\u\\=: ^P ||«(^i,...,^)|J.li se, n^i

La quantité sup |[^(.r)[[ est aussi une norme sur l'espace des fonctions
Ha? Il ̂ i

monômes de degré n de E dans jF, mais moins commode ; elle est équivalente
à la précédente, car en vertu de (8) on a

sup \\u{x)\\^\\u\\^k{n) sup \\u{x)\\,
l l^ l f^ l 1 1 x 1 1 ^ 1

OÙ

<^)-i M l ^(^-^^^y(")^^-^^(^^—^.^p\(n —p)\ —n \ ̂ \p ) n \ ' n !
p=o p

d'où (formule de Stirling) k(n) :== o((2^)71), et enfin

(10) sup II^^II^IM!^/^^)71 sup i [ ^ ( ^ ) | l ,
11^11^1 1 1 ^ 1 1 ^ 1

où k est une constante universelle.
Une application / d'un ouvert U de E dans F est dite analytique^ si pour

tout x € ^7, on a
oo

(n) f(a;+h)=^u,(h)
7t==0
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pour H h H assez petit, où les Uh, forment une suite de fonctions monômes (Un
de degré /i), telle que la série ̂ . || Un H^ ait un rayon de convergence non nul,
c'est-à-dire telle que

( i^ ) ^=iim||^<4-oo

[d'ailleurs, l'inégalité (10) montre que pour vérifier (12), on peut remplacer
les I I ^ H par les quantités sup || Un(x) ]|]. Alors (n) converge en effet

11 x ||^l

absolument pour |[A||-<7?, uniformément pour |[ h\\ ̂ R <^R et / sera
continue. On constate de plus facilement que les Un dans ( 11 ) sont déter-
minées de façon unique. Interprétées comme des applications n fois linéaires
symétriques de E"- dans F, on peut considérer les n \Un comme les dérivées
/î-ièmes de/au point x. On vérifie qu'avec cette définition, la dérivée jo-ième
de / est une application analytique de U dans l'espace de Banach des
applications p fois linéaires symétriques continues de EP dans F^ dont le
développement au point x s'obtient en « dérivant terme à terme » le dévelop-
pement (n).

Une application / de E dans F est dite analytique entière^ si elle est
donnée par une série

(13) f(œ)=^un(œ),
n==0

où les u,n forment une suite de fonctions monômes (Un, de degré n) telle que la
série ̂ .11 Un ||^71 soit entière, c'est-à-dire telle que

i
(14) lim||^||"==o

[ici encore, on peut remplacer \\Un\\ par sup ||^(.r)||]. Pour de telles
\\x\\^.\

données,, le deuxième membre de ( i3) converge bien absolument, uniformé-
ment pour ] [ x I I ^M (M quelconque), vers une/(^) qui sera une fonction
analytique dans E (au sens de la définition donnée plus haut); la dérivée
jo-ième de/est aussi une fonction analytique entière sur E (à valeurs dans
l'espace de Banach des applications p fois linéaires symétriques continues de
EP dans F)^ donnée par

oo oo

(15 ) fP^x)=^u^(x)=:^u^{x),
n==0 n=0

soit, de façon explicite, par
oo

(16) /•/')(.z-)(^,...,^)=^M;f^(a-)(A,,...,Ap)

_V (n+p)\ .
— Z , ———)——— Mn-t-/>(,-2'i • • ••V, /((, . . ., rip).
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CHAPITRE I.

PARTIE ALGÉBRIQUE.

1. Notations et rappels. — Soient E et F des espaces vectoriels de
dimension finie ou infinie sur un corps k de caractéristique o ; E ' le dual de
E (espace de toutes les formes linéaires sur E)\ <(;r, aî'y la forme bilinéaire
canonique sur Ex J E 1 ' , L(E, F) l'espace de toutes les applications linéaires
de E dans F\ Lf(E^ F) le sous-espace des applications de rang fini, qui peut
s'identifier au produit tensoriel E ' Ç ^ F en faisant correspondre au tenseur
x ' Ç ^ y l'application linéaire : ÛD->^X^ x ' ^ y [2]. Si E==F^ nous écrirons

il ( n \
L(E) et Lf(E). Le symbole (g>j6\resp. /\ E ) désigne la puissance tenso-
rielle (resp. extérieure ou antisymétrique) /z-ième de E ([2], § 4 et 5);
n n, /

Ç^E est en dualité séparée naturelle avec ( ^ ) E ' (.qui s'identifie au dual

de Ç^E si E est de dimension finie J, car on a pour des tenseurs décom-
posables

(1) <^i (g). . .(g)^, x^ (g).. .(g)^>==<^i, x^ >. . .<.r/,, ^>.

n n /
De même, /\ E est en dualité séparée avec /\ E ' ^qui s'identifie au dual de

/\ E si E est de dimension finie} car on a, pour des muiti vecteurs décompo-
sables,

(2) <.ri A ... A x^ x\l\-' t\ ^n > = dét«^-, x'j ».

n n
II existe un homomorphisme canonique cp,, de ^)E sur A E donné par

(3) ^(^(g)...(g)^)==^l A - • • A ^n

il n
et un isomorphisme canonique a^ de /\E dans ^E tel que sa transposée

n. n
définisse l'isomorphisme canonique de (^)E1 sur / \ E ' \ des formules précé-
dentes, il résulte que On est ^opérateur (f antisymétrisation classique

(4) an(x, A . - .A^O^ ̂  £(7^(7.1 (g) ...®^CT.^
(T€J6»

où ̂  est le n-ième groupe symétrique et £ç la signature de la permutation (7.
Soient ^i, . . . , u^ n applications linéaires de E dans un espace F\ on

appelle produit tensoriel Uy (g)... (g) ̂  de ces applications l'application
/i n

linéaire de 077 dans (g)jF définie sur les tenseurs décomposables par

(o) («i®. . .(g)^) (^i®- . .®^)==^^i(g). . .(g)^^
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et produit extérieur des applications linéaires u, /noté ^i A • • • A ^n
ou A ui} ^PP1^21110" ^éaire de ^ E dans A ̂  telle que

(6) (^l A — — A ^) == ^7 ?,.o (Mi(g). . .0 Un) o ̂

où 9,, et an sont définis par les formules (3) et (4) (la première étant
considérée comme relative à F). On vérifie immédiatement que u, /\... A Un
ne dépend pas de l'ordre des facteurs «i , . . . ,^; ainsi l'application
(^i, .. ., Un) -> u^ A • • . A Un est une application n fois linéaire symétrique

de (L(E, F))- dans z(/\^ À^). De plus, pour u,^ u.,==.. .= Un= u,
en désignant le produit extérieur de ces TZ applications par A ̂  on obtient

(7) (À ̂ i A • • • A ̂  = ux, A . . . A ̂ /o
ce qui redonne la notion classique de puissance extérieure d'une application
linéaire ([2], § 5). Donc l'application

(^i , . . . , ^ ) ->^ iA- -A^
peut aussi se définir comme l'application n fois linéaire symétrique de

(Z(^, F)Y dans (A E, 1\F\ associée à la fonction monôme de degré n
n

u-^ l\u (Introduction, § 2). Si les Ui sont décomposables

Ui= a\ 0 bi (a\ çE^ biçF),
alors

(^iti=A'(^B, où A'=(^a\, B=^bi,
i i i

et (6) donne

A ^-= ̂  { ' c t n A ' ) 0 (^£) = ̂  ̂ A'® ̂ B,

soit

(8) (a\ (g) ̂ ) A ... A (^ ® ̂ ) = ̂ y {a\ A • • - A 0 ® (&i A . • • A ^n),

formule qui suffit pour calculer les produits extérieurs d'opérateurs de rang
fini, les seuls qui nous intéresseront par la suite.

Plus généralement, soient (/?„ ^.) (/=:!, ..., k) k couples d'entiers et,
Pi 7i

pour tout/, une application linéaire iii de A ^dans A JF; o" appelle produit
extérieur des ^ /noté u^ f\. . . A Uk ou A ^/) l'application linéaire de f\ E

dans A ̂  ( où p =^pi, q =^ qi ) telle que

(<) ) ^ A ... A ̂ ^^^^^,?o(^(g).. .(g)tt-)oa,
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y» f!
où cp est rhomomorphisme naturel de ÇQ /\F sur /\ 7^ déduit de Fappli-

l^i^=k

cation À fois linéaire (JTi, . . ., X^) -> -î\ A • • • A ^k de TT A F ^ns A ^»
i^'^

P Pi

et ^ Fisomorphisme naturel de A ̂  dans (g) A ̂  te! clue sa transposée
ï^i^k

Pi P
définisse rhomomorphisme naturel de (g) f\E' sur f\E'. Si les U^ sont

\^i^k
/ pi tfi \

décomposables, Ui=^[ (g) Yi \^ï[ € A ^11 ^'€ f\F)i on obtient immédia-
tement la formule explicite

( 10 ) (.r;<g)r,)A...AW®^)
== p \ i p ^ . . . p k \ (^; A • • • A ̂ ) ® ( ̂  A . . • A ̂ )-

Sur celte formule, on reconnaît que le produit extérieur des Ui est commu-
tatif ( c'est-à-dire ne dépend pas de Perdre des facteurs), et associatif c'est-
à-dire que si i ̂  a << [3 <;... < y << À", on a

( 1 1 ) ^ . A ^ A . - . A ^
= (£/, A ... A ^a) A (^a+i A - • • A W A • . • A (^-1 A • • • A ^4)

(du moins quand les Ui sont de rang fini, en particulier si E est de dimension
finie; mais on se ramène toujours à ce cas, comme on le constate aussitôt).

îi
PROPOSITION 1. — Soit uçL f(E^ F) ; alors /\ u = o pour n >> rang de u.

n
En enet, la valeur de A u pour le multivecteur décomposable A •̂  esl e^

au produit extérieur de n vecteurs uxi situés dans un espace vectoriel de
dimension << //, et est par suite nul.

COROLLAIRE. — Soient UiçL/-(E, F) (î==i, .... n). Si k des Ui sont
identiques à un même opérateur de rang <; À, alors /\ i/i=z o.

En effet, en vertu de la commutativité et de Passociativité du produit
extérieur, signalées plus haut, on aura

/\u,=Ç}\u)/\V,

n—k n—k k
où î (M une application linéaire de A ^ dans A ^' Comme A l< z= °5 ^e

corollaire s'ensuit.

2. Lies formes fondamentales.

DÉFINITION 1. — Soit E un espace vectoriel. Pour tout entier n >> o, on
appelle forme n-linéaire fondamentale sur (Lj-ÇE))'1 la forme linéaire
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symétrique (x.n sur {Lf^E))"- définie par

( 1 ) a,,( î, .. ., Un)==Tr ui /\.../\ ̂ .

Comme ^i /\ ... /\ M^ est de rang fini, sa trace est bien définie. Les formules
(2) et (8) du paragraphe 1 donnent, pour des Ui décomposables,

(2) a,,(^<g)^,...,<(g)jc,,)= ̂ dét«,r/, je', »

ou, si chaque Ui est mis sous la forme ^<==^,^0^'p, :
P*

(3) a,,(«i, .... ̂ )=: ̂  ̂  dét(<(^, ̂ .».
PI,...,PT.

Les a^ étant des formes n fois linéaires symétriques, on écrit selon l'usage
(Xn ( u ) au lieu de a^ ( u^ ^ . . , u ) ; donc

7l

(4) a^(«)==Tr / \« en particulier ai(«)==TrM.

Enfin, on convient de poser

(5) do(u) == ï (élément unité de A').

Signalons la formule
(6) Oin(AUi, .. ., AUn)=:(Xn(UiA, ..., U^A ) [u,ç.Lf(E), AçL(E)]

qui se vérifie immédiatement, au moyen de (2), en prenant des /// décompo-
sables et en notant que

A Q { x ' ^ œ ) = x ' ( ^ ) A x , { x ' Ç ) x ) Q A ==(^^)0^.

Dans le cas où A est inversible, la formule (6) peut s'écrire sous la forme

(Xn(AUiA-^ . . ., AUnA-^)=ZQin(u^ . . . ,</„)

donc ac.n est invariante par les automorphismes de 2T, ce qui est trivial. On
prouve de la même façon la formule suivante [identique à (6) dans le cas où
E est de dimension finie] :

(7) (Xn(uA^ . . ., uAn)==Oin(^ll^ ' . ̂ A,^u) [uçL^-(E), AiÇL(E)].

Comme Lj\E) =LE'Ç)E^ la forme n fois linéaire a^surZ/( /T) peut aussi
H

s'identifier à une forme linéaire sur Ç^(E'^E)^ donc à une forme in fois

linéaire sur 7^x7^, à savoir —^ dét^.^, ̂ /». Cette dernière est alternée

par rapport à œ^ ..., Xn. et par rapport à x\^ .. ., x',^ nous dirons d'une
forme n fois linéaire sur {Lf{E)Y qu'elle est bialternée si la forme in fois
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linéaire sur EnxEfn quelle définit est alternée à la fois par rapport aux
Xi et par rapport aux x\. On voit qu'une telle forme n fois linéaire est
aussi symétrique (considérer sa valeur pour des Ui-=.x\^Xi). Il est alors
immédiat, diaprés la définition axiomatique des produits tensoriels et des
produits extérieurs, que les formes n fois linéaires bialternées/(^i, ..., Un)
sur (Lf(E)Y correspondent biunivoquement aux formes linéaires g sur
n n
f\E' ̂ ) f\E par la formule

(8) f(uy, ..., u,,)-==g^/\... /\Un).

En particulier, si AeZ( / \ ^ ) i Tr(^4o(^j /\ ... f\ u^) est une forme n fois
linéaire bialternée sur (L^-ÇE))'1, et l'on obtient ainsi toutes les formes n fois

linéaires bialternées quand E est de dimension finie. Si A == i (opérateur

identique dans f\E)^ on obtient de nouveau a»(^i, . . . , n,n)'

PROPOSITION 2. — Qtn(u^ ..., «„) est) à un facteur constant près ̂  la seule
forme n fois linéaire bialternée sur (Lf{E)Y qui satisfasse à Inégalité

Qtn(AUi^ . . ., AUn)=<Xn(^lA, . . . , UnA) [A, UiÇLf(E)].

Qtn est en effet bialternée, et vérifie (6) pour toute AçL(E)) (pas néces-
sairement de rang fini). Réciproquement, soit / une forme n fois linéaire
satisfaisant aux conditions de la proposition, elle est définie par une forme

n n '
linéaire g sur / \ E ' ( ^ ) f\E au moyen de la formule (8). La condition sur ^
s'écrit

(9) g{BU)=g{UB) [^/=:A^^=Â^ ^,^€/y(^)]

(on vérifie en effet sur les tenseurs décomposés Ui la formule, valable aussi
pour des opérateurs de rang infini,

Au, A . • . f\Aun={'/\ ̂ )(/\ iii^ u,Af\... A ̂ 1=(A ̂ ) (Â^O-

n n
La formule (9) restera manifestement valable pour tout Uç. f\E'Ç) /\E^ et

7l

pour toute combinaison linéaire B d'opérateurs du type f\A [ A ç L / ' ( / 7 ) ^ ,
or, parmi ces combinaisons linéaires figurent tous les opérateurs du type

2?=^A. . .A^ [A^L^E)},

d'après une propriété bien connue des fonctions monômes associées à une
fonction symétrique [Introduction, § 2, form. (8)]. La formule (9) reste

fi n
encore vraie pour de tels 2?, et par suite pour tout £ç /\ E'0 /\ E. Quand E

n
est de dimension finie, introduisons F ==. /\E\ g est une forme linéaire sur
L(F) qui satisfait identiquement à (9), donc g est proportionnelle à la forme
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trace, et/à a,,. Cette conclusion reste valable si E est de dimension quel-
conque; en effet, le calcul de /(^i, ..., Un), pour des Ui donnés, ne fait
intervenir qu'un nombre fini d'opérateurs de rang fini Uf ; on est ainsi ramené
à démontrer cette chose pour des Ui s'annulant sur M et appliquant E dans-
\ espace de dimension finie N^ où E == M -4- N est une décomposition en
somme directe fixée de E', de tels opérateurs correspondent biunivoquement
aux opérateurs de l'espace 7V, de sorte que/définit une forme nfois linéaire
sur (L(N))n, ayant encore les propriétés de/, donc proportionnelle à a». Il
est évident que la constante de proportionnalité ne varie pas quand on agrandit
N et diminue Jtf, et est par suite constante. Notons en passant qu'on démontre
de la même façon que <Xn est la seule forme n fois linéaire sur (Lf(E))'*
bialternée et invariante par les aulomorphismes de E. [Quand E est de
dimension finie, cela signifie que la condition de la proposition 2 est salis-
faite pour des A çL(E) qui sont inversibles].

Notons qu'en vertu de la définition 1 et du corollaire de la proposition 1,
a,,(^i, . . ., Un) est nul chaque fois que k des i/i sont identiques à un même
opérateur u de rang <; k.

3. Développement taylorien de dét(l + u). — Supposons E de dimension»
n

finie m, alors les a,» sont nuls pour n > w, puisque, dans ce cas, /\ E est nul,.

donc aussi f\ u. Pour n == w, la définition de a,^ et celle du déterminant
([2"|, § 6) donnent
( i ) oi^(u)=:détu (m==dimE).

On a aussi
a, ,( l)==dimA^

(où 1 est l'opérateur identique dans E), d'où

(-2) a,,(l)=:(^| (m==dïmE).

PROPOSITION 3. — Soit E un espace vectoriel de dimension m ; on a

(3) a,(^,, ••^^1_L^L1)=:=((77Ï)/(^))^(^1Î • • -^ ) -
n—p

En effet, comme le premier membre est une forme p fois linéaire sur
(L{E)Y qui satisfait manifestement aux conditions de la proposition 2
(du moins pour A inversible, cas auquel on peut se borner en vertu du
principe de prolongement des identités algébriques), il est proportionnel à
a, , ( / / j , .... f ( p ) \ la valeur de la constante de proportionnalité s'obtient en
faisant //i=:. . .== ^==1 et en appliquant la formule (2 ) .

COROLLAIRE. — Pour un opérateur u dans L\ on a la formule fonda-
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mentale

<4) dét(l+^)=^a,^).
0

La somme du second membre est en fait finie, puisque a/i(^) est nul pour
.n >> m. On a

dét( l+^)==a, , , ( l4- /<)^ ^ (^^ÏL-^-^ ±^^±)

Q^p^m P m—p

'(formule du binôme), d'où la formule (4) en vertu de (3).
Notons maintenant que si E est un espace vectoriel de dimension finie ou

infinie, u un opérateur de rang fini m dans E^ <Xn(u) est nul pour n ^> m, donc
le deuxième membre de (4) est en fait une somme finie, que nous prendrons
pour définition de dét(l -4- u) dans ce cas général. Il est immédiat que c'est
aussi le déterminant de la restriction de 14- u à tout sous-espace vectoriel F
de E qui contient u(E) [car sur la formule (2) du paragraphe 2, on voit que
a,z(^i, . .., Un) ne change pas quand on prend la restriction des u^ à un sous-
espace vectoriel F de E contenant les Ui (E) j. On en conclut que les propriétés
usuelles du déterminant restent valables, en particulier on aura

(5) dét ( l4-^)( l -4-r)==dét( l - t -^)dét( l+^) [u, r€Z/(A') |

[Noter que (1-1- u) (1 + c) a la forme 1 -+- w, où w = u 4- r H- uv est de
rang fini].

Supposons E de dimension finie pour simplifier, et désignons par
?.i, ..., ̂  les valeurs propres de u dans une extension algébriquement close
<lu corps À"; on sait que

dét(l-h.s«.):=(l4- /i s). . .(1 4-^3)

(on met u sous forme d'une matrice nulle au-dessous de la diagonale). En
comparant avec (4), on trouve, par identification des polynômes en ;,

dét(l+^) et ]~J[(l4-3^)
i

<6) ^ (?/)== ^ ^...À^.

/.i</i<...<^

4. Les DP(u) et ^(u). — II y a lieu d'introduire la dérivée/?-ième de la
fonction u—>oi,i(u), dérivée qui est une application monôme de degré n — p
<le Lf(E) dans l'espace des formes p fois linéaires symétriques sur (Zy(/?))/',
-donnée par

H !

< i ) a^)(r,, . . . , ( ' / , ) = = — — — — — a , , ( / < , . . . , u, c,, . . . , (y)
v p } ' ^T'7^
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(voir Introduction, § 3). 11 lui correspond l'application n—p fois linéaire
symétrique (Mi, . . . , Un-p) -> ag(^, .. ., Un-p) définie par la formule

n '
(2) ag(^i, . ..,^-/,)(^i, . . . ,r/ ,)= . — n ) f a/l(^ ' " ^ ^ - p . t ' i , . . ., c/.).

Si l'on pose pour abréger

(3) 2)(M)==dét( l4-^) ,

il est naturel de considérer comme « dérivée y?-ième » de la fonction u—^D(u}
l'application u->DP(u) de Lf(E) dans l'espace des formes p fois linéaires
symétriques sur (Lf(E))P, telle que

(4) 7^)=^a^),
7l ==0

c'est-à-dire de façon explicite
oo

(5) D"(u)(^, ...,(•/,) =^O^(M)(C,, ...,v,,)
n=0

oo

^(TZ^)!^^^.^^^" •••^)-
/l=0 "-^

Les deuxièmes membres de ces formules ont bien un sens, car le terme de
rang n est nul pour n —p > rang de u (de sorte qu'en réalité on doit prendre
une somme finie). Les a^(u) (^» • • • » Vp)i donc aussi ^les DP (a), sont des
formes p fois linéaires bialternées (voir plus haut § 2) sur Lf(E))P. On
aura les développements tayloriens

/ n

^(u -4- F) ==^ — a^(^) (r, ..., F),
(6) ^

/>(M4-(Q=dét(l4-M+F)=^^Z^(^)(^ ..., c)
\ 7^=0 * "-^

le premier n'est autre que la formule du binôme, et le second résulte du
premier d'après les définitions. On aura plus généralement un développement
taylorien de DP(U -\- P), que nous n'écrirons pas.

Nous allons aussi présenter ces résultats sous une forme légèrement diffé-
rente. Si p et n sont deux. entiers donnés, p >> o, M^O et «i, .... Un,
ri, . . ., Vp-[ des éléments donnés de Z^(A7), considérons la forme linéaire

C -> ^+p(Ul. . • . , U.n) (y,, . . . , ̂ _,, P) == (/^"h/?/ OLnp(u^ . . . , U^ V^ ' ' • ̂ )

sur L f(E). Si 7^ est de dimension finie, elle est de la forme r ->• TrA^^ où ^4
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est un élément bien déterminé de L(E). Ceci reste vrai si E est de dimen-
sion quelconque, c'est-à-dire, en changeant de notations, que la fonction
F-^am+i^iî . . . î w,,,, v) est de la forme TrAv pour un AçL(E) bien
choisi. Pour le voir, on peut supposer les Wi de la forme

w,==^.(g)^,

on aura alors pour r == x'(g) x [chap. II, form. (i)J

(7) a»,+.,(vv,, .... w,n, v)

(<^i, œ\ >. . .<.rj, x^ > <j7i, ^'>\

""(m+i)!^1 <^, ̂  >. . •<^n ̂ ><.r,,,^> j^^1-4^
<^, ̂  >...<>, ^><^, ^>^

où A e L ( E ) est donné symboliquement par le déterminant

je,1 ^ ^ : - j 7 c»T^^ - t r^—V\^n ^ j ,-^m S ^ / .

•^l • • • x m. I

(8) -4=(,,^4-7y1dét( M k\ avec ^==«tr^/» o-
\X,...X^ I /

La formule
a/»+i ( w, , . . ., Wm, ^) = TrA^

reste vraie pour toute ^çLj-(E), d'où notre affirmation.
Revenant à a^,(«j, ..., ^)(Pi, ..., Vp-\i v)j nous pouvons déterminer sans

ambiguïté un élément /?^(Mi, .. ., Un) (^n . . ., Vp-\) de L ( E ) parla formule

(9) Trr^(^i, ..., Un) (^,, .... (^-i )
=olpt+p(u^ ... i^nX^i, ...,^-i,r)

(n-^-/?) ! / ^
= -—————• a/M-^n • • ^ "/o ^^ • • • . ^-i» f ) î

7?^ sera considéré comme une application n fois linéaire symétrique de
(Lf {E)Y dans l'espace des applications p — i fois linéaires symétriques de
(Lf(E)Y-Y dans L(E). On définira donc : fiP,(u) == fi^(u, . . . , « ) par

n
(10) Tr^(«))r,, ...,^_i)==:a^(a)(Pi, ...,^-i,^)

(^-^-J0) ' / ^== -———f—(Xn+p(u^.^u, Fi, ...,^_i, F);
//

enfin, pour tout uçLj-(E)^ on posera

( 1 1 ) RP(U)=^RP^U),

(*) Le déterminant désigne le développement évident de la forme

détAfl+7 V-ij^i ® X j .

i j



334 A. GROTHENDIECK.

de façon plus explicite, RP(u) est une application p — i fois linéaire de
Lf(E)P-1 dans L (E), donnée par

00

( 1 2 ) /?/-(«) („„ ...,^)^^y)(^ ...,^_J.

7Î==0

Les sommes dans (n) et (12) sont en fait finies, car on vérifie sur (10) que
^(u) est nul si n> rang de u. Les formules (5) et (10) donnent aussitôt

(13) Trp/?/^)(^, .^,^)=DP(U)(^ ...,^_,,p) (p^i),

ce qui suffît à déterminer RP {u) à partir de DP{u). Il y a lieu d'écrire pour
p==o

(14) ^(^i, ..., ̂ )=a,,(^, ...,^)1 d'où ^(u)=zoin(u)l,
W Ii°(u)==D(u)i [==dét(l+«)l];

fï^(u) et R^u) sont, pour ^ donné, des éléments bien déterminés de L(E).
A cause de leur importance, on omettra en général l'exposant 1, et l'on
aura

(16)
B(u)=^(u)=^^(u),u)=:^{u)==^^(u),

/<=-o
TI^'/?,,(M,, . . . ,^)==(/ î -+-i)a , ,+i( /^ , . . . , / / „ , ( ' ) ,

Tr^7?(^)=7)i(«)p.

5. Relations récurrentes générales. Formules de Fredholm. — Voici
une formule permettant d'exprimer (x,n+i à l'aide de a,^, et d'où résultera la
théorie de Fredholm :

PROPOSITION 4.. — Pour n 4- i éléments u,, .... u^ v de Lf (E), on a

(i) ( / î+ i )a^i (« , , . . . . u^ v)
ji

^—^j a/i(^i, • • ., ^-i, ^-P, Ui+i, .. ., Un) 4- a,,(«i, . . ., ^)Trc
î=l

7Z

^"^^(^i» • • • ? ^-iî vui, 11^, . . ., Un) -h a,,(^, . . ., ^)Trc.
;^i

Démonstration. — II suffit de démontrer la formule (i) pour

Ui== X\ 0 ̂ ., P = ̂ 0 ,c,

mais on constate qu'elle se réduit alors, au facteur I et au changement de

notation près, à la formule du développement du déterminant du deuxième
membre du paragraphe 4, (7), par rapport aux éléments de la dernière ligne
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(resp. de la dernière colonne); on a en effet

ur v == < x, x\ > ̂ (g) x,, v o u,= < ̂ ,, ,r'> ̂ ;. 0 ̂ .

COROLLAIRE 1. — On a, pour tout uçLf(E),

(2) ^(u)=^W±-uIÎ^(u)==(Xn(u)i--R^(u)u

et plus généralement pour deux entiers n > o, p ̂  o

(3) R^ (u) (^ ..., ̂ ) = - uRP^.\ (u) (^, ..., ̂ ) + a^(u) (^, ..., ^)1
^

—^i^W(^ ..., ̂ , ..., ̂ )

î=l

^-(^î^) (^i, . . . , ̂ ))^+a^(^)^, .. . , ̂ )1
^

-S^^"^^» • • ^ ^ • • •^^ ) )^
i=i

(l'accent " 5^^ /<? ^, .î̂ /î  y^<.> ̂  ̂ ^/n^ doit être sauté).

Démontrons, par exemple, l'égalité des deux premiers membres de (3).
D'après la formule (i) et la définition des ^(u) [§ 4, form. (10)], la trace
du produit à gauche des deux membres par une vç.L^E) donne des quantités
égales et l'on en déduit l'égalité cherchée. D'ailleurs, cette démonstration
prouve que les formules (2) et (3) restent vraies pour n =z o, à condition de
poser 7?y, (u) == o. En sommant chacun des trois membres de (2) [resp. (3)]
pour 7i ==o, i, . . ., on obtient le corollaire suivant, qui contient l'essentiel
de la théorie de Fredholm :

COROLLAIRE 2. — On a, pour tout u e Lj-(E),

(4) (1 + u)R{u) =. JR(u) (1 + u) == dét(l + u)l
et plus généralement^ pour p ̂  o

(i+^7^-i(^(^ _^
p

==(D?(u)(^ ...,^))l-^7?^)(p,, ...,?,, ...,,^
(5) < <=i

(T?^(^)(P,, . . . ,^))(1+«)
P

^(DP(U)(^ . . . ,^))l-^(^(^)(r,, ...,?, . . . ,^))F,

Des formules récurrentes (2) , on déduit le calcul des Bn(u) [Iî,{u) == i,
d'après la deuxième formule (16) du paragraphe 4]

(6) (Bo(u)=:i, Iî,(u)z=z(tru)l—u,
{ Iîn(u) == (Xn(u)l — (Xn-i(u)u-^^_^u)u2—..^(—îyn_i(u)u-)- ^-î(u)u2—. . .4-(—i)^^.
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On pourrait, à partir de (6) ou directement de (i), trouver par récurrence
une expression de a,i(«) en fonction des puissances de Tr«, mais nous
obtiendrons l'expression explicite, en passant, au chapitre II [§ 3, form. (5)].

Supposons E de dimension m; pour tout z ç k , on a
m

dét(zl—u)=zmdé^(l— ^u\==:^(—ï)nan(u)zm-n=:P(z)
71=0

[chap. II, form. (4)]» où P est un polynôme de degré m d'une variable z,
connu sous le nom de polynôme caractéristique de u. On voit alors sur (6)
que

(-i)'-f1,^u)==P(u),

d'où il résulte que P{u)=o [car /?,„(//) ==o, d'après la deuxième for-
mule (16) du paragraphe 4]. Si E est de dimension infinie, Rm{u) est
encore nul si m est assez grand.

PROPOSITION 5. — Soit u un opérateur de rang fini dans E. Pour que
\ -4- u soit inversible, il faut et il suffit que dét (1 -+- u) -yé. o et^ dans ce cas^
on a la formule de Fredholm

(7) ^-^-'-dct^)^

^-déi-^^
=i_^^_..._(-,).-.>^-.+^^/?(«).

Si AÇl+u) ==1, on a

A ==1 — Au ==1 + ^, où v=— Au.ç.Lj-{E).
Mais de

(1+«)(1+^)=1

on tire, en passant aux déterminants,

dét(l 4- u) dét(l 4 -^ )== i ,

ce qui implique : dét(l 4- u) -=^- o. Réciproquement, si cette condition est
vérifiée, la formule (4) signifie que le deuxième membre de (7), qui est alors
défini, est un inverse de (1 + u). En tenant compte de ce résultat, on voit
que le produit du dernier membre de (7) par (i-+- u) est aussi identique à

i -+- (—i)71-1^^- (—iV^^i,
ce qui achève de prouver (7).

On retrouve ainsi que les valeurs propres de u sont les zéros du polynôme
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en s dét(l— su). On pourrait aussi facilement traiter le cas où dél(l ~^-u)== o,
en utilisant la formule (5) au lieu de (4). Pour éviter les redites, nons nous
bornerons à le faire au chapitre II, paragraphe 4 dans le cadre des opérateurs
de Fredholm.

6. Les tenseurs d?(u) eirP(u). — Les formules (6) et (7) du paragraphe 2
donnent aussitôt, en vertu des définitions, les deux groupes de formules de
commutation

<^(^)(^i, ...,^) =^p(uA){v,A, ...,^^),
B^Au)(Av,, ...,^^_0== jRfi(uA)(^A, ...,(^^),
DP{AU)(AV,, ..., Avp) = DP(uA)(v,A, .... VpA),
RP{AU)(AV,, .... Av?^)= RP(uA){v,A, .... Vp^A)',

(i)

^n+p(uA)(uA^ . . . , u A p ) ==.^p(Au){A,u, . . . ,Apu ) ,
n^uA){uA,, ..., uAp^)== RP,{AU){A,U, ...,Ap,,u),
DP(uA)(uA,, . . . , u A p ) = DP(AU)(A,U, ...,Apii),
RP(uA){uA,, ..., uA,^)=: RP(AU)\A,U, ..., Apu)

(2)

[u, ViÇ.Lf(E), A, AiÇ.L)E)}.

Si Fon fait^ ==i dans la première et la troisième des formules (2) , on est
amené, pour uçLj-(E), à définir des formes/? fois linéaires dP,(u){A^ ..., Ap)
et dP(u) (Ai, . .., Ap) sur (L(E))P, ou encore des formes linéaires notées

dfi(u), ciP(u) sur ^ ) L ( E ) , parles formules

(3)

<^(u), A,®.. .®Ap^=^{u) (uA,, .... uAp)
=(xp.+pW(AtU, ...,Apu),

<^(«),^i0...(g)^>== D?(u)(uA^ ..., uAp)
= DP(U)(A,U, . . . ,Apu ) .

On a donc
ao

(4) rf/'(«)=^^(«),

/l==0

la série du second membre étant en fait finie [d^(u) == o si n > rang de //].
En particulier

(5) d°^(u)=an(u), d°(u)=déi(l-^u).

Il est immédiat d'après (3), que l'application ip fois linéaire

<^(^), ^i<8).37|(g)...<g)^(g)^> -

associée à d^(u) sur E ' P X EP est alternée par rapport aux x\ et par rapport
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aux Xi\ en d'autres termes, considérée comme une forme p fois linéaire sur
( E ' Ç ^ E y , d^(u) est bialternée (§ 2). Il en est de même de dP(u).

Il y a lieu, pour les nécessités du calcul, d'introduire plus généralement
une application n -{-p fois linéaire

(Ui, ..., ^4-/0-><^(^1, "^Un+p)

de Lf^EY^P dans le dual de (§) L (E), telle que

(6) <%(^, ...,^^),^i(g)...(g)^>
^^^(^H • • • • » Un) (Un+iAï, .,.,Un+pAp)

et l'application n -[-p fois linéaire symétrisée de ô^, notée û^(^i, .. ., Un-^p),

(7) ^(^, ...,^^)=^^ ^ ^(^.i, ...,^(^)).
<ree«4.p

La forme ^g(^) définie par (3) n'est autre que

W ^(u) == d^(u^.^u) == ôg(^ ̂ u).
n -t-p n + p

Pour Ui=x\ 0 ̂ , on tire de (6)

(9) ^^(^'l®^ • • • » ^n+p®^n+p), ̂ l(2)...(g)^>

/<^,^>... Oi,^> <^i^i, ̂ ,>... <^^,^ > ^
^ I dét( .....................................................

Al • \
\<^+^ ̂ i>...<^+^, ̂ i><^4l^+^ ̂ +| >...<^^^^, ̂ 'n+p'>/

Si nous mettons ((gï^^Ç^j^') en dualité séparée avec ^ ) L ( E ) , par
l'accouplement naturel

p(10) <^i(g)...(g)^0^<g)...0^, ̂ i^.-.^^^Fi^^, ̂ ;.>^ 1 \^y ... ̂ y ^^, ̂ ii^/...^^^ —— j •^ ̂ 1/^f, UUi

i-==.\

la formule (9) montre que ôg(^i, ..., u^p) est un élément de Ç^E^^Ç^E^,
donnée de façon abrégée par

(n) ô^(^(g)^i, .. .,-y^®^-^)

1 ^ / ^^i» •^i^ • • • < ^ n •̂ 0 ^.^^1 \-^détf .^.... l/..,..^.;..? /.....;.... l.. j(g)^.®...®^

\<^/i+^» ̂ i >.. .<(.̂ i+^ ^/i>^+/?.. •^-^/
n

où dét désigne le tenseur élément de (g) E obtenu en développant suivant
la formule

àét((^')^,n) == ^ ^^^-'^a.m^m

<T€Sn.
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dans laquelle l'ordre des facteurs est respecté et où les produits désignent des
produits de tenseurs quand certains des a,/ sont des vecteurs.

La formule (n) permet de calculer <5g(^i, ..., u^p) pour des arguments
UiçE^E quelconques; donc par raison de linéarité <^(^. . . ., i/n+p) est

toujours un élément de ((ê)^)® ((§)^). D'après (7) et (8), il en est de
même de d'^u,, . .., Hn+p) et dP,{u).

Pour des majorations ultérieures, il nous faut mettre (n) sous la forme
obtenue en groupant dans son développement explicite tous les termes qui ne
diffèrent que par leur coefficient numérique <(^.i, ^ i )> - • •<^<r.n>-^)> et
pour lesquels le facteur

•^(T(/i-H) ® • • • 0 ̂ ff{n+p)

est le même. Un calcul immédiat donne

(12) SP,(X\ (g) ̂ , . . ., <^(g) x^p)

=~n~\{ 2 ^•••^^^«^/^ xhy^^xi.®f-®xlp\®xn^f-®xln^p
\(^...,^) /

où (< i , . . ., i p ) désigne un système variable d'indices tous distincts, compris
entre i et n-\-p\ /i, . . ., j^ la suite croissante des indices distincts des (',
compris entre i et n -h/?; et £^..., la signature de la permutation

(i, ..., n-}-p)->(j\, ...,./„, ï,, ..., ip}.

Il est évident que les formes p lois linéaires sur {L{E))P définies par des
( p \ ( p \éléments de (^(g) E ) (g) ^(g) E ' ) s'identifient à certaines applications p — i fois

linéaires de (LÇE))?^ dans E ' ( ^ ) E = L f ( E ) [considéré comme sous-espace
du dual de L(E)]. Par suite, la donnée des

^(^i, ...,^^)e(ê^)®(ê^)
implique celle d'applications p— i fois linéaires, notées r^(u^ . . . , Un+p)^
de (L(E))P-1 dans Lj\E) telles que

(i3) TrA^r^(u^ . . ., Un+p) (A^ ..., Ap^)
=<^(^, ...,^^),^i(g)...<g)^> [^eZy(^),^<eZ(A)j.

L'expression r^(u^ .... u.n+p) dépend des ^ de façon (n -l- p ) fois linéaire
et symétrique et l'on a, en posant r^(u) ==r^(u^ . . . , ^),

TrApr^(u)(A,, ..., Ap^) = d^(u) (A,, ...,^);

or le second membre est, par définition

^p(u)(uA,, ^.,uAp)=zTr(B{i(u)(uA,, .^,uAp^))uAp
ou

^p(u)(A,u, ...,ApU)=Tr(Iîfi(u)(A,u, ..., Ap^u))ApU
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fform. (3) et § 4., form. (9)]; on en déduit

(i4) ^(u)(A,, ...,^-,)=/^(a)(^, ...,uA^)u
=ufï^(u)(A,u, ...,^_^).

On pose enfin

(i^) rP(u)=^r^u)(u)=^r^{u]
W=0

(la somme du second membre est en faît finie); on a ainsi une application
p — i fois linéaire de (LÇE))?-1 dans Lj-(E) satisfaisant à

(16) TrAprP(u)(A,, . . . , Ap^) = d?(u} (A,, ...,^)

et liée à HP par

(17) rP(u)(A,, ...,A^)=(fiP(u)(uA,, ...,uA^))u
=uRP(u)(A,u, ..., Ap^u)

(ces deux formules sont conséquences directes de (i3) et (i4), ensommant
par rapport à n). En particulier, nous écrirons rn(u) et r(u) au lieu de
r\(u) et r^u) pour désigner (u étant fixé) les éléments de Lj-(E) définis
par

(18) r,,(u) = uJRn(u) -=fi^(u)u, r(u) = uR{u) = R{u)u.

A priori, la considération des DP et RP est plus naturelle et plus simple
que celle des dP et rP ; mais ces derniers définissent de véritables tenseurs,
aussi sont-ils plus faciles à manier dans la théorie des équations intégrales,
car ils pourront s'exprimer par des « noyaux » simples. Signalons tout de
suite une autre expression'de la formule de résolution de Fredholm [§ 5,
form. (7) ]

('9) ( l -+-^) - i := l -—————r (u)
det(i-h^)

résultant de ce qne uJR(u) ==r(u) [form. (18)].
On pourrait aisément exprimer les DP au moyen des dP\ nous nous dis-

pensons d'écrire la formule.

CHAPITRE II.

THÉORIE DE FREDHOLM DANS LES ESPACES DE BANACII.

La théorie qui va suivre est une application immédiate des généralités algé-
briques qui précédaient. Les paragraphes 1 à 4. vaudraient sans modification
pour les espaces normes complets sur un corps value complet de caracté-
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ristique zéro quelconque (le chapitre 1 correspondrait au cas de la valuation
triviale). Pour ne pas gêner certains lecteurs, nous supposerons cependant
qu'il s'agit d'espaces normes complets sur le corps /? des réels ou le corps C
des complexes, c'est-à-dire d'espaces de Banach.

Si E est un espace de Banach, E ' ' désigne maintenant son dual topologique,
c'est-à-dire l'espace des formes linéaires bornées sur E, muni de sa norme
naturelle. Si F est un deuxième espace de Banach, L(E, F) désigne l'espace
des applications linéaires continues de E dans F, JB(E, F) l'espace des
formes bilinéaires continues sur Ex F; ces deux espaces sont munis de
normes naturelles bien connues»

1. Produit tensoriel topologique d'espaces de Banach. — Soient
Z^( î==i , 2, ..., /i) n espaces de Banach (^^2). Introduisons, avec
R. SCHATTEN [8], sur le produit tensoriel 02^ des 7^, la norme ^ - > j ] ^ [ | ,

(i) ll^l|i=inf^||^||.||^||...||<||,
i

le inf étant pris pour toutes les suites finies (^{, xl^ . . . , A'/O^/^V dans

| \E^ telles que l'on ait
i

u=^^x[^x{^.. .<g^.
/

II est immédiat que [| u ||i est une semi-norme sur (g)/^; nous allons voir que
c'est une norme. Si F est un espace de Banach quelconque, et A une appli-
cation linéaire de 02^ dans F, continue au sens de la semi-norme | [^ | | i ,
l'application multilinéaire A qu'elle définit,

A{œ^ . . . , œn)=A{x^.. .(g)^)

est continue et a une norme ̂  || A [|, car on a évidemment

||^(g)...(g)^l!i^||^i I I . . . 1 1 ^ 1 1 .
Réciproquement, si A est une application linéaire de (g) Ëi dans F telle

que A soit continue, on voit d'après la définition (i) que A est continue et a
une norme ̂  || À ||. Il en résulte que si uç (g)7^ est tel que || Ui \\ == o, toute
application linéaire de (g) Ei dans un espace de Banach F^ définie par inie

application multilinéaire continue de TT^ dans /^s'annule sur //. Il en sera
i

en particulier ainsi des formes linéaires définies par les éléments de (g) E\.
Or, la dualité entre Ei et E\ étant séparée en vertu du théorème de
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Hahn-Banach (2), il en est de même de la dualité entre (g) 2^ et (g) 2^ , d'où il
résulte que u est nul. Nous pouvons maintenant poser la

DÉFINITION 1. — Soient Et ( î = = i , 2, ..., n) n espaces de Banach. On
appelle produit tensoriel complété des E^ et F on note (§) Ei V espace de

\^.i^.n
Banach complété de (g) Ei pour la norme \\u |[i définie par la formule (i).

l^.i^n

Les éléments de cet espace sont nommés noyaux de Fredholm.

Nous avons obtenu en passant le

THÉORÈME 1. — Soient F et Ei{i-==.i^ 2, . . . , n) des espaces de Banach ;
il existe un isomorphisme canonique (pour les structures d'espaces vectoriels

normes) entre F espace des applications n fois linéaires continues de \ Ï E i

dans F et l} espace des applications linéaires continues de (§) Ei dans F.

Ce théorème justifie le nom de produit tensoriel topologique donné
à(g)^.

COROLLAIRE. — Le dual de (g) Ei est isomorphe (en tant qù'espace norme)
à V espace des formes n fois linéaires continues sur | | Ei.

On voit, soit directement, soit à l'aide du théorème 1, que l'opération
« produit tensoriel complété » est associative (à des isomorphismes cano-
niques près). De plus, si o-ç Sn (n-ième groupe symétrique), il lui correspond
canoniquement un isomorphisme de 0 JSy sur (g) Ey^ noté encore o-, donné
sur des tenseurs décomposables par

0-(^i (g). . .(g)^)==^(r.i(g). . .0^<r.n"

Soient maintenant E et F deux espaces de Banach ; il existe un isomor-
phisme naturel u—^u de E ' Ç ^ F dans L(E^ F), dont l'image est
l'ensemble des applications linéaires continues de rang fini de E dans F.
L'application bilinéaire (x\ y ) — ^ x l ^ ) y de E ' x F dans L{E^ F) qui lui
correspond est de norme ^i, donc l'application u->u se prolonge par
continuité en une application linéaire de norme ̂ i à e E ' ^ ) F dans L(E\ F)
(th. 1), notée encore u—^îi :
(2) ||%||^IMii,

( 2 ) Exceptionnellement, le théorème de Hahn-Banach semble nécessaire pour prouver
que l'on a une vraie norme : j'ignore s'il en est encore ainsi si l'on part d'espaces normes
complets sur un corps value complet arbitraire. Sinon, il convient de regarder le
quotient de ® Ei par le sous-espace des éléments de norme nulle, muni de la norme
quotient, comme le vrai produit tensoriel topologique des Ei.
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DÉFINITION 2. — Soient E et F deux espaces de Banach. On appelle appli-
cation de Fredholm {ou application nucléaire ̂  ou application à trace) de E
dans F^ une application se trouvant dans F image de Inapplication canonique
de E' (g) F dans L(E^ F). L} espace des applications de Fredholm de E
dans F s'identifie donc à un espace quotient de 2^0 F. La norme quotient
est appelée norme-trace^ et notée encore u -> [| u ||i.

Dans tous les cas connus, l'application u-> u de E ' Q ) F dans L(E\ F) est
biunivoque ; alors l'espace des applications de Fredholm de E dans F s'iden-
tifie à E ' ( ^ ) F (avec sa norme), et sur 7^0 F la norme-trace est identique à
la norme induite par Z^'0 F. Malheureusement, on ne sait pas s'il en est
encore ainsi dans le cas général (3) , ce qui nécessite parfois quelques pré-
cautions. En tous cas, si u ç , E ' ( ^ ) F ^ xç.E\ nous écrirons le plus souvent ux
ou u,x au lieu de Ux^ ce qui est évidemment licite.

Soient E^ 7^(/= i, 2) des espaces de Banach, Ui une application linéaire
continue de Ei dans J^-(i=: i, 2 ) ; Ui^u^, est une application linéaire
de Ei 0 E.î dans Fi^) F^ correspondant à l'application bilinéaire

( Xi, X^)-> Ui X.Y 0 U.î X^

de EiXE.î dans ^\0 F^ qui est de norme ̂  [| M| ||.|| u^ ||. Donc (th. 1),
on a
(3) ||^0^||^||^||.||^||

et «i0 Uî se prolonge par continuité en une application linéaire continue
de E ^ ^ ) E Î dans ̂ i0 F^ notée encore «i0^2, et qui satisfait à (3). Il est
immédiat que Uy 0 u^ dépend bilinéairement des arguments u^ et u^ et qu'on
a la formule de transitivité

(4) (^l0^2)o(^10^•2) : : : : : :(^lo^l)0(^0^2)

qu'on laisse au lecteur le soin d'expliciter.

On remarquera que si Ui et u^ sont des isomorphismes vectoriels topolo-
giques, il n'en est souvent pas de même de ̂ i0^9. En effet, dire que Uy^tu
est un isomorphisme vectoriel topologique signifie (en transposant) que
toute forme bilinéaire continue sur Ey X E.^ peut se prolonger en une forme
bilinéaire continue sur Fi x F^ ce qui, en général, est faux. De plus, si u
est une application de Fredholm de E dans F^ qui applique E dans un
sous-espace vectoriel fermé Fo et qui s'annule sur un sous-espace vectoriel
fermé No de Z7, les applications E/NQ—^F et E-^Fo déduites de u ne
sont, le plus souvent, pas des applications de Fredholm. Cependant, si ï / i

( 3 ) Voir [51, chap. I, § 5, où ce problème est étudié en détail et où je -donne des
cas étendus où il se résoud par l'affirmative.
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et u^ sont des isomorphismes (resp. des isomorphismes métriques) et si
pour i=z i, 2 il existe une projection continuer de F, sur E, identifié à un
sous-espace de F, (resp. une projection p, de norme i ) //i(g)//, est un iso-
morphisme (resp. un isomomorphisme métrique) car, dans ce cas, p^p.,
est une application linéaire continue (resp. de norme i ) de F^F.
dans EÏ (g) /?,, inverse à gauche de //, (g) //:,.

Soient maintenant E, F, G, H des espaces de Banach,

uçE^F, AçL(G,E), BçL(F, //);
on pose

(5) H.A=^A^±)uçG'®E, B.u=(±^B)uçE'(^H.

Si u ç E ' ^ F , u.AçG'^E et B . u ç E ' ^ H ne sont autres que les
composés ordinaires, quand on interprète u, u.A et B.u comme des opéra-
teurs de rang fini. On en conclut, en prolongeant par continuité,

(6) ^7A==n.A, ÏTu==B.n.
En opérant de même à partir de u ç . E ' ^ H , on trouve les formules d'asso-

ciativité
(7) £(u.A)==(B.u)A
et
(8) A, (A.. u) =(Ai.A.,)u, (u.B,)^=u(£^.B,)

que nous n'expliciterons pas.
Enfin, si E^ F, G sont trois espaces de Banach, et si

on a évidemment
ii^E'^F, vç.F'^G,

T\u=^.nçE'(^) G

(car il suffit de le vérifier pour u ç. E'(g) F, v € F ' ( ^ G) ; on appelle cet élément
de E ' Ç ^ ) G le composé des noyaux de Fredholm c et u, et on le note ^.u ou
simplement vu. On a ^7i/==7'.n, si, de plus, wçG^ff, on a la formule
d'associativité

w(vu) = (w^) u.

En particulier, si E=F=z G, on voit que E ' ^ E est une algèbre normée
complète. Si E est de dimension infinie, cette algèbre n'a pas d'élément unité
car il devrait lui correspondre l'opérateur unité dans E , or, un opérateur de
Fredholm est toujours un opérateur compact (limite, pour la norme uniforme
des opérateurs, d'opérateurs de rang fini), donc la boule unité de E serait
relativement compacte et E serait de dimension finie. Aussi y a-t-il lieu de
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considérer, pour E de dimension infinie, une algèbre normée complète
obtenue par adjonction d'une unité à E ' (^) E.

Bien qu'il ne nous soit pas nécessaire dans la théorie développée ici, signa-
lons le résultat suivant, qui concrétise les éléments d'un produit tensoriel
complété E ^) F : Les éléments de E^ F sont des sommes de séries absolu-
ment convergentes

u'==^^(g)r,,

où (^) est une suite sommable de scalaires positif s, et ou (JCi) [resp, (j,)j est
une suite d'éléments de la boule unité de E (resp. F). Pour s > o donné, on
peut supposer que

^/.^IMh+c.

j On notera d'ailleurs que pour des données (À/), (.r/), ( V i ) comme ci-dessus,

la sériel À/.z';(g) r^ converge toujours absolument dans E (^) F vers un élément

.de norme ̂ ^ 7./.

Démonstration. — Soient .1 (resp. B) l'ensemble des éléments de7^(resp. F)
-de norme égale à i, I==A x /?, ;—>-^ et i—^yi les projections de / sur les
facteurs A^ B\ soit /l (/) l'espace de toutes les familles sommables de
scalaires (^-) dont l'ensemble d'indices est /. Il est immédiat que l'applica-

tion (^)—^^^^(g)j; de / ' ( / ) dans EÇ)F applique la boule unité du

premier espace sur une partie dense de la boule unité du second. Il en résulte
qu'on a en fait un homomorphisme métrique du premier espace sur le second,
d'où le résultat annoncé.

Dans la représentation u ==^/^-0 ̂  ', précédente, on peut d'ailleurs sup-

poser que .Vi-> o et }'i—>- o, en remplaçant (^) par une série moins rapidement
convergente, ce qui permet de multiplier la suite (.Vi) et la suite (yi) par une
suite de scalaires tendant vers o. Il en résulte que la forme linéaire sur B(E, F)
<léfinie par un u^EÇQF est continue pour la topologie de la convergence
uniforme sur les produits de deux compacts, [il est facile de voir que toute
forme linéaire sur /?(7T, F) continue pour la topologie précédente appartient
àZ^(g)77', mais peu importe ici.] Notons maintenant que pour uÇjE^)F,
dire que la forme bilinéaire u sur E ' x F ' définie par u est nulle, signifie
que u est orthogonal à E ' (^ F ' ; donc, dire que u == o implique u •== o, signifie
que E ' ç ^ F ' est dense dans B{E^ F) pour la topologie faible définie
par E^) F. D'après ce qui précède, il suffît pour ceci que E ' ^ F ' soit dense
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dans B(E\ F) pour la topologie de la convergence uniforme sur les produits
de deux compacts. Mais pour avoir ce résultat il suffit que dans E ou Fy
l'identité puisse s'approcher, uniformément sur tout compact, par des endo-
morphismes de rang fini (ce qui permettra en effet, par composition avec une
forme bilinéaire continue A quelconque, d'approcher celle-ci par des formes
bilinéaires de rang fini, uniformément sur les produits de compacts). Cette
condition semble toujours remplie dans les cas que l'on rencontre pra-
tiquement.

2. Prolongement des fonctions fondamentales à E ' ^) E.

PROPOSITION 1. — Soit E un espace de Banach; pour n > o, /?^o, les
applications n fois linéaires <Xn(u^ . . ., Un) [resp. ^+p{Ui-> • • • » ^)? resp.
/^(«i, ..., u,z)] de (Ef(^E)n dans le corps des scalaires ^resp. dans
F espace des formes p fois linéaires continues sur (2^ 02^, resp. dans
l'espace des applications p — ï fois linéaires continues de ÇE'Ç^E^P"1

dans L{E)~\ sont continues et se prolongent par suite en des applications
n fois linéaires de CE'0 É^ dans le même espace. De même^ les applica-
tions n-^p fois linéaires d^(u^ ..., Un+p) [resp. r^(u^ ..., Un+p)]

f p \ / p \
de (E'Ç^E)71^1 dans \^) E) (g) ̂ 0 E ' ) [^resp. dans F espace des applica-
tions p — ï fois linéaires continues de (L(E))P~~1 dans E'^E^ sont
continues et se prolongent par continuité en des applications n -\- p fois liné-
aires de CE' Ç) E^^ dans le même espace.

On a les majorations :

||a,(^,...,^)||^ ̂  1 1 ^ 1 1 , . . . H ^ l l i , i.e. ||a, ||̂ ,

II a^(^,...^) Il ̂ ^11 ^|h... Il un\^ i.e. lla^ll^—^
II 1 fv •

(ï) . ||7^(«,,...,^)||^^||<(,|j,...j|«,,||i, i.e. 11^11^^ ,
ï i l , , »fr •

| ̂  («„ .... if^i,), II ̂  (n +p)... (n + ï) — II Mi||f . . 1 1 (W/>||i,
H •

| rg (u^ ..., u^p) \\^(n 4-7?) . . . (n + i)^ || Mi||i. . . || ̂ |̂|i,

ou /'o/? pose

( ï bis ) kn •=- sup dét ( ( <; x^ x , y )i j^n ).
.r.€2?»
.r;.e "̂

\\Xi\\,\\X'\\^l
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De plus', quel que soit uçE'Ç^ E^ les séries

347

D(U) =^0n(u),

DP(U)=^^(U),

(2) (/?^)===^/?^),

dP(u)=^d^(u),

rP(u)=^r^(u),

sont absolument convergentes dans le corps des scalaires \^resp. dans
ïespace des formes p fois linéaires continues sur (E'Ç^ E)P; resp. dans
l'espace des applications p — ï fois linéaires de CE' ^E)P~1 dans L(E);

l K \ ̂  l H \
resp, dans \(^ E) 0 \ÇQ E ' ) ; resp. dans F espace des applications p — ï fois

linéaires de (L(E))P~1 dans E ' ^ E } et F on obtient ainsi des fonctions
entières de la variable uçE'^E. Par suite ̂  DP(u) n^est autre que la
dérivée p-ième de D(u) (voir Introduction^ § 3). De plus y les quantités
définies dans le précédent énoncé satisfont à toutes les identités données
au chapitrai.

Démonstration — Nous commencerons par prouver les inégalités ( ï ) pour
des U i ^ E ' ^ E ^ alors les applications multilinéaires considérées pourront se
prolonger et les formules ( ï ) resteront vraies pour tout système de ;/;
dans 2^0 E. En vertu des définitions de a^p (^i, . .., Un) et R^ (u^ .. ., ^,<),
les deuxième et troisième formules ( ï) résultent de la première; la cinquième
formule ( ï ) se déduit de la quatrième car on vérifie immédiatement que
Inapplication/?— ï fois linéaire de (L(.E))P~1 dans E ' ^ ) E définie par un

/ S. \ ^ ( ^ \
élément W de \fQ E] (g) \ç^ E ' ) a une norme au plus égale à celle de W
(d'après le théorème 1, il suffît de le vérifier pour W décomposable).
Démontrons les première et quatrième inégalités, lorsque les ^ sont décom-
posables : Ui-=.x\ Ç^Xi (le théorème 1 permettra de passer au cas général);
dans ces conditions

an(ui, . . ., Un) == —y dét« X,, x'j »
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et le deuxième membre est majoré en module par —^ si les x^ x\ sont de

norme ^ i, d'où la première inégalité. En vertu de la formule (7) du
chapitre I, (§ 6), on est ramené à démontrer la quatrième inégalité
pour ô^ (i<i, . . . , Un+p) et la formule (12) du même paragraphe nous donne
le résultat. Pour achever la démonstration, il suffit de montrer que les séries-
intervenant dans (2) sont des séries entières; les formules établies au cha-
pitre 1 se prolongeront trivialement par continuité. Or, de la majoration clas—

/<
sique de HADAMÀRD et de ( i bis) on déduit que Â^^n^, d'où, en vertu de la

_ i
formule de Stirling n \ r^i \/~ï~n n ï e~11.,

^"'^AY'V'.^^(1:)—» ^—— ——t ^—
 A l — 1 '/* ! — n ! — \ n 1

où k est une constante universelle facile à déterminer; il s'ensuit que les.
séries (2 ) sont des séries entières.

En étudiant l'ordre du déterminant de Fredholm

D(— zu)==:dét(± — zu),

on peut voir que, dans le cas général, les majorations ( i ) et (3) ne peuvent
être améliorées de façon substantielle. Cependant, si E est un espace de
Hilbert, Â^== i pour tout //.

Nous écrirons souvent dét(l -h u) au lieu de D(u) ou D°(u) ; la fonction
« dét » sera considérée, quand E est de dimension infinie, comme une fonc-
tion définie sur l'hyperplan 1 + E ' (g) E de l'algèbre T (obtenue par adjonc-
tion d'une unité à E ' ( ^ E ) ^ hyperplan stable par multiplication, et l'on a :.

(4) d é t ( l + ^ ) ( l +F)=:dét(l +^-)dét(l +(-'),

formule qui pourrait s'écrire

D(u -+-(•+ m ' ) = D(u) D(^).

Formules de transposition. — II existe une application linéaire canonique^
notée u-^hc^ de E''(g) E dans E " Ç ) E ' ^ définie sur les tenseurs décompo-
sables œ'Q) x par \x'^) x) ==^0^ (où, dans le second membre, x est
considéré comme un élément de E")\ c'est une application de norme ^- \
de ^/(g) 7^ dans 7^ (g) 7^ (§ 1, th. 1)

(5) iMî iMi.
et ' ( t == 'Ti (il suffit en effet de le vérifier pour u=zx' Q) ̂ ), ce qui justifie lai
notation utilisée. Soit, de même, une application linéaire naturelle, de
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/ p \ 1 p \ l p \
norme ^i, de ^g) E] (g) \(g) E ' ) dans ^<g) 7^ (g) ^(g) ̂ 7, notée encore
^T—»-^. Ceci posé, on a les formules de transposition

a,, (/^,, ..., ^)=:a,,(/<i, ..., M,,), d'où a,,(^) == a,,(/<),
/^(^, ...,^)(^,, ...,^-0=^(^,, ...,^,)(^, ...,^-.),

d'où T?^)^., ...,^)=^(^)(p., ...,^ ,),
(6)

d^(lu)=^(H),

en particulier

(7) Tr^==Tr^, a,(fu)=^(u),

d'où les formules « globales )>

Z>^)(^, ..., ̂ )=:^(^)(n, ...,P,,),
(8)

RP^U) (^, ..., ̂ -0 =^RP(H) (^, ..., ̂ ..),

en particulier

(9) dé t ( l4-^)==dél ( l4- /<) , /?( (^/.)=:< /?(/<).

Toutes ces formules résultent aussitôt, en vertu des définitions, de la
première formule (6) qui est évidente quand les /// sont de la forme
iii=x[ ÇjXi [appliquer la formule (2) du chapitre I, § 2], et qui reste vraie
quels que soient les i/,.

Remarque. — Les fonctions fondamentales a,^(«), 7^(^), ... n'ont été
définies que pour un argument u ç E ' Ç ^ E , et non pas quand u est un opéra-
teur de Fredholm, c'est-à-dire un élément d'un quotient de E ' ( § ) E . On n'a
le droit de parler de la trace d'un opérateur de Fredholm, que si l'on s'est
assuré que l'application canonique de /^(g) 7^ dans L(Ë) est biunivoque, ce
qui est d'ailleurs facile à vérifier dans tous les cas concrets connus (3) .

3. Compléments sur le déterminant et la trace. — Considérons
l'algèbre normée complète T obtenue par adjonction d'une unité à E ' ^ ) E .
On peut définir dans T la fonction exponentielle

oc

( i ) exp^=^^^.^=7,1^^J n \
7(=-0

( 3 ) En toute rigueur, la première formule (i) n'a pas de sens, car (1+^) - 1

et ^. . —v^(^) n'appartiennent pas au même espace [le premier est un élément

de F, le second un élément de L ( E ) ] . Mais il est facile de définir I î ( i i ) comme un
élément de T et non de L ( E ) [auquel correspond alors canoniquemcnt un élément
de Z(jE')], de façon à rendre correcte la formule envisagée.
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Si uçE^E^ on aura évidemment

expuçi 4- E ' ^ ) E ,

donc dét(exp^) sera défini. Dans ces conditions, on a encore la formule
classique

(2) dét(exp^)==exp(Tr^) (uçE'^É)

d'où, en appliquant cette formule à log(l 4- u),

(3) dé t ( l4-^)=exp(Tr log( i+^)) (uçE^E, | |^||,<i),

où log ( i 4- u) est donné par la série
00

(4) log(i+^):=^(-i)-i^ (||^||,<i).
71=1

Pour prouver (2) , on peut se borner à uçE'ÇQE par raison de continuité,
ce qui nous ramène au cas où E est de dimension finie. Mais ( 2 ) est immédiate
pour les opérateurs u qui peuvent être mis sous forme diagonale, et comme
ces derniers sont denses dans L(E) (quand le corps des scalaires est C, ce
qu'on peut évidemment supposer), (2 ) reste vraie pour tout uçL(E). En
remplaçant dans (2) u par zu (z paramètre scalaire), et en identifiant les
deux membres comme fonctions entières de z, on obtient en passant les for-
mules (d'ailleurs sans intérêt pratique)

<5» "•"•^(-•'"SCT-^^Ï)"-^?)"-
la somme étant étendue à tous les systèmes d'entiers ^o, (/i, . . ., ;„), tels
que

i/i-+-. . . -+- nin== n.

Nous sommes obligés, pour la suite, de donner quelques renseignements
sur les éléments du noyau J de l'application canonique u->îi de E ' 0 E
dans L(E), bien qu'il se pourrait que ce noyau fut toujours nul. Les notions
nécessaires sont résumées dans le

LEMME. — Le noyau J de l'application canonique u-^U de E ' ^ ) E
dans L(E) est identique à V annulateur à gauche et à Vannulateur à droite
de V algèbre'E'^E^ c'est-à-dire

u e J<=> u{E'(^ E) == { o } <=> ÇE'(Q E)u = { o j.

De plus^ si u € </, plus généralement si u2 =: o, on a

(6) dét(l4-î/)=:exp(Tr^).
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Démonstration. — Comme

u(x'(^)x) =ix'(^ ux^ (xfQ)x)u=:tuxf(^)x,

on voit que % == o équivaut au fait que uv == o ou encore (7< •== o pour
tout v == x ' ( ^ ) x. Mais ceci implique uv = o et vu == o pour tout v ç E ' ( ^ ) E^
donc par continuité pour tout v ç E ' ^ E ^ d'où la caractérisation algébrique
interne de J. On appellera J le radicale E ' Q ) E . Si «€./, plus générale-
ment si u1^ o, on aura pour z assez petit [form. (3)]

dét(l+^)=:exp(Trlog(l4-^))î
or, d'après (4)

Tr log ( 1 + zu ) == Trzu == z Tru,

et
dét(l +^^) ==exp(^Tr^)

pour <s assez petit, donc, pour tout ^, et en particulier pour ; == i, puisque
les deux membres sont des fonctions entières de ^.

Supposons que E soit somme directe topologique de deux sous-espaces E^
et E^\ soient/?i et p^ les projecteurs correspondants (qui sont continus)

( P'Î^P^ PÏ^P^ 7?i+^2==l,
{ 7 ) [pip,==p.,p^o, p,(E)==/^ p,(E)=E,.

Posons, pour u ç E ' ^ ) E ^ e t ; ,y=: i , 2,

(8) P^u^piUpj

(voir § 1 la signification du second membre); il résulte des formules (7) que
les P,/ sont des projecteurs dans E ' ^ ) E(P^-== P,/), orthogonaux deux à
deux (P^P,///==o si i^i' ou j^f) et ayant pour somme l'iden-

tité ^ VP^=== 1 ^ ; en particulier, pour tout u ^ E ' Q ) E,
\ if }

tité ( ^Ptj=T. \\ en particulier, pour tout M (

(9) u==piUpi-^p^up^-^-piUpî-^-piUpi.

Or TrpiUp^==TrpïpiU (propriété fondamentale de l a t r ace )=Tro==o et,
de même, Tr/?2^/?j == o; il s'ensuit

(10) Tru==:Trui-{-Tru.î (Ui==piUpi)-

Nous allons montrer que si u est tel que iï laisse invariant E\ ou E^ on a

(n ) det(l -4- u) ==dét(l 4- Mi )dé t ( l 4- u-i) (Ui=pii/pi)'

En effet, supposons par exemple Ey invariant; l'hypothèse signifie
que pî T/.pi== o ou encore que p^upi appartient au radical J de E ' Ç ^ ) E
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(car p^îipi==p^upt). Posons

r ==/?i upi +/?2^2 +/?i ̂ 2, w ==7?, ̂ i ;
1 + // == 1 4- ^4- w == (l -\-v) (l -+- w)

(v.w = o, d'après la caractérisation du radical), d'où

dét(l + u) = dét(l + P) dét(l -4- w).

D'après le lemme ci-dessus,

dét(l 4- w)=exp(Trw) et Tr w = Trp^ up^ = o ;

par suite,
d é t ( l - h w ) = = i et d é t ( l + ^ ) = = d é t ( i + ^ ) ,

ce qui nous amène à démontrer, pour uçE'(QE^

dét(l H-/?i^i4-j02^2+/?iM/?2)===dét(l+7?i^pi)dét(l -^-p^up^).

Pour ceci, on peut se borner, par raison de continuité, à supposer

u ç E ' (g) E, donc F =:pi up i 4- /?2 Mp2 4- 7?i ̂ 2 € E1 (g) ̂ ,

et la formule signifie que le déterminant de 1 -h ^ est égal au produit du
déterminant de l'opérateur défini par 1 + v dans È\ (restriction), et de l'opé-
rateur défini par l-\-v dans E/Ei (passage au quotient), ce qui est bien
connu quand E est de dimension finie, et se vérifie immédiatement à partir
de là, quand E est de dimension quelconque et v un opérateur de rang fini
qui laisse Ei invariant.

Pour utiliser les formules (10) et (n), il faut donner une autre interpré-
tation de TrpfUpi et dét(l -^-piUpi). Soit

H,= P^E^ E) =p,(Ef® F)?,.

Hi peut s'identifier à E[ (g) Ei : en effet, identifions E\ au sous-espace
vectoriel de E ' orthogonal à E^ je dis que l'application naturelle 91
de E\(^Ei dans E ' ^ ) E ^ produit tensoriel des applications identiques, est
un isomorphisme du premier espace sur ffi. Pour cela, on considère l'applica-
tion linéaire continue 4^1 = ̂ i 0/?i de E ' ^ E dans E[ (g) Ei, en appliquant
le paragraphe 1, formule (4), on a

^icpi=i, <pi^i=P^

ce qui prouve que 91 est un isomorphisme de E[ (g) Ei sur l'image H^ du
projecteur Pu. On aura le même résultat pour E'^ E^ immergé dans
E'Ç^ E par un isomorphisme 9^. Si i / i ç E [ (g) E\, 9^ sera l'opérateur dans E
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qui coïncide avec Si sur E^ et qui est nul sur E'2, ce qui donne une caracté-
risation symétrique des cps^s. Ainsi <pi et (pa sont des représentations (f algèbre
de E[^)Ei et E'^E.^ car elles le sont sur ^(^^(resp. 7^0 7^);
donc 2fi et //s sont des sous-algebres de E ' Ç ^ E ^ canoniquement isomorphes
à E[Ç^ E^ et E^ÇQ E.^ dont chacune est située dans l'annulateur de l'autre

(12) //,. H.=H,. H,=\o\,

il suffît d'écrire, par exemple,

{p^P^(pîVpî)~==(piU)(p^)(vp^) et p.p^o.

Signalons encore que si-uçff^ TrM[resp. dét(l -4- u)] est égala TrM<[resp.
dét(l-4-Kf)], où iti est l'élément de E [ ^ E i correspondant à u (on se
ramène au cas de la dimension finie); d'où une nouvelle interprétation des
formules (10) et (n).

Résumons l'essentiel de ce qui précède :

PROPOSITION 2 . — Soient E un espace de Banach^ Ei et E^ deux supplé-
mentaires topologiques dans E, pi et p^ les projecteurs correspondants.
Alors E[ 0 Fi et E\ <g) E^ ^identifient respectivement aux sous-algebres

ff^p^E^E)?, et Ih=p.(E'®E)p,

de E' (g) E, qui ^annulent mutuellement

(ffi.If9= ffz.ffi= j 0 }).

Cette identification est compatible avec les fonctions Tru et dé 1(1 + u). De
plus, pour tout u e E' §) Ey

Tr^==TrMi-4-TrM, (u{=piUpi)

et si u laisse invariant E^ ou E^

dét(l 4-M)==dét(l -t-Mi)dét(l -+- u^).

4. Lia théorie de Fredholm.

PROPOSITION 3. — Soit E un espace de Banach^ uçE'^E. Pour que
1+ u soit inversible (dans l^ algèbre T obtenue par adjonction d'une unité
à E1^) -fi*), il faut et il suffit que 1 -+- ûsoit inversible dans F algèbre L{E). .
L'inverse de 1+ u dans T est de la forme 14- ^, où v € E'^) E.

Supposons que 1-+- u admette un inverse dans T qu^on pourra écrire sous
la forme 1 -4- v (vç T). On aura

(1 4- u) (1+ v) ==1 ou (u-^v-+- uv==.o)
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soit
v=i—u—uv, d'où vçÊ'Ç^E

car ÇE'ÇQE est un idéal dans 77) et l+î? est aussi un inverse de (1-4- S)
dans L(E), Réciproquement, supposons que 1 4- S ait un inverse dansZ(^),
le raisonnement précédent prouve que cet inverse sera de la forme 1 -+- F,
où T' est un opérateur de Fredholm dans E, image canonique d'un certain
i ' ç E ' Ç ^ E . La formule

(l4-S)(l4-^)=l

s'écrit îi -{- 7 -+- û^ == o, et signifie que w == u -+- v -+- uv a une image nulle
dans L(E), c'est-à-dire appartient à l'annulateur de E'ÇQ E (voir lemme du
paragraphe 3). De même w'== u -+- v -+- vu appartiendra à l'annulateur de
E ' ^ E . On a donc

u -+- (P — w) -+- u(v — w) == u 4- v — w -+- //r==o,

c'est-à-dire (1-4- ( ^ — w)) est inverse à droite de 1-h^. Pour la même raison,
(1-1- ( ^ — w ' ) ) est inverse à gauche de 1-(- ^ donc 1+ M est inversible, ce
qui achève la démonstration.

COROLLAIRE. — Le spectre de u dans T est identique au spectre de U dans
L(E).

(Rappelons que le spectre d'un élément A d'une algèbre avec unité

est l'ensemble des scalaires ^ tels que fJi.1 — A ou, quand ^ 7^ o, 1— —^4, ne

soit pas inversible). Il revient donc au même d'étudier l'inversibilité de 14- u
dans T ou celle de 1-4- U dans L(E). Ce problème est résolu par le

THÉORÈME 2. ~ Soit E un espace de Banach, uçE'f^E. Pour que 1-4- u
soit inversible {dans F algèbre T obtenue par adjonction d'une unité à
E' Ç^ A7), il faut et il suffit que F on ait dét(l -j- u) ̂  o et, alors, on a la for-
mule de Fredholm (4 )

0 (l+M)-l=dé^(^^^")=l-dë^(ï^
=1_«+^_...+(_,)»-.^-,+^^7Î(,/).

( 5 ) Nous supposons ici les scalaires complexes. Dans le cas contraire, on pourrait
encore dire que (1 —zu)~1 est une fonction méromorphe de la variable réelle z, mais
on obtient un résultat plus précis en « étendant le corps des scalaires » de E aux
complexes (c'est-à-dire en considérant E comme un sous-espace vectoriel réel d^un
espace de Banach complexe F = E ~{-iE\ et en considérant l'espace L(E) comme un
sous-espace vectoriel réel de l'espace de Banach complexe L(F}=L(E) 4- t L ( E ) .
Alors (1—su)-1 apparaît comme une fonction méromorphe dans le plan complexe,
à valeurs dans L(F).
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La démonstration est identique à celle du chapitre I, (§ 5, prop. 5),
Appliquons ce théorème à — zu. au lieu de u ; on trouve le

COROLLAIRE. — Soit uçE'Ç^E; les scalaires non nuls appartenant ai/

spectre de u ( c'est-à-dire tels que 1 — - u ne soit pas inversible ) sont les
\ V' )

inverses des zéros de la fonction entière en z dét(l— zu) (déterminant de
Fredholm de u). La fonction (1 — zu)~\ définie et analytique dans le com-
plémentaire de l'ensemble des zéros de la fonction (1 — zu), est une fonction
méromorphe de z dans tout le plan complexe (5 ).

Passons à l'étude de l'équation (1 — zu)x =.y pour les valeurs exception-
nelles du paramètre z qui annulent le déterminant de Fredholm. Nous
poserons

( DP(Z)=DP(-ZU), dP(z)=(-i)PclP(-.zu),
\ RP(Z)=RP(-ZU), rP(z)={-i)PrP{-zu)

et nous écrirons D(z) au lieu de D°(z) ou dét( l—zu). Soit 7 un zéro de
D(z). Comme ^7(^) (u,...,«) est, au signe près, la dérivée ^ièllle au point ).
de la fonction entière non identiquement nulle D ( z ) (D (o) == i), il existe un
plus petit q tel que -D^(À) 7^ o, soit/?

(3) 2^0)^0, Z^-i(Â)=o,

ainsi/? est le plus petit entier tel que RP(}<) -^ o. Écrivons les formules (5)
du chapitre I, (§5), en remplaçant u par — Àzz, pour les deux valeurs consé-
cutives/? — i etp de l'exposant. Il vient, en tenant compte dans la première
que /^(^mo,

(4) (1 - ̂ u) 7^(/) (^, .... Vp.^)= (RP^) (^, ..., ̂ -0) (1 - tu) == o,

(l-Â^/^a)^., ...,^)
/>

. ., V p ) ) 1 —V y, .W(A) ((',, . . ., (•„ . . ., Vp)=(DP(^)(V^ ...,^))l-^(.,/î/'(À)(Pi, ...,?„ ...,f/,),

(S) (/î/^aKp,, . . . , vp ) ) (i-ÀM)
p

=(z^a)(p,,...,^))i-^(7?/'a)(^, . . . ,?>„ ...,i'p)).-...
i=i

D'après (4), Fimage de chacun des opérateurs 1— tu et BPO.) ( ( ' i , . . . ,
Vp—i) est contenu dans le noyau de l'autre. On va voir que le noyau de 1 — 7 u
est engendré par les images des opérateurs RP{^) ((^i, .. ., (^-i), pour des
systèmes (P,) variables (^e/T7^) E) et que l'image de 1—7^ est Vintersec-
tion des noyaux des RP ( ^ ) (^ i , ..., ̂ -i). Pour cela, soient^, ..., (^ e E ' ^ E
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tels que DP (^) (^i, ..., Vp) -=^ ô [ils existent, puisque DP (À) 7^ o], 4̂
l'opérateur

W . A-D^)^...,^îipW^ • • • ^ ' - •••'^-

Si (1 — ̂ u).x ==. o, c'est-à-dire si .r appartient à l'espace E\ des vecteurs
A

propres de u correspondants à la valeur propre ,- on a x-==.Ax [deuxième

formule (5)]; d'autre part [première formule (4)], pour tout yç. E^

(l—^u)Ay==o ou Ayç.E\.

Donc A est une projection de E sur l'espace E\. Prenons yçE tel que

l'équation
(7) (l-^).^j

ait une solution; en vertu de la dernière formule (4), il faut (et il suffit) que

(8) (7^a)(^, . . . ,?„ ... ,^))j=o (1=1, ...,/?),

il est même suffisant que

(9) (^0)(^, . . . ,Ç, , . . . ,^)) j==o (1=1, . . . ,T?) ,

car, en vertu de la première formule (5), on aura la solution

(10) "-^(Â)^...,^^'^^-'^-^
ce qui [moyennant (9)] s'écrit aussi

(1 1 ) ;g==•y+^(^^...,^)a"Jff/>+'<^(^ •••^^•y
Dans ce qui précède, on peut choisir pour les ^ des éléments Vi-==- a^@) a

[car si DP(\) s'annulait sur tous les systèmes de ce type, il serait identique-
ment nul].

Ainsi les vecteurs

(12) œi-={RPQ,)\a\(Èa^ ...,a;.(g>^, ..., dpÇQ Up)) .0,1

appartiennent à E^ ; je dis qu'ils forment une base de cet espace (qui sera de
A

dimension p^>o). En effet, E\ == A(E)^ où A est donné par (6), et les xi

engendrent E\^ ; ils sont linéairement indépendants, car en vertu de (12),

<^, a^>==:Tr(^(^)(^(g)ai, ..., a;(g)^, ..., d^ap)) a}(g) ̂

=DP(^)\a\^ai, ...,^0a/, ..., a^dp, a'^ai)
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et, comme DP(I)(Z^Z^ ..., z ' p ^ Z p ) est bialternée (c'est-à-dire nulle si
deux des zi ou deux des z\, correspondant à des indices différents, sont iden-
tiques),

(13) <^,a,>=A:^, Â:=Z^O)«®^, ..... a'^a^ o
(ôfy, indice de Kronecker).

Utilisons maintenant les formules de transposition (8) et (9) de la fin du
paragraphe 2 ; À est aussi un zéro de

dét(l—ztu)=dét(l—zu)t,

si l'on applique ce qui précède à ̂  au lieu de u, on trouve le même entier/?
et l'on peut choisir les ^== a<(g) a; de manière à obtenir une base

x\= (/?/-(- À^)(^, ...,^, ,..,^)).a;.

de l'espace E'^ des vecteurs propres de ^ correspondants à la valeur

propre ^ (en effet, DP(- ̂ u) (^ ..., ̂ ) = DP(- lu) (^ ..., ̂ ) ̂  o), donc

(14) ^=(^0)(^<8)ai, ...,0^^ ...,a^(g)^)).a,

Enfin pour que yç. E soit tel que Féquation (7) ait une solution [c'est-à-
dire y-ç. (1 — lu) (E)], il faut et il suffit que y soit orthogonal à E'\, soit

T
(15) <J>^;>=o O'==i, ...,7?)•

La condition est nécessaire, puisque

<J,^>=<(l-À^).^,^>==<.c, (l-^)..c;.>r=o;

elle est suffisante, car les conditions (9) s'écrivent ici (avec Vi= a; (g) cii)

<(^(À)(a,(g)a,, ...,0;®^., ..., ̂ (g) aj).j, a,>rt,==o

et le facteur scalaire du premier membre est <j, ^)>, d'après (i4).
L'essentiel des résultats précédents est résumé dans la première partie du

THÉORÈME 3. — Soit E un espace de Banach, uçE'^)E, 1 un zéro de
D(z)==dét(±—zu).

i ° Soitp le plus petit entier tel que DP(I)^O [notations utilisées dans
les formules (2)]; il existe des a^E et des a;.€^(î==i, ...,/?) tels que

DP(l)\a^a^ ..., a'^ap)-^o.

Les vecteurs x^ (resp. ^) donnés par (12) [resp. par f i4) ] forment une
base de l'espace E^iresp. E\\ des solutions de F équation (1 — lu). x = oA \ À /
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[ rvsp. ( 1 — /' n ). x' •= o ] ; ces deux espaces ont pour dimension p. Pour que
l équation en ./•

(1— ÀM)..y=: »•

ait une solution, il faut et il suffit que y soit orthogonal à E\, c'est-d-dfre

que y satisfasse aux conditions <j.^> =o ((-== i, ...,p)',une solution
particulière est donnée par ( 10) ou (i i ), où Vf == a\ (g) a,.

;<" O// «

(I6) Dr(ï)=df(ï), /?/'(?.) =/.^(À)

e/, /»«/• suite, dans l'énoncé et les formules qui précèdent, on peut rempla-
cer partout Z^O) pardPO.), RP^)par r^); p est aussi le plus petit
entier tel que d» ( î. ) ̂  o. Enfin, la formule de résolution ( 1 1 ) devient

(I7) x=}'+d'^o^è~.~^)(''^^ • • • ' ( / ' ) )^
Démontrons la deuxième partie du théorème. La deuxième formule ( 16)

est contenue dans la première [définitions, chap. I, § 6, form. (i8)1qui elle
résulte du fait suivant : Dt'(7.) (^, ..., ,̂) ne change pas quand on multi-
plie lun quelconque des v,, a gauche ou u droite, par ïu; ainsi on pourra
multiplier un nombre quelconque de v. par ?.M. Prenons la multiplication à
gauche, et supposons qu'il s'agisse de v,,; d'après la première formule (4)
(ou la deuxième si l'on multiplie à droite),

ïr(7î/'(/.) (<.„ ..., ,̂ .,)) (?.^,K) =ïi.(^(^) (,,^ _ ^ ••/,_,))^.

Comme D''().)=o implique rf'/(?.)=o, p est le plus petit des q tels que
d'il}.) ̂ o. Enfin [en vertu de (i6)J DP^) (?„ ..., ̂ ) =DP(Î.) (^u,.... ).^u)
et 1 on peut remplacer dans (n) les v, par Î.VtU [on aura encore

DPQ,)()y^i, .... î.l;,u) ̂ o],

on obtient la solution

"^r+^(/)(i^l^^)((-À^^•t(/)(-^^t>^-^
forniule identique à (17), car le dénominateur est égal à <^(/.) (d, . . ., c )
et le numérateur à r?^ ( À ) (,•„ . . ., ^) [chap. I, § 6, form. (17) appliquée^
— // / au lieu de u]. Le théorème 3 est ainsi entièrement démontré.

COROLLAIRE 1. - Soit uçE'^E, À un scalaire; 1-^ est un homomor-
phisme topologique de E dans E. La dimension du noyau est finie, et ewle
à la codimension de V image.

En eflet, la formule d'inversion (10) montre que l'application V=\—}.TL
de E sur ^ ( E ) a une application inverse à droite continue, donc v est un
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homomorphisme topologique. De plus, avec les notations du théorème, v{E}
est l'orthogonal d'un sous-espace vectoriel de dimension p de E\ donc de
codimension p . ce qui est aussi la dimension du noyau de F. En particulier :

COROLLAIRE 2. — Soït uçE'(^L\ /. un scalaire. Pour que V opérateur
1 — t?/ dans E soit inversible, il faut et il suffit que son noyau soit nul.

Le théorème 3 donne tous les renseignements désirables relatifs à la réso-
lution de l'équation (1—Â^).^==y, mais ne constitue pas une étude spec-

trale complète de l'opérateur u^ pour la valeur propre .• Pour aller plus

loin, il faut considérer les noyaux E^ des itérés (1— \uY de (1— Â«). Ces
T

espaces forment une suite croissante de sous-espaces de E^ qui est, soit stricte-
ment croissante, soit strictement croissante jusqu'à un rang/, à partir duquel
elle devient constante (6) . Nous appellerons sous-espace spectral correspon-

dant à la valeur propre =- de u^ l'espace E^ réunion des espaces /^, et ordre
Â 7 7

de bi valeur propre . 5 la dimension de E^. A priori, si l'ordre n de la
A 7

valeur propre , est fini, on est dans le deuxième des deux cas envisagés ci-

dessus, on a Â'^//, et E\ est identique au noyau de ( 1 — A / / ) ^ pour tout
A

entier/^^: A, en particulier pour/?=:// . Nous allons voir [sans utiliser la
théorie de Riesz des opérateurs compacts dans un espace de Banacli ( 7)] que
// est ici fini, et de façon précise :

THÉORÈME ^. — Soit E un espace de Banach^ uç.E'y)E^ /. un zéro

d'ordre n de la fonction entière dét (1 — zu). Alors y est valeur propre

d'ordre n exactement de l'opérateur défini pur u. Le noyau E^ et l'image

F^ de l'opérateur (1— tu) '1 sont supplémentaires topolo^ifjues dans E^ et
'/.

(1—/. / / ) induit un isomorphisme de F^ sur lui-même.
A

Démonstration. — Soit n' l'ordre de la valeur propre - 5 c'est-à-dire

la dimension de ^i^^J^'.l; montrons que n'^n^ c'est-à-dire que
-7 ""' À

/'

( r l » (le f;iit. purement algébrique, se vérifie trivialement pour 1;» surte des ilérés (l'iin
opérateur linéaire U quelconque (ici U == 1 — A / / ) .

( ' ' } I > o n < - la lli('-oric exposée ici vaut en fait pour les opérateurs de Frcdliolm dans un
espace norme complet construit sur un corps value complet quelconque de caractéris-
tique o ( alors que la théorie de Riesx devient inopérante, les opérateurs de .Frcdliolm
pouvant n'être plus des opérateurs compacts).
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dimJE^^n pour tout p. 1/espace E^ est, par définition, le noyau de

(l—lu)P,or
(l—^)^==l4-^, avec V p ^ E ' ^ E

et le noyau d'un tel opérateur est de dimension finie (th. 3, cor. 1); ainsi
E^ est de dimension finie et admet un supplémentaire topologique F(^)'

Soient pi et ps les projecteurs correspondants à cette décomposition en
somme directe. E\ est évidemment stable pour u\ il s^ensuit (prop. 2 du

paragraphe 3 appliquée- à — zu )

(18) dét(l — zu) = dét(l — ziii) dét(l -- zu^) (?/,==jo,^);

comme Ui est un opérateur dans l'espace de dimension finie E^ ayant une
A

seule valeur propre -. 5 on a
A

dé^l—^iy^fi—^y^—i)^—^, où cl==dimE^
\ // ">>

Compte tenu de (18), on trouve que À est un zéro d'ordre d au ^moins de
dét(l—zu)^ d'où d^n et n1 ̂ n. On ne peut avoir n'•< n\ en effet, faisons
dans ce qui précède p ==r n /donc E\ =z E\ \ ; il résulterait de (18) que À est

\ ^ T }
un zéro de dét(l—^2), donc (th. 3,.cor. 2) il existerait un xçF non nul
tel que

(1—^2)..z*==o, -c^st-à-dire (1—/«)..r€2T,;

on en concluerait que (1—^uY^œ^zo et xçiE^ ce qui est absurde.

Posons maintenant

(l—^)»;^!-^, où vçE'®E\

il reste à montrer que le noyau TV et l'image M de 1-+- v sont supplémentaires
topologiques et que 1 — Aiz induit un isomorphisme de M sur lui-même. On
sait que M est orthogonal au noyau N1 de 1 -+- ^ et que N et N ' ont la même
dimension (th. 3), je dis que la dualité entre N et N ' est séparante; en effet,

( 8 ) En général, cela exige le théorème de Hahn-Banach, mais ici F admet un supplé-
mentaire a priori ( même si Pon n'est pas sur le corps des réels ou des complexes).
En effet, on a vu que si v est un opérateur de Fredholm dans JF, on peut trouver
une base a?i, ..., Xp du noyau de 1 4- v et des éléments a'^ ..., a de E ' tels

que <^.z**, a /^ = ^f [volr form. ( i3)] ; alors ̂ ^a'i ® xi est un projecteur continu de E

sur le noyau-de 1 4- v.
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si y ç N est orthogonal à N ' on a

y==(l+^)^
et, comme (i -4- v)y =z o

(1 4- vY.x -==. (1 — ^)2"..r = o,

(Fou xçE^ et (1— ^y'.cZ-^o (c'est-à-dire j==o). Prenons daps TV et N '
À

deux bases duales (^) et (é?;.); l'opérateur V <?; (g) a sera un projecteur

continu de E sur TV, de noyau J/, et -/V et l'orthogonal M de A' sont supplé-
mentaires topologiques. Enfin, M est stable pour u donc pour 1— Au (puisque
c'est l'image de E par 1 4- v = (1 -— ^M)", qui permute avec u) et tout élé-
ment de ^appartenant au noyau de 1 — À u est nul car il appartient à ^V; il
s'ensuit (th. 3, cor. 2) que.l— ^u induit un isomorphisme de M sur lui-
même.

Donnons, pour terminer, quelques indications sur l'allure de la fonction
méromorphe

^-^••-détCl^)^-^
au voisinage d'un zéro À du dénominateur. Avec les notations précédentes,

N •==. E^_ == noyau de (1 — \ u y, M == image de (1 — ^ u Y
À

(où n est l'ordre du zéro À) ; comme N et M sont stables pour «, on aura

<i9) 7t=7i^Ti^

(Ut==piuh^ pi étant les projecteurs de E sur N et M correspondant à la
décomposition E = N-\- M). On en conclut

<'30), (1 - ̂ )-l=: (1 - ZU,) j + (1 - ̂ ) -S

le deuxième membre étant considéré comme l'opérateur somme directe des
deux opérateurs définis respectivement dans TV et dans M. [Si l'on veut des
formules d'inversion dans f lui-même et non dans L(E), il faut écrire (19)
sous la forme u= u.i-+- u^-^- w, où u appartient au radical de E ' ^ ) E ^ et
ajouter au deuxième membre dje (20), où les ^ sont supprimés, le terme
correctif w]. Le deuxième terme du second membre de (20) reste holomorphe
pour z = ̂  (th. 4) ; pour évaluer le premier, posons

<2i) l—^i(.,=No, d'bù ui==-(l—JVo),

A2 == o, donc NQ est un opérateur niipotent dans N et

(l-zu,)==- ^—^1- ———^\A \ s — A /
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d'où, en vertu de (1 — <v) - 1 == 1 -4- \v 4-. . . 4- <v•/<-l si ^'"==0,

(22) (i-^,) i=:-—Yi4- ~—^4-...+(-^Y-17v^lV
3 — / . \ ; —/. \ S — / . / /

Remplaçons _ . par i -{- -_—'—.^ nous obtenons le développement

(23) (l-^.O-1:^,^--^-'--^;--?.) ^...+A,(3-/)-,

on .4i==— 71 4- TVi et où les 7V; sont des opérateurs niipotents. Identifiant
les opérateurs dans N à des éléments de L(E)^ il vient

(^4) Ay=l-ÏP^-N^

/.

où Pi =7?i est le projecteur spécial correspondant à la valeur propre -. de u ;-

les N, sont maintenant des opérateurs niipotents dans jÉ1, qui appliquent E
dans Pespace spectral N-^E^ s^annulent sur le noyau M de Pi et permutent

'A \

avec u (et entre eux) ; on a donc obtenu dans (28) la partie polaire du déve-
loppement de la fonction méromorphe (20) au voisinage de z == À (qui est
effectivement un pôle). Ainsi

(25) (1 — zU)-1 == p (^ ) H- A,{ z - l)-14- A\(z - ̂ -h... 4- Nn{z — /) \

où p (^ ) est holomorphe pour -s == 7. /c'est l^opérateur nul sur l'espace spec-

tral 2^1, qui coïncide avec (1 — zu)~1 sur le sous-espace supplémentaire M\
^ '

et où les autres notations sont les mêmes que précédemment.
Écrivons

7?(3)=2^)(1-^);

de (^5) on déduit l'allure des premiers termes de la fonction holomorphe-
entière ï ï ( z ' ) ' ) au voisinage de s == ?. [compte tenu de ce que ^ est un zéro»
d'ordre n exactement de D{z)

(26) T?(.G) =M^M.^ - À) 4-.. .4-x,-(^ - ^y1-'2
4- ̂ -i ( 3 - ̂ -1 4- (3 - ?.)^(3),

avec

(27) ^ _,=/^+M, - i [A=- ̂  ̂ ^(>)]^

où les Mi sont des opérateurs niipotents qui appliquent E dans E\ et qui-
A

sont nuls sur M^ permutant avec // et entre eux, et où o"(3) est une fonction.
holomorphe entière de z.

Des formules (24) , (a5), (26), (27), ?. ̂  o, À 7^ o, il ressort que /^i est
^



THÉORIE DE FREDHOLM. 363

l'image de Ai et de Z^-i et que M est le noyau de Ai et de 2^-i. Ceci per-
met de caractériser ces espaces puisque A i est le résidu au point À de la
fonction méromorphe (l—.sS)-1 et Bn-i, au facteur ( ^ — i ) ! près, la
•dérivée (7i—i)-ième de B ( z ) au point z == A. Enfin le projecteur spec-

tral P\ est le résidu^ au point 7., ̂  /^ fonction méromorphe — - (1 — z ù ) l

OM û?e la fonction méromorphe — u R ( z ) : il suffit de le montrer pour
l){z)

la première fonction qui est égale à — - — ulï(z) et a donc même
| z .Ij ( z )

résidu en À que — uff(.z) ; le résultat ( * ) s'obtient en exprimantu ( z ) J

• ^-(l —^S)~ ' au moyen de (•29.) et en notant que les résidus de tous les

•termes de la somme obtenue sont nuls, sauf celui du premier terme qui est
«gai ai.

Remarque. — L'entier p qui figure dans le théorème 3 est au plus égal à
l'ordre n du zéro ^ de dét(l — zu)^ puisque

p = diniJÏi., /t=zdïïnE\ et E\Ç.E\.
A ), A A

•On aura p == n si et seulement si E\ •==. E^ c'est-à-dire si l'espace des vec-
A "A

Ceurs propres pour la valeur propre y est identique à l'espace spectral corres-
A

pondant. Dans ce cas. l'opérateur A'o de (21) (et, par suite, les opérateurs A;
•et Mi) est nul, de sorte que (a5) et (26) deviennent

<28) ( 1 — Z Î Î . ) ^p^)—/?! ( s — / ) - 1 ,
A

<2()) 7?( z.) = À'Pi_(3 - À)7-1 -+- (z - A)^:;).
).

11 en est en particulier ainsi chaque fois que u est un opérateur de Fredholm
hermitien ou même seulement normal (c'est-à-dire permutant avec son
adjoint) dans un espace de Hilbert (puisque, dans un espace de Hilbert de

( 9 ) Cela résulte aussi du fait plus général suivant, sans cloute bien connu, et valable
pour un opérateur compact u dans E) admettant la valeur propre a : le projecteur spectral

<lr H relatif à la valeur propre a est identique u l'intégrale de Cauchy —^ f (Ç — ?/)-1^.

prise sur un contour entourant a, en sens direct et ne contenant pas d'autres valeurs
propres (on peut calculer ainsi, plus généralement, le « projecteur spectral » correspon-
dant à une partie à la fois ouverte et fermée du spectre d'un clément H d'une algèbre
normée complète avec unité quelconque). On obtient à nouveau le* résultat donné dans

le texte par le changement de variable z-^-s •
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dimension finie, un opérateur normal qui n'a qu'une seule valeur propre est
une homothétie).

5. Généralisation aux espaces localement convexes. — Nous envi-
sageons maintenant exclusivement des espaces localement convexes séparés E
(sur le corps des réels ou des complexes). On appelle disque ou ensemble
disque dans E tout ensemble convexe et cerclé. Si A est un disque borné
dans E, E^ désigne l'espace vectoriel engendré par ^4, muni de la norme

(1)' II^HA= inf P.).
.r€>.A

C'est donc un espace norme, dont la boule unité est A si, par exemple, A est
fermé dans 7T, et qui est un espace de Banach (c'est-à-dire complet) si A est,
par exemple, complet. Si V est un voisinage disque de o dans E^ on désigne
par Ej- l'espace norme obtenu par passage au quotient à partir de la semi-
norme
(2) . IMk= inf | A | .

xç.\V

Son complété est noté -&V. Il existe une application linéaire continue natu-
relle de E dans E^\ l'image réciproque de la boule unité est l'adhérence de V.

Soient Ei(i==ï. . . . , n) n espaces localement convexes; on désigne par
0(ZTi, .. ., En) l'espace des formes n fois linéaires sur | | L\ continues par
rapport à chaque variable. Soit, pour tout /, Ai un disque borné dans Ei tel
que (Ef)^^ soit complet, et soit uçÇQ(Ei)^^ Toute forme n fois linéaire

séparément continue f sur | | Ei induit une forme n fois linéaire séparément
i

continue f^^ sur le produit des espaces de Banach (jÉ^)^, forme qui est
continue, comme il est bien connu. Par suite, on peut considérer le produit
scalaire <^ u^f^^i ({m es^ une forme linéaire defçtô(E^ .. ., En).

DÉFINITION 3. — On appelle noyau de Fredholm^ relatif aux espaces loca-
lement convexes Ei(i== i, . .., n), toute forme linéaire sur Û(E^ ..., En)
qui est définie comme ci-dessus par un élément d^un espace Ç$(^-)^ [ou

pour tout /, Ai est un disque borné dans Ei tel que (Ef)^^ soit complète
L ''f espace de ces noyaux de Fredholm est noté E^ 0E^ (g)... (g) En ou 0 Ei.

i

On vérifie que c'est bien là un espace vectoriel ; il est en dualité naturelle
avec 0(2^, .. ., En)- On peut le munir d'une topologie localement convexe
naturelle donnant pour duaî fl(A\, . .., En) ([S'], Chap. I, § 3, n05 1' et 2),
mais il ne sera en général pas complet; cette topologie est inutile ici. Dans
le cas où les Ei sont des espaces de Banach, on retrouve l'espace 0 Ei défini

i
au paragraphe 1.
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En utilisant le théorème signalé à la fin du paragraphe 1, ou plutôt sa
généralisation (immédiate) à n espaces de Banach, on trouve facilement que :
tout élément de Ç^ Si provient d'un élément d'un espace (§)(2^)^, où les Ai

sont des disques compacts dans les ̂ . (C'est vrai en effet si les Ei sont des
espaces de Banach.)

Soient maintenant E et F deux espaces localement convexes, munissons E '
d'une topologie localement convexe intermédiaire entre la faible et la forte.
Soit UQ^EB^F^^ où A (resp. B) est un disque borné dans F (resp. E ' ) tel
que ^(resp. E's) soit complet; ^o définit une application linéaire continue
X—^u^X^e (E'c)' dans F^. Composée avec l'application naturelle X—^XB
de E dans (E'a}'^ elle donne une application linéaire de E dans F^ notée
encore x—^u^x. Par définition, on a pour xç.E^ y ' ç F '

<Mo^y>==<^o^,y>=<^o, ̂ ®y >==<"» ̂ ^y^
où u est l'élément de E ' Ç) F défini par Uo^ et où x Ç ^ y ' est considéré comme
un élément de 6(E\ F). Donc, l'application x-^u^x de jfe'dans F ne dépend
que de uçE'Ç^ F; on peut la noter Ti ou x ->- ux. Par définition,

(3) <^,y>==<^^<g)y>.
Ces applications linéaires x->ux de E dans F ne dépendent pas de la

topologie mise sur E ' car même pour la topologie faible (qui a priori don-
nera le plus d'applications) tout u^E'Ç^F est défini par un UoçEsÇ^F^,
où B est un disque faiblement compact de E' (voir ci-dessus) et a fortiori
borné et complet pour la topologie forte sur E ' . On pourra supposer B
compact pour la topologie forte, et A compact dans F.

DÉFINITION t. — Soient E et F deux espaces localement convexes^ E1 le
dual fort de E. On appelle application de Fredholm de E dans F toute
application définie par un noyau de Fredholm^ élément de E'(^) F^ c^ est-à-
dire par un u^çE'y^F^ où A (resp. B) est un^disque compact dans F
(resp. E'}.

/ Si E et F sont des espaces de Banach, on retrouve la notion introduite
au paragraphe 1.

« Rappel. — Soit A (resp. B) un disque borné dans F (resp. E ' ) tel que F^
(resp. Ey) soit complet, u^çE'a^F^^ l'application de Fredholm définie
par UQ est la composée d'une séquence

(4) E^E^F^F,

où El==Êy(BQ^ polaire de B dans E), F)-=^F^ a et y désignent les
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applications canoniques et (3 l'application de Fredholm de /T] dans Fi
définie par UQ. Soit T une topologie localement convexe sur E) comprise
entre la topologie de Mackey T(A7, E ' ) et la topologie de la convergence
uniforme sur les disques fortement compacts de Ej\ D'après ce qui pré-
cède, les applications d.e Fredholm de E dans F sont les composées de
séquences (4) où Ei et Fi sont des espaces de Banach^ a une appli-
cation linéaire continue pour 77, y une application linéaire continue de F^
dans F^ (3 une application de Fredholm de Ey dans F^. A fortiori^ une
application de Fredholm est toujours faiblement continue [car continue
pour la topologie r{E^ E ' ) et la topologie donnée de F], mais elle peut
ne pas être continue. On appelle application nucléaire de E dans F une
application composée d'une séquence (4)» où a est supposée continue;
elle provient donc d'un élément d'un espace E'aÇ^F^^ où B est un disque
éguicontinu faiblement fermé dans E ' ^ et A un disque borné dans F tel
que FA soit complet. Une application nucléaire est continue. Les applications
de Fredholm de E dans F sont identiques aux applications nucléaires
de E muni de T dans F (on pourrait se borner à ne considérer que des
applications nucléaires).

Remarquons que la notion d'application de Fredholm de E dans F ne
dépend que des systèmes duaux (7^, E ' ) et (F^ F ' ) . Bien plus, une fois
donné le système (E^ E ' ) ^ elle ne dépend que de la connaissance de
l'ensemble des parties bornées de F et même seulement de l'ensemble
des disques bornés A tels que F^ soit complet (ou de l'ensemble des
disques compacts de F). En pratique, on ne trouve jamais deux topologies
localement convexes séparées sur un espace vectoriel F qui donnent
deux familles différentes de disques bornés A tels que F^ soit complet
(c'est-à-dire pour lesquelles une application linéaire d'un espace deBanach H
dans Tapent être continue pour l'une sans l'être pour l'autre), aussi toutes
les topologies localement convexes que l'on pourra mettre sur un espace
vectoriel F conduiront-elles à la même notion d'application de Fredholm
de 7^ dans F ».

Pour simplifier, désormais tous les duaux seront munis de la topologie
forte. On définit, comme dans le cas des espaces de Banach, les com-
posés u.A^ /?.//, D . H . A (où u ç E ' Ç ^ F ^ où A est une application linéaire
faiblement continue d'un espace localement convexe G dans E) B une
application linéaire faiblement continue de F dans un espace localement
convexe //) : ce sont respectivement des éléments de G ' ^ ) F ^ /T'0//,
G'(^H. Les propriétés d'associativité sont encore valables. Ceci permet de
composer deux noyaux de Fredholm uçE'^ F, vçF'^ G\ on aura

f'i/çE'^G et v.u-==.^.u-=^ y.îf.
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En particulier, E ' ( ^ E est une algèbre (sans unité si E est de dimension
infinie).

Considérons la forme bilinéaire canonique e sur E1 x E\ elle est sépa-
rément continue et, pour tout u e E'^ E^ on peut poser

(5) Tr^=<M,(?>.

Plus généralement, pour des U i Ç Ë ' ^ E ( i = z ï , ..., /i), on définira
a^(^i, ...,«,() de la façon suivante : tous les Ui proviennent d'éléments u^ d'un
même espace E's (g) E^', les a^(^i, ..., ̂ ), pour des arguments ̂ €/^(g) ̂ ,
répondent à la condition que

an«(g)^,, ..., x,^Xn)= -^dét^,, ̂ .»
7î •

{Xi^E^, x^çE's) et a,,(^;, .... ̂ ) ne dépend que des ^-(et non de A, B,
et du choix des u^ ) ; ce dernier point résulte de ce que a,,(.r'(g) x^ ^, . . ., r,,)
est une fonction bilinéaire / sur E ' x ̂  séparément continue, et

a,i(^i, ..., ^n) = < ^, A^> (où /^^ est la restriction de / à E'a X E^}
==<(^i , /> (si ^i est l'élément de E'^E défini par r,),

donc nul si Ui== o. La formule usuelle permet encore de définir a^., à partir
des a,^.

Soient TÎ, /? deux entiers ̂ o; ̂  et ^ ( /==i , . .., / î ;y=:i, . . .,^> — i) des
éléments de E'^E, œçE. Les ^ et ^ proviennent d'éléments M?, ^ d'un
même espace E'^E^ et Pon peut supposer xç.A. Comme il existe une
application linéaire continue naturelle de E'a dans (^/, on obtient des élé-
ments M?, ^ de W^E^ et l'élément R'nW, .... ^)(r;, .... ̂ .,).x
de ̂  (donc de E) qui dépend linéairement de XÇ.EA. Pour x ' ç . E ' , on a

< 7 ? ^ ( . . . ) ( . . . ) . r , .c'>=a^(^, . . . ,^^ , Pi, .... ^_i, j c ' Ç ^ x )

et cet élément ne dépend que des ^,, ^ et de x (non de A, B, u^ p° ). D'où,
pour des M,, py donnés, une application linéaire R^(ii^ .. ., Un) (('i, . • ., (^-i)
de E dans ̂

(6) <R^(^i,...,^)(P,,...,^_0^,^>=a^(Mj,...,^)(^,...,^-i,^(g)^),

fonction multilinéaire et symétrique des Ui et py. On écrira R^u) au lieu
de 7?^(^, .... / /) ; pour u ç.E' (g) E donné, c'est une application (p — i ) fois

ii

linéaire de (^(g) E)P-1 dans l'espace des applications linéaires de E dans E.
Les applications linéaires obtenues dans E sont du type À. 14-^,
où uçE'Ç^E, donc elles sont faiblement continues.
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On définit de façon analogue les quantités

Û%(M,, ...,^+,,) et ^(u)=d^(u, ...,^),
w-+-/?

éléments de (<gLÊ')ig;((g) £") (pour des M<€^''®£' donnés) et les quantités
correspondantes

f^(ii,, ...,u,^,,) et rP,(u) = rP,(u, ..., w),
M-)-//

applications jo — i fois linéaires de (<9(^, ^T/))^-1 dans E'^E.
De plus, on vérifie, par les calculs de majoration faits dans le paragraphe 2,

que les séries
30 «

^»n(u), ^<^(M)(^i, ...,^),

7Î=0 %==0
oc
 « »

^R^)(^, ...,^-,, ^^(«) et ^(^(F,,...,^)
^^Q /i=o • ,z^o

convergent : les deux premières sont des séries absolument convergentes de
scalaires, la troisième est une série absolument convergente dans un espace
L { E i , E^}, où V est un voisinage disque de o dans E muni de r(E, E ' ) et A
un disque compact dans E^ la quatrième provient d'une série absolument

convergente dans un espace ((g)/^)(§) {^E'e), et la dernière d'une série
absolument convergente dans un espace E'a^E^ On a ainsi défini

D(^)=dét(l+^), DP{U), JRP(u), dP{u) et rP(u).

Toutes ces quantités satisfont aux identités données dans le chapitre J, en
particulier on a la relation

(7) (l-^-u)fi(u)==IÎ(u)(l+u)=:dét(l+u)

et, plus généralement

(l-t-^1/?^)^, ...,^)
p

==(DP(U)(^ ...,^))l-^p,7?^)(^ ...,^, ...,^),

(8) \ (R^(u)(^ ...,^)) (1-^u)
p

1, ..., ^ p ) ) S . —^i^[U){V^ ..., Vi, ..., ̂

l==l

: (2)/' («) ((.„ . ..,^))Ï-^(IÎP(U) (v,, ...,()„..., ̂ ))^.
f=l

Les formules (7) et (8) permettent de développer la théorie de résolution
de Fredholm exactement comme dans le cas des espaces de Banach, les théo-
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rèmes 2, 3, ^ du paragraphe 4 sont valables tels quels. 11 y a lieu surtout de
retenir que les valeurs propres non nulles de u sont les inverses des zéros de
la fonction entière dét(l — zu)^ avec correspondance entre les ordres (ordre
d'une valeur propre défini au paragraphe 4 et ordre d'un zéro d'une fonction
analytique).

On aura une conception plus nette des éléments de E (g) F en utilisant le

théorème signalé à la fin du paragraphe 1 : les éléments de E (g) F sont

donnés par des séries ̂  \x^ (g) yi ou (^) est une suite sommable, et

ou (Xi)\^resp. (yi)] est une suite formée diéléments d'un disque compact

de E (resp. F). En particulier, quand on représente les éléments de E'Ç^ E
par de telles séries, les quantités OLn(u^ ..., M,,), ... s'explicitent facilement
par des séries.

CHAPITRE III.
APPLICATION AUX OPÉRATEURS INTÉGRAUX.

1. Détermination d'opérateurs de Fredholm par des intégrales. — Soit M
un espace localement compact, ^. une mesure sur cet espace ; on désigne
par ^(p.) l'espace des fonctions (ou plutôt des classes de fonctions) sur M^
sommables pour p., muni de sa norme naturelle

IMIi^l?^)!^!^

qui en fait un espace de Banach. Si E est un espace de Banach, ^e(y-) est
l'espace des applications (ou plutôt des classes d'applications) intégrables
de M dans 77, muni de la norme

' :li/ll.-/>ll/(<)l|rf|M(^

qui en fait encore un espace de Banach. Pour tout (pe^?'(p.) et açE^
soit <p.a, la classe de la fonction <f(s)a dans ^E(p-)- On a

I I 9. a 11^1] (p I IJI a \\

et (9, a)->^.a est une application linéaire de norme ̂ i de -^(p-) X E
dans ^E(y-)i donc définit une application linéaire de norme ̂  i de J?1 ( y.) (g) E
dans^(^).

THÉORÈME 1. — Soient M un espace localement compacta p. une mesure
sur cet espace, E un espace de Banach. L'application ̂ linéaire naturelle
de ^(^^E dans ^e(y-) est un isomorphisme métrique dit premier
espace sur le second.



870 A. GROTHENDIECK.

L'image du premier espace est dense dans le second, aussi suffit-il de
montrer que l'on a un isomorphisme métrique du premier espace dans le
deuxième. Soit Fo le sous-espace dense de F^^^p.) formé des fonctions
« en escalier » ; T^o® E est dense dans .F (g) 7T; tout élément /de F^E peut

se mettre sous la forme'V(p^(g)â/, où les 9^ sont les fonctions caractéris-
i

tiques d'ensembles ingrables Ai, disjoints deux à deux, et a/ e E, Son

image 7=:^ <p^. a, dans -X°i?(^) a pour norme ̂  | p.\ (Ai) i ; a,-,\\ qui, a
i i

priori^ est ̂  la norme de /. Par définition de la norme de F (g) E. on déduit

de/=^<p^<g)^que

Il/Il. <S II ?A. |hl| a, II =^1^ (^) II a, [ j^ ||7 fi,
î f

et l'application induite de jFo0^dans ^E(P-) est une isométrie.

Ce théorème est un des plus utiles de la théorie des produits tensoriels
topologiques et nous en donnons une démonstration différente et de
nombreuses applications dans [5], notamment au Chapitre I (§ 2), n° 2. Ce
qui précède peut s'appliquer tel quel à l'espace ^ ( I ) construit sur un
ensemble d'indices I quelconque, avec un corps de base value complet
quelconque.

COROLLAIRE 1. — Soient M un espace localement compact muni d'une
mesure /JL, E un espace de Banach; les applications de Fredholm u de E
dans G(p1)1 sont celles définies par une application intégrable f de M
dans E\ par la formule

(i) ^(.ç)==<.r,/(^)>.

La norme-trace de u est égale à la norme de f dans ^E(p-)

IMh=ll/lb-

Bien entendu, la formule (i) signifie en réalité que u.x est la classe de la
fonction ^-^<(.r, / ( s ) ^ . Les applications de Fredholm de E dans -^(^O
sont définies par les éléments de E ' (g) ̂  ( [^ ), espace qui, d'après le théo-
rème 1, s'identifie à J?^(|JL); il s'ensuit la caractérisation des applications de
Fredholm de E dans X01 (^) et le fait que l'application naturelle de E ' (g) ^Y (^)
dans l'espace des opérateurs continus de E dans F est biunivoque, d'où la
détermination donnée de la norme-trace de u.
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COROLLAIRE 2. — Soit M un espace localement compacta €o(M) F espace
des fonctions scalaires continues sur M^ nulles à V infinie muni de la norme
uniforme^ E un espace de Banach. Pour toute mesure p. sur M et toute
application [j-intégrable f de M dans E^ Inapplication

\Q=Z j ^(s)f(s)dy.(s)(2) " -?==» ^ { s u ( s ) d ^ { s )

de C^(M) dans E est une application de Fredholm et a pour norme-trace

( II/G^) II ^1 P - 1 (s)' réciproquement^ on obtient ainsi toutes les applica-

tions de Fredholm de CoM dans F,

D'après le théorème l, / définit un élément de ^(^(g)/^ donc de
(CQÇM))'^ E [car ̂ (p.) s'identifie à un sous-espace vectoriel norme du dual
de €o(M)] et il est évident que l'application de Fredholm qui lui correspond
est l'application u donnée par (2). L'application naturelle de ^{^)Q)E
dans <51l1 {M) (g) E[où c)Tl1 (M) est l'espace des mesures bornées sur Af, dual
de Co(M)] est un isomorphisme métrique, car .^([f-) s'identifie à un sous-
espace vectoriel norme de ^}'tï(M) et il existe une projection naturelle de
norme i de OVL^M) sur ^(y-) (celle qui, à toute mesure bornée v sur M,
fait correspondre sa « composante suivant ^ » dans la décomposition de
Riesz de cette mesuré) ; d'autre part, pour toute suite p.,€c)Tl1 (M) il existe
une p-e 3\V (M) telle que

^ l(^.)^^ l(^) pour tout i

( on prend p. =='V ——l—— l P-i l ) ; ainsi la réunion des sous-espaces ^ (^}Ç^)E
\ ^ ^ l l P-d l r 77

de ^ll1^)®^7, qui est dense et complète, est identique à ^YLi(M)<^)E.
Avec (2) , on obtient toutes les applications de Fredholm de Co(M) dans E\
si // est nul, /€^K^) est nul et l'application canonique de :Hl1 ( M) (g) E
dans l'espace des applications de Fredholm de e^(M) dans E est biunivoque.
D'où l'expression donnée de la norme-trace de u.

Les corollaires 1 et 2 permettent de déterminer les opérateurs de Fredholm
dans un espace ^([^O ou d'un espace e^(M). Signalons tout de suite un cas
particulier important.

COROLLAIRE 3. — Soient M et L deux espaces compacts, ^ une mesure
sur Z, K(s^ t) une fonction continue sur M x L. L'application linéaire
O-^AT.Q deC(L) dans e (M)

(3) K^{s)=:C K(s,t)^(t)d^t)
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est une application de Fredholm^ de norme-trace égale à

^sup\K(s,f)\)d\^\(t).

En effet, interprétons K(s, £) comme une application continue t->K{
de L dans C(M)\ on a

K^=f^(t)K,dy.(t)

ce qui est le cas du corollaire 2.
Soient maintenant E et F deux espaces de Banach, Mm espace locale-

ment compact muni d'une mesure p..
Désignons par ^A^(p-) l'espace des applications scalairement mesurables

et scalairement bornées de M dans E' [c'est-à-dire des applications g(s) telles
que, pour tout xç.E^ ^x^ ^(^))> soit une fonction mesurable et bornée
sur M], prises module les fonctions scalairement localement négligeables;
une telle fonction g définit une application linéaire de E dans J?* (p.), conti-
nue d'après le théorème du graphe fermé et dont la norme sera notée | |^|jx-
Avec cette norme ^ ' ( l ^ ) est un espace de Banach. Pour tout gç.^î' ((-»•) et
tout/€^(p-), nous allons définir un élément de E'^F^ noté

f ^(s) ®/(5) ̂ (s) (par abus de langage),

qui dépendra bilinéairement de/, g et dont la norme sera ̂  ||/[|i |[^[-.|x ; ce
sera une application bilinéaire de ^S^(^) x ̂ (p) dans E ' ^ F . En vertu
du théorème 1,

LpW=DW®F,

on est ainsi ramené à définir une application trois fois linéaire de
^î', (H-) X-^1^) X F dans E1^ F^ de norme ̂ i; pour cela, on fera corres-
pondre au triple! (^, cp, a) l'élément (^.<p) ® a^ où l'on pose

g.^=. f ( ^ ( s ) ^ ( s ) dy-(s) (intégrale faible dans E ' ) ;

comme (définition de l'intégrale faible) 9-^.9 est l'application de ^ (y.)
induite par l'application transposée de l'application linéaire naturelle de E
dans -^(p-) définie par^", sa norme est égale à ||^||,oî d'où

et
ll^yll^ll^MMIt

{g^®a\\^\\g\\^\\^\\,\\a\

Soit A e L (jF, E)^ tA la forme bilinéaire continue sur E ' x F définie par A ;
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je dis que

(^f^)®f(s)dy.(s), ̂  ^=y\^)<8)/(^ ̂ >^)

(=f<^A.f(s)^(s)yd^s))

[ce qui jusiifîe en partie !a notation intégrale utilisée : il s'agit d'une intégrale
faible dans E ' ^ ) F mis en dualité, éventuellement non séparée, avec le sous-
espace L(F, E) de son dual ordinaire B { E ' , F ) w L ( F , E")}. Comme
s->Af(s) est une application intégrable de ^fdans F, la fonction '^Af(s),
' g ( s ) y est sommable [approcher Af(s) par une suite de fonctions en esca-
lier] et a dans ^(f^) une norme ̂  || A |l.||^||x |l/||i.-Pour vérifier l'égalité
des deux membres extrêmes de (4), on peut donc se borner au cas où/est
du type ç0 ^(pe^1^), açF] et la vérification est immédiate. En parti-
culier, si A =y'Ç)x ( y ' ç F ' , XÇ.E), (4) donne

(5) ({f^(s)®^s)d^(s)}'^yt}=f<^®f^

=f<^^)><f(^y>^(s)
qui exprime'que l'opérateur de Fredholm défini par f g ( s ) ®f(s) d^(s) est

f ê ' ^ ) (Sf(s) d^.(s) considéré comme intégrale faible dans L(E^ F) (mis

en dualité avec E (^ F ' ) .
Soient alors n éléments de E ' ^ ) E donnés par

(6) Vi^fgi^^f^d^eE'^E [^efô;(^),/-e^(^)];

en se ramenant au cas où les/ sont décomposés, on trouve

(7) a,,(^, .... Un) == -^Ç. .fdét( </(^), g i ( s , ) > ) dp.(s, ) ... d^ (s,,).

Appliquons la même méthode et la formule (i i) du chapitre 1 (§ 6) ; on a

(8) ^ (u^ • • • » Un+p) = f • • • f Ai gn+l (̂ +l) ® . . .

®gn+p{Sn+p) d^(s,) . . . 4t (̂ +,,),

avec

</i(^), ̂ i(^)>... </i(^i), ̂ (^)> M^^T^)Ai==détl

\^fn+p(Sn+p),gl(Si) y"'^fn+p(Sn+p)fgn(Sn) ̂ fn+p^n+p) ... fn+p(Sn^) ,
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où le déterminant Ai figurant au second membre de (8) désigne un élément

de (®^) (g) ((g)^) qui a été explicité au chapitre 1 (§6) et où l'intégrale
du second membre, en toute rigueur, devrait se définir explicitement comme
le symbole

f^(s)®f(s)6l^(s)

plus haut; mais si l'on se borne à considérer la forme in fois linéaire sur
E ' P X E P définie par <^(«i, ..., u^p) (ce qui suffira pour l'usage qu'on
aura à en faire), le deuxième membre de (8) peut se lire comme une intégrale

faible dans £ /̂ ...̂ , E, . . . , E\mis en dualité avec ( (g) E' ) (g) ( 0 È).
\^^^r^^" ' / î ^ ~ /

Les formules (7) et (8) deviennent pour ^, =.. .=: u

(9) ^(U) = ̂  y...^dét (</(.,), ̂ (^)»^(^) . . . d^Sn),

(10) §^(U) = -^J.. .JA^(^) (g). . .(g)^(^) ̂ (,,) . . . ̂ (^),

avec
/ /? \

^^dét( <^' j) î^1)> • • • </(^)^-(^)> /(^).-7^) ^

\</(^/.), ̂ (^i) >.. .</(^), ̂ (^) >/(^/^)... Aw^/
En résumé :

PROPOSITION 1. — Soient E et F deux espaces de Banach, M un espace
localement compact muni d'une mesure p.. On peut de façon unique, pour
toute ^e^(^) ^/e^(^), définir un élément u de E'ç^F, noté

y^)®/^)^^), par la condition qu'il dépende de façon bilinéaire et

continue de g et /, et, pour f= 9 0 a, (cpe-^^^), açF), soit identique a

(^.c?)(g)a oûg^= j ^(s)êr(s)d^(s), intégrale faible dans E'\ On a

la formule (4) pour toute AçL(F, E), et l'opérateur de Fredholm défini

par u est égal à j g(s) ®f(s) d^(s) considéré comme une intégrale faible

d opérateurs {intégrale faible dans L(E, F) mis en dualité avec E Ç ^ F ' } .
Lorsque F=E, on a les formules (9) et (10).

Il semble que les représentations explicites d'opérateurs de Fredholm par
des noyaux rentrent toutes dans le schéma de la proposition 1. Précisons
maintenant sur un cas-type classique l'allure des formules de résolution de
Fredholm pour des opérateurs intégraux.
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2. Le cas classique : opérateur défini par un noyau continu. — Soit M
un espace compact muni d'une mesure |Ji., K(s^ t) une fonction continue sur
J/x M\ l'opérateur/-^ K.f dans €(M) (espace des fonctions continues sur
M) défini par K
(i) K.f(s)=^K(s,t)f(t)d^(t)

est un opérateur de Fredholm (th. 1, cor. 3), noté encore AT, qui peut s'écrire,
avec les notations de la proposition 1,

K=C&^Ktd^(t),(2) K= e^K,d^(t),

où pour tout tçM, £{ désigne l'élément du dual 3}t(M) de C(M) tel que
<9, £ / > = = 9 ( t ) , et Kf l'élément s->K(s, t) de C(M). L'application t-^ti
est faiblement continue de M dans le dual 3\t(M) de C(M) et t—^K, une
application continue de M dsiïis €(M)', et la proposition 1 peut s'appliquer.
Comme nous l'avons déjà dit, la distinction entre noyaux et opérateurs de
Fredholm est inutile ici et (2) peut être prise pour une intégrale d'opérateurs.
Explicitons les formules (9) et (10) du paragraphe 1; pour simplifier, nous
poserons, suivant l'usage classique,

(3) AY5" ••< 1• ç ; )=dét(A(^^))^„;\ f i , . . . , t,t/

on obtient une fonction continue des in arguments s^ t^çM et (9) s'écrit

(^ ^w=± r " f ^ ( s " ï ' " s ; } ^ ( ^ ) . . . ^ (s^n l J J \ s i , . . ., tu /

d où le déterminant de Fredholm
ac

dét(l- ;A-) =^(- i)"anW s".
0

De façon générale, toute fonction continue -N[ lî ' ' '' ' p ) sur MP x MP
\t\i - • • î tp ]

définit une forme 27? fois linéaire continue sur (OTl(Af)^ x {3M(M))P^ par la
formule

(ô) <.V, ^,(g)...®^®vi(g)...(g)^>

= f"*/^^ '^\ ?) d^{s})' ' • dMSP) d^^ï • • ̂ W

d'où, en composant avec l'application linéaire naturelle de C(M) dans
^{M}C^ (-ï^), une forme ïp fois linéaire continue sur (3\i{M)P x (€{M))^,
explicitée par

(Q) <^', (^(g)...(g)^(g)cpi(2)...(g)c?^>

= f ' - - [^(^ ''')?)^•(^)•••^(^)?l(^^(/0•••?/-(^)^(^)•J J \^iî • • • » ^/v



^ A. GROTHENDIECK.

Si dans la forme ip fois linéaire (5) on fixe ip—i arguments ̂  v, (par
exemple tous sauf Vp), la forme linéaire par rapport à l'argument qui reste
libre est faiblement continue [par topologie faible, nous entendons ici la
topologie faible du dual de €(M)] et, de façon précise, est définie par l'élé-

,ment de C(M)

^/•••/^C:; ̂ ï;,^)^) • • • ̂ (^^(^...^(^-).
On en conclut que, si l'on fixe/? --1 couples d'éléments (^., ^), par exemple
ceux avec i=z i, ..., p — i, l'application linéaire de <5Tl( M) dans C(M) qui,
à tout v^ç3}t(M), fait correspondre la forme linéaire, élément de C(M),
définie par (5) (forme linéaire par rapport à l'argument fJL,,), est continue
pour les topologies faibles sur 3R(M) et sur €(M) ; cette application et, par
suite, l'application linéaire de €(M) dans C{M) qui lui correspond [en com-
posant avec l'application canonique de C{M) dans 3}t(M)] est donnée par 1̂
noyau

(7) <^V, IJ•l®••.®^-l(g)£.(g)y^(g)...(g)^_l(g)£,>

qui est une fonction continue des deux variables s et tç.M.
Posons maintenant

( S ) d ^ { 8 ^ '"î sp\— I F C K - ( 7 ^ - ' ^ n ^ S ^ ..^Sp\
( 0 ) /^^....^J~^J•••J^,..,^,,.,^

c'est une fonction continue des arguments ^, tj\ je dis que la forme 2p fois
linéaire sur (3}t(M))P x (C(M)P qui lui correspond n'est autre que d^(K).
Pour le voir, il suffit de calculer

<^W, ^(g)... ®^,(g)9i(g)... 0Q,, >

par la formule (10) du paragraphe 1; prenons pour variables d'intégration
<7i» • • • î ^ / f î <i, ..., • / , / ; explicitons les produits scalaires <A^j, ^\ et
<( Kt.^ y.i )> au moyen des intégrales

j'K(Si, a,) d^(Si) et ('K(s^ t,) d^(s,)

et intégrons dans l'intégrale (n+2/?)-uple obtenue par rapport à <^pi(<7i ).. .dp.(a^ ;
il reste alors à effectuer l'intégration

J * J ^ ( ^ ...,' ̂ ) dtll(st) • • • ̂ (^)^(^) ̂ (^) • • • 9^)» ̂ (^)-

Donc
^(-^^)=(- i)Pd^(z)

[ avec les notations du chapitre II, § 4, form. (2)] est donné par le noyau [d'ordre
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^j(-^)/-^('" •••''/') et^(^)par le noyau^f-i)"^^"---'^)^}
\tl,...,^,/ ^ \ i i î " " > t p / /

considérant d^(K) comme un élément de l'espace de Banach CÇM^xM^)
oo

•donné par (8), nous allons montrer que la série "V (— i)'1 d^(K) z"- est une
ït=0

•série entière à valeurs dans cet espace de Banach, d'où il résultera que d P ( z )
<st donné par le noyau continu

<9) ^(^"""^^^^^(-^^(î" ""?)""•\ ti, . . . , tp \ / ^aà \t^ . . . , tp /
7(==0

En effet, en vertu de la majoration de Hadamard, le premier membre de
n

<.3) est majoré par 7Î"2 I I A: ||S (où || K\\^= sup | K(s, t)), d'où [déf. (8)]

<^) \\d^\\^^{n^p^\\K\\^P\\^

(•majoration qui pourrait être améliorée, voir chap. II, § 2, mais qui nous
•suffira) et, par la formule de Stirling

n

(||^||)J==O(||A:||.)||(JL||-"-,-^O.
(/»!)»"

Nous sommes maintenant en mesure de donner les formules de résolution
•définitives, relatives au noyau K(s^ <). Pour simplifier, nous supposerons
que le support de p. est M tout entier; alors la forme ï p fois linéaire sur

(3}t(M))Px (CÇMy définie par un noyau continu 7 V ( 1 ' * * * ' s p } est nulle
Vr • • • » t p l

•si et seulement si A" est identiquement nul [car l'image de C-{M) dans 3Xi{M)
sera faiblement dense ; donc la forme lp fois linéaire sur {3XL{M)Y X (OXi^M))^
définie par N sera nulle, d'où notre assertion en prenant ^==£^., Vi= e/J.

THÉORÈME 2. — Soit M un espace compact muni d'une mesure ^ de sup-
port M^ K une fonction continue sur M x M; considérons l'opérateur dans
C{M) défini par K [for m. (i)], noté encore K. Pour que ±—^K soit
inversible^ il faut et il suffit que d° ( À ) 7^ o et la solution de V équation
y— ̂ K.f=g (ou fest Vinconnue) est donnée par

(ii) f^)=g{s)^-^fd^(s^ ^\g{t)dv.{t).

«Sï, parcontre^ ^ est zéro d'ordre n >• o de dQ(z)^ ^ est une valeur propre
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d'ordre n de l'opérateur K, II existe un plus petit entier p tel que Von ail

dP ^i, .. ., S p
\ t\ f - • . ' , tp ^0

pour un système convenable de valeurs ^-, ^. Pour un tel système, on obtient
une base de l'espace des solutions de V équation homogène f — ÀAT./==o,
formée des p fonctions

( 1 2 ) f^^^(^ ...^-l,^^-,, ...,^ ^\

\t\i . . . , î/—i, //, ti+ïi . . . , tp j

et une base de V équation transposée g — VK.g=: o formée des p fonctions

(13) g , { t ) = d p ( 8 ^ —^-^^ ' " ^ p ^
\< j , . . ., ^—i, î, ^•-Hî • ' - i tp ]

{identifiés aux mesures de densité g\par rapport à ^JL). Pour que l'équation
en f '• f ~ ̂  ̂ 'f=ë alt une solution, il faut et il suffit que Von ait

f ggid[^=o pourri, ...,/?.

Une solution particulière de cette équation est alors

(i4) f{s)=g(s)^
d'A ..., s? k

^,, ..., t.

ÇdP^
\ J

s\, ^\gWd^t).

Compte tenu de la théorie de Fredholm générale développée au chapitre II
(§ 4-, th. 2, 3, 4), il faut seulement prouver que (12) [resp. (i3)] fournit une
base de l'espace des solutions de/— À K .f=o (resp.^— )^K^==o) et que,.

moyennant les conditions d'orthogonalité f ggi d^=: o, la formule (i4) donne

une solution de /— ' ) R .f=g. Pour tout système d'éléments ̂  .. ., ̂  de
3R(M) et <pi , .. ., 9/, de C(M), l'élément

s-^^dP(i), £.(g).^(g)...(g)^(g)9i(g)... 9^> de C{M)

[qui définit la forme linéaire ^i-^<^(/), ^i(g). . .(g) ̂ > sur ^n(Jt7)j est.
solution de l'équation/— lK.f= o ; par raison de continuité faible, ceci reste-
vrai si l'on remplace les c?, par des ^iGOM(M) quelconques; faisant

^•==£,, (<===2, . . ., H), ^i=£t, (<=!, . . . , 7l),

on voit bien que /j (^) est solution de /— ?.A ./== o. Je dis, d'autre part, que
les fi sont linéairement indépendants et, de façon précise, que l'on a

/•(^•)=:/^,,,

ô\/, indice de Kronecker; k=dP ; 1 ' - - - ' ^ Â)^o.
^ < • ! , . . . , f^ y
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Pour le voir, il suffît d'utiliser le fait que di^ 1 5 • • • y /' À ) est une fonc-
V'î • • • ? t? )

tion alternée des s^ c'est-à-dire change de signe quand on permute deux
arguments Si et, par suite, s'annule si deux des .ç; coïncident; cette propriété
résulte en effet de ce que

<^(À), ^®...®^(g)^.(g)...(g)c^>

est alternée par rapport aux (J^. Ainsi les fi sont p solutions linéairement
indépendantes de l'équation f— \K ./== o et comme l'espace de ces solutions
a pour dimension p (chap, II, th. 3) les fi en forment une base. On vérifie
aussitôt que l'opérateur ̂  dans 3}t(M), transposé de K^ induit dans è(M)
un opérateur défini par le noyau

' K (s , t )=K( t , s ) f ,

appliquons ce qui précède au noyau

(s, i ) - ^K ( t , s ) ,

les gi donnés par (i3) représentent, dans C(M)^p solutions linéairement indé-
pendantes de l'équation g—^K.g-^o. Comme l'espace des solutions
(Jans 3}t(M) a pour dimension p, les gi forment une base de cet espace.

Enfin, on sait (chap. II, th. 3), que les conditions f ggidy.^=-Q sont néces-

saires et suffisantes pour que l'équation/— À K .f=g ait une solution ; alors,
quels que soient les ^€.m(^f) et les ^iÇC(M) (i== i, . . . , / ? ) la fonction

9(5) =< ̂ 0), ^(g)...(g)?/.>^)
-^^^(À), |J.,(g).. .(g)^(g)£.(g)îpi(g).. .(g)^(g)^>

est solution de l'équation

cp-ÀA'.cp==<^(À), ^i(g)...(g)^>^'î

par raison de continuité faible, ceci reste vrai si l'on remplace les cp^ par
des ^iG3}t(M) quelconques. Faisant alors

^•==£^., V,==£^ (l= I , . . ., J ) ) ,

on voit que la fonction f(s) donnée par ( i 4 ) est solution de l'équa-
t ion/— lK.f=^. Ainsi le théorème 2 est entièrement démontré.

REMARQUES COMPLÉMENTAIRES. — Soit K ( s ^ t ) une fonction continue
sur-V x M\ elle définit de façon naturelle une application linéaire de 3Xi{M)
dans C(M) (indépendamment de la donnée d'une mesure ^ sur M)^ faisant
correspondre à la mesure ^ç3Vi{M) la fonction

( i5) K. v(s)=z Ç K ( S , t)ch(t).
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On a manifestement
(I6) • II ̂  II .=11 A-II. Il v |

[o« \\K\\.^^\K(s, <)|jet, par ailleurs, pourv, ).ç3V.(M)

(•7) • <A-...?.>=<<A-.À,v>,

où 'K est le noyau symétrique de K. On en conclut que ^^K.v est in-
application linéaire faiblement continue de 311 (M) dans e(M) de
norme ̂ K\\.-[^r topologie faible sur Wi(M), nous entendons la t'opo-
logie faible du dual de €(M)], dont la transposée est ).-^'K.} On a donc
une application linéaire naturelle de e(Mx M) dans A(Jll(J!f). e(M)} de
norme ̂ i[ faisant correspondre, à Kç€(/Wx M), l'opérateur v -^ K^ ]

H J

et comme les éléments du type ̂ ®g,[^ g^C{M)} sont denses

d^se(MxM) comme il est bien connu, et définissent des opérateurs de
rang fini et a fortiori compacts ; il en résulte, par raison de continuité, que
les opérateurs v-^K.v sont compacts. [Il est d'ailleurs facile de voir qu'on
obtient même un isomorphisme, respectant les normes, de € (M x M) wr
1 espace des applications linéaires compactes et faiblement continues de 3\i(M)
dans e(M); mais nous ne nous en servirons pas, ici.] L'application f->K f
définie par (i) n'est autre que l'application composée de l'application natu-
relle/-^ de €(M) dans ̂ (M) (définie par la donnée de u) et de l'appli-
cation précédente ^K... On peut se proposer de résoudre, de facou
générale, 1 équation

(•8) .-?,A'..=^,

T ̂ if^ -^r seco"d membre dollné' et 0" ^"^"""e est aussidans 3VL(M). Ici, Î.K.V, qui est a priori une fonction continue sur M est
identifiée à la mesure qu'elle définit. Comme v^K.v est le transposé de
1 opérateur dans €(M) défini par le noyau <A-(,, t) =K(t, s), on peut
appliquer la théorie de Fredholm (th. 2). On trouve aussitôt :

^f.S^0' réquation ( l 8 ) a une ^ion et une seule pour toute-
VtiÇjR(M), donnée par

(I9) ^^d^-)^^

où rf'(À) désigne le noyau continu (s, t)->^^ ï\. Dans le cas singu-

lier cly)~ 0' st les ̂ ^P et les ̂  ti ̂ t définis comme dans le théo-
rème 2, ( 18) a une solution si et seulement si v, est orthogonal aux s, 6 € (M\
donnés par (i3) et l'on a la solution particulière

(•.20) V==Vo+———-————î________({p+l { s" • • • , • ' ' / " , S i\
^,...,.<J,\ \t,,...,t,,,t //,/^^ \^-..,^tr}^tp )V., ... ,<;
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(où, dans le second terme du second membre, on fait opérer un noyau
continu en s^ /, sur la mesure Vy). Enjin^ les fi donnés par (12), identifiées
aux mesures fi ̂ , forment une base de l'espace des solutions de Inéquation
homogène

v — IK.v == o.

Notons que, si E est un espace vectoriel quelconque intermédiaire
entre C(M) et 3Xi{M) et si, dans (19) ou (20), on fait Vo€^\ le premier
membre est dans E [somme d'un élément de Eet d'un élément de C(M) Ç.E} ;
de même, les // sont dans E [puisque dans e(M)] et les gi peuvent être
considérés comme des formes linéaires sur.E. Ainsi, la théorie de résolution
de l'équation ( 18) où 1 — .̂ K est pris pour un opérateur dans E est exacte-
ment la même que dans le cas particulier où E==:3}t(M). Par exemple, on
pourra prendre - *

E== .^(^m), avec i^jo^-t-oo.

3. Exemples de cas non classiques. — Le formalisme développé au
chapitre II (§ 4) et au chapitre III (§1) est assez souple pour englober des
formules de résolution de Fredholm explicites pour des opérateurs définis
par des formules intégrales qui ne rentrent pas dans la théorie classique. Nous
nous bornerons à quelques indications sommaires sur quelques exemples. .

EXEMPLE 1 : Opérateurs de Fredholm dans JS?1^). — Soit M un espace
localement compact, muni d'une mesure |JL (non nécessairement bornée); on
sait caractériser les opérateurs de Fredholm dans jC*1 (pi) comme les éléments
de -^(p.) ^ J l y x (y-)j espace concrétisé grâce au théorème 1. D'où une classe
remarquable non classique de noyaux, déunis par des applications inté-
grables s—>K{s^ t) de M dans Pespace de Banach jC**^); leur norme-trace
est

(i) f/Vrai9up|^(^/)l)^(^).

On pourrait essayer de donner aux formules de Fredholm correspondantes la
même forme que dans le théorème 2. Ceci est possible, moyennant quelques
précautions pour avoir des énoncés non affectés par changement de K(s^ t)
sur un ensemble de mesure nulle. En premier lieu, il faut donner au premier
membre de (8) (§2) considéré comme une classe de fonctions mesurables
sur My x MP module les fonctions négligeables, un sens indépendant des
changements susdits de K{s^ t)\ déjà, pour n = i e t /?==o, le deuxième

membre de (8) ne sera pas défini car, pour calculer f K{s^ s) d^.(s) il

faudrait connaître les valeurs de K(s^ s) presque partout, ce qui n'est pas le

cas [ ; mais il n^st pas difficile, à l'aide de prescriptions précises pour le
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calciil de l'intégrale qui intervient dans (8), de donner au premier membre le
sens qui convient pour le développement des formules de Fredholm. En second
lieu, on pourra montrer seulement que, pour presque tout système (s^ /;•) tel

que dP ( J î " * ' 5 ' p À ) 7^ o, les fonctions /;• (resp. gi) données par (12) [resp.
\l\•s • • ' i sp / -

par ( i3 ) ] forment une base de l'espace des solutions de f—7.K.f=o
(resp. g—^K.g^o) et que la formule ( i4 ) donne une solution
àef—lK.f^zg (lorsque la solution existe). Pour éviter ces difficultés, il
peut être plus commode de garder les formules de résolution sous la forme
donnée au chapitre II (§ ^), ce qui élimine le « presque partout ». Mais ceci
oblige à écrire, dans la formule ( i4) , une intégrale multiple d'ordre/?-!- i
au lieu d'une intégrale simple. Ces ennuis techniques disparaissent si K{s. Y)
est une fonction continue sur M x ^.auquel cas l'énoncé du théorème 2 est
valable tel quel. En effet, la formule (8) du paragraphe 2 définit alors sans
ambiguïté les d^ comme des fonctions continues surM^ x J^°, et la formule (9)

( s s \identifie les (IP 1 ' ' ' ' ' p z } à des fonctions continues sur M^ x MP. dont
^ • • • • , tp J , -

les valeurs en chaque point sont donc définies.

EXEMPLE 2 : Cas des espaces nucléaires. Opérateurs de Fredholm dans (6).
— La considération des opérateurs de Fredholm dans les espaces localement
convexes généraux (non nécessairement normables) est surtout intéressante à
cause de la théorie des espaces nucléaires ([o], chap. II, § 2 et 3). Un espace
localement convexe E est en effet nucléaire si et seulement si toute applica-
tion linéaire continue de E dans un espace de Banach F est nucléaire (voir
définition des applications nucléaires au chapitre II, § 5, Rappel). Il en
résulte aussitôt que si E est un espace localement convexe quelconque
dont les parties bornées et fermées sont complètes (espace appelé quasi-
complet)^ les applications linéaires de E dans F nucléaires sont identiques
aux applications linéaires bornées (c'est-à-dire transformant un voisinage
convenable de o dans E en une partie bornée de F). A fortiori^ toute appli-
cation linéaire bornée d'un espace nucléaire E dans un espace localement
convexe quasi-complet est une application de Fredholm. De plus, il résulte
de la théorie des espaces nucléaires que ces applications se concrétisent, dans
la plupart des cas pratiques, de façon simple, par exemple par des noyaux d'un
type déterminé ([5], chap. III, §3). On trouve, si E= F= ô{U) = ê,
espace des fonctions indéfiniment différentiables sur l'ouvert Uç. /?", muni de
sa topologie naturelle [qui en fait un espace (^r), nucléaire, d'après loc. cit.},
que les opérateurs de Fredholm dans 6 (c'est-à-dire les endomorphismes
bornés de <ê) sont les opérateurs 9—»-AT. 9 définis par des noyaux-distribu-
tions AT^^y [10] (distributions sur U x U) qui sont sommes finies de dérivées
multiples, par rapport à j, de fonctions continues f(x, y ) sur U x U, dotées
de dérivées partielles en x de tous ordres, continues en x, y et nulles quand y
est dans le complémentaire d'un compact K' c U^ indépendant de x. Pour un
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tel noyau 7T, on définit comme au paragraphe 2 les noyaux 2 jo-uples d^
et dP(z)^ qui sont (pour z donné) des distributions sur UP x UP de même
type que K (avec U remplacé par UP). Les formules de résolution de
Fredholm s'écrivent immédiatement, mais il faut les prendre sous la forme
du théorème 3 du chapitre II, ( § 4 ) [car l'énoncé du théorème 2 du
chapitre III (§ 2) perd ici toute signification].

EXEMPLE 3 : Espaces de fonctions holomorphes. — Soit U un ouvert de la
sphère de Riemann Î2, avec U^0 et U-^.^1, P (U) l'espace des fonctions
holomorphes sur £/, nulles à l'infini si oo ç. U^ muni de sa topologie naturelle
qui en fait un espace (57), sous-espace vectoriel topologique fermé de l'espace
nucléaire &(U). L'espace P(U) est nucléaire ([5], §2, n°2). D'après ([6], §5,
prop. ^-), les opérateurs bornés (donc les opérateurs de Fredholm) dans P(U)
sont ceux définis à l'aide de fondions holomorphes K sur un ensemble U x V ^

où V est un voisinage (dépendant de K) de | U^ parla formule : f->K.f,

(2) K.f(s)=ff(t)K^t)dt
Jr

où le deuxième membre est une intégrale de Cauchy sur le contour F, bord

orienté d'un domaine simple contenant j U et dont l'adhérence est contenue

dans V. L'intégrale ne dépend pas de V ( qu'on peut remplacer, pour K

donné, par un voisinage plus petit de | U ) ni de F. Deux telles fonctions F

et G, définies respectivement dans Ux Vi et U x Fo, définissent le même
endomorphisme de P(U) si et seulement si elles coïncident dans un

ensemble U x V^ où V est un voisinage de | ̂ /contenu dans Vy r\ V^. On
^^ &2

peut alors développer pour l'opérateur (2 ) des formules de résolution de
Fredholm identiques à celles données dans le paragraphe 2, à cela près qu'on
intègre sur r (muni de la « mesure de Cauchy » dt) et ses puissances 1̂ , au
lieu d'intégrer sur l'espace U où sont définies les / ç P ( U ) . Pour des géné-
ralisations possibles d'opérateurs du type (2 ) , voir : Sur les espaces de solu-
tions d^une classe générale d'équations aux dérivées partielles (./. Anal.
Math.^ Jérusalem, t. 2, 1952-1958, p. 243-280).

Signalons pour terminer que les opérateurs nucléaires dans les espaces
nucléaires ont des propriérés très spéciales, qui ne sont pas vraies pour les
opérateurs de Fredholm généraux, dans les espaces de Banach par exemple.
Ainsi, le déterminant de Fredholm d é t ( l — z u ) (défini sans ambiguïté par
la donnée de l'opérateur nucléaire u) est d'ordre o, en particulier la suite
des valeurs propres de u est à décroissance rapide ([5], § 2, n° 4).
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