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Séminaire C. CHEVALLEY 401
E.N.5., 1958
mimiel- 2 y, 9 et 12 juin 1958

/oy ’
SUR QUELQUES PROPRIETES FONDAMENTALES EN THEORIE DES INTERSECTIONS

par Alsxandre GROTHENDIECK

Ces trois exposés ont pour but de développer un certain nombre de propriétés
communes & diverses théories (globales) d'intersection en géométrie algébrique.
Beaucoup de ces propriétés (plus précisément celles des paragraphes 1,2,3) sont
aussi valables pour des théories d'intersection dans d'autres contextes (variétés
topologiques, variétés analytiques complexes, et sans doute les tyariétés arithmé-
tiques"). Les propriétés envisagées dans les parvagraphes 4,5,6 sont cependant assez
spéciales aux anneaux de classes de cycles en géométrie algébriqus, relativement 2
des relations d'équivalence qui peuvent 8tre de types divers (équivalence rationnslle
ou équivalence algébrique, équivalence définie por la considération de l'anneau des
classes de faisceaux, qui intervient dans 1'énoncé actuel du théoréme de Riemann-
Roch). Notons dds & présent que toutes les propriétés que nous serons amenés & en~
visager seront satisfaites pour la théoriede 1l'équivalence rationnelle dans la
catégorie des espaces algébriques quasi-projectifs non singulierse. Il en sera de
méme en remplagant 1'équivalence rationnelle par 1'équivalence algébricue (dont
la définition, classique est calquée sur celle de 1'équivalence rationnelle, et
n'a paé été reproduite dans ce Séminaire). Comme les démonstrations sont essentiel-
lement les m8mes que pour l'équivalence rationnelle, nous ne les avons pas repro=

duites.

Dans un dernier exposé, nous appliquerons la notion d'anneau de Chow, et certains
des résultats obtenus, 3 un probldme d'existence de sections rationnelles dans

~ certains fibrés algébriques.

1., Le formulaire général d'une théorie globale des intersections.

Dans touts la suite, nous supposons donnée une catégorie ;K d'espaces algébriques
(non nécessairement irréductiblss) sur k, les morphismes dans ;z dtant les
morphismes d'espaces algébriques définis sur k. Pour simplifier, nous supposerons
3& algébriquement clos. On supposera seulement, dans les deux numéros qui suivent,

qus ;x satisfait aux conditions suivantes @
.SV.l) la catégorie V est stable par L'opération X x Y , et contient une
variété réduite & un point e . Si X G;K , tout espace algébrique isomorphe & X

est.dans V .
M0
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En plus, on suppose fixé un anneau commutatif A ; et les données suivantes

réalisées ¢

a. Un foncteur contravariant X —» A(X) de V dans la catéporie des A=-modules

S1 f: X-—»Y est un morphisme dans V , on notera f le morphisme de A(Y)
M
dans A(X) qui lui est associé.

be Pour tout morphisme propre £ ¢ X ->Y , on donne un homomorphisme ds
N -modules ¢+ £, ¢ A(X) = A(Y), de telle fagon que A(X) devienne un foncteur
coveriamt de X relativement sux morphismes propres : id, = id , (gi‘)

= 8yfy

(Pour la notion de morphisme propre, voir [2]).

¢+ Pour deux objets *X , ¥ GNV s on donne un homomorphisme de modules
A(X) * A(Y) = A(X x Y)

L'image d¢ x @ y par cet homomorphisme est notée x x y

deS1 X € V est un espace algebmque irréductibls, on donne un A~homomorphisme
€: A(X) = y A\ (1'augmentation).

Relativement & ces données, on -suppose satisfaits les axiomss {Tel) & (1.9) qui
AN AN

vont suivre.

(Ie1) On a lss formules suivantes
ANWA

X

(£ x @)*(x, x 75) = £7(x,) x &*(5,)

x

(£ x @ (= xy) =2 (x) xg(y,)

pour des morphismes £ : X) —»X, et gt ¥, =Y, dans V (supposés propres
dens la deuxidme formule), et Xy e Ax,) yi € A(Y,) . (Fonctoralité du produit
cartésien x x y par rapport & f 9_‘§_ f*)

51.2) On a la formuls

X (y)) = £(y)

pour tout morphisme f ¢ X —>Y dams V, X et Y irréductibles, et y g A(Y) .
(Fonctoralité de 1'augmentation pour ff)" .

%) On a la formule
x x y) = &(x) €(y)
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pour X,Y¥eV, X et Y irréductibles, x €A(X) , y €A(Y) . (Compatibilité
MA
ds 1'augmentation avec le produit cartésien).

(I.4) Associativité et commutativité de l'opération x « On a
AN . .

(xxy)xz=xx(y x32)

yxx:S*(xxy)
(xeAX), yea(Y), z<ca(2), X,Y,2 ex) s ou dans la deuxiéme formuls,
8 désigne la symétrie du produit X x Y . '

(T, 5) Si (o) eV V est une variété réduite & un point, alors l'augmentation
£ A((e)) - A est un isomorphisme (structure de A(X) pour X reduit 3 un
’ EOl )o

Choisissons alors une fois pour toutes une variété (e) E’l réduite & un pointe
Soit 1, 1'uniqus élément de A((s)) tel que &(16) =1.

(I,6) On a la formule
M
X x 1e = le XX =X
lorsquton identific X x (¢) et (e) x X 3 X de la fgon usuelle (X e'X) .

Pour tout X € V, soit Ay 1'unique morphisme de X dans (¢) , et posons
M . .

(1) 1= A%0)

(11 résulte de (Ie2) que cette définition de 1y ne dépend pas du choix de
(¢))e On a alors les formules suivantes

lyxly =1y |y pour,X,YeAX
() f*(lY) =1y pour £ ¢ X —>Y un morphisme dans X
e(ly) =1 pour X &V
L3

et les formulses
. b 4 *
(3) x x 1y =p(x), 1y xy=py(y)

pour X ,YeV, xe A(X), yei(Y), p, ¢t p, désignant les projections
A
de X x Y sur ccs deux facteurse.



4-04

Démontrons par exemple la premiére formule (2), et la premidére formuls (3). On a
_ oA _ * Sy * _ \
L = Mraalle) = g x W) (@ % 1) = RQ ) x A1) =1y x7y

(en utilisant (I.6) pour la deuxi®me égalité, (I.l) pour la troisidme). De méme,
MV AN
on a

x %1y = x x A1) = 1a5(x) x ARM) = (18 x A x 1) = pf(x)

en utilisant (I.6) et p, = idy ?‘Y pour la dernidre égalité.,

SL XeV,etsi aeX, il st parfois utile d'introduire l'unique morphisme
u ds (¢6) dans X dont l'image est (a) . On a alors, si X est irréductible

(4) ' u:(X) = €01

En effet, pour montrer que les deux membres sont égaux, il suffit en vertu de
(I.5) de prouver que leurs images par € 1le sont, ce qui résulte de (I.2) et de
Laad . MW

i) =1.

Pour tout X €V , soit Ay t X —»X x X le morphisme diagonal. On posera,
pour x , x' €& A(X) :

(5) ' xx! = A;(x x x')

On définit ainsi sur A(X) une loi de composition bilinéuire.

PROPOSITION 1. - Pour tout X €V , la loi de composition (5) fait de A(X)
et omast AN
une A-algebre associative et commutative ayant pour unité 1y s st 1'homomorphis-

me €£: A(X) = N\ (défini si X est irréductible) est un homomorphisme d'algébres
unitaires (i.6. cst une augmentation de la A-algébre A(X)), Si £ XY

est un morphisme dans ,X , alors £* A(Y) = A(X) est un homomorphisme de
A-elgdbres, Si X , Y €V , alors 1'homomorphisne A(X) s,\A(Y) ~yA(X x ¥) est un
homomorphisme d'algébres, st méme d'algebres augmentées si X et Y- sont

irréductibles,

La démonstration est laissée au lecteur. Indiquons seulement que la commutativité
ot 1'associativité de la loi de composition dans chaque A(X) résultert des deux
formules (Ie4)e Par la suite, nous considérons chaque A(X) comme un enneau
gréce 3 (5).

La derniére assertion dans la proposition 1 s'éerit
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(6) (x x y)(x' x y') = xx' x yy!

(x,x' €ARX), y,y'eA(¥), X,¥Y eV) « On obtient en particuller
(x x1 )(1 X y) =X x Y o Cela s ecrit, comptc temu de (3)

(7) xxy—pl(x) p, (¥) (x €AR) , yerly) , X,Tel)

ce qui redonne la loi de produit cartésien connaissant la structure de produit dans
les A(X) et les opérations £ .
Sauf pour écrire la premidre formule (I 1), nous n'avons pas encore utilisé

1ltopération £, o Lles trois axiomes qui rest.ent donnent des relatn.ons entre f
et £ .

(I.7) Soient X , X (1 £1is=n) des objots dans V, £, 8 X =»X des
isomorphismes des Xi sur des parties ouvertes deux a dcux disjointes de X dont
la réunion est X o Considérons les homomorphismes £ et £, de A(X) dans

la somme directe 'lil A(X ) 5 et de -ULA(X ) dans A(X) , définis per la famille

(f ) resp. par la famille ((fi) *) ylllors £ et f, - sont des isomorphishes
inverses 1l'un de l'autre. (Réciprocité des opérations f et f )e

En particulier, si f est un isomorphisme d¢ X sur Y (X, Y € V) alors
les isomorphismes f et £, sont inverses l'un de 1'autre.

Soit f : X -—»Y un morphisme d'une variété X dans une variété Y . Soit ¥!
une sous-var:.ete de Y. Ondit que f est transversal & Y' si, pour tout point
x € £ (Y') , les conditions suivantes sont satisfaites : x est simple sur X ;
f(x) est simple sur Y et Y! ; tout vecteur tangent & Y en £(x) se met sous
la forme de la somme d'un vecteur tangent & Y' et de 1l'image (par 1'applica‘b10n
dérivée de £ en x ) d'un vecteur tangent & X en x . On sait que £ (Y') est
‘alors un sous-espace fermé non singulier de X .

(I.8) Soit f un morphisme propre d'un espace algébrique X € V' dans un espace

algébrique S € V' ; soit Y wun sous-espace fermé de S tel que f soit transver-
sald Y etque ltoneit Y€V, Z=£ (1) €V ; alars, si iy, 1, sont les
injections canoniques de Y et Z dans S et X respectivement, et f, la

restrictionde £ & Z , ona

Jpf.= (&), iy
(compatibilité des images directes avec les opérations de restriction & des sous-
espaces) .
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Soient f et g des morphismes d'espaces algébriques X et Y dans un espace
algébrique S ; supposons que h =f x g ¢+ X x ¥—> S x S soit transversal & la
diagonale A g @de S x S 3 nous poserons alors

-1
xxSY=h(A§

we

cet espace s'appelle le produit fibré de X et ¥ sur S .

PROPOSITION 2. - Soient f , g des morphismes d'espaces algébrigues X , Y

dans un espace algébrique S tels que f x g soit trangversal & la diagonale de

S va ; solent ¢ et Y les restrictions & X Xg Y des projections de X x ¥

sur X et Y. Supposons que X , Y, Sy X xg Y soient dans V et que f soit

propre. Alors & est propre et on a
* - »*
& f* - &P* ¢ * .
Avant d'&tablir ce résultat, nous établirons d'abord une autre formule. lLa

situation é&tant celle de la proposition 2, soient de plus Xt , X' des espaces
algébriques appartenant &8 V , u un morphisme propre de Xt dans X, v un

morphisme propre de Y' dans Y , f!' =fu, g' = fg ; supposons que f' x g'
soit transversal & la diagonale de S x S et que X! Xg Yt soit dans AX‘ .
Soient ¢' , ' les restrictions & X' xg ¥' des projections de X' x ¥' sur
X' ot sur Y' ; si x' € A(X!') , y' €A(Y') , posons

X oxg ¥ o= T YIE) =1 v,
ot 1' est l'injection canonique de X' xg ¥' dans X' x ¥ (1'égalité des

deux derni_ers membres de cette formule se vérifie facilement) ; soit enfin

U xg V la restriction de u xv a X! Xg Yt , On a alors

(8) (@ xg v) (&' xq ¥') =, (x') xg v, (") -

En effet, on vérifie facilement que l'application u x v est transversale & la
sous-variété X xg ¥ de X x ¥ ; il suffit elors d'appliquer 1l'axiome (5:&\3) au
morphisme propre u x v de X' x ¥' dans X x Y et au sous-espace X Xg Y de
X x ¥ dont 1'image réciproque est évidemment X! xg Y .

On notera que la démonstration subsiste sans medification si on remplace la
condition que f x g soit transversal & la diagonale de S x S par la condition
un peu plus faible suivante : 1l'image réeiproque de la diagonale de S x S5 par '
f x g est un sous-espace fermé de X x ¥ qui appartient a \ (on le désigne
encore par X xg Y ) et la condition de transversalité est satisfaite pour tout
‘point de X xg ¥ qui appartient 3 (wxv)X x¥) .
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On peut maintenant déduire la proposition 2 de la formule (8) comme suit. On
applique (8) en y remplagant S par S, X par S, Y par ¥, X! par X,
Y* par Y, u par £, v par Idy, f per Ids, g par g , done f!
par g , X' par un élément x € A(X) et y' par 1Y . Ltimage réeiproque de
la diagonale de S x S par IdS x g est l'ensemble [ des points
(s,y) € SxY tels que s = g(y) ; ctest un sous-espace fermé de S5 x ¥ qui
appartient & YV cer il est isomorphe & Y ; siun point (g(y) , y) de cet
ensemble appartient & (f x IdY) (X xY) , y est simple sur Y et g(y) L'est
sur S , d'ou il résulte que la condition de transversalité pour IdS x g est
satisfaite en ce point. Par ailleurs, si T est la restrictiona [ de la
projection S x ¥ —> Y , m* et T, sont des isomorphismes réeciprogues l'un
de l'eutre (axiome (I,7)). On voit alors facilement que la formule (1) donne la
formule cherchée (g*_f*) (x) = (&P* L{;*) (x) .

COROLLAIRE 1. - Soient £ : X — Y un morphisme dans ,}L , Y' une partie
fermée de Y telle que Y' eV , X' = f"'1 (1) €V ; on suppose f transversale
& Yt . Soient i: ¥ —> Y et j: X' —> X les morphismes d'injection,

f!' la restrictionde f & X' ;ona
(9) ' £
I1 suffit d'appliquer la proposition 2 en y remplagant S par Y , X par b

Y par X, f par i et g par f ; on vérifie immédiatement que 1 x f
est transversel & la diagonale de Y xY ; Y xy X s'identifie a f-l (") .

® . *
1 =] it .
» *

Lo notation suivante sera souvent commode : soient X €V , Z une partie
fermée de X avee Z €V , i le morphisme d'injeection Z —> X ; on posera
“alors

px(Z) = i*(l.!) .
Les notations &tant celles du corollaire 1, on a
(10) p (£ (1)) = £ (py (1)
on a en effet (£* i*) (lY,), = (j* £1%) (1Y|) .

COROLLAIRE 2. - Soient E et V des espaces algébriques non singuliers dans

YV , f un morphisme propre de E dans V , V' une partie ouverte de V telle

que pour tout a € f"l (V') = E' , l'application tangente & f en a soit
surjective. Soient i : V! —> V et j: E'—> E les morphismes d'injection,
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f!' le morphisme de E' dans V! induit par f . On a alors

1 o R - . .
(11) iTf =11

I1 suffit d'appliquer la proposition 2 en y remplagant S par V, X par E
et Y par V! .

(1.9) Soient X , Y eV , f un morphisme propre de X dans Y, X eAX) ,

y € A(Y) ; alors on a
* —
£E MR =y L&

(formule de projection).

~ On notera que, si on supposait X et Y non singuliers, 1'axiome (m) serait
une conséquence de la proposition 2. On applique en effet la proposition 2 en y
remplagant S par Y xY, X par X xY¥, Y par ¥, £ par f x Idy,

g par le morphisme diagonal y —» (y , y) 3 81 X et Y sont non singuliers,
1la condition de transversalité est satisfaite ; par ailleurs, le produit fibré
de X xY etde ¥ audessusdu Y x Y s'identifiea X .

PROPOSITION 3. - Soient X €V , Y et Y' deux parties fermées de X qui se

coupent transversalement, avee Y , Y' , Y nY¥' dans V . Alors on a

(12) pe (Y NY') = pe(¥) py(¥)

En effet, 1'hypothése signifie que le morphisme diagonal AX est transversal

au sous-espace Y x ¥' de X x X , d'olu en vertu de (10)
B (D) ooy (1) = Ao (D x By (1)) = Af (py (T x T) =
= oy (A (T x 1)) = pye(¥ A YY)
(La relation

pg (D) x pg(¥') = py (¥ x ")

résulte aussitét de (I.1) et des définitions, compte tenu de ly v, = 1y x 1g)

Cela prouve (12).
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REJ}’II&RQUES .

1° On notera que dans ce numéro, nous ne supposons pas les A(X) gradués, afin
d'englober dans ce formalispe aussi le cas ou par exemple V est la catégorie de
tous les espaces algébriques non singuliers, et A(X) 1le é;bupe des classes ds
faisceaux sur A(X) , tel qu'il est défini dans le rapport de BOREL-SERRE [1]. Au
numéro suivant, nous examinons les faits spéciaux relatifs au cas gradud.

2° Dans les théories cohomologiquos ususlles de 1'intersection 1'axiome de
commtativité (I.4) n'est pas vrai tel quel, et doit se remplacer par un axiome

d'anticommubativité (faisant intervenir les structures graduées). Nous aurions
pu ne pas postuler llaxiome de commutativité, nais avons préféré l'écrire par

pure raison de commodité, pour n'avoir pas & distinguer la gauche et la droite.

3° Quelques bons auteurs répugnent & la considération d'espaces algébriques
réductibles, i.6. qui ne sont pas des variétés. la considération des espaces
réductibles est cependant techniquement bien commode, (par exemple 1'image inverse
per un morphisme d'une sous-variété fermés peut fort bien &tre réductible, et
on répugne & la décomposer en ses conposantes). On notera d'ailleurs que si ;x
était défini (par un des bons auteurs mentionnds plus hauts) comme formé unique~
ment de variétés, on peut élargir la catégorie ;X en la catégorie ;X' formée
des sommes disjointes X de variétés X, é1lénents de Y, et définir A(X)
comme la somme directe des A(Xi) , en définissant de plus de fagon évidente
les opérations £* y £, et x dans la catégorie ainsi élargie. Alors l'axiome
(I.7) sera satisfait (vu qu'il sera devenu définition) ainsi que tous les autres
axiomes &E;&) a Qiaﬁ) supposés vérifids dans Y.

4° Soient f 3+ X - Y un nmorphisme dans V , r% cX xY son graphe, p;
la projection d¢ X x ¥ sur son premier facteur. On suppose Y ceomplet de 8Sorte

que p; est propre, done pj g est défini. Si y € A(Y) , on a alors la formule

(13) ) = oy (o () (g x 7))

* v R
En effet, ona ly xy = pz(y) (formules (3)), by y(F) =£1(1y) , ob
f'' : XX xY est défini par £'(x) = (x , £(x)) « La deuxiéme formuls
résulte du cas particulier de (I.7) signalé aprés 1'énoncé de cet axiome, et
qui implique g*(lx) =1y, si g: X— X' est un isomorphisme dans V ).

Par suite, on a
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% %, %
Py (M) e (g x ¥) = £(1y) p () = £3(£7 (0 ()))
la derniére égalité résultant de la formule dc projection. On obtient par suite
- % % Ak
PPy (T e (g ¥ ¥)) = oy £ 87 By 00) = (g £1), (B £1)7 (7)o

Or pf'=idy, P, f' =f, d'oh la formls (13).

La formule (13) redonne pour Y complet une définition de 1l'opération £* en
termes des opérations f* 9 x » 6t de 1la loi dc produit dans les A(X) o Mais une
telle définition n'est plus possible si Y n'est pas comdlet, ce qui explique
pourquoi, dens l'axiomatique présentée ici, nous avons dfi en tout état de cause
supposer données les opérations £ ot £, (1e choix restart alors de prendre

soit l'opération x , soit le produit done les A(X) , comne autre donnée j nous

avons choisi la premiére pour des raisons de simplicité).

Ve

2. Cas gggdue.

Dans ce cas, on suppose que X = A(X) est un foncteur contravariant de ;&
dans la catégorie des A =modules grodués 3 degrés >0 (les opérations £*

étant supposées par suite de degré O0). On suppose de plus qus si f ¢ X —»Y

est un morphisme propre dans V , X et Y étant équidimensionnels de dinensions
AN

respectives m et n, alors f, st homogéne de degré n = n o L'homomor-

phisme A(X) N A(Y) = 4(X x Y) cst supposé dc degré O « Enfin si X ev

est irréductible, on Suppose que l'augmentation ¢: A(X) =»/\ s‘annule sur

les Ai(X) avec 1> 0, et induit un isomorphisme de A°(X) sar A .

Sous ces conditions, pour tout X €V, A(X) est un anncau gradué.

De plus, on introduit une nouvells donnde, qu'on va expliciter. Pour tout
espace algébrique X , soit P(X) 1le groups des classes de fibrés vemtoriels
de rang 1 sur X (la loi de composition de ce groupe étant donnée par la mule
tiplication tensorielle des fibrés vectoriels)e Si L est un tel fibré de rangl
on désigne par cl(L) ou c;X(L) sa classe, qui est un élément de P(X) « On

a donc
clp(L & L) = oly(L) + ely(L1) , oly(E) ==c1p(L)

Si £ : X—> Y est un morphisme d'espaces algébriques, alors la formule
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% -1

£*(c1,(1) = oy (2™ (1))
définit un homomorphisme £° de P(Y) dens P(X) o Ainsi P(X) devient un
foncteur contravariant en X , 3 valeurs dans la catdgorie des groupes abéliens.

Nous supposons maintenant qu'on a, en plus des donndes (a), (b) , (e) , (d)

du numéro précédent, la donnée suivante 3

6« Pour tout X €~\£ » on donnc un homomorphisme de groupes abéliens
1
py ¢ P(X) = 4" (X)

qui est fonctoriel par rapport aux opérations £* sur P(X) , Al (x) »

On supposera de plus l'axiome suivant gatisfait ¢ .

(I.10) (Compatibilité des classes de Poincaré de cycles avec les classes carac—
béristiques des fibrés de rang 1). Soient X €V, L un fibré vectoriel de

rang 1 sur X, s une section régulidre de L trensversale & la section
mulle, Y 1'ensemble de ses zéros ; supposons Y €7V . Alors on a

e (¥) = py(ely (L))

(Rappelons qu'une section réguliére s d'un fibré vectoriel E est dite trans-
versale & la section nulle 8,9 si s est un morphisme dc¢ X dans E transver-
sal 3 la partie fermde so(x) de E).

Si X est un espace algébrique, E un fibré vectoriel sur X , on désigne
par P(E) 1ls fibré projectif associé. la fibre P(E)x 'de P(B) au point xe X
est donc l'espace projectif P(E ) associé a l'espace vectoriel E y fibre de
E en x «Soit £ 8 P(E) —)X la projection d¢ P(E) sur X, con51derons sur
P(E) 1lc fibré vectoriel £~ (E) image inverse de E par £ . Il y a un sous=-
fibré canonique de rang 1 de f (E) , dont la fibre en un point d de P(E)
est la droite d dans B, = £ (E) q° s fibré dual de ce sous-fibré est noté

IE s on a donc une 1nclu81on
tye 1@

On pose alors, gi P(E) €V
N
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(14) %5 = B(g) lpm) () € & (PE))

Avec les notations précédentes, soit g ¢ X' = X un morphismc d'espaces algébri-
ques, et soit E' = g-l (E) 1e fibré vechoricl sur X! image inverse de E par

g « Alors P(E') s'identific & 1'image inverse de P(E) par g, d'ol un
morphisme canonique g de P(E') dans P(E) , rondant commutatif le diagramme

P(E') &5 P(E)

£ Ik
v £5 X

(ou f£' désigne la projection de P(E') sur X'). De plus, le fibrd Ly, sur
P(E') s‘identifie 3 l'image inverse par g du fibrd L, sur P(E) . On en
conclut en particulier la formule

(15) T =2 (%)

Lorsque la base X -cst réduite & un point e , alors E s‘'identifie 3 un espace
vectoriel V , et P(E) & l'espace projectif associé P(V) . la considération du
fibré L, sur P(V) est alors classique : l'espace des sections réguliéres de
LV sur P(V) stidentific au ducl V g v s l'homomorphisme de ¥V aans
1'espace des sections de Ly étant celui 3111 s6 déduit de 1l'homomorphisme cano-
nique du fibré vectoricl constant P(V) x V sur L; » transposé de 1'homomorphis—
me d'injection natursl de Ly dans le fibré constant P(V) x V . Toute section
non mulle s de Ly est transversale 4 la sectionnulle,et son ensemble des zéros
est l'hyperplan de P(V) défini par 1'é1ément de v qui correspond & s . Par
suite, en vertu de W), si H est un hyperplen affine de P(V) , on a la
formule suivante (sn supposant que tout espace projectif appartient & ‘X) s

Pp(v) (#) = "év

ou conformément & (14), on pose '§v = pP(V) °1P(V) (LV) « Comme une sous-variéte
affine Q de codimension q de P(V) est toujours 1l'intersection de q hyper—
plens affines Hi de P(V) , la proposition 3 montre, par récurrence sur q , que
l'on &

En particuller, si V est de dimension p , et si a est un point de P(V) ,
la formule (16) domne(avec g=p =1 et q = p)
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. = o=l _ P _
En vue de ce qui va suivre, nous allons supposer dans 1o suite de ce numéro
que V satisfait & la condition suivante ¢

Ve2) Si E est un fibré vectoriel sur X & V, alors le fibré projectif asso-
cié P(E) ost dans V .
PN

Sous ces conditions, on va prouver :

PROPOSITION 4.+ = Soient X & V s X non singulier, E ug ;ibré vectoriel de
rang p sur X, f 1le morphlgue de projection de’ P(E) sur X . Considérons

A(P(E)) comme un 4(X)-module, grfice & 1'homomorphisuec d'anncaux

£* A(X) —_ A(P(E)) « Alors lcs classes (EE)1 (0 =4 =p~-1) sont linéai-

rement indépendantes sur 4(X) .

On va d'abord prouver les formules

!
£(Fg) =0 st 0S4 Sp-2

17)
f*(gg'l) =1,

Les premiéres formules sont vraies pour une raison de degrds, car f diminue lecs
degrés d¢ p -1 , et A(X) est & degrés positifs. Pour prouver la dcrniére
formule, on voit aussit8t, appliquant M), qu'on peut S6 ramener au cas ou

X est irréductiblce Dans ce cas, conme X =f (§ 1y est do degré 0, la
formule & démontrer x = 1X équivaut (en vertu de ce qui a été dit dans le
premier alinda de ce paragraphs) & la relation ¢g(x) =1 « Soient U une
partic ouverte non vide de X , E' le fibré induit par E sur U, donc P(E?)
cst le fibré induit par P(E) sur U .Soient 138 U—>X et J ¢ P(E!) —» P{E)
les morphismes d’inasctlon, ot f' : P(E') = U 1la projection de P(E!') sur
U', induite par £ Appl:l.quant le corollaire 2 & la proposition 2, ¢n trouve
1*(2,(30)) = f'(j*(gp‘ln yor F3E) = (GM5p) NP = 38, v
1%(¢ (,S.p-l)) = f;( EE' ) . Comme € (x) = & (1%(x)) , on est ramené & prouver

que f‘(§ 1) =1 o En prenant U asscz petit, on est donc remené au cas ou E
est un produit X x V . Alors P(E) = X x P(V) , ot si on désigne par g la pro-
Jectlon de X x P(V) sur son deuxiéme facteur P(V) yona Lp= g (LV) done
§E g (;v) et % =g (Ep-l) = l EV o Comme la projection f de
P(E) sur X n'est autre que idy x ’AP(V) (ot, conformément & l= notation
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introduite dans le paragraphe 1, }P(V) est 1'unique morphisme de P(V) dans la

variété (e) réduite au point €) on obtient

£,(Z27)

(idx X ')\P(V)) (l gv )

(tag, () * Ap(y)s (55'1> =1y * A p(y)e (€ iy

N\ » -1
Or en vertu de la premidre formule (16 bis), qui peut s'écrire g\l; = ua*(le)
(od, conformément aux notations du paragraphe 1, u  6st le morphisme de (e)
dens P(V) dont l'image est le point a), on aura

AP(v),» (§v ) = '\p(v)* u () = (Apryu,)y, () =1d )* (t)=1_ ,

d'ou

u
[

£ (gp‘l) =1y x 1

ce qui achéve d'établir (17).

Supposons maintenant qu'on puisse trouver entre les g% 0O<s1i<p-=-1) une

S -1
. relation non triviale :12(; Xy f%‘ =0, & cosfficdénts x; e A(X) o Soit j 1e
] -
plus grand indice tel que xJ # 0 3 multipliant 1a relatlon donnée par SE P= j
on peut supposer oy ;é O . On aura aussi f (}:x § =0 + Or, utilisant 1a
formle de prro,]ection, le p:remler membre s'ecrlt ‘_x f ( E) , donc en vertu de
(17) est égal & X,y ¢ On trouve dome x ; =0, ce qui est absurds, et achéve

la démonstration de la proposition 4.

Dans tous les cas rencontrds jusqu'd présent, la propriété suivante, plus
forte que celle énoncée dans la proposition 4, est vérifide

(I.11) Pour tout X €V, et tout fibrdé vectoriel E sur X de rang p , les
( EE) (0<i= p =1) forment une base de A(P(E)) considérée comme module sur
A(X) de la fagon naturelle,

Un des buts des paragraprhes 4,5,6 est dc montrer que cct axiome est vérifié en
particulier en théoriec de 1l'¢quivalence rationnellee. Dans le paragraphe 3, nous
allons supposer les axiomes (I.1) & (I.l1) satisfaits, et en déduire la détermina-

MV PPN,
tion de A4(Q) pour certains espoces fibrés @ + Pour l'usage que nous aurons
4 en faire dans le dernier exposé, seule la détermination de 4(D) , lorsque D

est une variété de drapeaux (de type (1 , 1 , ees 5 1)), scra nécessaire.



4-15

Nous allons montrer maintencnt que toutcs les données envisagées dans 1'axioma-
tigue envisagée dens les deux paragraphes précédents, ct les axiomes (I.1) a (TI.10),
s'gppliquent en théorie de 1l'équivalence rationnelle pour les espacesngigébriégggm
non singuliers quasi=-projectifse. Qagsscetﬁfigp corie, V désignera la catégorie des
esprces algébriques quasi-projectifsvTette cotcgorie satisfalt trivialenent ala
condition gXJM) du paragraphe 1, et on peut montrer sans difficulté qu'ells satis-
fait aussi & la condition (X;E) du présent paragraphe. On prend pour A 1'anneau
Z des entiers. Si X€ V¥, L(X) désigne le groupe,gradué par lo codimension, des
classes de cycles sur X (pour 1'équivalence rationnelle). Si f est un morphisme
dans V 1a définition de f° est donnée dans 1ltexposé 3 n° 4 (oh on a adopté la
notation f ) On prouve, dans loc. cité quc A(X) devient alnsi un foncteur
contravariant en X , i.6. que (gf) = ¢~ g (1a relation 1a* = 14 étant
corme d'habitude triviale). On définit de néme dans loc. cité 1l'opération
Ty
de l'opération "inage directe de cycles" par passage au quotient. Ia relation

: A(X) = A(Y) quand f est un morphisme propre, commc l'opération déduite

(gf) =g, I, résulte ici immédiatement de la relation analogue pour les opérations
sur les cycles eux-mémes ¢ ainsi A(X) ‘est bien un foncteur covariant de X
relativement aux morphismes propres. L'opération x (produit cartésien) est aussi
définie dans loc. cité & partir de l'opération de produit cartésien de cycles.
Enfin, si X est irréductible, on désigne par ¢ 1'homomorphisme de A(X) dans
5“ qui est nul en degrés >0 , et qul prend la valeur 1 sur la classe du cycle

(X) . Cette définition a un sens, en d'autres termes cette classe (X) définit une
base de A°(X) « En effet le groupe des cycles de degré O admet une base réduite
au cycle (X) , d'autre part n(X) n'est rationnellement équivalent & O que

si n=0, come on voit aussit8t sur la définition (un cycle de déformation dens
X x T, pour des cycles de degré O dans X , ¢tont nécessairenent un multiple

de X x T). Les condltions sur les dcgres données au début de ce paragraphe sont
vérifiées. Enfin, on a un isomorphisme classique entre P(X) en A}(X) (X espace algé
brique non singulier), obtenu en associant & tout fibré vectoriel L de rang l sur
X 1a classe du diviseur d'unc section ratiomnelle de L qui n'est nulle sur
aucune composante de X (elasse ne dcpendant pas de la section choisie). Cela
donne 1'homomorphisme py P(X) —évA (X) , dont on sait bien qu'il est fonc-

toriel.
Ltaxioms (Te 1) a été vérifié dans loc. cité, les axiomes (I 1) a (I 6) se véri-

fient trivialement. Notons que la multiplication dans  A(X) definle " dnns 1a
formule (5) est celle envisagée dans le paragraphe cité, de sorte que A(X) est
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Jtanneau de Chow de X . On voit d'ailleurs tout de suite que lX est la classe

du eyele X . La vérification de (I.7) est triviale.

Pour vérifier l'axiome (I.8), observons que tout élément x e A(X) peut &tre
représenté par un cyele £ tel que €.2 soit défini (ef. exposé 3), ce qui
entraine que f (E) Y est dé&fini. La classe j; (%) est celle'représentée par-
§ %z , considéré comme cycle sur Z , et son image par ( est représentée
per f£(£.2) = f( £ gL () =£(€).¥, en vertu de 1a formule de project:.on
pour les cycles ; or f£(£).Y est un représentant de 1a classe (jY f )(x) |
L'axiome (1.9) ("formule de projection") est prouvé aussi dans loc. cit. En.f:m
la formule (,Iw},\(.)) résulte aussitt de la définition méme de Py ¢ P(X) -—)A? x) .

REMARQUES »

1° Pour bien faire‘et inclure les théories cohomologiques les plus importentes,
nous aurions dfi, dans les propriétés d'thomogénéité envisagées dans le prenier
alinéa de ce paragrn he,imposer que si £ : X —>Y est un morphisme propre de
X dans Y , alors f cst homogine de degré 2(n - mn) (et non de degré (n-m)) 3
la donnée (e) est alors un hononorphisne py de P(X) dans s (X) (et non dans

(X)) o Cela améne alors & doubler les degrés dans l'annecou de Chow, qui devient
alors un anncau gradué anticommutetif (voir renarque 2 du paragraphe 1), mais dont

tous les degrés sont pairs (de sorte qu'il est aussi commutatif). Corme dens la
suite de ces exposés, nous aurons seulenent affaire & des groupes de classes de
cycles, nous n'avons pas voulu ici inposer cette modification aux notations reguss.

2° I1 semble plausible que parmi toutes les théories satisfaisant aux axiomes
(I.l) (1. 10), Q« étant la catégoric des cspaces algébriques non singuliers
quasi—pro,]ectlfs pour fixer les iddes), la théorie de Chow C ,ol on prend
A(X) = c(X) &y A (6(X) désignant 1l'anneau de Chow X) puisse &tre caractérisée

abstraitement comme étant la "théorie nininmale", au sens suivant : pour toute autre
telle théorie % (avec des groupes gradués B(X) , etc) il existe un homonor-
phisme unique de la théorie (@ dans la thdorie % (par quoi on entend la donnds,
pour tout X € V , d'un homomorphisme de  A-modules graduds ¢ 3 A(X) = B(X) ,

fonctoriel pour £* et £ % ? conpatible avec les augmentations et les produits
cartésiens, et la formation de classes caractéristiques de fibrés vectoriels

de rang 1). Cet homomorphisme ¢ transformerait nécessairenent la classe d'un
cycle irréductible non singulicr Y de X en pX(Y) € B(X) , et 1la classe d'un
diviseur D (non nécessairement non singulier) de X en px(’}\(D)) & B(X) ,

ou A (D) € P(X) ast la classe de fibrés vectoriels de rang 1 qui correspond & D -



4=17

La dénonstration de la conjecture ci-dessus pernettrait d'éviter complétement les
difficultés qu'on rencontre dans le formalisne actuel de la dunlité de Poincard

en Géométrie Algébrique (cfs [3], duss & la présence possible de singularités dans
les cycles, difficultés qui nc tarderont pas i sc présenter & nouveau dans les théo=-
ries cohomologiques plus perfectionnées qui sont appclées & remplacer celle

qu'dn vient de citer.

3. Classcs de Chern et fibrés en drapsauxe

Pour sinplifier, nous supposons dans tout ce paragraphe que les X GZX sont des

egpaces algébriques non singuliers. Pour 1l'instant, c'est seulenent dans ce cas que
1l'on sait construire une théorie "des intersections" satisfaisant aux axiomes du
paragraphe 1. Nous supposons de plus qu'on se soit donné une théorie inpliquant

lqs données et les axiomes des paragraphes 1 et 2. En fait, ce qu'on va dire
s'appliqus, sous des conditions plus larges, explicitées dans [4] ¢ les données
essentielles sont (a) et (e) , 1l'axiome essentiel dens la question étant SE;&&)

qui donne la structure de A(P(E)), lorsque E est un fibré vectoriel sur

um X €V .

Soient X &V, E un fibré vectoriel de rang p sur X, P(E) 1le fibré en
espaces projectifs associd, Iy le fibré vectoricl de rang 1 sur P(E) défini
dans la paragrophe 2 et fﬁ,e-Al(P(E)) sa "classe caractéristique". Du fait qus,
en vertu de w), les EEZ‘.{ (0 €1 <p ~ 1) fornment une base de A(P(E)) ,
considéré comme moduls sur A(X) , on psut trouver de fagon unique des éléments
ciGE) G.Ai(x)' (définis pour tout entier i =0) satisfaisant aux conditions @

o 03 ® 35T =0
(18)
' co(E)=1, ci(E)=0 si 1>p

Les ci(E) s'appellent les classes de Chern ds E , ci(E) est dit la i-iéme
clesse de Chern. On pose

(sbis) o(®) =y o, (€)

et c(E) est appelé la classe de Chern (totale) de E ; sa donnde équivaut

donc & la donnée de tous les ci(E) .

On prouve (loc. cité, théortme 1) que les ciCE) satisfont A toutes les proprié-
tés usuelles des classes de Chern, et en particulier aux propriétés suivantes,
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qul les caractérisent s

i+ Fonctoralité des classes de Chern (rclativenent a f* et aux images inverses
de fibrés vectoricls).

ii. Normalisation : si E est de rang 1, alors ¢t (E) = py clx(E) .

iii. Additivité ¢+ O —=-E' = E —>E" —>» 0 cst une suite exacte de fibrés vecto-
riels sur X , alors ona c(B) = c(E') c(B") .

(Seule cette dernidre propriété n'est pas immédiate sur lo définition donnde).

La théorie des classes de Chern est utile dans la détermination d'un anneau
du type A(Y) (Y € V) dans un grand nombre de cas, dont nous donnons un exemple
intéressant dans ce Mr;wnéro. Signalons déja qus si E st un £ibré vectoriel sur
X e‘x y alors la comnaissonce des ey = ci(E) détermine complétement la structure
de 1l'anncau A(P(E)) quand 4 = A(X) est supposé connu, car on aura menifestement 3

A(P(E)) -ﬁﬁl:f]/f&[fl(gp +o }p-l + eee + cp)

Clest oe résultat que nous allons généraliser ici.

Soit V un espace vectoriel de dimension p sur k . Soit
cﬂ‘: (pl £} LX) s pk)

une suite de k entiers >0 , de somme p « Un drgpsan de type 4V de V est

une suite croissante vV, ¢ V2c oo ch =V de sous~espaces vectoriels de V ,

avec dim V; =p; + ess 4+, o L'ensemble Dgy(V) des drapeaux de type 9V de

V est un espace homogéne sous le groupe GL(V) des automorphismes de V o Si

H est le stabilisateur d'un drapeau de type ar , on voit aussitdt que H est
~un sous-groupe fermé de Gl (V) contenant un groupe de Borel (groupe des matrices
triangulaires), et 1'on explicite facilement une section ratiomnelle de Gl (V)
fibré par H . On peut alors munir Dep(V) de 1a structure algébrique d'espace
homogéne, qui fait de DG\T(V) unc variété compléte. (On montre facilement que
cette variété est ratiomnelle, et méme "spéciale" au sens de l'exposé 2, mais

nous n'aurons pas besoin de ces faits). Plus généfalemen‘b on déduit de ce qui
précéde que si E est un fibré vectoriel sur un espace algébrique - X , on

- peut définir alors le fibré Dcn.(E) des drapeaux de type ¥ de B « O'est un
fibré algébrique localement trivial sur X , dont la fibre en un point x ¢ X

est la variété DW(EX) des drapeaux de type I de la fibre E, d& E en x.
Prenant 7= (1°y p = 1) , on trouve P(E) , faisant q"= (1 , eee 4 1)
\_AN
' P
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on trouve le fibré en drapeau ususl D(E) , enfin faisant 7= (n , n) (avec

n +n=p)on trouve le fibré en variétés grassmaniennes de type (m , n) associé
a E .

Supposons de nouveau 4V quelconque. Soit f 1la projection de DCR,(E) sur X e
Alors le fibré vectorisl f_l E) sur DW(E) adnet une suite canonique croissante
de sous~fibrés vectoriels E; ¢ B, ¢ esec E =E, E; étant de rang
Py * ees + Dy e Soit F:.'~ = Eimi-l (l<i=%) (en posant EO = gous-fibré nul
de E). Posons (supposant X et Dﬂ.(E) dans X) :

(19) e =o ) ea’(n )  (sy<k, 1=isp)

Ces 81éments de A(qu(E)) sont 1liés par la relation 'c(f'-1 (E)) =°§?' C(FJ") s lece

(20) Zci = 11 (Z cij))
: 1=k .lsispj ,

ol on pose c; = pi(E) s 6t ob (conformément 2 l'usage quand on est en présence
d'une algébre sur un anncau de base A(X)) on écrit aussi c; pour 1t'élénent de
la A(X)-algdbre A(P(X)) correspondant & 1'élément ¢, de A(X) « Le but

. ‘ i
de ce paragraphe est de prouver le théoréme suivant.

- THEOREME 1. - Soient X €V, E un fibré vectoricl de rang p sur X , Du(E)
lc fibré en dropeaux de type = (p; 5 eee pJ.) associé 3 E, o, = ci(E)
(1< 1 s p) les classes de Chern de E . On suppose D,W(E) G‘X « Sous ces
conditions, les éléments (19) engendrent la A(X)-algdbre A(Dq.r(E)) s 6t 1les D
" relations homogénes entre les c}_'” déduites de (20) engendrent 1'idéal des

relations de ces générateurse

Nous nous servirons du lemme suivant, de nature purensnt algébrique

- LEMME 1, - Soient A un _anneau comrmytatif avec unité, p un entisxr =0,
(e;) (l=1i<p) unc fanille d'éldments ds A , soit C la A-nlgdbre engendrée

per des générateurs i (1 <1 =p) sounis aux relations

G-i(gl’ "".gp)zci (1.‘51$P)

olt les o3 désignent les fonctions symétriques élémentaires. Soient

Py s eoo Py des entiers >0, de somme p , et soit pour 1 € js k

)2 (g0, ., §I§;))
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avec
—
3:1(.3) = i(f:j px) +1 R
Posons

cij)= 5i(§1(j) y seey 31(3‘;)) l<jzk, lsisp)

et soit B 1la sous-algdbre de C engendrés par les oéj) o Alors ¢

1. Leg éléments de lo forme

(ws'(l))o< (1) cee (E(k))“(k)

avec
P3
forment une base de € considéré comme nodule sur B .

(

iil. les générateurs oij) de la A-algdbre B satisfont aux p relations
isobares déduites de la relation

(‘Zci)'lf TT (X o)
1<igp 1=j<k lf:!.sp._I

(ci et cﬁj)étant affecté du poids 1), et ces p relations engendrent 1'idéal

des relations entre les cij . ‘

Falsant eniparticulier k =1, on obtient le

COROLLAIRE, = Lgs é1éments de C de la forms

L e 5 PT

ped (0s x; = p-1)

fornent une base de¢ C considéré comme module sur A .

Prouvons (i). Montrons d'abord que les éléments envisagés dans (1) engendrent
le B-module C , en utilisant seulement le fait quse C est une B-algébre
engendrée par des groupes de variables J) (1 < j <k) tels qus les fonc-
tions symétriques élémentaires par rapport aux variables de chaque groupe pro=-
viennent d'un élément de B . Une récurrence imiédiate sur k nous raméne
aucas o k=1, 1.6, au cas envisagé dans le corollaire. Dans ce cas, on
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procéde par récurrence sur p s l'assertion étant triviale si p=1 .81 p>1,
on vérifie aussitdt par rdcurrence sur i, & 1l'aids des forrmles

51(31 poeres 3= %y o3 ( T ey LIRS PRI Sp) |

que les fonctions symétriques élémentaires en S s eeey ‘gp sont dans la
sous-algébre A[§1:| » donc (par hypothdsc de rdécurrence) C est ‘sngendré en tant
que module sur A[§1] par les éléments de la forne fz 2 vee pf’.'l’l avec

0< o, =<p-i . D'autre part, la formule T\'("S"l - §i) = 0 donne

p p-1 P, =
§1~0131 +noo+(-1) cp—-O

ce qui montre qus A[flj est engendré en tant que A-module par les élénents
x v

§1 1 (0< 1 sﬁ = 1) o I1 en résulte que les éléments de la forme envisagée
dans le corollaire engendrent bisn le A-module C . Prouvons maintenent que les
é1éments envisagés dons (i) forment méme une base du B-module C .« Pour ceci,
solent 4, B, s O, les anneaux définis comme A s B, C, neis & partir de 1'an=
neau de polyndmes Ay = A6y 5 ey C,—p] ot des éléments &, dudit anneeu. Il
eést alors imnédiat que C se déduit de Co par extens:j.on des scalairesde la
Ao-algébre Co s compte tenu de 1l'homomorphisme d'anneaux de Ao dans 4 qui
envoi®e &, sur ¢, « De plus, B s'identifiec alors 2 la sous-algébre de ©
engendrés par B o Il s'ensuit aussit8t qu'il suffit de prouver (i) pour le
Bo-module CJ0 ¢ en effet, il en résultera alors que Bo est facteur direct dans
Co (en tgnt que Bo-qnodule et a fortiorl en tant que Ao—moduls) , donc B est
aussi 1'algébre déduite de B, en étendant les scalaires & A , donc une base de
C, sur B, définit une base ds C sur B . Prouvons donc (i) dans le ces
particulier envisagé. On constate aussitdt que CO est l'anneau des polynfmes

en 31 y ove y Ep (2 eoefficients enticrs), A s'identifiant eu sous-anneau
formé des polyn8mespar rapport aux 63 = 6‘5_(}1 y oo "gp) » 1ee. 1l'ensenbls.
des invarisnts du groupe symétrique Sp o Do ménme, il est bien connu que Bo

est l'ensenble des invariants du sous-groupe G = Spl X eee X5 de Sp . I1

‘en résulte que le corps des quotients de B, est l'emsembls des invariants, sous
G ,.du corps des quotients de Co « Appliquant 1a théoris de Gelois, on trouve
que le rang de C_ ‘sur B, est égel & 1'ordre de G , c'est-a-dire 3

Ry} +oo Bl ¢ Clest aussi 1o nombre des générateurs emwisagés dons (i), donc il
n'y a aucune relation non triviale entre ces géndérateurs.
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Prouvons (ii)e Les p relations envisagdes sont bien vérifiées dans B , car
elles reviennent & 1'identité de polynfmes en une irdéterminée t , & coefficients
dans B

| - o
(£) L O gt = T (Z ) )
<l<p 1 l<jk ldep, +

qui s'écrit aussi, en tant qu'identité entre polyndmes & coefficients dans ©

(:I)
1 +%%,) = TT (@ +t
11-—.12;) ( 51 1@1{ (1£-iSpj 1

6t qui est donc manifestenent vérifide. Soit alors B! la A-algdbre engendrée
par des générateurs d__;_ i) soumis aux seules relations (#') déduites de () ,

(j)

quand on y renplace les N par c'(']) Soit €' 1la B'-algebre shgendrée

per des genemteurs i(J) l<j<sk, 1si<p j) sounls aux seules relations

G'i(gi(;l) ‘gl(j))—cl(.]) (1<-j<k 1=1 tpj) ’ qui peuvent aussi
s'éerire

T—r— (1 + t g’(j)) = Z ci(j) ti

Ces relations, jointes & (#'), montrent que l'ona ¢, = Vi( ii y see *gl')) e Par
suite, il existe un homomorphismec de A=-algebres unique de C dans O!' qui
transforne gi' en ’§ i « Cet homonmor-hisne induit un homomorphisme de B sur la

sous=nlgébre de C' engendrée par les 65_( §i(‘1) ’ ...,‘g I;(j)) s leee par les
: J

c _,'L(j ) laquells sous=nlgdbre s'identifie & B' lui-méme. On a done un homomorphis—

(3) (1)

; cormie on a aussi (par défini-
tion de B') un homomorphisme de B' sur B , transformont c_{(j) en

KON

conclut que ces deux homomorphisnmes sont des isomorphismes inverses l'un de 1tautre

me d¢ B sur B! transformant cy en c'

on

en particulier B! —>B est injectif, ce qui prouve (ii). Le lerme est démontré

Nous pouvons maintenant démontrer le théorénme 1. Envisageons d'abord le cas par—
ticulier T= (1L 5 ess 4 1), alors 1'énoncé est le suivant s

COROLLAIRE 1 au théoréme 1. - Soient X €7V, E un fibré vectoriel sur X,
'D(E) 1e¢ fibré en drapesux de E , J3RIE Tp ‘les classes dans A" (D(E))
des facteurs qui interviennent dans le scindage canonique du fibré vectoriel sur
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D(E) image réciproque de E . Alors L(D(E)) est.la A(X)-alpdbre engendrde par
des Yy 0 sounis aux seules relations

5i(§1 s see y Agp) = oi(E) .

En effet, cette relation étant bien vérifide en vertu de 1l'additivité des cl-sses
de Chern, 1l reste seulenent & prouver, compte tenmu du corollairs au lemns, que
les élénents de A(D(E)) de 1a forne

[
1 X p=1

forment une base du A{X)-moduls A4(D(B)) . On procdds pai- récurrence sur p ,

l'assertion étant triviale si p =1 . Soient X' 1le fibré projectif associé &
E, E' le fibré vectoriecl sur X' image réciproque de E , F! 1e gous-fibré
de rang 1 cenonique de¢ E! , et F! =E'/‘F1' o Klors D(E) s'identific au fibré
D(F') sur X', et les éléments T, 5 ese.y 3, do 4(D(E)) s'identfient aux

éléments fondanentaux dans 4(D(F')) . D'aprés l'hypothése de récurrence, les
& o
T, . jpf}.fl (1= X, =p=-1) fornent uns base de A(D(F')) sur A(X'),

. X o
tandis qu'en vertu de 1'axions (I.11), les éléments §, 1 (1 < X, €p =1) fornent
B p-L
Sp-1
(1= &, =p ~1) fornert une base de A(D(F')) = A(D(E)) sur A(X), ce qui
prouve le corollaire 1.

. | ‘ ~
une base de A(X') sur A o Par sulte, les élénents 'fll vee

Prouvons meintenant ls théoréne 1 dans le cas général. On peut considérer D(E)
comne fibré au-dessus de D _‘;r(E) , et de fagon précise D(E) s'identifis au pro-
duit fibré sur DyE) des fibrés en drapeaux D(F;) , «.. , D(F,) sur D.(E) .
I1 en résulte (& l'side du corollaire 1 déja prouvé, par une récurrence irmédiate
sur k) que € = A(D(E)) , considéré corme moduls sur B! = A(D.n,(E)) , adnet une
base formée des éléments de la forme envisagée dans le lerme 1 (1), en désignant
par E.’Ej) (l=1 spj) les éléments de A(D(E)) , classes des facteurs qui

interviennent dans le scindage canonique de l'image inverse, sur D(E) , du fibré

F j sur D,“(E) ¢ En particulier, B s'identifie A un sous-anneau de C j; d'aillsurs
la structure de C est celle exprimée dans le corollaire 1. D'ailleurs les

;{3) ne sont autres que les g‘ ¢ eA(D(E)) , come on ls constate aussitbt.
D'autre part, il résulte de 1l'additivité des classes de Chern que l'on a
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cij) = 6--i( E(J) gpj)) Posons A = A(X) , on voit donc que B contient la
_soug-A-algébre B! de O© engendré par les cij) « Prouvons que B = B' + En
effet, en vertu du lemme, (1), on a dans C un systéme d'éléments qui est ume
base & la fois pour la structure de B-module et de B'-module, cela implique

B = B! , Ainsi les cij) engendrent la A-algébre B = A(D (E)) « L'idéal des
relations entre ces générateurs est de plus donné par le lemme 1 (ii). Cela

achéve la démonstration.

REMARQUES »

1° Comne dans le peragraphe précédent, il y aurait intérét & énoncer le théoréne 1
dans le contexte anticommutatif.

29 Is théoréme 1 donne en particulier la structure de Dﬂ(V) pour un espace
vectoriel V . On retrouve en particulier l'anneau associé A une variété grassna-
niemne. On notera que le résultat obtenu est indépendant ds la théorie des inter-
sections choisie, et ne dépend que de 1l'anneau de base N .

3° Lorsque A contient le corps des rationnels, 11 existe un théoréme plus
général que le théoréme 1, permettant lorsque 1l'on a un fibré algébrique princi-
pal P sur X ,; de groupe structural un groups linédire connexs G , et un
sous-groupe H de G contenant un sous-groupe de Borel, de calculer A(P/H)
connaissant A(X) et les "classes caractéristiques" du fibré P . Lorsque A
ne contient pas j% , par exemple A =g§ , un tel énoncé ne peut plus exister pour
tout G , & cause des phénoménes de "torsion" qui seront examinés dans un exposé
ultérieur.

4° Pour énoncer le théorémes 1, nous avons dfl nous placer dans une théorie ol les
A(X) étaient gradués. Indiquons rapidement les résﬁltats correspondants lorsque
L(X) est 1l'annsau K(X) des classes de faisceaux sur X (V étant la catégorie
de tous les espaces algebriques non singuliers), tel qu'il est défini dans [1].
Soient E un fibré vectorisl de rang p sur X G;V , ot soit
ﬂ X(LE) C.K(PGE)) la classe du fibré vectoriel I  C'est donc un é1énent
inversible de K(PCE)) o On déduit de la formule de Kiinneth, et de la ‘structure
cohomologique connue d'un espace projectif (efe FAC [5])que 1l'on a les fortules
suiventes (ob f est la projection P(E) =» X) 3

. f‘(gé,) =0 si -(p-1)=i <0

@) .
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I1 en résulte aussitdt, comne dans la proposition 1, que les

&z (Oeisp-1)

sont linéairément indépendants sur K(X) « D'autre part, le fibré i‘-l (E) e s Ly

sur P(E) contient un sous-fibré de rang 1 trlvial, d'ou réculte (en vertu
de la formule d'additivité pour A t) que (f (E) 8 IE) =0, ce qui
sfécrit aussi

(22) A (L) =1 -EQ; + XEME + cov + (- 1)P APE)EE = O

et permet de calculer Qp conme combinaison lindaire (& coefficients dens
K(X)) les ’Q’E (o <i< p -1) , compte tenu que P (E) est un éldment inver—
sible de K(X) « D'autre part, utilisant les résultats des paragraphes 4,5,6, on
prouve que 1es /K% forment un systime de générateurs de K(P (B)) considéré

comne module sur MIE(X) Done 1ls forment méne une base. Comrte temu de (22), cela
détermine la structure dtanneau de A(P(E)) connaissant le A -anneau

K(X) 6t 1'élément E de K(X) . Sa structure de A -anneau est aussi déterminde,
termnt compte de A (QE) = 1 + 1? t .

Utilisant le résultat précédent, et procédant corme pour le théoréne 1, (par
utilisation du lemme), on trouve que plus généralement }E(D“(E)) est le ‘A -anneau
'engendré au-dessus du A-anneau £(X) par les générateurs fj l<j=k)
classes des fibrés vectoriels F les seules relations entre ces générateurs
étant celles déduites (au sens de la théorie des N -anneaux) des relations

M) =0 st 1>p
(23) |
fl + eee + fk=E

On peut dire aussi qu'en tant qus K(X)-—algebre, K(DW(E)) est engendree par les
générateurs '

’)f(fj) l<j<k, 1~sis_pj)

soumis aux p relations résunées dans la formule

(24) T ooteet= T (= Aenh .
l<ixp 1<-;14: lsizp
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4. les axiomes d'exactitude et d'homotopic.

Dans les trois paragraphes qui suivent, nous allons exaniner des propriétés
spéciales au cas ot les groupes A(X) sont des groupes de classes de cycles en
géonétrie algébrique. Par ailleurs, pour les paragraphes 4 et 5, nous n'aurons
besoin que d'une partie de l'axiomatique développée dons le paragraphe 1, que
nous allons expliciter maintenant. La généralité ainsi gagnée sur le paragraphe 1
n'est d'ailleurs pas illusoire, car les résultats obtenus s'appliqueront aussi
aux divers groupes de classes de cycles (pour 1' équivalence ratiomnells, ou
algébrique, ou des "classes de faisceaux") sur des espaces algébriques quelconques,
(singuliers ou non).

Nous supposons donnde une catégorie V d'espaces algébriques, satisfaisant aux
MA .
conditions suivantes $

(v3)s1 X Q’X , tout espace algébrique isomorphe & une partie ouverte de X R
ou & un sous-espace fermé non singulier de X , est aussi dans ‘X ;81 X et Y
sont dans V , alors X x Y est dans V ; V contient la droite affine k .

A * ~MN A oA

On suppose de plus qu'on a les domndes (a), (b), (c), (d) du paragraphe 1, avec
cependant les restrictions suivantes : f* n'est défini que si le morphiéme
f:@ XY dans V ~est un isomorphisme de X sur une partle ouvertede : Y ;

f* n'est défini que s1 f &8t un isomorphisme de X sur uné parft.:f.e fermee de- Yoo
Par ailleurs, on suppose que les lois ‘fonctoriellsd (gf)* = g y (gf) = g £,
et lss lois analogues pour’ l'application identiqme, soient satisfaites. De pluss,

on suppose donné, pour tout X é.V s un élénent 1X dans A(X) . On suppose -
satisfeits, relativement 3 ces donnees, les axiomes (I.l) a (I.7) du paragraphe 1,
ainsi que les formules (R) dudit paragraphe, donnant le fomalisme inpliquant les

" élénents unitést 1y »

De plus, nous supposerons les deux axiomes plus spéciaux suivants satisfaits s

SE) (Axiome d'exactitude)e. Soient X <€ V, Y. une partie fermée de X
- appartenant & V , U son complémentaire ouvert, 1 : Y ->»X et j : U-—>X

les morphismes d'injection. Alors la suite d'homomorphismes suivante
| 1* J
A(Y) = A(X) BAU) =0

est exacte.

Q:I& (Axiome d'homotopie rationnelle)s Soit X €V, alors l'application
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x—=>x x 1 de L(X) dans A(X x k) est surjective.
B M n
(NeBe= Dans tous les cas rencontrés ol cet axiome est valable, on peut néme prou-
ver que l'application envisagée est bijective ; mais nous n'surons pas besoin de
ce fait).

Dans les deux prochains paragraphes, nous n'‘utiliserons directement que ces deux
axiomes. Cependant; pour les établir dans les cas particuliers que nous avons en
vus, nous vérifierons dans ces cas l'axiome g\) de nature auxiliaire ci-dessous,
et un affaiblissement (HD) de 1l'axiome d'homotopie, axiomes dont la vérification
‘n'offrira pas de diffixl“tés. Nous envisageons donc les axiomes auxiliaires.
suivants ; (dont le premier exprime essenticllement que A(X) _est biemn un
groupe de classes de cycles sur X) '

(z) Soient X €V irréductible non singulier de dimension n , et x & A(X)
tel que &(x) = 0 . hlors il existe une partie fermée R de X de dimension
« n -2, une hypersurface non singulidre V dans X' =X - R et un élénent
x' ds A(V), tels que 1'om ait J*(x) =1,(x') , o0 J: X' =X et
i: V-—>X' sont les morphismes d'injection.

&HMI‘)\) (Axiome d'homotopie pour les diviseurs). Soient X SAX y V dirréductible
non singulidre, Y une hypersurface non singuliére de X telle qus le diviseur

défini par Y soit linéairement équivalent & O . 1 1'injection de Y dans
X . Alors on a i*(lY) =0,

PROPOSITION 5. = L'axiome d'exactituds (E) joint aux axiomes (Z) et (HD) ci-
dessus implique 1l'axioms d'homotopis (H) .

On prouvera 1'énoncé (»ﬁ) per récurrence sur n = dinm X , 1'énoncé étant trivial
si n <O . Supposons donc n> 0, et 1'énoncé prouvé pour les valeurs stric=
tement inféricurss de 1a dimension. Soient Y unm sous-espace fermé quelconque
de X, Y' l'ensemble de ses singularités, U=X-Y, U'=X-1',

Yl =U'«U=Y ~7Y', solent 1i: Yl ~>U' et.j ¢ U=->TU' 1les injections
canoniques, et 1 ¢ Y, x k—=>U! x~l: et J: U xkl‘i-éU’ xmli les injections -

AN

correspondantes pour les produits avec ‘&c“ » ot considérons le diagramme suivent

i *
M) 5 a@) b oaE) — o0
: % % *
(%) lpyl _ lpUl LPU
i -k

A(Y, x k) 3 A x k) 43 A(U x k) =0
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ot les fléches verticales désignent les produits cartésiens avex 1k « Ce diagran=-
ne ost commmutatif en vertm ds % ). Supposons din ¥ <n , alors I prenmidre
fléche verticale est surjective d'aprés 1l'hypothdése de récurrence. Considérons

le diagramme suivant d'injections canoniques :

U ko Ut xk 507 x k
AN A

.k 1

gsae:

Soit enfin z €A(X x k) « Posons
AN -

P B €40 V), 523N mPWe AU k) .

Avec ces notations, on a le #emne suivant.

LEMME 2, - Supposons que Y e Im p; » alors E‘e,lm pl’;, .
Cela résulte aussitdt du diagramme (%), compte tenu de 1l'exactitude de la
deuxidme ligne (résultant de l'axiome (H)) et du fait que p; est surjectif.
“ 1

COROLLAIRE, = Supposons qu'on puisse trouver une partic fermée ¥ de X , de
dimension <n = dim X , telle que la "restriction" f*(x) de x a4 U le’:\
(b U=2X-Y) solt dens In pj « Alors ona x <In py »

En effet, du lemme 1 résulte que 1l'hypothdse sera encores vérifiée en rempla-
- gant Y par-l'ensenble Y' formé des points singuliers de Y . On voit ainsi
de proche en proche gu'elle sera vraie aussi si on remplacs Y par )] s C6 qui
prouve le corollairec.

e corollairs nous montre qus, pour prouver X e In p; s On peut enlever de X
tout sous-ensemble fermé de dimension < n" . En particulier on peut supposer X
non singuliére. Alors X est réunion disjointe de ses eomposantes irréductibles.
et on peut se ramener au cas o X est irréductible (en utilisent (I.1l) et
(I.7))+ Evidenment, la question est résolus si x =1y, =1y x 1, . Par sultse,

remplagant x par x - a(x)lx;k y et utilisant e(l):k) =1 ,Ac;n est ramené

au cas ot £(x) = O . Utilisons “alors 1'axions S&). 51 R est la partie fernde
de. X x k 5 de dimension £din(X xmli) -2=n -1, qui intervient dans 1'énoncé
de cet axiome, alors l'adhérence de la projection de R sur X est de dimension
<n -1 ’ on peut donc en vertu du cdmllairs précédent supposer que R est
ﬂde, donc qu'lon a x = i*(x') gou 1: V=X x'}& est le morphisme d'injection
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d'une hypersurface non singuliére fermée V de X x k dans X x k s 6t x' un

élément de A(V) o Soient V; les composantes irreduct:l.bles de V Utilisant

(1-72, on voit que x est somme d'élénents provenant d'éléments x} des A(Vi)

ce qui nous raméne au cas oh V est irrdductible. Appliquant & nouveau (2), on
N

psut enfin se ramener au cas o x' est 1'élénent 1V de A(V) « Adpnettons un

instant le

IEMME 3. = Solent X wune variété non singulidre, D un diviseur sur X x&:ﬁ ’

alors i1 existe un ouvert non vide U de X tel gus le diviseur induit par

D sur U xk soit lindairenent équivalent a O .

Ce lerme nous randne alors au cas ol le diviseur défini par V est lindaire=-
ment équivalent & O . Mals dans ce cas, en vertu de (D), x=1 Ly) est ml,
donc on a bien x €In pX .

Reste & prouver le lemme 2+ On peut éviderment supposer X affine, D preniers
Soit 4 1tanmneau affine de X , alors D correspond 3 un idéal prenier non nul
ninimal p de A[t] (%t étant une indéterminde), et la conclusion du lemme
signific qu'il existe s fe A, f£#0, tel que 1'idéal peidt] soit
principal (ol Af est 1l'anneau des fractions de A de la forme gf s GVeC
g € A). On peut éviderment supposer que la projection de D dans X est dense,
ce qui signifie que A r\p = (0) , ou encore pns = @, ot S est l'ensembls des
élénents de A differcnts de O o Bela sign:.fie aussi que 2 est 1l'inage réci-
proqus d'un idéal premier Dbt de A[t:S =Kt], ot K=4S -1 désigne le corps
des fractions de A . Comne K t] est principal, p' adnet un generatsur P,
qus l'on peut supposer dans A{t] . Soit a= P.A[t] s ONn 2 pS qS- y lece
(p/q)S =0, donc 11 existe £ &S tel que f(p/q)- 0, 16 (p/q)S =0 (ob
S.f c,st la partio mltiplicativemont stable de A ongendree por f ) ou encore:
pSf —'gsf 3 en d'sutres ternss 1'idéal pSf = p.AfIt] admet le générateur P .
Cela achéve la démonstration du lemme 2, donec de la proposition 5e

Notons maintenant que l'axiomatique envisagée au début de ce paragfaphe est
vérifiée manifestement quand on prend pour V la catégorie ds tous les espaces
algébriques non singuliers, A(X) de31gnant le groups des classes de cyc]ss pour
1'équivalence linéaires (La définition de £* » £, sous les conditicns indiquées,
6t celle du produit cartésien, de l'augnentation et de 1®élément 1y , étant évi-
dente, ainsi que la vérification des axiomes (I 1) a (I.7)et des formules (2)).
Ceci dit :-
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THEOREME 2. = En théorie de 1'équivalence linéaire dans la catégorie V "de tous
MA

los espaces algébriques non singuliers, les axlonmes (E) et (H) d'exactituds
M T

et d'homotopie sont vérifiés.

En effet, les axiomes (Z) et (HD) sont vérifiés trivialement. En vertu de la
proposition 5, il rcste donc a vorlfler seulenent l'axlomc d'exactitude (E)
Avec les notations de cet axiome, il est irmédiat que j est surgect:ve, car
tout cycle sur U est 1n trace sur U d'un cycls sur X (obtenu en remplagant
lss composantes irréductibles du cycle donné par leurs adhérences dans X)+ D'autre
part on a éviderment j* i, =0, il reste donc 4 nontrer que le noyau de j*

est contenu dans 1'image de i* , ¢6 qui va résulter du

. IEMME 4. - Soient X un espace algébrique non singulier, Y une partis fermée

de X, U=X=-Y, 2z uncycle sur X tel que la trace d¢ 2z sur U soit

linéairenent équivalente & O . Alors il existe un cycle z' dons X , linéaire—

nent équivalent & z , et dont le support est contenu dans Y

Par hypothdse il existe un cycle Z sur U x k tel que pour toute composante
de Z , sa projection dans k soit dense, et tel que l'cn ait  a{U = 2(0) - Z(3)
(avea las notations habltuelles) Soit Z 1le cycle sur X x k obtenu en
remplagant les composantes jrréductibles de 2 par leurs adﬁg}ences dans X x k o
Alors les composantes irréductibles de Z ont encors une projection dense dans
k, de plus Z|U x k =7, I1 en résulte aussitdt que z(t) = Z(t)|U pour
tout te}\ , dtol Z(O) - Z(1) = (Z(0) =Z(1))|U . Comme le prenier membre est
z|U , cette formule signifie que z' =z = (Z(0) - Z(1)) a une restriction & U
qui est nulle, i.e. a son support dans Y . D'autre ﬁart z! est linéairenent
équivalent & 2z « Cela prouve le lemme 4.

REMARQUES o = Comne nous l'avons signalé plus haut, une théorie de l'équivalence
linéaire des cycles, satisfaisant aux conditions indiquées au début de ce para=-
graphe, peut aussi se développer_dans.dés espaces algébriques quelconques (pou-
vant avoir des singularités). En effet, si 2 est un cycle sur un produit X x T,
ou T oSt non singulidre, alors il résulte de la théorie d'intsrsectionsvdévelop—
pee par Je=P. SERRE dans son cours au Collége de France en 1958, que l'intersection
Zo(X x t) = Z.p2 (t) peut se définir comme un cycls sur X x T , pourvu que la
condition usuelle sur les dimensions d'intersections ensemblistes soient vérifiées
(12 formule de Serre foit intervenir une somme alternées de longueurs de modules Tor
‘calculés sur les anneaux locaux de T). Co cycle sera éviderment porté par X x t,
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et sera donc de 1a forme Z(t) xt , oi t est un élérent de T . Cela permet de
définir les cycles lindairenent équivalents & zéro sur X corme ceux qui sont de

la forme 2(0) = Z(1) , ou 2 est un cycle sur X xXk o Le théoréne 2 sera valable
alors dans la catégorie de tous les espaces algébriques (la démonstration donnde
étant volible tclle quelle). La méne démonstration s'applique & 1l'équivalence al-
gébrique. Enfin, les axiomes d'exactitude et A‘honotopie sont aussi valables en
théorie des groupes de classes de faisceaux, (ef. [1]). La dénonstration utilise en—
core essenticllement la proposition 5, qui ranéne & prouver l'axione d'exnctitude
qui est une conséquence de propriétés de prolongenent de faisceaux algébriques
cohérents.

by

5, Application & certains espaces produits.

- Dans ce parquaphe, nous supnosons les conditions du début du parapraphe précé= -

dent satisfaites, ainsi que les axiomes CE) et (H)

PROPOSITION 6. = Soient Xie_V U un espacs algébrigue isomorphe 3 un ouvert

d'un espace affine k » Alors l'homomorphisme x=>x x 1y de A(X) dans
A(X x U) est surjectif- ’
On peut supposer que U est un ouvert de AE? « En vertu de (I.1), le diagrarme

AX) —> &(X xmlin) — A(X x U)

est comrutatif, la deuxidne fléche désignant 1*honomorphisme de restriction. Comme
ce dernier est surjectif en vertu de CE), on ¢st ranend au.cas ou U = k o« Si

n =0 l'assertion résulte de (I 6), si n=1 c'est ltaxione (H), enfin pour n>1
on le démontre por une récurrence immédiate, utilisant l'associatlvite du produit
~ cartésien (axiome g&;ﬁ))o

PROPOSITION 7. = Soient X€V , (Xi)Osién une suite croissante de parties

fermées de X appartenant & V ,avec X =X, u, ¢ X —>X ¢t

v, ® (Xi - Xi—l) -> X, les norphisnes d'injection, S; une partis de A(Xi) o

Soit S = L)ui*(si) C A(X) . Supposons que pour tout i , vi(Si) engendre_le

N -ncduls A(X -X 1) o Alors S engendre le /\-nodule L(X) .

(NBs - On aposé Xy =f, ie. X -X, =X_) + Dimonstration par récur-
rence sur n , l'assertlon étant triviale si n =0 . Supposons n >0, et
1'assertion démontrée pour les valeurs strictenent inférieures de n « Solt, pour

0O<icn-1, ui : X, ==X

1 n-1 le morphisne d'injection, et soit
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St = U . uf *(Si) . I1 résulte ds 1'hypothtse de récurrence, appliquée a
Osign-

)%_1 et la suite des Xi (0 <i =<n-l) qu¢ S' engendre le A =noduls A(X 1) .
Considérons alors la suite :

*
L(E (un"l )y

v,
n
...._.._..,A(xn) __._...,,A(xn - xn_l) — ()

qui est exacte en vertu de SE)' Cormne v:(Sn) engendre ls A -noduls A(X )

et qus S' engendre le A -nodule A(Xn_l) , 11 s'ensuit aussitbt que
(%_1) N sy v S, engendre le A -module & (Xn) « Or cc systéne de générateurs

Xn--].

n'est cutre que S , comme on constate aussitSt.

En conjuguant les propositions 6 et 7, on obtient des infornations sur l'engendre=-
nent de A(X x P) lorsque P admet une suite croissante (P, )O si<n de
.purtles femees, tellss que chaque Pi - Pi - soit isonorphe 4 une somne disjointe
d'ouverts d'espaces affines. Le cas le plus simple et le plus importantaa’ole suivant:

COROLIAIRE. - Soient P un espace projectif de dimension n, F,; (0 =1 <n)
une suite croissante de sous-espaces linéaires, avec Pi de dimension 1 ,
on suppose les Py dans V Soit X e V . Alors tout é1lénment de A(X x P) est
somme d'éléments de 1a fome X x pP(P ) » o x €A(X) st oh on pose

P(Pi) = wi*(lpi) , w; $tant le morphisne d'injection Py —>P .

i

"On a x"pP(Pi) (idX) (X)xn (1 )—ui*(xxl ),ou u, =idp x Wy est le

morphisme d'injection X x P, => X x P . Soit S l'enseublc des éléuents de

i i

A(X x P;) de 1o forne x x 1l o On veut donc prouver que 8 =U yu, (S,) engen-
i i ix 4

dre 16 A-module L(X x P) , pour ceci on applique la proposition 7. L'hypothése

de cette proposition est vérifiée, car on aura v;(Si) = ensenble des

X x 1pi Pi-lé AR x (B; =P, 4)) « Or P, =P, ; est un espace affins, donc

en vertu de la proposition 6 on a vi(S ) = A(X x (P i—l)) , cela dénontre
le corollairs.

6. Applicetion & certains espaces fibrés.

D-ns ee paragraphe, nous supposons & nouveau que l'axiomatique du paragraphe 1
est valable, et nous supposons de plus, comne dans le paragraphe précédent, que
(Ve3) et les axiomes SE) et (H) sont valabless (D'ailleurs, dans le théoréme sui-

AN

ARAAA

vant, nous n'utilisons que Sﬁ)).
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THI%ORTEI\'LE 3. - Scient X un espace algébrique non singulier apportenant a AX P
E un espace algébrique non singulier, f un morphisme de E dans X tel que
1'epplication tangente en chaque point soit surjective, S une partie de AE) °
On _suppose la condition suivante satisfaite : pour toute partie localenent fernce
irréductible non singuliére Y ds X, f-l (Y) est dans Yy, st pour tout

X € A(f-1 (Y)) on peut trouver une portie ouverte non vide U de Y tel que
x'£7H(U) soit dans le A(U)-uodule engendré pap i%(8) , b 1 ¢ £ (U) —E
est le morphisme d'injection. Sous ces conditions, S engendre A(E) considéré

comme module sur A(X) .

Utilisent w) , on est aussitdt ramené au cas o X est irréductible. On procé-
de par récurrence sur n = dim X , 1l'assertion étant triviale si n = 0 . Supposons
donec n >0, et l'assertion dérontrée pour les valeurs strictenent inférieures de
1a dinension. Soit U une partie ouverte non vide de X , soient Y =X ~-U,

Y' 1l'enseuble des singulérités de Y , posons TU!' =X - Y y Y, =0" = U=Y -1
T=rl@w), Tr=£2@), T, =£(4) . Sodent 1: ¥, =>U' ot

j & U—>U' les morphismes d'injection, 1 : T —T et J: T>T

les morphismes d'injection correspondants, enfin, désignons aussi par abus de
langage, par f ,£1,£ lcs morphisnes 70, T —>U' et -Y-l -->Y1 induits

par f . Considérons alors le diagramme 3

A(Yl)(s) —-i-*-bA(U‘)(S) L0® — 0

A

A(T) —=5 4(T") -LA(TI') —> 0

oh la premiére fléche verticale est définie en utilisant la structure de

A(Y1 )=riodule sur A(Yl) définie par 1'homomorphisne d'anncaux ff : A(Yl) -iA(-fi)
et la famille d'éléments de A(-Y-l) s indexée par S , déduite du morphisme
d'injection ¥; =~ E et de la partie S de A(E) . Les deux autres fléches
verticales sont définies de la mlme manidre. Le diagramme précédent est commutatif :
clest immédiat pour le deuxidme carré, coupte tenmu de la transitivité des opé-
rations g* , 6t du fait que 3* est un bemererphisme d'anneaux § pour le premier
carré, on utilise 1-» formule £r g . = 3.'* ff (paragraphe 1, proposition 2, corcl-
laire 1) et la "formule de projection® 9.32) pour i . D'aprés l'hypothése de
récurrence, la premidre fléche verticale est surjective. Il s'ensuit, utilisant
1'exactitude de la deuxidme ligne, qus s1 x €A(E) est tel qus x|T =T (x|T")
est dens 1'image de A(U) () ., alors x|U* est dans 1'dnags de A(U')(S) . Or
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on peut toujours trouver, par hypothese, un ouvert U =X - Y tel que 1'hypothése
précédente soit vérifide. Lo méme hypothdse sera donc encore vérifiée en remplagant
Y per 1l'emsemble Y! de ses singulerités, puis Y' par (Y')! etc., de sorte
qu'on voit de proche en proche que ce sera vral aussi pour Y = ¢ g 1eee On a

X €Im (A(X)(S)) s ce qui démontre le théoréme 3.

COROLLLIRE 14 = Soient X e_MY un_sspace algébrigue non singulier, E un espace
fibré localement trivial sur X dont la fibre F st isomorphe 3 un ouvert U
d'un espace affine, f la projection de E sur X . On suppose que pour toute
partie localement ferméec non singulidre Y de X, (Y) appartient & V .
Sous ces conditions, £+ A(X) = A(E) est sur;]gctif.

I1 suffit de vérifier qus, prenant S = (1 ) , la derniére condition du theoreme 3
est vérifide. Or il suffit de prendrc 1l'ouvert U assez petit pour que £ (U)
fibré sur U .soit trivn.al, i.6. s'identifie au produit U x F . Alors en effet
1'homomorphisme 75 s L(U) = l\.(i""1 (U)) est surjectif, en vertu de la proposi-

tion 6. Cela dénontre le corollaire 1.

COROLLAIRE 2, = Soient X € V un espace algébrique non singulier, E un fibré
vectoriel de rang p sur X, P(E) le fibré projectif associé. On suppose
qu'on est dans le cas gradué, i.e. que la theorie d'intersection snv:.sage,e gatis—~
fait aux conditions du paragraphe 2. Considérons la classe 3p € At (P(E)) définie
dens le peragraphe 2. Alors les g%‘ (0<i<p-1) engendrent le A(X)-module

4(P(E)).

Soit S 1l'ensemble des g%’ (0 ci<p~-1) . Montrons que les conditions du

théoréme 3 sont satisfaitese Si Y est une partie localement fermée non singuliére
de X, alors la partic de P(E) au-dessus de Y est lc fibré projectif associé
au fibré vectoriel sur Y induit par E j conme Y €V, 11 s'ensuit que ce
dernier est dans V en vertu de la condition (V.2) du paragraphe 2. Reste & véri-
fier le derniére condltion du théoréme 3. Avec les notations de ce théoréme, on
prendra la partie ouverte U de Y assez petite pour que le fibré induit sur

U par E soit trivial. Cela nous raméne & prouver le corollaire 2 dans le cas ou
E est un £ibré trivial X x V (V étont un vectoricl ds .dim p sur k). Dans

ce cas P(E) =X x P(V) , et un oalcul fait nu paragraphe 2 (dans la dgxgonstration
de la proposition 4) montre que EE =1y x pP(V)( - 1-1) , o on désigne par

(P )O<i<p-l une suite croissante ds sous-ebpaces lineaires de P(V) , Pi
de dimension i o Par suitec on a, pour X c4a(x) , XEE =X x pP(V)( el i) .
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D'aprés le corollaire & 1 proposition 7, les élénents de cette forme (pour

x € A(X) , 0< 4 <p-1) cngendrent 1o N -nodule &4(X x P(V)) , en d'autres
termes les EI';L (0 <i<p=-1) engendrent le A(X)-module A(X x P(V)) , ce qui
achéve la déuonstroetion du corollaires

Conptd tenu de le proposition 4 du paragraphe 2, on volt donc que les g%
(0 €1 <p=-1) forment une base du A(X)-module &(P(E)) . En d'autres termes,
sous les conditions envisagées dans ce paragraphs, l'axiome % ) du paragrapkc 2
est vérifid. D'aprés lc théordme 2, il cn cst ainsi on particulicr en théoric de
1'équivalence linésirc dans la catégoric des cspaces algébriques non singuliers

quasi=-projectifs.

REMARQUES. = Scus les conditions du corollaire 1, il n'est pes toujours vrai que
1'homomorphisne £* soit bijectif. I1 en est toutefois ainsi chaque fois que E
admet une section régulidre, comne on voit aussitft. Il en est de nlme lorsque E
est un fibré en fibres ~1§n , de groupe structural ls groupe linéairc affine (néne
si E n'adnct pas de section régulidre) : on le dénontre en considérant le fibré
en especes projectifs E obtenu en fermant projcctivenment les fibres de E , et
en utilisant 1'axiome (E) pour E ¢t 1o partic ouverte E de E , (dont le
complémantaire cst aussi un fibré en espaces projectifs). Utilisant le résultat
précédent, on montrc sana difficulté que si P est le fibré principal associé
3 un fibré vectoriel E de rang p sur X (donc P est justiciable du
corollaire 1), alors £* st un hononorphisne de A(X) sur 4L(P) dont le
noyeu est 1'idéal de A4A(X) cngendré par les ci(E) 1 g1 513) « (Bn effet, si
G est le groups linéaire & p variables, T le tore naximael et B DT 1le sous-
groupe. d¢ Borel de G , alors P/B est 1 variété de drapsaux D(E) , donc
4(P/B) est conmu, d'autre prrt P/T est un f£ibré affine sur P/B , donc A(P/T)

est isomarphe & A(P/B) , enfin pour calouler A(P) & partir de A(P/T) on est
remend & calculer AQQ) lorsque Q est un espace fitré principal swr ¥ associé
3 un fibré vectariel de rang 1 , ce qui n'offre pas de difficultés gréce au
corollaire 1 et & 1laxiome d'exactitude).
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