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SUR QUELQUES PROPRIÉTÉS FONDAMENTALES EN THÉORIE DES INTERSECTIONS

Alexandre GROTHENDIECK

Séminaire C. CHEVALLEY
E.N.S., 1958

2 , 9 et 12 juin 1958

Ces trois exposés ont pour but de développer un certain nombre de propriétés

communes à diverses théories (globales) d’intersection en géométrie algébrique.

Beaucoup de ces propriétés (plus précisément celles des paragraphes 1,2,3) sont

aussi valables pour des théories d’intersection dans d’autres contextes (variétés

topologiques, variétés analytiques complexes, et sans doute les "variétés arithmé-

tiques"). Les propriétés envisagées dans les paragraphes 4,5,6 sont cependant assez

spéciales aux anneaux de classes de cycles en géométrie algébrique, relativement à

dès-relations d’équivalence qui peuvent être de types divers (équivalence rationnelle

ou équivalence algébrique, équivalence définie par la considération de l’anneau des

classes de faisceaux, qui intervient dans l’énoncé actuel du théorème de Riemann-

Roch). Notons dès à présent que toutes les propriétés que nous serons amenés à en-

visager seront satisfaites pour la théoriede l’équivalence rationnelle dans la

catégorie des espaces algébriques quasi-projectifs non singuliers. Il 6n sera de

même en remplaçant l’équivalence rationnelle par l’équivalence algébrioue (dont

la définition, classique est calquée sur celle de l’équivalence rationnelle, et

n’a pas été reproduite dans ce Séminaire). Comme les démonstrations sont essentiel-

lement les mêmes que pour l’équivalence rationnelle, nous ne les avons pas repro-

duites .

Dans un dernier exposé, nous appliquerons la notion d’anneau de Chow, et certains

des résultats obtenus, à un problème d’existence de sections rationnelles dans

certains fibres algébriques.

1. Le formulaire général d’une théorie globale des intersections.

Dans toute la suite, nous supposons donnée une catégorie V d’espaces algébriques

(non nécessairement irréductibles) sur k , les morphismes dans V étant les 
’

morphismes d’espaces algébriques définis sur k . Pour simplifier, nous supposerons

k algébriquement clos. On supposera seulement, dans les deux numéros qui suivent,
- 

.

que V satisfait aux conditions suivantes :
- 

.

(V.l) La catégorie - V est stable par l’opération X x Y , et contient une

variété réduite à un point e . Si X tout espace algébrique isomorphe.à X

est dans V . 
’ 

.

B 
..
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En plus, on suppose fixé un anneau commutatif st les données suivant6s

réalisé6s :

a. Un foncteur contravariant X ~ A(X) de V dans la catégorie des 

Si f : X -+ Y est un morphisme dans V on notera f * le morphisme de A tY )
dans qui lui est associé.

b. Pour tout morphisme, X -+ Y , on donne un homomorphisme ds
^-modules : f* : A(X) e telle fa on devienne un foncteur

covariant de X relativement aux morphismes proprss : id* == = 

(Pour la notion de morphisme propre, voir [2 ]) .

o . Pour deux objets X , E V , on donne un homomorphisme dE modules

L’image de par cet homomorphisme est notée x x y .

d. Si est un espace algébrique irréductible, on donne. un ^-homomorphisme
É : (l’augmentation).

Relativement à ces donné6s, on suppose satisfaits les axiomes ’(1:.1). è ~i.9) qui
vont suivre

(I.1) On a les formules suivantes : 
’

pour des morphismes f : xi ~ X2 et g : Y2 dans ! (supposés propres
dans la deuxième formule), et x~~ :.ri (Fonctoralité du produit
cartésien xx y par rapport à f* ~ 

~L2) On a la formule

6(f~(y)) = 

pour tout morphisme f : X ---+ y dans V , X et Y irréductibles,.. et y 

(Fonctoralité de l’augmentation pour f*).
(1 .3 ) On a la formule 
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pour et Y irréductiblES: y (Compatibilité
de l’augmentation avec 1s roduit cartésien).

(I.4) Associativité et commutativité de l’opération x . On a

A(Z) , dans la deuxième formule,
s désigne la symétrie du produit X x Y . 

’~~ 
"

(T.5) Si (e) e V est une variété réduite à un point, alors l’augmentation
f t A((e)) ~ ^ est un isomorphisme (structure de X réduit à un

point)~
Choisissons alors une fois pour toutes une variété (6) eV réduite à un points

Soit 1 l’unique élément de A((e)) tel que 

(I.6) On a la formule

lorsqu’on identifie X x (s) et (s) x X à X ds la fçon usuelle (X ~ V) .

Pour tout soit "&#x3E;x l’unique morphisme de X dans 
. 

(s) ~ et posons

(il résulte de (1~2) que cette définition de lX ne dépend pas du choix de

(s)). On a alors les formules suivantes

et les formulss

pour X , x g A(X) , y p~ et désignant les projections
de X x Y sur CGS deux factsurs.
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Démontrons par exemple la première formule (2), et la première formule (3)o On a

(en utilisant (I.6) pour la deuxième égalité, (I.1) pour la. troisième). De même,
on a

sn utilisant Et p = Y pour la darnière égalité.

V 9 st si a ,e.X , il sst parfois utile d’introduire l’unique morphisme
u ds (s ) dans X dont l’image sst (a) . On a. alors, si X sst irréductible
a

En effet, pour montrer que les deux membres sont égaux, il suffit en vertu de
(I.5) de prouver que leurs images par t 16 sont, c6 qui résulte, de (I.2) et de
nw++ . 

t: (1 ) = 1 0

6 .

Pour tout Soit IJ.x: X - X x X le morphisme diagonal.. On Posera;,
pour x , A(X) : .

On définit ainsi sur A(X) une loi de composition bilinéaire.

PROPOSITION 1. - Pour tout X e. V , la loi de composition (5) fait de A(X)
une /B algèbre associative et commutative ayant pour unité et l’homomorphis-
me ~: A(X) -~- A (défini si X est irréductible) est un homomorphisme d’algebres
unitaires {ioG 0 est une augmentation de la 8 -algèbre A(X))~Si f : X --~Y

est un morphisme dans V , alors f s est un homomorphisme de

Si X ~ Y S V ~ alors l’homomorphisme A(X) x Y) est un

homomorphisme d’algèbres, et même d’algèbres augmentées si X et Y ’ sont

irréductib16so

La démonstration est laissée au lecteur*. Indiquons seulement que la commutativité

et l’associativité de la loi de composition dans chaque A(X) résultent des deux

formules Par la suite, nous considéronschaqu6 A(X) comme un anneau

grâce à (5).

La dernière assertion dans la proposition 1 s’écrit
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(x ~ x’ E A(X) , y ~ y t e A(Y) , X , Y ~ V ) . On obtient 6n particulier
(x x y) = x x y . Cela s’écrit~ compte tenu de (3 )

ce qui redonne la loi de produit cartésien connaissant la structure de produit dans

les A(X) et les opérations f .

Sauf pour écrire la première formule (I.1), nous n’avons pas encore utilisé
l’opération f * Les trois axiomes qui restent donnent des relations entre f

et f~ 
° 

.

(1*7) Soient X , Xi. n) dos objets dans 1.’ 1’i: des

isomorphismes des Xi sur des parties ouvertes deux à deux disjointes de X dont

la réunion est X 0 Considérons les homomorphismes f et f de A(X) dans

la somme directe 1.1 A(X. ) , et de ’JJ.A(XJ dans définis par la famille

resp. par la famille ((fi)*) . Alors f* et f sont des isomorphismes
inverses l’un de l’autre. (Réciprocité des opérations 1’* et 1’*&#x3E;.
En particulier~ si f est un isomorphisme de X sur Y (X , Y ~ V) alors

les isomorphismes f et f+ sont inverses l’un de l’autre.

Soit f : X 2014~ Y un morphisme d’une variété X dans une variété Y. Soit Y’

une sous-variété de Y. On dit que f est transversal à Y’ si, pour tout point
x 6 1’-1 (YI) , les conditions suivantes sont satisfaites : x est simple sur X ;

f(x) est simple sur Y et Y’ ; tout vecteur tangent à Y en f(x) se met sous

la forme de la somme d’un vecteur tangent à Y’ et de l’image (par l’application
dérivée de l’ en x ) d’un vecteur tangent à X en x. On sait que 1’-1 (Y’) est

alors un sous-espace fermé non singulier de X’ . 
’

(1.8) Soit f un morphisme propre espace algébrique X ~ V ’d~M un espace
algébrique S ~ V ; soit Y un sous-espace fermé de S tel que f soit transver-

sal à Y et que l’on ait Y ~ V , z = r-1 (Y) ~ V ; alors, si iw, 1z . sont les
injections canoniques de Y et Z dans S et X respectivement, et ÍZ la
restriction de f à Z , on a

(compatibilité des images directes avec les opérations de restriction à des sous-

espaces) .
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Soient f et g des morphismes d’espaces algébriques X et Y dans un espace

algébrique S ; supposons que S. x S soit transversal à la

diagonale 0394 S de S x S ; nous poserons alors

cet espace s’appelle le produit fibre de X et Y sur S .

PROPOSITION 2. - Soient f , g des morphismes d’espaces algébriques X , Y

dans un espace algébrique S tels que f x g soit transversal à la diagonale de

S x S ; soient 03C6 et 03C8 les restrictions à X xg Y des projections de .X x Y

sur X f Y. Supposons que X, Y , S , X xg Y soient dans V et que f .soit

propre. Alors tp’ est propre et on a

Avant d’établir ce résultat, nous établirons d’abord une autre formule. La

situation étant celle de la proposition 2, soient de plus Y’ des espaces

algébriques appartenant à V, u un morphisme propre de X’ dans X, v un

morphisme propre de Y’ dans Y , f =fu , g’ =fg ; supposons que f’ x g’

s oit transver sal à la dia gonale de S x S e t que X’ ~S Y’ soit dans ~ .
Soient ~’ ~ ~’ les restrictions à X’ . xg Y’ des projections de X’ x Y’ sur

X’ et sur Y’ ; si x’ E A(X’) , posons

où i’ est llinjeotion canonique de X’ . xg Y’ dans X’ x Y (l’égalité des

deux derniers nombres de cette f ormule se vérifie facilement) ; soit enfin

u xo v la restriction de u x v à X’ xs Y’ . On a alors

En effet, on vérifie facilement que l’application u x v est transversale à la

sous-variété X x~ Y de X x Y ; il suffit alors d’appliquer l’ axiome (1~8) au
morphisme propre u x v de X’ x Y’ dans X x Y et au sous-espace Y de

X x Y dont l’image réciproque est évidemment X’ x S Y’ .

On notera que la démonstration subsiste sans modification si on remplace la

condition que f x g soit transversal à la diagonale de S x S par la condition

un peu pl u s faible suivante s l’image réciproque de la diagonale de S x S par
f x g est un sous-espace fermé de X x Y qui appartient à V (on le désigne

encore par X x S Y ) et la condition de transversalité est satisfaite pour tout

point de X x S Y qui appartient à (u x v) (X’ x Y’) .
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On peut nnintenant déduire la proposition 2 de la formule (8) comme suit. On

applique (8) en y remplaçant S par S , X par S , Y par Y , X’ par X ,

Y’ 1 par Y , u par f , v par Idy , f par Idg , g par f 1

par g , x’ par un élément x eA(X) et y’ par iy . L~image réciproque de
la diagonale de S x S par Idg x g est l’ensemble r des points

(8 , y) E S x Y tels que s = g(y) ; c’est un sous-espace fermé de S x Y qui

appartient à V car il est isomorphe à Y ; si un point (g(y) , y) de cet

ensemble appartient à (f x Idy) (X x y) , y est simple sur Y et g(y) l’est

sur S , d’où il résulte que la condition de transversalité pour Idg x g est

satisfaite en ce point. Par ailleurs, si TI est la restriction à r de la

projection S x Y 2014~ Y , T~ et sont des isomorphismes réciproques l’un

de l’autre (axiome (1.7)). On voit alors facilement que la formule (1) donne la

formule cherchée (g* f ) (x) = ;) (x) .
COROLLAIRE 1. - Soient f : X-2014~ Y un morphisme dans V, Y’ une partie

fermée de Y telle que Y’ X’ = f" (Y’) E V ; on suppose f transversale

à Y’ . Soient i : Y’ 2014~ Y et j : X les morphismes d’injection,

f’ la restriction de X’ ; on a

Il suffit d’appliquer la proposition 2 en y remplaçant S par Y ~ X par y’

Y par X, f par i et g par f ; on vérif ie immédiatement que i x f

est transversal à la diagonale de Y x Y ; Y’ ~ xy X s’ identifie à (Y’) .

La notation suivante sera souvent commode: soient Z une partie

fermée de X avec i le morphisme d’ ection Z ~ X ; on posera
~ 

alors

Les notations étant celles du corollaire 1 , on a

on a en effet (f~ i) (ly) = (j ~ ~~) (ly i ) .

COROLLAIRE 2. - Soient E et V des espaces algébriques non singuliers dans

V, f un morphisme propre de E dans V , V 1 une partie ouverte de V telle

que pour tout a = E ’ , , l’application tangente à f en a soit

surjective. Soient i : Vt -4 V E’2014&#x3E;E les morphismes d’injection,
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f 1 le morphisme de E’ 1 dans V 1 induit par f. On a alors

Il suffit d appliquer la proposition 2 en y remplaçant S par V, X par E

e t Y par V’ .

(1. 9) Soient X , Y~~ ~ f un morphisme propre de X dans Y, 

y~A(Y) ; alors on a 
’

(formule de proj ection).

. 

On notera que, si on supposait X et Y non singuliers, l’axiome (!.;2) serait

une conséquence de la proposition 2. On applique en effet la proposition 2 en y

remplaçant S par Y x Y, X par X x Y, Y par Y, f par f x Idy ,
g par le morphisme diagonal y ~ (y, y) ; si X et Y sont non singuliers,

la condition de transversalité est satisfaite ; par ailleurs, le produit fibré
de X x Y et de Y au dessus du Y x Y s’identifie à X .

PROPOSITION 3. - Soient Y et Y’ deux parties fermées de X qui se

coupent transversalement, avec Y, Y’ , Y n Y’ Alors on a

En effet, l’hypothèse signifie que le morphisme diagonal Ó’X est transversal

au sous-espace Y x Y’ de X x X , d’où en vertu de (10)

(La relation

résulte aussitôt de (I. l) et des définitions, compte tenu de = 

Cela prouve (12).
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1 ° On notera que dans ce numéro, nous ne supposons pas les A(X) gradués, afin

d’englober dans C6 formalisme aussi 16 cas où par exemple V est la catégorie de

tous les espaces algébriques non singuliers, et 1.(X) le groupe des classes de

faisceaux sur A (X ) ~ t6l qu’il est défini dans le rapport de Au

numéro suivant, nous examinons les faits spéciaux relatifs au cas gradué.

2° Dans les théories cohomologiques usuelles de l’intersection l’axiome de

commutativité (1.4) n’est pas vrai tel quel, et doit se remplacer par un axiome

d anticommutativité (faisant intervenir 16s structures graduées ) . Nous aurions

pu ne pas postuler l’axiome de commutativité, mais avons préféré l’écrire par
pure raison de commodité, pour n’avoir pas à distinguer la gauche et la droite.

3° Quelques bons auteurs répugnent à la considération d’espaces algébriques

réductibles, i.e. qui ne sont pas des variétés. La considération des espaces
réductibles est cependant techniquement bien commode, (par exemple l’image inverse

par un morphisme d’une sous-variété fermée peut fort bien être réductible, et

on répugne à la décomposer en ses composantes). On notera d’ailleurs qu6 si V

était défini (par un des bons auteurs mentionnés plus hauts) comme formé unique-
ment de variétés on peut élargir la catégorie V en la catégorie V formés

des sommes disjointes X de variétés X. éléments de V , et définir A(X)
comme la somme directe des A(Xi) , 6n définissant de plus de façon évidente

les opérations f ~ f et x dans la catégorie ainsi élargie. Alors l’axiome

(1.7) sera satisfait (vu qu’il sera devenu définition) ainsi que tous les autres

axiomes (1*1) à (1.9) supposés vérifiés dans V .

40 Soient f : X ~ Y un morphisme dans 1.’ C X x Y son graphe, Pl
la projection de X x Y sur son premier facteur. On suppose Y complet de sorte

que p 1 est propre, donc est défini. Si y é A(Y) , on a alors la formule

En effet, on a ix x y = (formules (3)),
f : X -+ X x Y est défini par = (x , r(x» . La deuxième formule
résulte du cas particulier de (1.7) signalé après l’énoncé de cet axiome et

qui implique = lX’ si g: X - X’ est un isomorphisme dans!.).

Par suite, on a
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la dernière égalité résultant de la formule de projection. On obtient par suite

y)} = p 2 * (Y ) ~ (Pl f’)* (P2 f’)* ( ) Y 8

Or p f’ = f ’ = f , d’où la formule (13). 
.

La formule ( 1 3 ) redonne pour Y complet une définition de l’opération f en

termes des opérations f ~, x , et de la loi de produit dans les A(X) . Mais une
telle définition n’est plus possible si Y n’est pas complet, ce qui explique

pourquoi, dans l’axiomatique présentée ici, nous avons dû en tout état de cause

supposer données les opérations f* et f ~ (le choix restait alors de prendre
. soit l’opération x ~ soit le produit dans les A (X ) ~ comme autre donnée ; nous

avons choisi la première pour des raisons de simplicité).

2. Cas gradué.
Dans ce cas, on suppose que X 2014~ A(X) est un foncteur contravariant de V

dans la catégorie des A -modules gradués à degrés ~0 (les opérations f

étant supposées par suite de degré 0 ) . On suppose de plus que si f : X 2014~Y

est un morphisme propre dans V , X et Y étant équidimensionnels de dimensions

respectives m et n i alors f* cst homogène de degré n - m . L’honomor-

phisme A (X ) a. A (Y ) -+ x Y ) est supposé de degré 0 . Enfin si 

est irréductible, on suppose que l’augmentation E : A(X) ~ ^ s’annule sur

les avec i"&#x3E; 0 , et induit un isomorphisme de AO(X} sur !B .

Sous ces conditions, pour tout A(X) est un anneau gradué.

De plus, on introduit une nouvelle donnée, qu’on va expliciter. Pour tout

espace algébrique X , soit P(X) le groupe des classes de fibres vectoriels

de rang 1 sur X (la loi de composition de ce groupe étant donnée par la mul-

tiplication tensorielle des fibrés vectoriels). Si L est un tel fibré de rang 1

on désigne par cl(L) ou clx (L) sa classe, qui est un élément de P(X) . On

a donc

Si f : X ~ Y est un morphisme d’espaces algébriques, alors la formule
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définit un homomorphisme f* de P(Y) dans P(X) . Ainsi devient un

foncteur contravariant à valeurs dans la catégorie des groupes abéliens.

. 
Nous supposons maintenant qu’on a, en plus des données (a), (b) ; (c) , (d)

du numéro précédent, la donnée suivante : 
. ’°

6. Pour on donne un homomorphisme de groupes abéliens

qui est fonctoriel par rapport aux opérations f sur P(X) ~ A (X) $
On supposera de plus l’axiome suivant satisfait : . 

’

(Compatibilité des classes de Poincaré d6 cycles avec les classes carac-

téristiques des fibrés de 1 ). L un fibré vectoriel dE

rang 1 sur X , s une section régulière de L transversale à la section

nulle, Y l’ensemble de ses zéros ; supposons Alors on a 
,

(Rappelons qu’une section régulière s d’un fibre vectoriel E est dite trans-

versale à la section nulle si s est un morphisme de X dans E transver-

sal à la partie fermée s o (X) de E). .

Si X est un espace algébrique, E un fibre vectoriel sur X , on désigne 
°

par P(E) 16 fibre projectif associée La fibre P(E) de P(E) au point x ~ X

est donc l’espace projectif P(E ) associé à l’espace vectoriel Ex , fibre de

E en x. Soit r 1 P(E) 9 X la projection de P(E) sur X , considérons sur

P(E) le fibre vectoriel f-1 (E) image inverse de Epar f . Il y a un sous-

fibre canonique de rang 1 de f-1 (E ) , dont la fibre en un point d de P(E)
est la droite d dans E = £-1 (E).. Le fibre dual de ce sous-fibré est noté

on a donc une inclusion ..

On pose alors, si V
MA
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Avec les notations précédentes, soit g : X’ -+ X un morphisme d’espaces algébri-

ques, et soit E’ = f (E) le fibre vectoriel sur X’ image inverse d6 Epar
g . Alors P(E’) s’identifie à l’image inverse de P(E) par g , d’où un

morphisme canonique g de P(E’) dans P(E) , rendant commutatif le diagramme

(où ft désigne la projection de sur X1). De plus, le fibre Lg, sur

P(E’) s’identifie à l’image inverse par g du fibre Lg sur P(E) . On en
conclut en particulier la formule

Lorsque la base X est réduite à un point o : alors E s’identifie à un espace

vectoriel V , et P(E) à l’espace projectif associé P(V) . La considération du
fibre Lv sur P(V) est alors classique : l’espace des sections régulières de

Ly sur P(V) s’identifie au dual V de V ~ l’homomorphisme de V dans

l’espace des sections de Lv étant celui qui S6 déduit de l’homomorphisme cano-

nique du fibré vectoriel constant P(V) x V sur transposé de l’homomorphis-
me d’injection naturel de Lv dans le fibré constant P(V) x V . Toute section
non nulle s de LV sst transversale à la section nulle, et son ensemble des zéros
est l’hyperplan de P(V) défini par l’élément de V qui correspond as. Par

suite, en vertu de (1.10), si H est un hyperplan affine de on a la

formule suivant6 (en supposant que tout espace projectif appartient à V) :

où conformément à (14), on pose 1v = (LV) . Comme une sous-variété
affine Q de codimension q de P(V) est toujours l’intersection de q hyp6r-

plans affines Hi de P(V) ~ la proposition 3 montre, par récurrence sur q ~ que
l’on a

En particulier, si V est de dimension p s 6t si a est un point de 

la formule (16) donne (avec q = p - 1 et q=p)
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En vue de ce qui va suivre~ nous allons supposer dans la suite de ce numéro

que V satisfait à la condition suivante :
AN.

fV~2) Si E est un fibre vectoriel sur alors le fibre projectif asso-

cié P(E) est dans V e

-

Sous ces conditions, on va prouver :

PROPOSITION 4. - Soient X X non singulier, E un fibré vectoriel de

rang p sur X , f le morphisme de projection de P(E) sur X . Considérons

comme un grâce à l’homomorphisme d’anneaux

f* : A(X) ~ A(P(E)) . Alors les classes (03B6E)i (0 ~ i ~ p - 1 ) sont linéai-

rement indépendantes sur A(X) . .

On.va d’abord prouver les formules 
’

Les premières formules sont vraies pour une raison de degrés, car f diminue les

degrés de p - 1 , et A(X) est à degrés positifs. Pour prouver la dernière

formule, on voit aussitôt, appliquant (1.7), qu’on peut se ramener au cas où

X est irréductible. Dans ce cas, comme x = f ~( 1 (~~ ) est de degré 0, la

formule à démontrer x = ix équivaut (en vertu de ce qui a été dit dans le

premier alinéa de ce paragraphe) à la relation $(x) = 1 . Soient U une

partie ouverte non vide de X, E’ le fibre induit par E sur U, donc P(E’)

est le fibre induit par P(E) sur U .Soient 1 : U -+ X et j : P(E’)-%’P(E)
les morphismes d’injection, et f : la projection de P(E’) sur

U ’ , induite par f . Appliquant le corollaire 2 à la proposition 2, on trouve

1*(£*{5~-1» = = = 

= f~ ( 5E~-1) . Comme ~(x) = E (1* (x» , on est ramené à prouver

que f~ ( 5~1) = 1 . En prenant U assez petit, on est donc ramené au cas où E

est un produit X x V . Alors P(E) = X x P(V) , et si on désigne par g la pro-

jectionde X x P(V) sur son deuxième facteur P(V) , on = f (Ly) donc

~=g*(~) et la projection f de

P(E) sur X n’est autre que idX x (où, conformément à la notation
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introduite dans le paragraphe 1 ~ 1 6st l’unique morphisme de P(V) dans la

variété (6 ) réduite au point e) on obtient

Or en vertu de la première formule (16 bis ), qui peut s’écrire 03B6p-1V = 
(où, conformément aux notations du paragraphe 1 , u est le morphisme de (6 )
dans P(V) dont l’image est le point a) , on aura

d’où

ce qui achève d’établir (17) . 
’

Supposons maintenant qu’on puisse trouver entre les 03B6iE (0 ~ i ~ p - 1) une

relation non triviale xi 03B6iE = 0 , à coefficients xi ~ A(X) . Soit j le

plus grand indice tel que x. ~ 0 ; multipliant la relation donnée par 5"rl-3,
on peut supposer ap-1 ~ 0 . On aura aussi 2.1 xi 03B6iE = 0 . Or, utilisant la
formule de projection, le premier membre s’écriti donc en vertu de

(17) est égal à On trouve donc = 0 , ce qui est absurde, et achève
la démonstration de la proposition 4.

Dans tous les cas rencontrés jusqu’à présenta la propriété suivante, plus
forte que celle énoncée dans la proposition 4, est vérifiée : 

.

Pour tout X G V , 6t tout fibre vectoriel E sur X de rang p , les

( ~7 (0 ~ i~ p - 1) forment une base de A(P(E)) considérée comme nodule sur

A(X) de la façon naturelle~

Un des buts des paragraphes 4,5,6 est de montrer que cet axiome est vérifié en

particulier en théorie de l’équivalence rationnelle . Dans le paragraphe 3, nous

allons supposer les axiomes (1*1) à (1.11) satisfaits, et en déduire la détermina-
tion de A(Q) pour certains espaces fibres Q . Pour l’usage que nous aurons

à en faire dans le dernier exposé, seule la détermination de lorsque D

est une variété de drapeaux (de type (1 " 1 , ... , 1))~ sera nécessaire $
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Nous allons montrer maintenant que toutes les données envisagées dans l’axioma-

tique envisagée dans les deux paragraphes précédents, et les axiomes (1*1) à (I.10),
s’appliquent en théorie de l’équivalence rationnelle pour les espaces algébriques
non singuliers quasi-projectifs. Dans cette théorie. V désignera la catégorie des~ j. ~ 

non singulier a* ~ 
.

espaces algébriques quasi-projectifs  Cette catégorie satisfait trivialement à la

condition ~V’l) du paragraphe 1 , et on peut montrer sans difficulté qu’elle satis-

fait aussi à la condition (V.2) du présent paragraphe. On prend pour A l’anneau

Z des entiers. Si X 6 V . A(X) désigne le groupe,gradué par la codinension, des. 

-

classes de cycles sur X (pour l’équivalence rationnelle). Si f est un morphisme

dans V, la définition de f* est donnée dans l’exposé 3 n° 4 (où on a adopté la

notation f ). On prouve., dans loc. cité que A(X) devient ainsi un fondeur

contravariant en X , i.e. que (gf)* = f* g* (la relation id = id étant

comme d’habitude triviale). On définit de même dans loc. cité l’opération

~ ; A(X) - À(Y) quand f est un morphisme propre, comme l’opération déduite.

de l’opération !limage. directe de cycles" par passage au quotient. La relation

(gf) = g t résulte ici immédiatement de la relation analogue pour les opérations

sur les cycles eux-mêmes : ainsi 1i. (X) est bien un fondeur covariant de X

relativement aux morphismes propres. L’opération x (produit cartésien) est aussi

définie dans loc. cité à partir de l’opération de produit cartésien de cycles.

Enfin, si X est irréductible, on désigne par ~ l’homomorphisme de A(X) dans

Z qui est nul en degrés &#x3E;0 . et qui prend la valeur 1 sur la classe du cycle

(X) . Cette définition a un sens, 6n d’autres termes cette classe (X) définit une

base de En effet le groupe des cycles de degré 0 admet une. base réduite

au cycle (X) , d’autre part n(X) n’est rationnellement équivalent à 0 que

si n = 0 ) comr-ie on voit aussitôt sur la définition (un cycle de déformation 
dans

X x T , pour des cycles de degré 0 dans X , étant nécessairement un multiple

de X x T). Les conditions sur les degrés données au début de ce paragraphe sont

vérifiées. Enfin, on a un isomorphisme classique entre P(X) en A (X) ex espace algé-

brique non singulier) , obtenu en associant à tout fibre vectoriel L de rang 1 sur

X la classe du diviseur d’une section rationnelle de L qui n’est nulle sur

aucune composante de X (classe ne dépendant pas de la section choisie). Cela

donne l’homomorphismo p : P(X) 2014~A (X) ~ dont on sait bien qu’il est fonc-
toriel.

L’axiome (1.1) a été vérifié dans loc. cité, les axiomes (1.1) à (I.6) se véri-
’ 

fient trivialement. Notons que la multiplication dans A(X) définie dans la

formule (5) est celle envisagée dans le paragraphe cité, de sorte que A(X) est
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.l’anneau de Chow de X. On voit d’ailleurs tout de suite que ly e s t la classe

du cycle X . La vérification de (1.7) est triviale

Pour vérifier l’axiome (1.8) , observons que tout élément x E A(X) peut être

représenté par un cycle ~ tel que ~ .Z soit défini (cf. exposé 3), ce qui
entraîne que f ( ) ) .Y est défini. La classe est celle représentée Par,

~.Z ~ considéré comme cycle sur Z , et son image par est représentée
par f(03BE.Z) = f ( 5 *f" (Y)) = f(03BE).Y , en vertu de la formule de proj ection
pour les cycles ; or f(~).Y est un représentant de la classe f ) (x) . .

L’axiome (1.9) ("formule de proj ection") est prouvé aussi dans loc. cit. Enfin
la formule (1.10) résulte aussit8t de la définition même de P (X) (X) . ..

REMARQUES.

1 ° Pour bien faire et inclure les théories cohomologiques les plus importantes
nous aurions dans les propriétés d’homogénéité envisagées dans le premier
alinéa de ce paragraphe ,imposer quc si f : X ~ Y est un morphisme propre de

xm dans Yn alors f est homogène dG degré 2(n - m) (et non de degré (n - m) ) ;
la donnée (e) est alors un homomorphisme py de P(X) dans A (X) (et non dans
A (X)) . Cela amène alors à doubler les degrés dans l’anneau de Chow, qui devient
alors un anneau gradué anticommutatif (voir remarque 2 du paragraphe 1 ) f mais dont
tous les degrés sont pairs (de sorte qu’il est aussi Comme dans la

suite de ces exposés, nous aurons seulement affaire à des groupes de classes de

cycles, nous n’avons pas voulu ici imposer cette modification aux notations reçues.

2° Il semble plausible que parmi toutes les théories satisfaisant aux axiomes

(1.1 ) à (1.10), (V étant la catégorie des 6spaC6S algébriques non singuliers

quasi-projectifs pour fixer les idées ), la théorie de Chow on prend

A(X) = A (C(X) désignant l’anneau de Chow X ) puisse être caractérisée

abstraitem6nt comme étant la "théorie minimale", au sens suivant : pour toute autre

telle théorie /0 (avec des groupes gradués B(X) , etc) il existe un homomor-
phisme uniquE de la théorie C ,da.ns la théorie (par quoi on entend la donnés,
pour tout X s V ~ d’un homomorphisme de /B-modules gradués f : A(X) -+ B(X) ,
fonctoriel pour f* et f *~ conpatible avec les augmentations et les produits ! ,
cartésiens, et la formation de classes caractéristiques de fibres vectoriels
de rang 1 ). Cet homomorphisme f transformerait nécessairement la classe d’un

cycle irréductible non singulier Y de X 6n E B(X) , et la classe d’un
diviseur D (non nécessairement non singulier) de X en p~( 3 (D) ) C B~X) ’
où 03BB (D) ~ P(X) axt la classe de fibrés vectoriels de’ rang 1 qui correspond à D :.
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La démonstration de la conjecture ci-dessus Remettrait d’éviter complètement les
difficultés qu’on rencontre dans le formalisme actuel de la dualité de Poincaré

en Géométrie Algébrique (cf. [3]~ dues à la présence possible de singularités dans
les cycles, difficultés qui ne tarderont pas à sc présenter à nouveau dans les théo-

ries cohomologiques plus perfectionnées qui sont appelées à remplacer celle

qu’on vient de citer.

3. Classes de Chern et fibres en drapeaux. 
’

Pour simplifier, nous supposons dans tout ce paragraphe que lES X E.! sont dEs

espaces algébriques non singuliers. Pour l’instant, c’est seulement dans ce cas que
l’on sait construic une théorie "des intersections" satisfaisant aux axiomes du

paragraphe 1. Nous supposons do plus qu’on se soit donné une théorie impliquant
les données et les axiomes des paragraphes 1 et 2. En ce qu’on va dire

s ’applique, sous des conditions plus larges, explicitées dans ~4li : les données
essentielles sont (a) et (e) , l’axiome essentiel’dans la question étant 

qui donne la structure de lorsqu6 E est un fibre vectoriel sur

un 

Soient X E un fibre vectoriel de rang p sur X , P (E ) le fibré en

espaces projectifs associé, LE 
~ le fibré vectoriel de rang 1 sur P(E) défini

dans la paragraphe 2 et sa "classe caractéristique". Du fait que,
en vertu de (1*11)~ les $j1 (0 ~1 ~p - 1 ) forment une base 
considéré comme module on peut trouver de façon unique des éléments .

(définis pour tout entier i 5.0) satisfaisant aux conditions :

Les ci (E) s’appellent les classes d6 Chern d6 E , ci(E) est dit la 

classe de Chern. On pose

. 6t c{E) 6st appelé la classe dE Chern (totale) do E ; sa donnée équivaut
donc à la donné6 do tous los c. (E ) .
~

On prouve (loc. cité, théorème 1 ) quE lEs c. i (E) satisfont à toutes 1ES proprié-
tés usuelles des classes dc Chern, 6t,6n particulier aux propriétés suivantes,
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qui les caractérisent : .

i. Fonctoralité des classes de Chern (relativement à f* et aux images inverses
de fibres vectoriels).

Normalisation : si E est de rang 1 , alors c (E ) = Px 
iii. Additivité: 0 - E t ~ E ~ E" ~ 0 est une suite exacte de fibrés vecto-

riels sur X ~ alors on a c (E ) = c(E’) c(EtI) . .

(Seule cette dernière propriété n’est pas immédiate sur la définition donnée).

La théorie des classes de Chern est utile dans la détermination d’un anneau

du type A (Y) V) dans un grand nombre de cas, dont nous donnons un exemple
intéressant dans ce numéro  Signalons déjà qu6 si E est un fibré vectoriel sur

X E. 1. ’ alors la connaissance des ci = détermine complètement la structure
de l’anneau A(P(E)) quand A = A (X ) est supposé connu, car on aura manifestement :

C’est oe résultat que nous allons généraliser ici. 

Soit V un espace vectoriel de dimension p sur k . Soit

une suite de k entiers &#x3E; 0 , de somme p . Un de typ6 fii de V 6St

une suite croissant6 V1 C ... V de sous-espaces vectoriels de V ~
avec dim Vi = Pi + ... + p . L’ensemble des drapeaux de type « de
V est un espace homogène sous le groupe Gl(V) des automorphismes de V . Si

H est le stabilisateur d’un drapeau de type on voit aussitôt que H est

un sous-groupe fermé de Gl (V) contenant un groupe de Borel (groupe des matrices
triangulaires ), et l’on explicite facilement une section rationnelle de Gl(V)
fibré par H. On peut alors munir D (V) de la structure algébrique d’espace
homogène, qui fait de une variété complète. (On montre facilement que
C6tt6 variété est rationnelle, et même "spéciale" au sens de l’exposé 2, mais
nous n’aurons pas besoin de ces faits). Plus généralement on déduit d~ ce qui
précède que si E est un fibre vectoriel sur un espace algébrique X ~ on

peut définir alors le fibre des drapeaux de type E . 0’ est un

fibré algébrique localement trivial dont la fibre en un point x ~ X

est la variété des drapeaux de type cf( de fibre E de E en x .

Prenant ’il = (1 , p - 1 ) , on trouve P(E) , faisant (1 , ... , 1 )
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on trouve 16 fibre en drapeau usuel D(E ) , enfin faisant 1B = (n , n) (avec
n + n = p) on trouve le fibre en variétés grassmaniennes de type (m , n) associé

à E. 
.

Supposons de nouveau ?T quelconque Soit f la projection de sur X ~

Alors le fibré vectoriel (E) sur admet une suite canonique croissante

de sous-fibres vectoriels E2 c ... c E k = E , étant de rang

p 1 + ... + Soit F. = ~1 ~ 1 ~ k) (en posant E 0 = sous-fibré nul
de E). Posons (supposant X et dans 

Ces éléments sont liés par la relation 1.6.

où on pose ci = Çi(E) , et où (conformément à l’usage quand on est en présence
d’une algèbre sur un anneau de base £1 (X) ) on écrit aussi ci pour l’élément de

la A(X:)-algèbre A(P(X)) correspondant à l’élément ci de A(X) ~ Le but
de ce paragraphe est de prouver le théorème suivant. 

~ 

°

. THÉORÈME 1. - Soient X ~. 1.’ E un fibre vectoriel de rang p sur X , 
le fibre en drapeaux de type i1"= ... , pj) associé à E, ci = 

(1 ~ i $" p) les classes de Chern de E . On suppose E. 1.. Sous ces
conditions, les éléments (19) engendrent la A(X)-algèbre A(D(E)) , et les p

relations homogènes entre les déduites de (20) engendrent l’idéal des

relations de ces générateurs.

Nous nous servirons du lemme suivant, de nature purement algébrique :

. LEMME 1. - Soient A un anneau commutatif avec unité, p un entier &#x3E;0 ,

’(ci) (1 E 1 + p) une famille d’éléments de A, soit C la A-algèbre engendrée
par des générateurs Si (1 =.1 =p) soumis aux relations 

°

où 16s 6j désignent les fonctions symétriques élémentaires. Soient1 ’ 
-- 

’ ..

....1B des entiers &#x3E;0 , de somme p ,..9t soit pour 1  j  k
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avec

Posons

et soit B la sous-algèbre ,§Q C engendrée p££ les c(j)i . Alors 1

i. los éléments de La forme

avec

forment une bas6 de C considéré comme nodule sur B .

il. Les générateurs de la A-algèbre B satisfont aux p relations.

isobares déduites de la relation

(Ci et c(j)iétant affecté du poids i), et ces p relations engendrent l’idéal

des relations entre les 
~ ’ ~ " ~ 

Faisant en particulier k = 1 , on obtient le

COROLLAIRE~ - Les éléments de C de la forme

forment une base de C considéré comme module sur A .

Prouvons (1). Montrons d’abord que les éléments envisagés dans (1) engendrent
le B-module C , en utilisant seulement 16 fait que C est uns B-algèbre

engendrée par des groupes de variables (1 ~,j tels que les fonc-

tions symétriques élémentaires par rapport aux variables de chaque groupe pro-
viennent d’un élément de B . Une récurrence immédiate sur k nous ramène

au cas où k = 1 ~ au cas envisagé dans 16 corollaire. Dans ce cas, on



4-21

procède par récurrence sur p , l’assertion étant triviale si p = 1 . Si p &#x3E; 1 ,
on vérifie aussitôt par récurrence sur i ~ à l’aide des formules

fonctions en J 2 ’ ... , "’5 p sont dans la

sous-algèbre A[51J, donc (par hypothèse de récurrence) C est engendré en tant
que module sur Par les éléments de la forme .f 2 2 ... r’;;.ï1 avec

o  03B1i p - i . D’ autre. part, la formule 1T ( .5 1 - 5" i) = 0 donne.

ce qui montre que est engendré entant que A-module par les éléments

~ (0~ o(. ~p - 1) . Il en résulte que les éléments de la forme envisagée
dans le corollaire engendrent bien le A-module C . Prouvons maintenant que les

éléments envisagés dans (i) forment même une base du B-nodule C . Pour ceci,

soient ~ ~ ~n ~ ~ les anneaux définis comme B ~ C ~ mais à partir de l’an-
neau de polynômes A = Z[03C31 , ... , 03C3p ] et des éléments S". dudit anneau. II

P IL

est alors immédiat que C se déduit de C par extension des scalaires de la

Ao-algèbre Co , compte tenu de l’homomorphisme d’anneaux de A dans A qui .

envoie 03C3i sur ci . De plus, B s’identifie alors à la sous-algèbre de C

engendrée par B~ $ II s’ensuit aussitôt’qu’il suffit de prouver (i) pour le
Bo-module C : en effet, il en résultera alors que B est facteur direct dans

C (en tant que et a fortiori en tant que Ao-module), donc B est

aussi l’algèbre déduite de B en étendant les scalaires à donc une base de

C sur B définit une base de C sur B . Prouvons donc (i) dans le cas

particulier envisagée On constate aussitôt que C est l’anneau des polynômes
en 03B61 , ... , 03B6 p (à coefficients entiers), A s’identifiant au sous-anneau

formé des polynômes par rapport aux 6’~= ~(Fi~***~"? )~i.e. 
des invariants du groupe symétrique S .De même, il est bien connu que B

est des invariants du de S I1
en résulte que le corps des quotients de B est l’ensemble des invariants, sous

G , du corps des quotients de Co . Appliquant la théorie de Galois, on trouve
que le rang de C 

o 

° 

sur B 
o 

est égal à l’ordre de G , c’est-à-dire à 
.

p1! ... pk! . C’est aussi le nombre des générateurs ensisagés dans (i), donc il
n’y a aucune relation non triviale entre ces générateurs~
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Prouvons (ii). Les p relations envisagées sont bien vérifiées dans B ~ car

elles reviennent à l’identité de polynômes en une irdéterminée t , à coefficients

dans B

qui s’écrit aussi, en tant qu’identité entre polynômes à coefficients dans C :

et qui est donc manifestement vérifiée. Soit alors Bila A-algèbre engendrée

par de.s générateurs ct (j) soumis aux seules relations (:tt) déduites de (*) ,
quand on y remplace lel par c!(j) . Soit C ’ la B’-algèbre engendrée

x 1

par les générateurs .5 l (J) (1  1 S k , 1  1  pj) soumis aux seules relations

f 1 ~ Î ( ~ ~ ~ ’ eu , 3~~j» = (l $, j sk, 1 ~i ~Pj) , qui peuvent aussi
J

s’écrire
’

Ces relations, joint6s à (*’ ), montrent qU6 l’on Il ci = §( i( , ... , 03B6’p) e Par

suite, il existe un homomorphisme de A-algèbres unique d6 C dans 9’ qui

transforme 03B6i 6n 3[ . Get homomorphisme induit un homomorphisme de B sur la

Sous-algèbre de 0 ’ 
_ 

engendré 6 par les Ói( $1(j) , ...,03B6’pj(j)) , i ,e . par 16s

me de B sur BI transformant Gn cI (j) ; comme on a aussi (..;mr défini-

tion de B ’ ) un homomorphisme d« Î ’ sur B 1, transformant a[ 
(j ) en on

conclut que ces deux homomorphismes sont des isomorphismes inverses 1 ’un 16 1’autre

6n particulier B t -&#x26; B est injectif, ce qui prouve (ii) . Le lemme 6st dénontré

Nous pouvons maintenant dém.ontrer le théoréme 1 . Envisageons d’abord le cas par-

ticulier Ô* (1 , * * * , 1 ) . , alors l’énoncé 6St 16 SUivant 1 

COROLLAIRE 1 au théorème 1 . - Soient X ~ V , E yj fibré Vectoriel jur X ,

. D(E) le fibré en drapeaux de E, 51’... , J p . les classes dans A1(D(E))

des facteurs aui interviennent dans le scindage canonique du fibré vectoriel sur
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D(E) image réciproque. de E . Alors A(D(E» e.st.la J,(X)-a1gèbre engendrée par
les soumis aux seules relations

En effet, cette relation étant bien vérifiée en vertu de l’additivité des classes
de Chern, il reste seulenent à prouver, compte tenu du corollaire au lemme, que
les éléments de dG la forme

forment une base du A(x)-module A(D(B)) . On procède par récurrence sur p

l’assertion étant triviale si p = 1 . Soient X’ le fibre projectif associé à

E, Elle fibre vectoriel sur X’ image réciproque de E , FIle sous-fibré
de rang 1 canonique de et F’ Alors D(E) s’identifie au fibre

D(F’) sur et les éléments )2’’’. " ! p de A(D(E» s’identfient aux

éléments fondamentaux dans 11. (D (F t » .’ D’après l’hypothèse de récurrence, les

03B62 ... (1 ~ 03B1i ~ p - i) forment une base de A(D(F’)) 

tandis qu’en vertu de l’axiome (1.11). les éléments 03B61 (1 ~ 0(1 à% p - 1 ) forment

une base de A (X 1 ) sur A 0 Par suite, les éléments ! 1 ... 

(1~ p - i) forment une base de A(D(E)) sur A(X) ~ ce qui
prouve le corollaire 1.

Prouvons maintenant le théorème 1 dans le cas général. On peut considérer D(E)
comme fibre au-dessus de et de façon précise D(E) s’identifie au pro-

duit fibre sur des fibres en drapeaux ... ~ D(F.) sur DJE) .
Il en résulte (à: ,l’dde du corollaire 1 déjà prouvée par une récurrence immédiate
sur k) que C = A(D(E)) ~ considéré comme module sur B’ = admet une

base formés des éléments de la forme envisagée dans le lemme 1 (1), en désignant
par (1 ~ i les éléments de A(D(E» , classes des facteurs qui
interviennent dans 16 scindage canonique de l’image inverse, sur D(E) , du fibre

F. sur En particulier, B s’identifie à un sous-anneau de C ; 
la structure de C est celle exprimée dans le corollaire 1. D’ailleurs les

ne sont autres que les comme on le constate aussitôt.
D’autre part, il résulte de l’additivité des classes de Chern que l’on a
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= 6" i(03B6(j)1 , ... , 03B6(j)pj) . Posons A = A(X) , on voit donc que B contient la

sous-A-algèbre B’ de C engendré par les ci(j) . Prouvons que B = B’ . En 
effet, en vertu du lemme, (1), on a dans C un système d’éléments qui est une

base à la fois pour la structure de B-module et de cela implique
B = B’ . Ainsi les engendrent la 

, 

A-algèbre B = à(D 1T (E) ) . L’idéal des
relations entre ces générateurs est de plus donné par le lemme 1 (i1). Cela

achève la démonstration.

REMARQUES. 

1~ Comme dans le paragraphe précédente il y aurait intérêt à énoncer le théorème 1

dans le contexte anticommutatif. 

20 Le théorème 1 donne en particulier la structure do DJV) pour un espace

vectoriel V . On retrouve en particulier l’anneau associé à une variété grassma-

nienne. On notera que le résultat obtenu est indépendant de la théorie des inter-

sections choisie, et ne dépend que de l’anneau de base /B .

3° Lorsque A contient le corps des ’rationnels, il existe un théorème plus

général que le théorème 1 , permettant lorsque l’on a un fibre algébrique princi-

pal P sur X ; de groupe structural un groupe linéaire connexe G , et un

sous-groupe H de G contenant un sous-groupe de Borel, de calculer A (P/H)
connaissant A(X) et les "classes caractéristiques" du fibre P. lorsque A

ne contient pas Q , par exemple" = Z , un tel énoncé ne peut plus exister pour
tout G , à cause des phénomènes de "torsion" qui seront examinés dans un exposé
ultérieur.

4° Pour énoncer le théorème 1, nous avons dû nous placer dans une théorie où les

A{X) étaient gradués. Indiquons rapidement les résultats correspondants lorsque

A(X) est l’anneau des classes de faisceaux sur étant la catégorie
de tous les espaces algébriques non singuliers ), tel qu’il est défini dans [1 ].
Soient E un fibre vectoriel de rang p sur et soit

~E ~ ~~ é !(P(E» la classe du fibre vectoriel 1~ * C’est donc un élément
inversible de K(P(E)) . On déduit de la formule de Künneth, et de la structure

-

cohomologique connue d’un espace projectif (cf. FAC [5])quo l’on a les formules
suivantes (où f est la projection P(E) + X) 1
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Il en résulte aussit8t, comme dans la proposition 1, que les

sont linéairement indépendants sur K(X) . D’autre part, le fibre £-1 (E) « LE
sur P(E) contient un sous-fibre de rang 1 trivial, d’où résulte (en vertu

de la formule d’additivité pour que Ïl.1 (£-1 (E) 8 ~) = 0 , ce qui
s’écrit aussi

et permet de calculer 1§~~ comme combinaison linéaire (à coefficients dans
les liE (0  i  p - 1) , compte tenu que est un élément inver-

sible de K(X) . D’autre part, utilisant les résultats des paragraphes 4,5,6, on

prouve que les ~p forment un système de générateurs de K(P(E)) considéré

comme module sur K(X) . Donc ils forment même une base. Compte tenu de (22), cela
détermine la structure d’anneau de 1,(P(E) ) connaissant le 03BB-anneau

K(X) et l’élément E de Sa structure de &#x3E; -anneau est aussi déterminée,
tenant compte de 03BBt(lE) =1 + lE t .
Utilisant le résultat précédente et procédant comme pour le théorème 1 , (par

utilisation du lemme), on trouve que plus généralement est le 03BB-anneau

engendré au-dessus du 03BB-anneau K(X) par les générateurs fj (1  j  k)
classes des fibres vectoriels les seules relations entre ces générateurs
étant celles déduites (au sens de la théorie des 03BB -anneaux) des relations

On peut dire aussi qu’en tant que est engendrée par les

générateurs ..

soumis aux p relations résumées dans la formule
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4. Les axiomes d’exactitude et d’homotopie.

Dans les trois paragraphes qui suivent, nous allons examiner des propriétés
spéciales au cas où les groupes sont des groupes de classes de cycles en

géométrie algébrique. Par ailleurs, pour les paragraphes 4 et 5, nous n’aurons
besoin que d’une partie de l’axiomatique développée dans le paragraphe 1 , que
nous allons expliciter maintenant. La généralité ainsi gagnée sur le paragraphe 1

d’ailleurs pas illusoire, car les résultats obtenus s’appliqueront aussi
aux divers groupes de classes de cycles (pour l’ équivalence rationnelle ou
algébrique, ou des "classes de faisceaux") sur des espaces algébriques quelconques,
(singuliers ou non ) .

Nous supposons donnée une catégorie V d’espaces algébriques, satisfaisant aux
NA ’

conditions suivantes : 
,

(V.3 ) Si tout espace algébrique isomorphe à une partie ouverte de X ~
ou à un sous-espace fermé non singulier de X , est aussi dans V ; si X et Y

sont dans V , alors X x Y est dans V ; V contient la droite affine k.

On suppose de plus qu’on a les données (a), (b), (0), (d) du paragraphe 1, avec
cependant les restrictions suivantes : f n’est défini qua si le morphisme
f : X ~ Y dans V est un isomorphisme de X sur une partie ouverte de . Y ?

f* n’est défini que est un isomorphisme de X une partie n

Par ailleurs, on suppose que les lois fonctorielles (gf)* = f g* / (gf) == g f

et les lois analogues pour l’application identique, soient satisfaites. De plus?
on suppose donné, pour tout un élément ly dans A(X) . On suppose .
satisfaits, relativement à ces données, les axiomes (I.1) à (1.7) du paragraphe 1,
ainsi que les formules (2) dudit paragraphe, donnant le formalisme impliquant les
"éléments uni tés" 1 

X , ...

De plus, nous supposerons les deux axiomes plus spéciaux suivants satisfaits s

(E) (Axiome d’exactitude )* Soient X C V , Y . partie fermée de X
~~’* ~° 2014-20142014~20142014~- . .

appartenant à V , U son complémentaire ouvert i s Y~X et j : U - X

les morphismes d’injection. Alors la suite d’homomorphismes suivante ,

est exacte.

(H) (Axiome d’homotopie rationnelle). Soit alors l’application.~ 
~
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x ~ x x 1 de A(X) dqns x k ) est surjective.
. - 

~ ’

(N.B.- Dans tous les cas rencontrés où cet axiome est valable, on peut même prou"’
ver que l’application envisagée est bij6ctive ; mais nous n’aurons pas besoin de

ce fait).

D~ns les deux prochains paragraphes, nous n’utiliserons directement que ces doux

axiomes. Cependant? pour les établir dans les cas particuliers que nous avons en

vue, nous vérifierons dans ces cas l’axiome (Z) de nature auxiliaire ci-dessous,
et un affaiblissement (HD) de l’axiome d’homotopie, axiomes dont la vérification

. n’offrira pas de difficultés. Nous envisageons donc les axiomes auxiliaires.

suivants ; (dont le premier exprime essentiellement que A(X) est bien un
groupe de classes de cycles sur X) : 

’

(Z) Soient X E V irréductible non singulier de dimension n ~ et A(X)
. 

- 
.

tel que ~(x) = 0 . Alors il existe une partie fermée R de X de dimension

OE n - 2 , une hypersurface non singulière V dans X - R et un élément

x’ de A(V) , tels que l’on i ~(X’ ) , où j : X’ ~ X et

i : sont les morphismes d’injection.

(HD) (Axiome d’homotopie pour les diviseurs ). Soient V irréductible

non singulière, Y une hypersurface non singulière de X telle que le diviseur

défini par Y soit linéairement équivalent à 0 . i l’injection de Y dans

X . Alors on a i*(ly) = 0 0

PROPOSITION 5. - L’axiome d’exactitude (E ) ~oint aux axiomes (HD) .2!-

dessus implique l’axiome d’homotopie (H) .

On prouvera l’énoncé (H) par récurrence sur n = dim X , l’énoncé étant trivial

si n  0 . Supposons donc n  0 , et l’énoncé prouvé pour les valeurs stric-

tement inférieures de la dimension. Soient Y un sous-espace fermé quelconque
de X , Y’ l’ensemble de ses singularités, U’ = X - Y’ ,

Yl = U’ - U = Y - Y . 9 soient 3. ; Il -~ U’ 6t. j : U ~ U’ les injections

canoniques, et T: et j : U  k ~ U’  k les injections

correspondantes pour les produits avec k , et considérons le diagramme suivant :
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où les flèches verticales, désignent les produits cartésiens avex lk. Ce diagram-
me est commutatif en vert da (1.1). Supposons Y n , alors La première
flèche verticale est surjective d’après l’hypothèse de récurrence. Considérons
16 diagramme suivant d’injections canoniques :

Soit enfin x k) . posons

Avec ces notations~ on a le suivant. 
, 

,

LEMME 2. - Supposons que 03B6 e In p*U , alors g’ g ln p*U’ .
Cela résulte aussitôt du diagramme (*), compte tenu de l’exactitude de la

deuxième ligne (résultant de l’axiome (H)) et du fait que p* est surjectif.

COROLLAIRE. ~ Supposons qu’on puisse .trouver une partie fermée Y de X ~ de

dimension ~n == dim X p telle que la "restriction" k(x)dexàUxk
(où U==X-Y) soit dans Im p*U . Alors on a 
En effet, du lemme 1 résulte que l’hypothèse sera encore vérifiée en rempla-

. çant Y par’l’ensemble Y’ formé des points singuliers do Y . On voit ainsi

do proche en proche quelle sera vraie aussi si on remplace Y par Ø , ce qui
prouve le corollaire.

Le corollaire nous montre que, pour prouver x e Im on peut enlever de X
tout sous-ensemble fermé de dimension n" . En particulier on peut supposer X

non singulière, Alors X est réunion disjointe de ses composantes irréductibles~
et on peut se ramener au cas où X est irréductible (en utilisant (1.1) et

(1.7)). question est résolue 1.. Par 
, 

. ~A ~A

remplaçant x par x - et utilisant = 1 , on est ramoné

au cas où &#x26;(x) = 0 . Utilisons alors l’axiome (Z). Si R est la partie fermée
de X x k . de dimension xk) ’-2=n-l . qui intervient dans l’énoncé
de cet axiome, alors l’adhérence de la projection de R sur X est de dimension
~ n ~ 1 ~ on peut donc en vertu du corollaire précédent supposer que R est

vide. donc qu’on a x == i.(x’) ~ où i : V -~X x k est le morphisme d’injection
, ~ ’ 

~A
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d’une hypersurface non singulière fermée V de X x k dans X x k , et x’ un

élément de A(V) . Soient V. les composantes irréductibles de V . Utilisant

(1.7), on voit que x est somme d’éléments provenant d’éléments x’ des 

ce qui nous ramené au cas où V est irréductible . Appliquant à nouveau (Z). on
~~

peut enfin se ramener au cas où x’ est l’élément 1V de A(V) . Admettons un
instant le ..

LEMME 3 * - Soient X une variété D un diviseur sur X x k .

alors il existe un ouvert non vide U de X tel pue le diviseur Induit par
D sur U x k ,soit, linéairement équivalent a 0 . 

’

’ Ce lemme nous ramène alors au cas où le diviseur défini par V est linéaire-

ment équivalent à 0 . Mais dans ce cas. en vertu de (HD). x = i*(1V) est nulp

donc on a bien x &#x26;Im , ,

Reste à prouver le lemme 2. On peut évidemment supposer X affine, D premier.
Soit A l’anneau affine de X , alors D correspond à un idéal premier non nul
minimal p de A[t] (t étant une indéterminée), et la conclusion du lemme
signifie qu’il existe un tel que l’idéal soit

principal (où Af est l’anneau des fractions de A de la forme gf 
-k 

, avec 

.

g ~ A). On peut évidemment supposer gué la projection de D dans x est dense,
ce qui signifie que A ~p = (0) . ou encore p~S == Ø , où S est l’ensemble des

. ~ - 
.

éléments de A différents de 0 . Cela signifie aussi que p est l’image réci-

proque d’un idéal premier p~ de A[~t~ 20141 = où K = ~ AS -"1 désigne le corps
des fractions de A , Comme E[t] est principale p’ admet un générateur P .
que l’on peut supposer dans A[t] . Soit q = P.A[t] , on a == qS-1 , i.e.
(p/q)s-1 == 0 , donc il existe f 6 S tel que f(p/q)== 0 , i.e (où

Sf est la partie multiplicativement stable de A engendrée pcr f ) ou encore:

pS" == qS-1f , en d’autres ternes .l’idéal pS-1f = p.Af[t] admet le générateur P .
- J. ~K~J. .. 

" 

- I ~~ I 
.

Cela achève la démonstration du lemme 2~ donc de la proposition 5 .

Notons maintenant que l’axiomatique envisagée au débat de ce paragraphe est
vérifiée manifestement quand on prend pour V la catégorie de tous les espaces
algébriques non singuliers, A(X) désignant le groupe des classes de cycles pour
l’équivalence linéaire. (La définition de f* , f sous les conditions indiquées,
et celle du produit cartésien, de l’augmentation et de Isolément étant évi-

dente, ainsi que la vérification des axiomes (1.1) à (I*7)et des formules (2)).
Ceci dit : ..
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THEOREME 2. - En théorie de l’équivalence linéaire dans la catégorie V de tous

les espaces algébriques non singuliers, les axiomes (E ) et (H) d’exactitude

et d homotopie sont 
’

En effet, les axiomes (Z ) et (HD) sont vérifiés trivialement. En vertu de la

proposition 5, il reste donc à vérifier seulement l’axiome d’exactitude (E ) .
Avec les notations de cet axiome, il est immédiat que j est surjective, car

tout cycle sur U est la tracG sur U d’un cycle sur X (obtenu en remplaçant
les composantes irréductibles du cycle donné par leurs adhérences dans X). D’autre

part on a évidemment j* i = 0 , il reste donc à montrer que le noyau 
est contenu dans l’image de i~ ~ ce qui va résulter du .

. LEMME 4. - Soient X un espace algébrique non singulier, Y une partie 

de X , U = X - Y , z un cycle sur X tEl que la trace de Z sur 11 soit

linéairement équivalente à o. Alors il existe un cycle z ’ dans X , linéaire-
ment équivalent à z , et dont le support est contenu dans Y.

Par hypothèse il existe un cycle Z sur U x k , tel que pour tOUt6 composante

de Z , sa projection dans k soit dense, et tel que ait =s Z(0) - Z(i)
notations habituelles). Soit Z le cycle sur X x k obtenu en

remplaçant les composantes irréductibles de Z par leurs adhérences dans X x k .
Alors les composantes irréductibles de Z ont encore une proj6ction dense dans

k , de plus x k = Z . Il en résulte aussitôt que Z (t ) = Z (t ) ( U pour

tout te. k , d’où Z(0) - Z(l) = (Z(0) - " Z (1 ) ) ( U . Comme le premier membre est
cette formule signifie que z’ = Z - (Z(0) - Z(1)) a une restriction à U

qui est nulle, a son support dans Y . D’autre part z’ est linéairement

équivalent à z . Cela prouve le lemme 4.

Comme nous l’avons signalé plus haut, une théorie de l’équivalence

linéaire des cycles, satisfaisant aux conditions indiquées au début de ce para-

graphe, peut aussi se développer dans, des espaces algébriques quelconques (pou-

, 

vant avoir des singularités ). En effet, si Z est un cycle sur un produit X x T ,

où T est non singulière, alors il résulte de la théorie d’intersections dévelop-

péG par J.-P. SERRE dans son cours au Collège de France en 1958, que 1"intersection

Z. (X x t) = (t) peut se définir comme un cycle sur X x T , pourvu que là

condition usuelle sur les dimensions d’intersections ensemblistes soient vérifiées

(la formule de Serre intervenir une somme alternée de longueurs de modules Tor

calculés sur les anneaux locaux de T). C6 cycle sera évidemment porté par X x t,
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et sera donc de la forme Z(t) x t , où t est un élément de T . Cela permet de

définir les cycles linéairement équivalents à zéro sur X comme ceux qui sont de

la forme Z(0) - Z (1 ) , où Z est un cycle sur X x k . Le théorème 2 sera valable

alors dans la catégorie de tous les espaces algébriques (la démonstration donnée
étant valable telle quelle). La même démonstration s’applique à l’équivalence al-

gébrique . Enfin, les axiomes d’exactitude et d l’homotopie sont aussi valables on

théorie des groupes de classes de faisceaux, (cf. ~ 1 ~~ . La démonstration utilise en-

core essentiellement la proposition 5, qui ramené à prouver l’axiome d’exactitude

qui est une conséquence de propriétés de prolongement de faisceaux algébriques
cohérents.

5. Application à certains espaces produits.

, Dans ce part1 graphe, nous supposons les conditions du début du paragraphe précé-
dent satisfaites, ainsi que les axiomes (E) et (H)o - 

°

PROPOSITION 6. - Soient X ~ V , U un espace algébrique isomorphe à un ouvert

d’un espace affine kn . Alors l’homomorphisme x 40 x x 1U de A(X) dans

A(X x U) est suriectifo 
’ 

.

On peut supposer que U est un ouvert do kn . En vertu de (1.1), le diagramme

est commutatif, la deuxième flèche désignant l’hononorphisme de restriction. Comme

ce dernier est surjectif en vertu de (E). on est ramené au cas où U = k  Si
. %B~ ’ ~~

n = 0 l’assertion résulte de (1.6). si n == 1 c’est l’axiome (H), enfin pour n&#x3E;l

on le démontre par une récurrence immédiate, utilisant l’associativité du produit
cartésien (axiome (l.4))o

PROPOSITION 7. - Soient X6-V . (Xi)0in une suite croissante de parties
fermées de X appartenant à V , avec X = X , u. : X. ~ X 6t
v. : (X. -"X..) ~ Xi les morphismes d’injection, Si une partie de A(X.) o

Soit S = Uu (S.) C A(X) . Supposons que pour tout i ~ ~i~i~ engendre le

^-module A(Xi -Xi-1) e Alors S engendre le /B-module A(X) .

(N.B. - On a pose X-1 = Ø , i.e. X - X-1 = Xo) . Dcnonstration par récur-
rence sur n , l’assertion étant triviale si n = 0 . Supposons n &#x3E; 0 , et

l’assertion démontrée pour les valeurs strictement inférieures de n . Soit, pour

0~i~n-1 , u!: Xi~Xn-1 le morphisme d’injection, et soit
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S’ == u’i*(Si) . Il résulte de l’hypothèse de récurrence, appliquée à

Xn-1 et la suite des Xi que S’ . engendre le A(Xn-1) .
Considérons alors la suite :

_ ~ ,

qui est exacte en vertu de (E ). Comme v* (S) engendre le A -nodule A (X - X 1 )
et que S ’ engendre le A module A(X n- 1), il s ’ensuit aussitôt que
(un-1 ),. (S ’ ) LJ Sn engendre 16 A -nodule A (Xn) . Or ce système de générateurs
n’est autre que S , comme on constate aussitôt.

En conjuguant les propositions 6 et 7, on obtient d6s informations sur l’engendre-

Dent de A (X x p) lorsque P admet une suit6 croissante (Pi) 0 d6

parties fermées, telles que chaque Pi - Pi-1 soit isomorphe à une sonne disjointe

d’ouverts d espaces affines. Le cas le plus simple et le plus important estle suivant

COROLLAIRE. - Soient P espace projectif dj dimension n , Pi (0 = 1 S n)

Une SUit6 croissante de sous-espaces linéaires, avec Pi àe dimension i,

on suppose les P. dans V . Soit X é V . Alors tout élément de A(X)( p) est
1-..,. - lM 

-

somme d’éléments d6, 1;, forme x x où x é:A(X) et _sù on pose

PP{Pi) = wi,.(lp.), vi étant le morphisme d’injection Pi - P .
1- 

~ ~ " " """ " ’ ’ " ’

on a x x = (x) x = ’I1i,.(X x 1Pi&#x3E; , où ui == idX x wi est 1s

morphisme d’injection X x Pi - X x P . Soit Si l’ensemble des éléments de 
’

A (X )( Pi) de la 1 P . On veut donc prouver 
= U 

dre le ^-module A(X x p) , pour ceci on applique la proposition 7. L’hypothèse
de. cette proposition est vérifiée, car on aura v*i(Si) = ensemble des

x )( 1Pi-Pi-1 ~ A{X x (Pi - Or est un espace affine, donc

6n vertu de la proposition 6 on a = A(X )( (Pi - Pi_1 ) ) ’ cela démontre
le corollaire.

6 . Application à certains espaces fi£réj .
Dans ce paragraphe, nous supposons à nouveau que l’axiomatique du paragraphe 1

est valable, et nous supposons de plus, conne dans le paragraphe précédent, que

(V.3) et les axiomes (E) et (H) sont valables. (D’ailleurs, dans le théorème sui-

vant, nous n’utilisons que (E».
NtA
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THÉORÈME 3. - Soient X un espace algébrique non singulier appartenant à V ,
E un espace algébrique non singulier. f un morphisme de E dans X tel ue

l’application t,:mgente en chaque point soit surjective, S une partie de A(E) *

On suppose la condition suivante satisfaite : pour toute partie localement femée

irréductible non singulière Y ~ X, f" (Y) est dans ~ . et pour tout
(Y)) on peut trouver une partie ouverte non vide U de Y tel que

xf-1(U) soit dans le A(U)-module engendré par i*(S) ? où i: r-1 (U) -o E

est le morphisme d’injection. Sous ces conditions, S engendre A(E) considéré

comme module sur il (X ) .

Utilisant (1.7) ~ on est aussitôt ramené au cas où X est irréductible. On procè-

de par récurrence sur n = din X , l’assertion étant triviale si n = 0 . Supposons

donc n ~ 0 , et l’assertion démontrée pour les valeurs strictement inférieures de

la dinension. Soit U une partie ouverte non vide de X, soient Y = X - U $

Y’ l’ensemble des singularités de Y , posons U’ = X - Y’ , Y1 = U’ - U ’ = Y - Y’

U’ = r-1 (U), U’ = f~~ (U ’ ) , Y~ i : Y~ - u , et

1 ’ ~ ~ ~ ’ les ~1 -~7’ et T : U-~U’
les morphisnes d’injection correspondants, enfin, désignons aussi par abus de 

.

langage, par les morphismes U ~ U , U’ ~ U’ et induits

par f. Considérons alors le diagramme :

où la première flèche verticale est définie en utilisant la structure de

sur A définie par l’homomorphisme d’anneaux A (Yl) ~ A(Y1)
et la famille d’éléments de Á (Y1) , indexée par S , déduite du norphisme

d’injection ~l  E et de la partie S de A(E) . Les deux autres flèches 
’

verticales sont définies de la mène manière. Le diagramme précédent est commutatif:

c’est immédiat pour le deuxième carré, compte tenu de la transitivité des opé-
rations g* , et du fait que r est un bomomorphisme d’anneaux ; pour le premier
carrée on utilise 1, formule f’ * i* = i* ffl (paragraphe i, proposition 2 , corol-

laire 1) et la "formule de projection" (1.9) pour i. D’après i’hypothàse de 
.

récurrence, la première flèche verticale est surjective. Il s ’ensuit, utilisant

l’exactitude de la deuxième ligne, que si x ~A(E) est tel que x (Ô = $*(x(1’ )
est dans l’image de A(U)(S) , alors xlü’. est dans l’i:w.ge de Or
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on peut toujours trouver, par hypothèse, un ouvert U = X - Y tel que l’hypothèse

précédente soit vérifiée. La même hypothèse sera donc encore vérifiée en remplaçant
Y 

° 

par l’ensemble Y’ de ses singularités, puis Y’ par (YI) t de sorte

qu’on voit de proche 6n proche que ce sera vrai aussi pour Y = ~ ~ on a

x (A(X)’ ) ~ ce qui démontre le théorème 3 .

COROLU:IRE 1. - Soient X un espace algébrique non singulier. E un espace

fibre localement trivial sur X dont la fibre F est isomorphe à un ouvert U

d’un espace affine, f la projection de E sur X . On suppose que pour toute

partie localement fermée non singulière Y d6 X , f" (Y) 
Sous ces conditions, f* : A(X) ~ A(E) est surjectif.

Il suffit de vérifier que, prenant S = (1~) ~ la dernière condition du théorème 3
est vérifiée~ Or il suffit de prendre l’ouvert U assez petit pour que f" (U)
.fibre sur U soit trivial, i.6. s’identifie au produit U x F . Alors en effet

l’homomorphisme £*: A(U) ~ A(f-1 (U)) est surjectif, en vertu de la proposi-

tion 6~ Cela démontre le corollaire 1.

COROLLAIRE 2. - Soient X ~ V un espace algébrique non singulier, E un fibre

vectoriel de rang p sur X, P(E) le fibré projectif associée On suppose

qu’on est dans le cas gradué, 1,e , pue la théorie d’intersection envisagée satis-
fait aux conditions du paragraphe 2. Considérons la classe A (P(E)) définie

dans le .paragraphe 2.. Alors les 03BEiE (0 ~ i ~ p - 1) engendrent le A(X)-module

À(P(E) ) *

Soit ensemble des ’5 ~ (0 ~i: p - 1) . Montrons que les conditions du

théorème 3 sont satisfaites  Si Y est une partie localement fermée non singulière

de X , alors la partie de P(E) au-dessus de Y est le fibre projectif associé

au fibre vectoriel sur Y induit par E ; comme Y e V , il s’ensuit que ce

dernier est dans V en vertu de la condition (V.2) du paragraphe 2. Reste à véri-

fier la dernière condition du théorème 3. Avec les notations de ce théorème, on

prendra la partie ouverte U de Y assez petite pour que le fibre induit sur

U par E soit trivial. Cela nous ramène à prouver 16 corollaire 2 dans le cas où

E est un fibre trivial X x V (V étant un vectoriel de dim p sur k) . Dans

ce cas P(E) = X x p(V) , et un oalcul fait au paragraphe 2 (dans la démonstration
de la proposition 4) montre que 7~ = ~ ~ désigne par

p-o1 
une suite croissante de sous-espaces linéaires de p(V), P.

de dimension 1 . Par suite on a, pour x ~A(X) , x 03BEiE = x x 
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le corollaire à 1~. proposition 7, les éléments de cette forme (pour

0  i  p - 1 ) engendrent le ^-module A(X x p(V» , en d’autres
tenues les 1 (0 . i ~ p - 1 ) engendrent 16 A (X x P (V ) ) ~ ce qui
achève la démonstration du corollaire.

Compté tenu de la proposition 4 du paragraphe 2, on voit donc que les ce£
(0 £1 fl p - 1) forment une base du A(P(E)) . En d’autres termes,

sous les conditions envisagées dans ce paragraphe, l’axiome paragraphe 2

est vérifié. D’après le théorème 2, il en est ainsi en particulier en théorie de

l’équivalence linéaire dans la catégorie d6s espaces algébriques non singuliers

quasi-projectifs.

REMARQUES. - Sous les conditions du corollaire 1~ il n’est pas toujours vrai que

l’homomorphisme £* soit bijectif. Il en est toutefois ainsi chaque fois que E

admet une section régulière, comme on voit aussitôt. Il en est de même lorsque E

est un fibre en f ibres de groupe structural 16 groupe linéaire affine (mène

si E n’admet pas de section régulière) : on le démontre en considérant le fibré

6n espaces projectifs E obtenu en f6rmant projectivement les fibres de E , et

en utilisant l’axiome E ) pour 1 et la partie ouverte E de Ë, (dont le

complémantaire cst aussi un fibré en espaces projectifs). Utilisant le résultat

précédente on montre sana difficulté que si P est le fibré principal associé

à un fibré vectoriel E de rang p sur X (donc P est justiciab16 du

corollaire 1 ) , alors f* est un homomorphisme de A(X) sur A(P) dont le

noyau est l’idéal de engendré par les ci (E) (1 ~i $p) ~ si

G est le groupe linéaire à p variables, T le tore naxmal et B ~T le sous-

groupe de Borel de G y alors P/B est la variété de drapeaux D(E ) , donc

A(P/B) est connu, d’autre part P/T est un fibre affine sur P/B , donc A(P/T)

est isomorphe à A (P/B) ~ enfin pour calculer A (P) à partir de A(P/T) on est

ramené à calculer A(Q) lorsque Q est un espace fibre principal sur T associé

à un fibre vectoriel de rang 1 , ce qui n’ offre pas de difficultés grâce au

corollaire 1 et à l’axiome d’exactitude).
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