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3IMA262 Feuille 1

1 Ensembles, Applications

Exercice 1.1. — A toute partie A de E, on associe la fonction 14 de E dans {0, 1} définie par : l4(x) =1,
six € A, l4(x) =0, sinon. On appelle 14 la fonction caractéristique de A.

1. (a) Montrer que P(E) est en bijection avec {0, 1}, I’ensemble des applications de E vers {0, 1}.
(b) Montrer que |A| =Y . 4 (x).

2. (a) Montrer que ll4 + Iy = 1.
(b) Montrer que I4np = L4 1Ip.
(c) Montrer que llyyp = 14+ llp — N4 5.

3. (a) Montrer que 1 hoa = 1—TT (1 —1y,).

i=1

(b) En déduire la formule du crible : |U?_ | A;| = Y7 (—1)*! <Z,~1<...<,~k |Ai, |- |A,-k|>.

Exercice 1.2. — Compter le nombre d’entiers entre 1 et 1000 , qui ne sont divisibles ni par 5 , ni par 7, ni
par 13 .

Exercice 1.3. — Soit E un ensemble. Pour A, B € P(E), on appelle différence symétrique AAB = (A\B) U(B\A).
1. (a) Montrer que AAB = (AUB)\(ANB).
(b) Montrer que AAB = BAA
(c) AAA =0, AND = A
2. (a) Montrer que liypp = (4 — 11B)?> = |1A — 1B|.
(b) AA(BAC) = (AAB)AC.

3. Lorsque E est fini non vide, trouver une bijection entre les parties de E de cardinal pair et les parties
de E de cardinal impair.

Exercice 1.4. — Soit X et Y deux ensembles. Montrer que

X=Y&XUY =XNY.

Exercice 1.5. — Soit £ en ensemble non vide et A et B deux parties non vides de E et f 1’application de
P(E) dans P(A) x P(B) définie par : f(X) = (XNA,XNB).

e Montrer que f est injective si et seulement si AUB = E.

e Montrer que f est surjective si et seulement si ANB = 0.

e Déterminer f~! dans le cas o f est bijective.

Exercice 1.6. — Soit X,Y et Z trois ensembles. Soit f : X - YetG:Y — Z.
e Montrer que si g o f est surjective alors g est surjective.
e Montrer que si go f est injective alors f est injective.
e Montrer que si f et g sont injective alors go f est injective.
e Montrer que si f et g sont surjective alors go f est surjective.
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Exercice 1.7. — Soit £ en ensemble non vide et A et B deux parties non vides de E et f 1’application de
P(E) dans P(A) x P(B) définie par : f(X) = (XNA,XNB).

e Montrer que f est injective si et seulement si AUB =E.

e Montrer que f est surjective si et seulement si ANB = 0.

e Déterminer f~! dans le cas o f est bijective.

Exercice 1.8. — Soit E et F' deux ensembles et f une application de E dans F.
e Démontrer que pour toute famille (A;) de parties de E on a :

UA;) = U f(A; NA; N f(A;).
F(UA) = U F(&). F(0A) € O F(A)
Donner un exemple d’inclusion stricte.

e Démontrer que pour toute famille (B;) de parties de F on a :

FH(UA) = U (&), F(0A) = 0 F (&), (F\B) = E\f~(B).

e Montrer que I’on a pour tout X C EettoutY C F :

X Ccfm(fx)), f(fx)cr.

e Montrer que f est injective si et seulement si pour tout X,Y € P(E),ona f(XNY) = f(X)Nf(Y).

Exercice 1.9. — Soit A et B deux ensembles finis.
e Montrer qu’il existe une injection de A dans B si et seulement si |[A| < |B].
e Montrer qu’il existe une surjection de B sur A si et seulement si |[A| < |B.

Exercice 1.10. — Soit E et F' deux ensembles de méme cardinal fini et f : E — F. Montrer que les
propositions suivantes sont équivalentes :

i) f estinjective. ii) f est surjective. iii) f est bijective.

Exercice 1.11. — Soit E un ensemble.

e Montrer qu’il existe une injection de E dans P(E).

e Montrer qu’il n’existe pas de surjection de E sur P(E). On pourra raisonner par contradiction en
considérant pour f surjective, 'ensemble A= {x € E; x & f(x)}.

e Montrer qu’il n’existe pas d’injection de P(E) dans E.

e Construire une bijection explicite entre N et ’ensemble de ses parties finies (indication : on utilisera
I’existence et I'unicité de I’écriture d’un entier naturel en base 2, qui est admise ici).

Exercice 1.12. — Soit ¢ une injection de N dans N. Montrer que gr}rl Q(n) = H-oo.
n oo

Exercice 1.13. — Montrer que les applications suivantes de N> dans N sont des bijections :

(03) = xS (o) (b4 1), () o 22t 1) - 1

2  Algorithme d’Euclide. Pgcd

Exercice 2.1. — Soit n > 2 un entier. Trouver le pgcd et les coefficients de Bézout correspondants de n — 1
et n+ 1 ainsi que ceux de n>+ 1 et n® —n.

Exercice 2.2. — Résoudre I’équation (2n+8,3n+ 15) = 6.
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Exercice 2.3. — Résoudre dans Z les équations suivantes :
(a)5x—18y =4, (b)12x+Ty=15, (c)6x+15y=28, (d)1681x+ 1271y =99999

Exercice 2.4. — Soit a,b, c des éléments d’un anneau euclidien (Z par exemple)
1. (a) Montrer que si (a,c) = 1et (b,c) = 1, alors (ab,c) = (a,c)(b,c) = 1.
(b) Montrer que ((a,c), (b,c))|((a,b),c).
2. On suppose a présent que (a,b) = 1.
(a) Montrer que (a",b™) = 1 pour tous n,m € N.
(b) Montrer que si k € Z divise b alors (k,b) = 1.
(c) En déduire que pour tout ¢ € Z, on a (a,bc) = (a,c).
(d) Montrer que (ab,c) = (a,c)(b,c).

Exercice 2.5. —
1. Sit > lestunentierett” —1|¢"—1 alors m | n.
2. Montrer que si (a,b) = 1 alors (a — b™,a" — b") = al"™") — plmn),

Exercice 2.6. — Suite de Fibonacci.
On considere la suite de Fibonacci (F,),>0 d’éléments de N, définie par Fy =0, F1 =1, F,i1 = F, + F,—1.

On pose A = (i (1)>

) ) . F, F,
1. Montrer que pour tout entier n > 1, on a I’identité A" = ( 2+l “n ) )

Fn Fn—l
2. En déduire la relation F;,, 1 F, | — F? = (—1)".

3. Montrer que F4, = Fr1Fn+ FnFpn—1.

4. Montrer que (Fy, Fyin) = (Fy, Fy), puis que (F,, F,) = Fum)-

Exercice 2.7. — Ecriture matricielle dans I’algorithme d’Euclide
Soita,b € Z. Posons ro =a, r; =b,up =1, vo =1, u; = 1, vy et définissons par récurrence pour i > 1,
Fit1 = Fi—1 —qili,  Uit1 = Ui—1 — gqilli;  Vit1 = Vi-1 —{4iVi,
ou g; est un entier relatif quelconque.
1. Montrer que pour tout i > 0, on a pged(r;, ri+1) = pged(a,b) et uja+vib = r;.

ri u; Vi 1 ri1 Uj—1 Vi—
2. (a) Montrerqu’onapourtoutiz1,< ' ' : >:(O )(’ b Hi=L 1)

Figl Wigl Vigl I —g; riooup Vi
: up i ;
(b) Montrer que pour touti >0,ona | Lol=(=1)n
Uirl Vitl

3. A présent, on définit g; et r;1,u;y1,vi+1 de la facon suivante, pour i > 1 :
Si r; =0 alors riy1 = ry, uit1 = Ui, viy1 = vj, sinon q; = u;—1 + u; (le quotient de u;_; par u;, tel que
0<ui1—qiu; <|w|)etrigy =ri1—qiri, Wix1 =Ui—1 —qilli, Viy1 = Vi1 —qiVi-
(a) Montrer que la suite r; est décroissante pour i > 1.
(b) Montrer que il existe un rang n tel que r, = d # 0 et r,,.; = 0. Montrer que d est le pged de a et
b.

b a
(©) Upt1 = 3(—1)n+l, Vnt+l = 3(—1)'1-

4. On suppose ici que 0 < b < a.
(a) Montrer que les suites u; et v; sont de signes alternés et croissantes en valeur absolue.

b
(b) Montrer que |u,| < 2 V| < % (on notera que q, > 2).



	Ensembles, Applications
	Algorithme d'Euclide. Pgcd

