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Un corrigé du devoir a la maison (révisions en vue de ’examen)

Exercice 1 [Algebre linéaire 1] Soit I'application linéaire de R® dans R3 définie par :
flz,y,2) = (-2 + 5y — z, -2z + 2y + 2z, —2x + by — z).

1. Déterminer la matrice A de f dans la base canonique de R3.

-2 5 -1
(réponse :) A=[-2 2 2
-2 5 -1

2. Montrer que dim Ker(f) = 1 et trouver un générateur v, de Ker(f). On commence par résoudre le systéme
linéaire f(z,y,2) = (0,0,0); on réduit le systeme [détails du calcul omis] au systeme y = z, x = 2y et
conclut que, puisqu’il y a une seule variable libre, dim Ker(f) = 1 et qu’une base est fournie par le vecteur
(obtenu en fixant y = 1) v; = (2,1, 1).

3. Déterminer la dimension de Sm(f) et une équation de I'image. D’apres le théoréme de la dimension,
dimR3 = dim Ker(f) + dim Sm(f) donc dim Im(f) = 2. Un vecteur (a,b,c) est dans I'image de f si et
seulement si le systeme suivant possede une solution :

—2x+dy—z = a
—2x4+2y+2z = b
—2x+dy—z =
Appliquons pour cela la méthode du pivot :
-2 5 -1 a 1 -1 -1 =b/2 1 -1 -1 —b/2
-2 2 2 b|l—-(0 3 -3 a-b]—-10 1 -1 (a—0)/3
-2 5 -1 ¢ 0 0 0 c—a 0 0 0 c—a

Sic—a # 01l y a un pivot sur la derniere colonne et donc aucune solution, si ¢—a = 0 il y a des solutions,
ainsi un vecteur (a, b, ¢) est dans I'image si et seulement si ¢ — a = 0.

4. Montrer qu’il existe un vecteur non nul vy tel que f(v2) = 2v9 ; montrer de méme qu’il existe un vecteur

—2x+d5y—2z = 2z
non nul vs tel que f(vs3) = —3vs. On doit résoudre successivement les systemes ¢ —2z +2y+2z = 2y
—2x+dy—z = 2z
—2x+5y—2 = -3z
puis ¢ —2x +2y+2z = —3y; les solutions du premier forment un espace vectoriel de dimension 1
—2x+d5y—2z = -3z

engendré par vy = (1,1, 1), les solutions du deuxieme forment un espace vectoriel de dimension 1 engendré
par vs = (1,0,1) [calculs omis].

5. Montrer que vq, v3 forment une base de Sm(f). Tout d’abord les vecteurs v et vs appartiennent & Sm(f)
(ou bien on remarque qu’ils vérifient I’équation trouvée au point 3 ou bien on utilise la question précédente
qui donne vy = f(v2/2) et v3 = f(—v3/3)). L’espace vectoriel Sm(f) est de dimension 2, donc deux
vecteurs de cet espace forment une base si et seulement si ils sont indépendants. Or avs + bvg = 0 équivaut
a+b=a=a+b=0et donca=>b=0.

6. Posons B = {v1,vs,v3} , vérifier que c’est une base de R® et écrire la matrice de f dans la base B.
On peut vérifier directement que les trois vecteurs sont linéairement indépendants ou procéder ainsi : si
avy + bvg + cvz = 0 alors f(avy + bvg + cvs) = 2bve — 3cvs = 0 done, puisque v et vs sont indépendants
b= c =0 et donc a = 0. Pour calculer la matrice de f dans la nouvelle base on peut soit utiliser la formule
de changement de bases (en calculant matrice de passage etc.) soit revenir & la définition (ce qui est le
plus simple ici) : écrivons

f(’Ul) =0= 0.’01 + 0.’02 + 0.’03, f(’l)g) = 2’[)2 = 0.’01 + 2.’02 + 0.’03, f(’l)g) = 73’[)3 = 0.’[)1 + 0.’[)2 + (73).’03



donc

Exercice 2 [Algebre linéaire I1] Soit f : R3 — R? D'application linéaire donnée dans les bases canoniques par

la matrice
1 2 -5
A= <—1 0 3 >

1. Montrer que les vecteurs suivant forment une base de R3

1 0 -1
v = 1 Vo = 1 s V3 = 2
1 1 3

et écrire la matrice de passage P de la base canonique de R3 vers cette nouvelle base. Il suffit de vérifier
que les trois vecteurs sont linéairement indépendants; pour cela on résoud le systeme avy + bvs + cvg = 0
et constate que la seule solution est a = b = ¢ = 0. La matrice de passage de la base canonique vers la
nouvelle base s’obtient en écrivant en colonne les vecteurs de celle-ci :

1 0 -1
P=(1 1 2
11 3

2. Montrer de méme que les vecteurs suivant forment une base de R?

=) = ()

et écrire la matrice de passage @ de la base canonique de R? vers cette nouvelle base. On vérifie de méme
que w1 et wy sont indépendants et on écrit :
1 2

3. Calculer la matrice B de f dans les bases vi,vs,v3 et wi,w2. On peut procéder de deux manieres.
Premierement on peut utiliser la formule de changement de bases qui s’écrit ici (Cf Cours)

B=Q 'AP.

On doit donc calculer Q1 = (1 2 ) et effectuer le produit

1 -1

B<—1 2)(1 2 —5) 1(1)_21 <6 9 32>
1= \-1 0 3)\; | 3 —4 -6 -22

Deuxiemement on peut revenir a la définition, écrire

f(Ul) = (_22) = aw; + bws, f(UQ) — (_33) — a'w; + b'ws, f(US) _ (—11)2) = a"wy + b"wy

a a/ a/l

et donc B = <b Y

) et calculer les coefficients a, b, a’, V', a”,b".

Exercice 3 [Développements limités] Calculer les limites suivantes
Ll e’ —cosx
Clim ———;
=01 —+/1— 22

e’ —cosr —x

. lim ;
=01 — /z —log(l+ x)




. 2tgx —tg2x
3. lim ————
z—0 (1 — cos 3x)

1.Onae® =1+ax+2%/2+ o(z?), cosx =1 —22/2+ o(2?) et V1+u =1+ u/2+ o(u) donc V1 — 22 =
1 —22/2 + o(x?). Ainsi
e* —cosw r + 22 + o(2?) 1+ x4+ o(x)

1—-vVI—22 2%/2+0(z2) = x+o(x)
On conclut que lorsque x tend vers zéro par valeurs positives (resp. par valeurs négatives) la fonction tend
vers 400 (resp. vers —oo).

2. Un calcul similaire donne e® — cosz — o = 2% + o(2?) alors que log(l + x) = = — 22/2 + o(x?) donc
z —log(l +z) = 22/2 + o(x?) et donc \/z —log(1 + ) = \/22/2 + o(22) = |z|(1 + o(1)) tend vers zéro;
e’ —cosT —

on obtient ainsi que lim =
=01 — /z —log(l + )
3. Onsait que tgz = 2+23/3+0(23) donc 2tg v —tg 2z = 22— 223 /3— (22)— (22)3/3+0(23) = —22°+0(2?) ;
d’autre part (1 — cos3x) = z(1 — (1 — (32)%/2 + o(2?))) = (922 /2 + o(2?)) = 923 /2 + o(2®) et donc

. 2tgx —tg2r . —22% +o(2?)
lim ———— = lim ——— % =
-0 (1 —cos3x)  2—0923/2 + o(z3)

4
5
Exercice 4 [Calcul intégral] On rappelle les formules suivantes, ot on note t := tg(x/2) :

1—¢2 , 2t
= H—tQ et SIH(ZE) = 1 n t2 .

cos(z)

1. Décomposer en éléments simples la fraction rationnelle :

1
(X2+ D)X +1)(X +2)

f(X) =

la décomposition en éléments simples est a priori de la forme

N A N B +C’X+D
X+1 X+2 X241

f(X) = E(X)

Le polynéme F(X) est nul car le degré du numérateur est strictement inférieur au degré du dénominateur
(en général le polynéme E(X) est le quotient de la division euclidienne du numérateur par le dénominateur).
On calcule ensuite séparément les coefficients :

1 1
A=[(X+1)f(X))x__q {(X+2)(X2+ 1)]){——1 F)

1 1
R R c=v] M

1 1 1 1-3i

Ci+D=[(X>+1)f(X)],_, {mh_i TG+2i+1) 143 10

D’ou le résultat
1 1 —-3X +1

T =370 st T e )

2. Déterminer une primitive de f. On integre terme a terme la décomposition, ce qui donne :
f(x)d ———110| +1|——110| +2|——310|2+1|+—1At +C
r .

z)dr = 7 log |z 5 loglx 50 o8 1% 1p Arcte®

3. A laide d’un changement de variables, calculer I'intégrale :

/2 cos)?
/O ( (1+ )

1+ sinz + cosz)(2 + 2cosx + sinx)




On effectue le changement de variable t = tg(x/2) suggéré dans le préambule en se souvenant que dr = 7 s
et en observant que la valeur z = 0 correspond a ¢t = 0 et la valeur © = 7/2 correspond a t = tg(m/4) =1 :

112
/”/2 (1+ cosz)? J /1 (1 + 1+t2) 2dt
T =
0 ( ) 0 (1 +

: : 3
1+ sinz + cosx)(2+ 2cosx +sinz 2%+ L—_z) (2+2;§§ + 1i§2) 1+t

I+
1 1
dt 2 3 1
=2 = |1 1| — =1 2| — —log |2? + 1| + = Arct
/0 t+1)(t+2)2+1) {ng” | =g loglet 2= qglogla” + 1]+ rchh
que l'on peut simplifier en
/2 (1 + cosz)? 11 2 ™
dr = —1log2 — —-log3 + —.
/0 (1 +sinz 4 cosx)(2 + 2cosz + sinx) YT 108 5 08 + 20

Exercice 5 Trouver I'ensemble des solutions des équations différentielles suivantes, en précisant soigneusement
Pintervalle de définition de celles-ci :

1.

y/ — zy2.

2. zy +y = cosz.
3.
1

. La premiere équation n’est pas linéaire mais est & variables séparées : lorsque y # 0 on peut la réécrire
’

y" + 4y = cos(z) + sin(2x) + x + €2*.

1

—¥ = —z ou encore en intégrant y~! = —22/2 + C} ou encore en posant C' = 2C :

y2

ya) =

— 2’

Cette solution est définie sur tout R lorsque C' < 0 mais, si C' > 0 elle n’est pas définie en z = +/C. 1l
ne faut pas oublier la solution “triviale” y = 0.

. La deuxieme équation est une équation linéaire du premier ordre. On commence par résoudre 1’équation

homogene associée : zy’ + y = 0 qui a pour solutions les fonctions y(x) = C'/x. Pour trouver les solutions
de I’équation initiale on peut utiliser la méthode de la variation de la constante et chercher une solution
de la forme y(x) = C(z)/x. On trouve qu’il s’agit d’une solution si et seulement si C’(z) = cosz ou encore
C(z) = sinz & une constante pres. L’ensemble des solutions est donc donné par les fonctions

sinex C

ylz)=—+—.

Remarquons que ces solutions ne sont pas définies en zéro lorsque C' # 0 mais on peut montrer que la
fonction y(z) = 222 prolongée par la valeur y(0) = 1, est bien dérivable et solution sur tout R.

T )

. La troisiéme équation est une équation linéaire du second ordre. On commence par résoudre 1’équation

homogene associée : y” + 4y = 0. L’équation caractéristique X2 + 4 = 0 possede deux racine complexes
2i et —2i, donc les solutions complexes sont données par y(z) = A;e2™ + Aze™2" tandis que les solutions
réelles sont données par

y(x) = Cy cos 2z + Cy sin 2z.

Pour trouver les solutions de 1’équation initiale on peut utiliser la méthode de variation des constantes
ou chercher une solution particuliere; de plus on peut utiliser le “principe de superposition” et chercher
une solution particuliere y; (z) (resp. y2(z) resp. ys(z), resp. ya(z)) de I'équation y”’ + 4y = cos(z) (resp.
= sin 2z, resp. = x, resp. = €2%) et on obtiendra une solution particuliere de 1’équation initiale en prenant
y1(2) + y2(@) + ys(2) + ya(a).

- Siy1(z) = acosz alors y{ + 4y; = 3acosz donc on peut choisir a = 1/3 et y1(x) =

- Si y3(x) = bx alors y5 + 4ys = 4bx donc on peut choisir b = 1/4 et y3(z) = §.

cosx
—3 .

- Si ya(r) = ce® alors yY + 4y, = 8ce?* donc on peut choisir y4(z) = %.

- Le calcul de ya(x) est plus subtil car sin(2z) est solution de I’équation homogene, on cherche donc une
solution de la forme yo(z) = x(Acos2z + Bsin2z) et on calcule y4 + 4dys = —4Asin2z + 4B cos 2z ; on
choisit donc A = —1/4 et B =0, c’est-a-dire yp(z) = —L2L

On obtient finalement les solutions de ’équation initiale sous la forme

cosx xcos2x x e

4 +4+8'

y(x) = Cy cos 2z + Cy sin 2z +



