Exam du cours 3M123

Durée : 2 heures

15 décembre 2016

Aucun document n’est autorisé. L’utilisation de tout appareil électronique
de calcul et des téléphones portables est interdite. Lorsqu’un calcul est demandé,
détaillez les étapes en indiquant les opérations effectuées. Un résultat correct
mais non justifié ne donnera qu’une partie des points. Les correcteurs tiendront
compte de la qualité de la rédaction et de la précision des raisonnements. Cet
examen comporte 4 exercices et est noté sur 100.

Exercice 1. On considére I’espace affine euclidien R3 muni du produit scalaire
standard et l’application affine ¢: R? — R3,

T L[ 3. V6 -1 T -1

fly] = 1 V6 -2 V6| |y|+ 7

z -1 -6 3 z 1+ 6
1. Déterminer la partie linéaire A de f et montrer que c’est une isométrie.
2. Déterminer les caractéristiques géométriques de A.
3. Déterminer I'unique vecteur u € ker(A — id) tel que g :=t_, o f admet
un point fixe.

4. Déterminer le lieu des points fixes de g.
5. Déterminer les caractéristiques géométriques de f.

[Des approches qui répondent aux questions dans un ordre différent sont
permises. |

Exercice 2. Soit Ag, A1, Ay un repére affine de R%. Pour i = 1,2, 3, soit D; une
droite de £ d’équation barycentrique

a(()i)xo + agi)xl + agi)xQ =0,

par rapport au repére affine Ag, A1, As.

1. Citer (sans démonstration) une condition nécessaire et suffisante sur les
coefficients agl) pour que les trois droites soient paralléles ou concou-
rantes.

Soit My (resp. My, resp. M) le milieu de A; et As (resp. Ag et As, resp. Ag
et Ay) et, pour i = 0, 1,2, soit £; la droite passant par A; et M;. [Représenter
la situation avec un dessin.|



2. Ecrire des équations barycentriques des droites £;.

3. Démontrer a ’aide de la question 1. que les droites £; sont concourantes.

Exercice 3. Soit A un nombre réel. On considére les sous-espaces affines de R3
donnés par les équations suivantes :

Pr:dx+y—z=1,

Jy—32=-1,
QA'{:E—&—()\—l)z:l.

1. Déterminer une base de 'espace directeur de Py et une de celui de Q.

Le but de 'exercice est d’étudier I'intersection de Py et Q. en fonction du
paramétre A en étudiant le rang des matrices

A1 -1 A1 -1 1
Av=10 1 =3 ], A=[0o1 -3 -1
10 A—1 10 A-1 1

Déterminer les nombre réels A tels que l'intersection Py N Q) est :
2. vide.
3. un point M), qu’on explicitera.
4. une droite Dy dont on donnera un vecteur directeur.
Exercice 4. Soient n > 1 un entier et A;, As deux points distincts de R™.

Soient A1, A2 des nombres réels. Pour ¢ = 1,2 on considére 'application affine
h;: R®™ — R™ définie par

hi(Ai+ ) = A + N 0.

On pose hz := hy o h;.
1. Pour i = 1,2 déterminer la partie linéaire de h;.
2. Déterminer la partie linéaire de hg.

Soit (A;A3) Punique droite de £ qui passe par A; et As. Les coordonnées
barycentriques d’un point M (dans le repére A;, As) sont 'unique couple (z1, z2)
de nombres réels tels que 1 + x5 =1 et

(ElMAl + iL'gMAQ =0.

Dans la suite on suppose Aj Ay # 1.

3. Montrer que hs a un unique point fixe.

4. Pour un point M de (A;As) déterminer les coordonnées barycentriques
de h3(M) en fonction de celles de M.

5. Montrer que l'unique point fixe de hz appartient a la droite (A;A4s) et
déterminer ses coordonnées barycentriques.



